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palavras-chave Paradoxo de Einstein, Podolsky e Rosen, desigualdade de Bell, estados en-
trelaçados, meios não lineares, mistura de quatro ondas

resumo Neste trabalho estudamos as propriedades dos estados entrelaçados do ponto de
vista teórico e experimental. Apresentamos uma montagem experimental que per-
mite gerar fotões entrelaçados em fibras óticas, usando o processo espontâneo de
mistura de quatro ondas, o qual descrevemos em detalhe teoricamente.
Os estados entrelaçados são os argumentos centrais no paradoxo de Einstein, Po-
dolsky e Rosen (paradoxo EPR), que questiona a natureza e a validade da teoria
quântica. Contudo, o teorema de Bell veio validar a mecânica quântica. Assim,
analisamos teoricamente os estados entrelaçados gerados experimentalmente, onde
demonstramos a violação de uma das desigualdades de Bell por parte dos estados
entrelaçados. A violação experimental da desigualdade pode ser usada como con-
firmação de que os estados gerados pela nossa montagem experimental são de
fato entrelaçados. O teorema de Bell acabou com a discussão do paradoxo de
EPR, mas outras questões surgiram. Neste trabalho abordamos ainda um dos
tópicos relativamente recentes e pouco inexplorados que surgiu no seguimento do
teorema de Bell que é a sua generalização para sistemas de multi-part́ıculas. Por
fim apresentamos as nossas conclusões principais.





key-words Einstein, Podolsky and Rosen Paradox, Bell’s inequality, entanglement states, non-
linear media, four-wave mixing

abstratc In this work we study the properties of entangled states in both theoretically and
experimentally. We present an experimental setup that allows to generate entan-
gled photon pairs in optical fibers, using the spontaneous four-wave mixing process,
which we study theoretically detail.
The entangled states are the basis of the Einstein, Podolsky and Rosen paradox
(EPR paradox) that calls into question the nature and the validity of quantum
mechanics. However, the Bell theorem came to validate the quantum theory. We
analyze theoretically the entangled states generated by our experimental setup,
where we show the violation of one of Bell’s inequalities by entangled states, which
is confirmed experimentally. The violation of the inequality can be used as confir-
mation that the states generated by our experimental setup are indeed entangled.
The Bell theorem ends with the discussion of the EPR paradox, but arises others
questions. In this work we study another, relatively recent and unexplored topic,
that arises as consequence of Bell’s theorem, that is its generalization for muti-
particles systems. Lastly, we present our main conclusions.
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2.5 Gráfico com os resultados da experiência 2.3.2 e com as curvas de ajuste. . . . . . . . 10
2.6 Montagem experimental da experiência 2.3.3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Caṕıtulo 1

Introdução

Einstein, Podolsky e Rosen publicaram em 1935 um artigo intitulado “Can Quantum - Mechanics
Description of Physical Reality Be Considered Complete?”, onde questionam a validade da teoria
quântica [1]. Deste artigo surgiu o chamado paradoxo de Einstein, Podolsky e Rosen, também conhe-
cido como paradoxo EPR, que é um dos tópicos mais discutidos na mecânica quântica, tendo uma
importância profunda para a compreensão do carácter local ou não local da realidade f́ısica. Nesse
artigo os autores usam os estados entrelaçados como argumento central para demonstrar as supostas
limitações da mecânica quântica. Para compreendermos os argumentos do paradoxo EPR, supomos
que temos duas part́ıculas, as quais interagiram num certo momento, supomos ainda que o estado das
duas part́ıculas depois de interagirem é conhecido e é expresso da seguinte forma,

|ΨEPR〉 = γ1|a1〉1|b1〉2 + γ2|a2〉1|b2〉2 , (1.1)

onde γj para j = 1, 2 são os coeficientes de normalização. Assumimos que os estados |aj〉1 são os

estados próprios e aj são os valores próprios do operador Â1 associado à part́ıcula 1, enquanto |bj〉2
são os vetores próprios e bj são os valores próprios do operador B̂2 associado à part́ıcula 2 com j = 1, 2.

Ao medir-se a quantidade Â1, depois da interação entre as duas part́ıculas ter terminado e estarem
espacialmente afastadas, se o resultado da medida for aj , então a função de onda colapsa para o estado
|aj〉1|bj〉2, logo a part́ıcula 1 está no estado |aj〉1 e a part́ıcula 2 estará no estado |bj〉2 (colapso da

função de onda). Como |bj〉2 é um vetor próprio do operador B̂2 podemos prever com toda a certeza
que o resultado da medida na part́ıcula 2 é o valor próprio bj sem ter feito qualquer medição. Isto
significa que o estado da segunda part́ıcula depende das medições feitas na primeira part́ıcula. A
part́ıcula 2 parece auto-definir o seu estado em função da medição efetuada na primeira part́ıcula,
de forma instantânea, contrariando aparentemente a relatividade restrita e o prinćıpio da localidade,
que próıbem qualquer influência instantânea entre eventos espacialmente afastados. Por esta razão
Einstein, Podolsky e Rosen apelidaram este fenómeno de “ação fantasmagórica à distância”. Por
estes motivos conclúıram que a mecânica quântica não podia descrever de forma completa a realidade.
Admitiram ainda que seria posśıvel completar a teoria quântica adicionando novas variáveis designadas
de ocultas, que tornariam a teoria quântica numa teoria determińıstica e local.

No mesmo ano, 1935, Niels Bohr, um dos pais da mecânica quântica, publicou um artigo com o
mesmo t́ıtulo do artigo de EPR, onde refuta as cŕıticas feitas por Einstein, Podolsky e Rosen sobre a
teoria quântica [2]. No entanto, o artigo de Einstein, Podolsky e Rosen motivou o desenvolvimento de
interpretações alternativas à teoria quântica que fossem locais e determińısticas. Uma das tentativas
mais relevantes de tornar a mecânica quântica numa teoria local de variáveis ocultas (local theory of
hidden variables) foi feita por David Bohm em 1952 [3,4]. Bohm, seguindo o trabalho de de Broglie [5],
apresentou um interpretação alternativa baseada em variáveis ocultas, sem rejeitar a interpretação
padrão da mecânica quântica.

Em 1964, John Stewart Bell deu uma contribuição decisiva para este problema com o artigo “On
the Einstein Podolsky and Rosen Paradox” [6], considerado por muitos um dos mais profundos artigos
cient́ıficos. Nesse artigo, Bell apresenta a sua famosa desigualdade, que é obedecida pelas teorias
locais, mas incompat́ıvel com a mecânica quântica. Posteriormente, várias experiências, conhecidas
como testes de Bell, confirmaram a violação da desigualdade de Bell pelos estados entrelaçados [7–9],

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

sendo que esses testes experimentais vieram confirmar a existência de estados entrelaçados e con-
sequentemente rejeitar o carácter local da realidade f́ısica. No entanto, as limitações experimentais,
designadas de loopholes, põem em causa a validade dos resultados dos testes de Bell. Assim, a violação
experimental da desigualdade de Bell pode ser causada pelos loopholes [10]. Contudo os avanços expe-
rimentais têm confirmado, de forma consistente, que os resultados dos testes de Bell são consequência
dos estados entrelaçados e não dos loopholes [11, 12].

Mais de 70 anos depois do paradoxo de EPR e quase 50 anos depois do teorema de Bell, a
discussão continua. O carácter local ou não local da realidade f́ısica é ainda matéria de grande
discussão. Recentemente, Leggett desenvolveu um trabalho semelhante ao trabalho de Bell para
teorias de variáveis ocultas não locais (nonlocal theories of hidden variables), para as quais obteve
uma nova desigualdade que também é incompat́ıvel com as previsões da teoria quântica [13, 14].
Algumas experiências já realizadas mostram essa incompatibilidade com as teorias de variáveis ocultas
não locais [15, 16]. Existem ainda alguns trabalhos que tentam provar que a mecânica quântica é a
teoria mais completa posśıvel [17]. Um outro tópico recente e relativamente pouco explorado é a
generalização do teorema de Bell para sistemas de multi-part́ıculas. Existem alguns trabalhos teóricos
que apresentam uma desigualdade de Bell geral como sendo uma condição suficiente e necessária para
que os estados de N part́ıculas possam ser descritos por teorias locais e determińısticas [18]. Só muito
recentemente foram obtidos trios de fotões entrelaçados com alta qualidade, e que permitem verificar
a violação da desigualdade de Bell generalizada [19,20].

Para além das motivações fundamentais, os estados entrelaçados são importantes para a in-
vestigação em tecnologias quânticas, em particular nas comunicações quânticas. Por exemplo são
vários os trabalhos que mostram as aplicações dos estados entrelaçados na distribuição das chaves
quânticas [21–27]. Por estes motivos estudamos neste trabalho as propriedades dos fotões entrelaçados
e propomos um esquema experimental que permite gerar pares de fotões entrelaçados em fibras óticas,
usando o processo espontâneo de mistura de quatro ondas, transmiti-los e detetá-los de forma a que
possamos verificar a violação de uma das desigualdades de Bell e consequentemente a confirmação das
propriedades não locais dos estados entrelaçados.

1.1 Estrutura da Tese

Nesta secção apresentamos a estrutura da presente tese, bem como os tópicos que são desenvolvidos
em cada caṕıtulo.

Caṕıtulo 2 Descrevemos teoricamente vários dispositivos óticos e os estados de polarização dos sinais
óticos, bem como dos fotões únicos, usando o formalismo de Jones. Verificamos a validade desta
descrição, experimentalmente.

Caṕıtulo 3 Neste caṕıtulo discutimos o processo espontâneo de mistura de quatro ondas (FWM).
Este processo não linear é importante nas comunicações quânticas, porque permite gerar pares de
fotões dentro das fibras óticas. Inicialmente abordaremos o FWM espontâneo numa perspetiva
clássica, apesar desta abordagem não ser suficientemente abrangente para o descrever de forma
completa. Posteriormente passaremos para a abordagem quântica. Neste caṕıtulo apresentamos
ainda de forma detalhada uma montagem experimental que foi implementada para gerar pares
de fotões correlacionados usando o processo espontâneo de FWM.

Caṕıtulo 4 Aqui estudamos o teorema de Bell. Analisamos teoricamente a geração de pares de
fotões entrelaçados pela nossa montagem experimental no contexto da desigualdade de Bell e
confrontamos esses resultados com os resultados experimentais. Para garantir a fiabilidade dos
resultados caracterizamos a nossa fonte de pares de fotões.

Caṕıtulos 5 No último caṕıtulo apresentamos a generalização da desigualdade de Bell para sistemas
de multi-part́ıculas e responderemos (parcialmente) à questão: quais os estados que violam a
desigualdade de Bell geral.

Caṕıtulo 6 Apresentamos as nossas conclusões gerais e o posśıvel trabalho futuro.
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1.2 Principais Contribuições

Na opinião do autor os principais contributos deste trabalho são:

• Descrição clássica e quântica do processo espontâneo da mistura de quatro ondas;

• Geração experimental de pares de fotões entrelaçados em fibras óticas através do processo es-
pontâneo de mistura de quatro ondas;

• Análise das propriedades não locais dos pares de fotões entrelaçados;

• Análise das propriedades não locais dos estados de multi-part́ıculas.

No âmbito desta dissertação foram publicados os seguintes artigos:

• Álvaro J. Almeida, Lúıs M. Martins, Nuno A. Silva, Nelson J. Muga, and Armando N. Pinto,
”Correlated Photon-Pair Generation in a Highly Nonlinear Fiber Using Spontaneous FWM”, in
Proceedings of the IX Symposium On Enabling Optical Networks and Sensors (SEON), Instituto
de Telecomunicações, Aveiro, July 1, 2011, pp.1-4.

• Armando N. Pinto, Álvaro J. Almeida, Nuno A. Silva, Nelson J. Muga, and Lúıs M. Martins,
”Optical Quantum Communications: An Experimental Approach”, Proceedings of the SPIE,
Volume 8001, 80011M, May 3 to 7, 2011, pp. 1-8.

Estão ainda em preparação os artigos:

• Lúıs M. Martins, Álvaro J. Almeida, Paulo S. André and Armando N. Pinto, “Photon-Pair
Generation Through Four Wave Mixing”.

• Lúıs M. Martins, Álvaro J. Almeida, Paulo S. André and Armando N. Pinto, “General Bell
Inequality”.
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Caṕıtulo 2

Descrição Quântica dos Estados de
Polarização

A polarização dos fotões, por ser facilmente medida e manipulável, é uma das caracteŕısticas mais
usada na criptografia quântica, para o transporte de bits de informação. Neste caṕıtulo estudamos
a descrição da polarização dos fotões e dos dispositivos que a permitem manipular, usando o forma-
lismo de Jones [28]. Iremos também comparar os resultados da descrição teórica com os resultados
provenientes de experiências laboratoriais.

2.1 Matrizes de Jones

O campo ótico de uma onda plana eletromagnética que se propaga na direção z com uma frequência
ω e uma constante de propagação, β, pode ser escrito como E(z, t) = Ex(z, t)ex + Ey(z, t)ey, onde
Ej(z, t) é a projeção do campo elétrico no eixo j (j = x, y) no instante t e na posição z. As projeções
do campo podem ser escritas da seguinte forma,

Ex(z, t) = Re{Axei(ωt−βz+δx)} (2.1)

Ey(z, t) = Re{Ayei(ωt−βz+δy)} , (2.2)

onde Aj e δj (j = x, y) são as amplitudes e fases, respetivamente, do campo, para as diferentes direção
ortogonais. Suprimindo o fator ωt− βz e usando a notação complexa podemos escrever na forma de
uma matriz coluna, E torna-se

E =

(
Ex
Ey

)
=

(
Axe

iδx

Axe
iδy

)
. (2.3)

É habitual expressar os vetores de Jones na forma normalizada, sendo a norma do campo igual à
intensidade total do campo I,

I = E†E . (2.4)

Assumindo que a intensidade do campo ótico é igual a 1 para garantir a condição de normalização,
temos equivalentemente que,

A2
x +A2

y = 1 . (2.5)

Os vetores de Jones permitem expressar de forma completa os sinais óticos polarizada. Assim
podemos escrever qualquer estado de polarização em função dos parâmetros Ax, Ay, δx e δy. Por
simplicidade e para que possamos usar este formalismo na perspetiva quântica, introduzimos o notação
bra-ket de Dirac. Assim podemos escrever os estados de polarização na seguinte base:

|H〉 =

(
1
0

)
e |V 〉 =

(
0
1

)
(2.6)

onde os estados horizontal |H〉 e vertical |V 〉, correspondem, respetivamente às direções x e y. Desta
forma, podemos escrever o estado de polarização |Ψ〉 como,

|Ψ〉 = AHe
iδH |H〉+AVe

iδV |V 〉 , (2.7)

5
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onde substitúımos os ı́ndices x e y, respetivamente por H e V . O estado (3.47) pode descrever quer
o estado de polarização de um sinal ótico, assim como o estado de polarização de fotões únicos. No
segundo caso deixa de fazer sentido designar AH e AV por amplitudes, dado que estas estão agora
relacionadas com a probabilidade do fotão ter polarização |H〉 ou |V 〉, respetivamente.

Agora podemos determinar a matriz para um dispositivo genérico que apenas atua na polarização,
usando o formalismo das matrizes de Jones. Para isso assumimos a seguinte relação,(

A′H
A′V

)
=

(
jH,H jH,V
jV,H jV,V

)(
AH

AV

)
, (2.8)

ou seja, |Ψ′〉 = J · |Ψ〉 onde |Ψ′〉 é o estado de polarização do fotão que emerge do dispositivo, J é a
matriz que representa o dispositivo e |Ψ〉 é o estado do fotão incidente.

2.2 Matrizes de Jones para um Polarizador e um para Lâmina
de Atraso

Para descrever o polarizador começamos por considerar um fotão com um dado estado de pola-
rização |Ψ〉, e a direção de transmissão do polarizador, isto é, a direção para a qual o polarizador é
transparente é |α‖〉 e a direção ortogonal à direção de transmissão do polarizador, isto é, a direção para

a qual o polarizador é opaco é |α⊥〉. Desta forma, o polarizador pode ser descrito por um operador P̂
que satisfaz as equações,

P̂ |α‖〉 =α‖|α‖〉
P̂ |α⊥〉 =α⊥|α⊥〉

, (2.9)

ou seja, α‖ e α⊥ são os valores próprios e |α‖〉 e |α⊥〉 são os vetores próprios do operador P̂ . Assim a

representação matricial do operador P̂ na base {|α‖〉, |α⊥〉} (base do polarizador) é,

P̂ (α) =

(
α‖ 0
0 α⊥

)
, (2.10)

onde α‖ e α⊥ são as probabilidades de transmissão segundo as direções próprias do polarizador. Na

notação de Dirac o operador P̂ fica,

P̂ = α‖|α‖〉〈α‖|+ α⊥|α⊥〉〈α⊥| . (2.11)

Considerando que a base do polarizador faz um ângulo α com a direção |H〉 do fotão, como mostra
a Fig. 2.1, a relação entre as duas bases é,

|α‖〉 = cos(α)|H〉+ sin(α)|V 〉
e

|α⊥〉 = − sin(α)|H〉+ cos(α)|V 〉 .
(2.12)

Para representar o polarizador P̂ na base {|H〉, |V 〉} (base do fotão, como mostra a figura Fig. 2.1),
basta substituir (2.12) em (2.11) e obtemos,

P̂ =
(
α‖ cos2(α) + α⊥ sin2(α)

)
|H〉〈H|+

(
α‖ sin2(α) + α⊥ cos2(α)

)
|V 〉〈V |

+
(
α‖ sin(α) cos(α)− α⊥ sin(α) cos(α)

)(
|H〉〈V |+ |V 〉〈H|

)
,

(2.13)

ou usando a mudança de base P̂ −→ M̂†P̂ M̂ , onde a matriz M̂ é a matriz de rotação segundo o
eixo z,

M̂(α) =

(
cos(α) sin(α)
− sin(α) cos(α)

)
, (2.14)

obtemos P̂ na base {|H〉, |V 〉}

P̂ (α) =

(
α‖ cos2(α) + α⊥ sin2(α) cos(α) sin(α)(α‖ − α⊥)
cos(α) sin(α)(α‖ − α⊥) α‖ sin2(α) + α⊥ cos2(α)

)
. (2.15)
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Figura 2.1: Esquema de um fotão atravessando um polarizador que faz um ângulo α com o estado
horizontal.

Para um polarizador linear ideal, isto é, um polarizador que é completamente transparente na
direção de transmissão (α‖ = 1) e completamente opaco na direção ortogonal (α⊥ = 0), a matriz de
Jones dada por,

P̂ (α) =

(
cos2(α) cos(α) sin(α)

cos(α) sin(α) sin2(α)

)
. (2.16)

A probabilidade de deteção do fotão (probabilidade de clique), isto é, a probabilidade de o fotão
estar no estado |α‖〉 é simplesmente,

p(clique) = 〈Ψ|P̂ (α)|Ψ〉 , (2.17)

enquanto que a probabilidade do fotão não ser detetado (probabilidade de não clique), isto é, a
probabilidade do fotão estar no estado |α⊥〉 é,

p(não clique) = 〈Ψ|P̂ (α⊥)|Ψ〉 , (2.18)

onde α⊥ = α+ π/2. A matriz de Jones de outros dispositivos óticos pode ser encontrada usando um
método semelhante àquele que usámos para determinar a matriz de Jones de um polarizador linear
ideal. No caso de uma lâmina de atraso, basta assumir que α‖ e α⊥ da matriz (2.10) são desvios de
fase para as duas direções ortogonais, ficando,

Ĵ(φ) =

(
eiφ/2 0

0 e−iφ/2

)
. (2.19)

Aplicando a mesma mudança de base usada no polarizador, obtemos a seguinte matriz para uma
lâmina de atraso genérico:

Ĵ(φ, α) =

(
eiφ/2 cos2(α) + e−iφ/2 sin2(α) (eiφ/2 − e−iφ/2) sin(α) cos(α)
(eiφ/2 − e−iφ/2) sin(α) cos(α) e−iφ/2 cos2(α) + eiφ/2 sin2(α)

)
. (2.20)

Os operadores de Jones para lâminas de atraso de meio comprimento de onda (HWP) e um quarto
de comprimento de onda (QWP) são obtidos substituindo φ por π/2 e π/4, respetivamente, na matriz
(2.20).

Neste trabalho usaremos o formalismo das matrizes de Jones para representar a estado de pola-
rização dos fotões e para descrever os dispositivos óticos, porque como vimos para além de ser um
formalismo simples, permite obter também uma relação simples para as probabilidades de deteção dos
fotões (2.17).

2.3 Comparação entre Resultados Teóricos e Experimentais

Para validar os resultados teóricos da secção anterior, realizámos implementações experimentais
que serão descritas e analisadas em seguida. Para realizar estas experiências os fotões únicos emitidos
por um laser atenuado, atravessam um polarizador linear e serão posteriormente detetados por um
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fotodiodo de avalanche (Avalanche Photodiode-APD), com uma determinada probabilidade (proba-
bilidade de clique). Essa fonte de fotões únicos segue uma distribuição Poissoniana [29]. Os resultados
destas experiências permitir-nos-ão observar como o ângulo do polarizador linear influência o número
de fotões detetados.

2.3.1 Evolução da Probabilidade dos Estados |α‖〉 e |α⊥〉
Na primeira experiência, cujo esquema é mostrado na Fig. 2.2, usamos um laser com o comprimento

de onda de 1550 nm, pulsado por um modulador Mach-Zehnder (MZ). Antes de chegar ao MZ
o sinal passa por um controlador de polarização (Polarization Controller -PC) que é usado para
estabilizar e maximizar a potência de um sinal óptico com uma dada polarização. O MZ pulsa o sinal
com uma frequência de 2.2 MHz e com uma largura a meia altura (Full Width at Half Maximum-
FWHM) de aproximadamente 1 ns. Os impulsos são fortemente atenuados por um atenuador ótico
variável (Variable Optical Attenuator -VOA) tal que o número médio de fotões por impulso seja
inferior a 1 (µ ' 0.1). De forma a fazer variar o estado de polarização dos fotões que saem da fonte,
usamos um polarizador linear de eixo variável (Rotating Linear Polarizer -RLP). Depois, os fotões
entram no divisor de feixe de polarização (Polarization Beam Splitter -PBS), que separa os fotões nas
componentes ortogonais da polarização, sendo depois detetados usando dois detetores de avalanche.
Os APDs trabalham no modo de Geiger [30] e a eficiência na deteção é ηD ≈ 10%.

Figura 2.2: Configuração experimental.

As contagens obtidas, isto é, o número de fotões detetados são a média dos valores obtidos num
intervalo temporal de 20 s. As contagens dos fotões únicos que são apresentadas na Fig. 2.3, são,

Contagens = Cmáximo − Cmínimo , (2.21)

onde Cmáximo representa as contagens obtidas quando o detetor está sintonizado temporalmente com
o máximo do impulso e Cmínimo representa as contagens obtidas quando o detetor está sintonizado
com um mı́nimo do impulso. Define-se desta maneira as contagens únicas para eliminar as contagens
de rúıdo.

Nesta experiência medimos ainda a probabilidade de ocorrência de falsas contagens, para ambos
os detetores. Para isso desligamos o laser e iniciámos os detetores, registando o número de cliques
apresentados. A probabilidade de ocorrerem falsas contagens nos detetores é dada por Pdc = Cdc/tr,
onde Cdc é o valor de contagens escuras obtidas ao fim de 20 s, e tr é o trigger do detetor. Assim
obtivemos para os detetores as seguintes probabilidades de falsas contagens: PAPD1

dc = 7.91× 10−5 e
PADP2

dc = 2.62× 10−5. Estes valores foram obtidos a partir da média de dez ensaios.
Nesta primeira experiência mostramos a evolução das probabilidades de obter um fotão num dado

estado de polarização. O estado do fotão único pode ser escrito como,

|Ψ〉 = cos(θ)eiϕH |H〉+ sin(θ)eiϕV |V 〉 , (2.22)

sendo este estado completamente geral. Quando a fase ϕH = ϕV o estado é linear, se ϕH − ϕV = π/2
temos um estado circular e para outros valores da fase temos um estado polarizado elipticamente.

A probabilidade de um fotão estar no estado horizontal ou vertical é respetivamente |〈Ψ|H〉|2 =
cos2(θ) ou |〈Ψ|V 〉|2 = sin2(θ). Consideramos que a probabilidade experimental em cada detetor é
o razão do número de fotões detetados pelo número total de fotões, onde o número total de fotões
emitidos é o numero máximo de fotões detetados. Para converter as probabilidades em contagens,
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basta apenas fazer Contagensi = ri(Pi + PADPi

dc − Pi × PADPi

dc ) onde ri é o máximo de contagens,

PADPi

dc é a probabilidade de falsas contagens e Pi é a probabilidade teórica para o detetor i [31].
No caso em que o PBS não está alinhado com a base do fotão, consideramos que a base do PBS

faz um ângulo δ com o estado de polarização horizontal do fotão, dado por,

|HPBS〉 = cos(δ)|H〉+ sin(δ)|V 〉
e

|VPBS〉 = − sin(δ)|H〉+ cos(δ)|V 〉 .
(2.23)

Desta forma, a probabilidade do fotão estar no estado horizontal ou vertical é, respetivamente

p(HPBS) = cos2(δ) cos2(θ) + sin2(δ) sin2(θ) + 2 cos(∆ϕ) sin(δ) cos(δ) sin(θ) cos(θ) (2.24)

p(VPBS) = sin2(δ) cos2(θ) + cos2(δ) sin2(θ)− 2 cos(∆ϕ) sin(δ) cos(δ) sin(θ) cos(θ) (2.25)

onde ∆ϕ = ϕH − ϕV. Ajustamos os resultados experimentais usando (2.24) e (2.25) como mostra a
Fig. 2.3. Os ajustes destes dados, como todos os dados deste caṕıtulo foram feitos no Mathematica7.0r

usando o método Differential Evolution e as probabilidades foram convertidos em contagens usando a
expressão Contagensi = ri(Pi + PADPi

dc − Pi × PADPi

dc ), referida anteriormente. Pode ver-se na mesma
figura que a probabilidade do estado horizontal está em oposição de fase ao estado vertical como seria
de esperar. A diferença entre os máximos detetados nos dois APDs deve-se ao fato de as perdas nos
percursos para cada detetor serem diferentes.
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Figura 2.3: Probabilidade de obter um fotão no estado horizontal (2.24) e vertical (2.25). As marcas
a azul representam as contagens de fotões no estado vertical, e a vermelho as contagens de fotões no
estado horizontal, para ∆ϕ = 31.3o e δ = 76.8o. As linhas representam as contagens teóricas, dadas
por (2.21) e r2 é o parâmetro que mede a qualidade do ajuste, varia de 0 a 1, sendo 1 o valor para
um ajuste perfeito.

2.3.2 Transmissão apenas do Estado |α‖〉
Na segunda experiência, esquematizada na Fig. 2.4, temos o mesmo laser atenuado como na ex-

periência anterior, no entanto substitúımos o PBS por um polarizador linear (LP) e usámos apenas
um detetor. O LP garante que a polarização do fotão à sáıda é linear. Fixámos o ângulo do polarizador
linear em α = 0o, enquanto que RPL pôde variar entre 0o e 180o.

Nesta experiência, queremos mostrar que apenas |α‖〉 é transmitido pelo polarizador. Usando
(2.12) o estado do fotão torna-se,

|Ψ〉 =[cos(α) cos(θ)eiϕH + sin(α) sin(θ)eiϕV ]|α‖〉
+ [− sin(α) sin(θ)eiϕH + cos(α) sin(θ)eiϕV ]|α⊥〉 .

(2.26)
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Laser (=1550 nm)

PC MZ

VOA

APD1

RLP

Gerador de 
dados

DC
Fonte de Tensão
           DC

LP

Figura 2.4: Configuração experimental.

Como a probabilidade de clique é dada por (2.17), obtemos,

p(clique) = cos2(α) cos2(θ) + sin2(α) sin2(θ) + 2 cos(∆ϕ) sin(α) cos(α) sin(θ) cos(θ) . (2.27)

Os resultados experimentais e os ajustes teóricos são mostrados na Fig. 2.5. O parâmetro ∆ϕ
obtido por ajuste foi ∆ϕ = 0, então a probabilidade de clique reduz-se a cos2(θ − α). Olhando
para os resultados experimentais representados na Fig. 2.4, podemos ver que a probabilidade de
clique é máxima (p(clique) = 1) quando α = θ. Neste caso o estado do fotão à sáıda do LP é
|Ψout〉 = |α‖〉+ 0|α⊥〉. Quando α = θ + π/2 a probabilidade de clique é nula (p(clique) = 0), e neste
caso o estado do fotão é |Ψout〉 = 0|α‖〉+ |α⊥〉. Podemos assim concluir que o estado |α⊥〉 é absorvido
enquanto que o estado |α‖〉 é transmitido.
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Figura 2.5: Variação da frequência de fotões detetados em função do ângulo RLP A linha representa
as contagens teóricas dadas por (2.21) e as marcas representam as contagens experimentais, para
α = −4.9o.

2.3.3 Deteção apenas do Estado |α‖〉

Nesta última experiência, misturámos as duas situações anteriores. À experiência anterior repre-
sentada na Fig.2.4, adicionámos um PBS e um segundo detetor, como na experiência da Fig. 2.2.

Nesta experiência podemos verificar que apenas o estado |α‖〉 sai do polarizador. A configuração
experimental é apresentada na Fig. 2.6. Aqui as probabilidades são definidas como a razão entre
o número de fotões detetados pelo número total de fotões. O número total de fotões emitidos é o
número máximo de fotões detetados nos dois detetores, ou seja, quando a soma dos fotões detetados
em ambos detetores é máxima em todos os ensaios experimentais. O PBS pode não estar alinhado
com o polarizador, e por isso consideramos,

|HPBS〉 = cos(φ)|α‖〉+ sin(φ)|α⊥〉
e

|VPBS〉 = − sin(φ)|α‖〉+ cos(φ)|α⊥〉 ,
(2.28)
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Laser (=1550 nm)

PC MZ

VOA

APD1

RLP

APD2

PBS

Gerador de 
dados

DC
Fonte de Tensão
           DC

LP

Figura 2.6: Configuração experimental.

onde |HPBS〉 e |VPBS〉 são os eixos do referencial do PBS e φ é o ângulo que |HPBS〉 faz com |α‖〉. O
estado do fotão que sai do polarizador é,

|Ψout〉 = P̂ |Ψ〉 = [cos(α) cos(θ)eiϕH + sin(α) sin(θ)eiϕV ]|α‖〉 . (2.29)

Usando (2.28), obtemos |Ψout〉 = A
[

cos(φ)|HPBS〉 + sin(φ)|VPBS〉
]
, onde o parâmetro A tem a

seguinte expressão A = [cos(α) cos(θ)eiϕH +sin(α) sin(θ)eiϕV ]. Assim, a probabilidade de detetar o
fotão no estado |HPBS〉 ou |VPBS〉 é respetivamente

PHPBS
= cos2(φ)[cos2(α) cos2(θ) + sin2(α) sin2(θ) + 2 cos(∆ϕ) sin(α) cos(α) sin(θ) cos(θ)] (2.30)

PVPBS
= sin2(φ)[cos2(α) cos2(θ) + sin2(α) sin2(θ) + 2 cos(∆ϕ) sin(α) cos(α) sin(θ) cos(θ)] . (2.31)

Ajustando as expressões das probabilidades com os resultados experimentais obtemos ∆ϕ = 0o, φ =
21.1o e α = 54.2o. Como ∆ϕ = 0 as probabilidades reduzem-se a,

PHPBS = |〈HPBS|Ψout〉|2 = cos2(φ) cos2(α− θ) , (2.32)

PVPBS = |〈VPBS|Ψout〉|2 = sin2(φ) cos2(α− θ) . (2.33)

Apenas quando φ = 0, isto é, quando o polarizador está alinhado com o PBS, ou seja, o eixo
de transmissão do polarizador coincide com o eixo horizontal do PBS (|α‖〉 = |HPBS〉) PVPBS é
nulo para qualquer θ. As perdas no PBS podem ser inclúıdas em φ. Os resultados experimentais e
teóricos são mostrados na Fig. 2.7. Tal como na secção 2.3.1, a diferença entre o número de contagens
detectadas nos estados horizontal e vertical é devido a diferentes perdas nos dois braços do PBS
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Figura 2.7: Evolução dos estados de polarização para ∆ϕ = 0o, φ = 21.1o e α = 54.2o. A azul as
contagens de fotões no estado horizontal e a vermelho as contagens de fotões no estado vertical. As
linhas representam as contagens teóricas.

Estas três experiências permitem-nos concluir que a descrição teórica está de acordo com os resul-
tados experimentais. Assim o formalismo das matrizes de Jones dá-nos uma forma simples e fácil de
descrever a polarização usando dispositivos óticos. Por esta razão, usamos este formalismo ao longo
de todo o nosso trabalho.
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Caṕıtulo 3

Geração de Pares de Fotões
Entrelaçados

Neste caṕıtulo estudamos o processo não linear de mistura espontânea de quatro ondas (FWM)
em fibras óticas [26]. Primeiro descrevemos teoricamente o efeito espontâneo de FWM do ponto
vista clássico [32] e depois numa perspetiva quântica [33]. A diferença entres estas duas descrições
será discutida. Depois apresentamos um esquema experimental que nos permitirá gerar pares de fotões
correlacionados dentro das fibras, inclusive pares de fotões entrelaçados. Descreveremos com detalhe
essa configuração experimental [34].

3.1 Efeitos Não Lineares

Existem muitos métodos para gerar pares de fotões entrelaçados. Contudo o FWM é um dos mais
promissores dado que ocorre dentro das fibras óticas, tornando-se num método natural de gerar pares
de fotões entrelaçados [35, 36], facilitando a integração nos sistemas de comunicações existentes. Os
efeitos não lineares nas fibras óticas surgem quando um intenso campo ótico provoca oscilações não
harmónicas dos eletrões e moléculas da fibra e consequentemente surge uma polarização não linear. A
não linearidade pode levar ao espalhamento devido à interação entre o campo ótico e as moléculas de
silica, como por exemplo o espalhamento estimulado de Raman (Stimulated Raman Scattering-SRS)
e o espalhamento estimulado de Brillioum (Stimulated Brillioum Scattering-SBS).

O SRS e SBS são efeitos não lineares que surgem do espalhamento estimulado inelástico em que
o campo ótico transfere parte da sua energia para o meio não linear. Ambos estão relacionados com
os modos de excitação vibracional da śılica (material da fibra). A principal diferença entre os dois
efeitos é que no SRS participam fonões óticos, enquanto no SBS participam fonões acústicos. Numa
perspetiva quântica para SRS e SBS, um fotão do campo incidente é aniquilado dando origem a
outro fotão com menor energia, e ainda um fonão para preservar a energia e o momento.

A não linearidade também pode levar à variação do ı́ndice de refração com a intensidade do campo
ótico (efeito de Kerr), que devido à interação do campo ótico com os eletrões da fibra resultam efeitos
como a auto modulação de fase (Self-phase modulation-SPM), a modulação cruzada de fase (cross-
phase moldulation-XPM) e o FWM [37].

O efeito de Kerr leva a um desvio da fase que depende da intensidade do campo. No SPM
esse desvio é induzido pela próprio sinal, enquanto que no XPM é induzido pela potência de outro
campo. O FWM surge quando ondas com uma ou duas frequências são lançadas na fibra ótica,
designadas por bombeamento ótico, interagem com os eletrões da fibra que induzem uma polarização
cuja magnitude é governada pela suscetibilidade não linear de terceira ordem χ(3). Desta forma são
gerados campos com frequências diferentes, que são designadas de sinal (signal) e sinal sombra (idler).
Numa perspetiva quântica, o FWM espontâneo consiste no aniquilamento de dois fotões dos sinais de
bombeamento, sendo criados dois outros fotões com frequências distintas, de tal forma que a energia
e o momento são conservados. Se considerarmos a frequência dos dois sinais de bombeamento igual
à frequência da bomba, ωp, o campo ótico ao interagir com um meio origina duas novas ondas, o
sinal e o sinal sombra, com as respetivas frequências ωs e ωi, que obedecerão à conservação de energia

13
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2ωp = ωs + ωi e momento 2kp = ks + ki, onde kj para j = p, s, i é, respetivamente o vetor de onda
para o sinal de bombeamento, o sinal e o sinal sombra [32]. Como o processo de FWM permite uma
forma natural de gerar fotões entrelaçados dentro das fibras com único modo espacial, nós usámo-lo
neste trabalho (FWM é estudado na secção seguinte).

Devido à simetria da śılica, a segunda ordem da polarização é nula, assim, apenas a terceira ordem
é responsável por efeitos não lineares. Todos os efeitos mencionados acima são consequência da terceira
ordem da polarização e todos eles ocorrem simultaneamente, o que pode ser um inconveniente como
poderemos ver mais tarde.

3.2 Mistura de Quatro Ondas em Fibras Óticas

A polarização total P induzida por um dipolo elétrico E satisfaz a relação [32],

P = ε0

(
χ(1) ·E + χ(2) : EE + χ(3)

...EEE + . . .
)
, (3.1)

onde ε0 é a permitividade do vácuo e χ(i) é o i-ésima ordem da suscetibilidade (em geral χ(i) é um
tensor de ordem i+ 1). O FWM pode ser compreendido pelo termo de terceira ordem da polarização
descrito em (3.1),

P
(3)
NLi

= ε0χ
(3)
ijkl

...EjEkEl . (3.2)

Consideramos quatro ondas oscilando com frequências ω1, ω2, ω3 e ω4, e polarizadas linearmente
ao longo do mesmo eixo x.

Na aproximação da variação lenta da função envelope, como a amplitude varia lentamente em
relação ao campo elétrico, podemos separar a função envelope do restante campo. Assim, o campo
elétrico total pode ser escrito como,

Ẽ(ω, r) = x̂
1

2

4∑
j

Ẽj(r) exp [i(βjz − ωjt)] + c.c. , (3.3)

onde c.c. é o complexo conjugado, βj é a constante de propagação e assumimos que todas as qua-

tro ondas se propagam na mesma direção. P̃NL é obtido substituindo a equação (3.3) em (3.2) e
expressando-a da mesma forma que Ẽ temos,

P̃
(3)
NL(ω, r) = x̂

1

2

4∑
j

P̃j(r, ω) + c.c. , (3.4)

O parâmetro P̃j para j = 1 até 4 consiste num grande número de termos que envolvem o produto

dos três campos elétricos restantes. Por exemplo, considerando para P̃1 apenas os termos E∗2E3E4 e
E2E3E4 com as respetivas relações de fases,

k1 + k2 = k3 + k4 , ω1 + ω2 = ω3 + ω4

k1 = k2 + k3 + k4 , ω1 = ω2 + ω3 + ω4
, (3.5)

contribuem para o FWM. Os outros termos são responsáveis por outros efeitos não lineares. Das
duas relações de (3.5) surgem dois tipos distintos de FWM. O primeiro termo corresponde ao caso
em que dois fotões de frequências ω1 e ω2 são aniquilados, enquanto dois novos fotões surgem com
frequências ω3 and ω4, tais que ω1 + ω2 = ω3 + ω4. No segundo caso, três fotões transferem a sua
energia a um fotão com frequência ω4 = ω1 +ω2 +ω3 (o processo contrário é equivalente). Este termo
é responsável por fenómenos tais como a geração do terceiro harmónico (ω1 = ω2 = ω3).

O caso especial em que ω1 = ω2 é interessante porque o FWM pode ser iniciado com um único
sinal de bombeamento. Neste caso a relação das frequências é 2ωp = ωs + ωi, onde ωp é a frequência
do sinal de bombeamento, ωs é a frequência do sinal e ωi é a frequência do sinal sombra. O processo
de FWM pode ser desacoplado em dois processos próprios independentes, como mostra a Fig. 3.1.
Nesta figura os fotões criados são polarizados paralelamente (Fig. 3.1a), ou ortogonalmente (Fig. 3.1b),
em relação ao sinal de bombeamento. Claro que, a condição de conservação para esses dois processos
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ωp

ωsωi

ω

ωp
ωsωi

ω

Figura 3.1: Configuração das frequências relativas e das polarizações do sinal de bombeamento, do
sinal e do sinal sombra, na configuração de uma única frequência de bombeamento.

não é igual [38]. Por esta razão podemos admitir as diferentes ondas polarizadas ao longo da mesma
direção, processo Fig. 3.1a. Este caso especial é muito interessante na geração de pares de fotões em
fibras óticas.

Como mencionámos anteriormente, para além do FWM ocorrem outros efeitos não lineares, os
quais podem ser inconvenientes para o nosso objetivo de gerar pares de fotões entrelaçados. O SRS
e o SBS por serem efeitos inelásticos, isto é, parte da energia do campo elétrico é transferida para
o meio não linear, destroem a relação das fases em (3.5), o que provoca a diminuição do número de
fotões que contribuem para o efeito de FWM, e consequentemente para a geração de pares de fotões
correlacionados. Torna-se por isso desejável diminuir a contribuição dos efeitos SRS e SBS.

3.2.1 Equação Não Linear de Schrödinger

A equação de onda num meio com polarização não linear é expressa por

∇2E = µ0
∂2D

∂t2
, com D = εE + ε0PNL . (3.6)

A polarização não linear P
(3)
NL é pequena para poder ser tratada como uma pequena perturbação

da polarização linear. Usando a equação de Maxwell obtemos a seguinte equação de onda,[
∇2 − n2

c2
∂2

∂t2

]
E(t, r) = −µ0

∂2P
(3)
NL(t, r)

∂t2
, (3.7)

onde n =
√
εr é o ı́ndice de refração, µ0 é a permeabilidade magnética do vácuo e c é a velocidade da

luz no vácuo. É conveniente passar para o domı́nio das frequências, para isso aplicamos a transformada
de Fourier,

G(ω, r) =

∫ +∞

−∞
G(t, r)ei(ωt−k·r) . (3.8)

Aplicando a transformada de Fourier na equação de onda (3.7), obtemos,[
∇2 +

n2ω2

c2

]
Ẽ(ω, r) = −4πω2

c2
P̃

(3)
NL(ω, r) . (3.9)

Usando o método de separação de variáveis, o campo elétrico Ẽj(r) pode ser expresso como o
produto da componente transversal do campo R(x, y) e da componente axial do campo A(z),

Ẽj(r) = Rj(x, y)Aj(z) . (3.10)

Substituindo as equações (3.2), (3.3) e (3.10) em (3.9) e admitindo que a componente transversal
é igual para todos os campos, ou seja, Rp(x, y)=Rs(x, y)=Ri(x, y)=R(x, y) (p = pump, s = signal
e i = ilder) obtemos[
∇2
⊥R(x, y) +

(
k2n2 − β2

0

)
R(x, y)

]
Aj(z)

+

[
∂2Aj(z)

∂z2
− 2iβ0

∂Aj(z)

∂z
+

4πω2

c2
|R(z, y)|2P (3)

j (z) exp [−i(βjz − ωjt)]
]
R(x, y) = 0 ,

(3.11)

onde ∇2
⊥ é a laplaciano da componente transversal e,

P̃
(3)
j (r) = |R(z, y)|2R(z, y)P

(3)
j (z) . (3.12)
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Devido ao efeito não linear, o modo transversal R(x, y) torna-se diferente do perfil não perturbado.
Contudo, como a perturbação é muito pequena, podemos aproximar o modo transversal perturbado
R(x, y) ao estado não perturbado, apesar da constante de propagação ser diferente (β0 → β(ω)) [39].
Então o campo elétrico R(x, y) satisfaz a equação de onda,

∇2
⊥R(x, y) + (k2n2 − β2)R(x, y) = 0 . (3.13)

Substituindo (3.13) em (3.11) obtemos,[
∂2Aj(z)

∂z2
− 2iβ0

∂Aj(z)

∂z
+
(
β2 − β2

0

)
Aj(z)

+
4πω2

c2
|R(z, y)|2P (3)

j (z) exp [−i(βjz − ωjt)]
]
R(x, y) = 0 .

(3.14)

Como a variação de A(z) ao longo da direção z é muito mais lenta do que exp (−iβ0z), podemos
assumir que |∂2A/∂z2| � β2

0 |A|, onde β ' β0 ' kn. Dividindo ambos os termos da equação (3.14)
por 2kn, aplicando a aproximação acima mencionada, e multiplicando por R∗(x, y), podemos integrar
sobre a secção de área transversal [39], obtendo a equação não linear de Schrödinger

∂Aj(z)

∂z
= −2iπω

cAeff
P

(3)
j (z) exp [−i(βjz − ωjt)] , (3.15)

onde Aeff é a área efetiva e é definida como

Aeff =

∫ ∫
R2(x, y)dxdy∫ ∫
R4(x, y)dxdy

. (3.16)

3.2.2 Solução Aproximada

A equação (3.15) representa a equação não linear de Schrödinger. Expandindo (3.2), considerando
que a onda de bombeamento é muito mais intensa do que as outras ondas, e preservando a relação
das fases do FWM, temos,

Pp(z) =
3χxxxx

4
Ap|Ap|2 , (3.17)

Ps(z) =
3χxxxx

4

(
2As(z)|Ap(z)|2 +A2

p(z)A
∗
i (z)e

−i∆βz) , (3.18)

Pi(z) =
3χxxxx

4

(
2Ai(z)|Ap(z)|2 +A2

p(z)A
∗
s(z)e

−i∆βz) . (3.19)

Aqui usámos a relação de fases 2ωp − ωs + ωi = 0. O tensor χ reduz-se ao elemento χxxxx, sendo
independente da frequência dos campos devido às propriedades de simetria das fibras óticas, e porque
a diferença de frequências geradas com a frequência da onda de bombeamento é pequena, pelo que a
variação da suscetibilidade pode ser desprezada [40]. Substituindo (3.17)-(3.19) em (3.15) obtemos as
equações acopladas das amplitudes,

∂Ap(z)

∂z
= iγAp(z)|Ap(z)|2 , (3.20)

∂As(z)

∂z
= iγ

(
2As(z)|Ap(z)|2 +A2

p(z)A
∗
i (z)e

−i∆βz) , (3.21)

∂Ai(z)

∂z
= iγ

(
2Ai(z)|Ap(z)|2 +A2

p(z)A
∗
s(z)e

−i∆βz) , (3.22)

onde γ = ωχ/(ncAeff) é o parâmetro não linear da fibra. A equação (3.20) para o campo de bombea-
mento é facilmente resolvida obtendo-se,

Ap(z) = Ap exp [i(γPp)z] , (3.23)

onde Ap é a amplitude do sinal bombeamento em z = 0 e Pp = |Ap(z)|2 é a potência al longo da
fibra, que é igual a Pp = |Ap(0)|2. Esta solução mostra que a onda de bombeamento apenas adquire
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um desvio na fase de γPp como resultado da auto modulação de fase (SPM). Substituindo a equação
(3.23) nas equações (3.21) e (3.22) obtemos as seguintes equações acopladas para o sinal e o sinal
sombra,

∂As(z)

∂z
= iγPp

(
2As + e−iθzA∗i (z)

)
, (3.24)

∂A∗i (z)

∂z
= −iγPp

(
2A∗i + eiθzAs(z)

)
, (3.25)

onde θ = [∆β − 2γPp]. Para resolver estas equações, introduzimos a seguinte substituição,

Au = Bu exp
(
2iγPpz

)
, (3.26)

onde u = s para o sinal (signal) ou u = i para o sinal sombra (idler). Substituindo (3.26) nas equações
acopladas (3.24) e (3.25) obtemos

∂Bs(z)

∂z
= iγPpe(−iκ)zB∗i (z) , (3.27)

∂B∗i (z)

∂z
= −iγPpe(iκ)zBs(z) , (3.28)

onde κ = 2γPp + ∆β é a relação de fases efetiva. As equações (3.27) e (3.28) podem ser resolvidas
facilmente. Diferenciando Bs uma segunda vez e eliminando B∗i obtemos a seguinte equação para Bs,

∂2Bs
∂z2

+ iκ
∂Bs
∂z
− γ2Pp

2Bs = 0 . (3.29)

A mesma equação é obtida para B∗i . Assim, a solução geral é da forma,

Bs(z) =
(
ase

gz + bse
−gz)e−iκ2 z , (3.30)

B∗i (z) =
(
aie

gz + bie
−gz)e iκ2 z , (3.31)

onde as, bs, ai e bi são constantes determinadas a partir das condições fronteira e o ganho paramétrico
g é,

g =

√
(γPp)2 −

(
κ

2

)2

. (3.32)

Determinadas as constantes as, bs, ai e bi a partir das condições fronteira, obtemos as seguintes
equações para o sinal e o sinal sombra em função da distancia z [32],

Bs(z) =

{
Bs(0)

[
cosh(gz) +

iκ

2g
sinh(gz)

]
+ i

γPp
g
B∗i (0) sinh(gz)

}
e−iκz/2 , (3.33)

B∗i (z) =

{
B∗i (0)

[
cosh(gz)− iκ

2g
sinh(gz)

]
− iγPp

g
Bs(0) sinh(gz)

}
eiκz/2 . (3.34)

Pelas equações (3.33) e (3.34) podemos ver que esta solução aproximada (3.33) e (3.34), apenas é
valida quando o sinal de bombeamento e o sinal e/ou o sinal sombra são lançados na fibra em z = 0.
Assim esta descrição apenas permite descrever o processo estimulado da mistura de quatro ondas.

3.2.3 Teoria Quântica do FWM

Aqui usaremos a abordagem padrão da ótica quântica moderna, isto é, encontraremos o Hamiltone-
ano de interação e calcularemos a evolução dos vetores estado usando a representação de Schrödinger.
Devido à natureza altamente não ressonante do FWM nas fibras óticas, esperamos que as equações
quânticas correspondam completamente às suas homólogas clássicas. Assim, escrevemos as equações
quânticas substituindo simplesmente as amplitudes das equações clássicas, (3.20)-(3.22) pelos opera-
dores do campo elétrico [41],

∂E
(+)
p (z)

∂z
= iηE(−)

p (z)E(+)
p (z)E(+)

p (z) , (3.35)

∂E
(+)
s (z)

∂z
= iη

(
2E(−)

p (z)E(+)
p (z)E(+)

s (z) + E
(−)
i (z)E(+)

p (z)E(+)
p (z)

)
, (3.36)

∂E
(+)
i (z)

∂z
= iη

(
2E(−)

p (z)E(+)
p (z)E

(+)
i (z) + E(−)

s (z)E(+)
p (z)E(+)

p (z)
)
, (3.37)
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onde E
(+)
j =

√
(~ωj/2ε0VQ)âj (j = p, s, i) são os operadores do campo elétrico para as frequências

positivas, correspondendo ao operador de aniquilação do fotão, VQ é uma constante de quantização do
volume e η = −χ(3)AeffnLω/2VQc é uma constante semelhante ao γ das equações clássicas. A forma
exata desta constante difere da constante clássica para compensar a discrepância nas unidades entre

os dois conjuntos de equações (o operador E
(+)
j tem unidades V/m e a amplitude Aj tem unidades de√

W ). Por simplicidade omitimos as equações do Hermı́tico conjugado. Assumimos que ∆β = 0. O
Hamiltoneano de interação que estamos à procura deve levar às equações (3.35)-(3.37) via equações
de Heisenberg para os operadores do campo, é dado por,

i~
∂Ê

∂t
= i

~c
n

∂Ê

∂z
=
[
Ê,HI

]
, (3.38)

onde Ê representa qualquer operador do campo elétrico e tendo em conta,[
E

(+)
j (z), E

(−)
k (z′)

]
= (~ω/2ε0)δ(z − z′)δjk . (3.39)

Podemos ainda chegar ao Hamiltoneano de interação pela definição de energia [42],

HI =

∫
V

dV ÊP̂ , (3.40)

onde Ê e P̂ são definidos de forma semelhante à dos seus homólogos clássicos. Eliminando os termos
que não conservam a energia, obtemos a seguinte forma para o nosso Hamiltoneano de interação [41],

HI = ξε0χ
(3)

∫
V

dV
[
E(−)
p E(−)

p E(+)
p E(+)

p + 2E(−)
s E

(−)
i E(+)

p E(+)
p + 2E(−)

p E(−)
p E(+)

s E
(+)
i

+ 4E(−)
p E(+)

p E(−)
s E(+)

s + 4E(−)
p E(+)

p E
(−)
i E

(+)
i

]
,

(3.41)

onde ξ é uma constante global desconhecida relacionada com os detalhes experimentais espećıficos. O
espaço de integração é todo o volume da interação, designado de volume efetivo da fibra ótica. Os
termos do Hamiltoneano de interação (3.41) correspondem a diferentes fenómenos, o primeiro termo
corresponde ao SPM do campo de bombeamento. Os dois termos seguintes correspondem ao FWM
e os últimos dois termos correspondem ao XPM entre o sinal de bombeamento e o campo do sinal e
do sinal sombra.

O Hamiltoneano de interação em (3.41) inclui o processo de FWM quântico. Agora vamos calcular
a evolução do vetor estado. Para isso temos de definir os campos de bombeamento, do sinal e do sinal
sombra. Matematicamente podemos escrevê-los da seguinte maneira [41]

E(+)
p = e−iΩpte−iγPpz

∫
dνpĒp(νp)e

iβpz−iνpt , (3.42)

E(−)
s =

∑
ωs

√
~ωs

2ε0VQ

a†ks
n(ωs)

e−i[βsz−ωst] , (3.43)

E
(−)
i =

∑
ωi

√
~ωi

2ε0VQ

a†ki
n(ωi)

e−i[βiz−ωit] , (3.44)

onde o campo de bombeamento é tido como sendo um estreito impulso centrado na frequência Ωp e com
uma função envelope Ēp. A largura de banda do campo de bombeamento é muito mais pequena do
que Ωp, satisfazendo a aproximação do quasi-monocromático. O termo e−iγPpz, onde Pp é a potência
de bombeamento, que assumimos constante ao longo de toda a fibra, é o termo do SPM, como vimos
na secção anterior. O sinal e o sinal sombra são campos eletromagnéticos quantizados, onde a†βj é

o operador de criação para a frequência do campo ωj , (j = i, s). Todos os campos são linearmente
polarizados na mesma direção e todos se propagam na direção z. As frequências centrais do sinal e
do sinal sombra são, aqui representadas por, Ωs e Ωi, respetivamente, as quais são equidistantes da
frequência do sinal de bombeamento Ωp e satisfazem a conservação de energia 2Ωp = Ωs + Ωi. A
relação entre ωj e Ωj é νj = ωj − Ωj para j = i, p e s.



3.2. MISTURA DE QUATRO ONDAS EM FIBRAS ÓTICAS 19

Pela teoria de perturbações encontramos os dois estados que emergem da fibra [41],

|Ψ〉 = |0〉+
1

i~

∞∫
−∞

HI(t)dt|0〉 , (3.45)

onde apenas consideramos a primeira ordem das perturbações. As ordens de maior grau envolvem a
geração de estados de multi fotões. Tais efeitos ocorrem com muito baixa probabilidade, e por isso
podemos ignorar esses efeitos. Podemos ver que os termos do FWM contribuem para a criação dos
estados de dois fotões, porque todos os termos são nulos quando atuam no estado vácuo |0〉 exceto

E
(−)
s E

(−)
i E

(+)
p E

(+)
p +H.c., onde H.c. representa o Hermı́tico conjugado. Assim podemos escrever,

HFPS = 2βε0χ
(3)

∫
V

dV
(
E(−)
s E

(−)
i E(+)

p E(+)
p +H.c.

)
. (3.46)

Substituindo (3.42)-(3.44) e (3.46) em (3.45), tendo em conta que HI se reduz a HFPS, chegamos
ao seguinte estado,

|Ψ〉 = |0〉+
∑
βs,βi

F (βs, βi)a
†
βs
a†βi |0〉 , (3.47)

onde F (βs, βi) é a função espetral dos dois fotões [43]. Verifica-se assim que o efeito de FWM
espontâneo resulta da interação dos sinais de bombeamento com o estado de vácuo num meio não
linear. Este estado não tem equivalente clássico pelo que a abordagem clássica falha na descrição do
FWM espontâneo.

Usando a teoria quântica é posśıvel obter as fórmulas das contagens individuais de fotões, bem
como das coincidências de fotões [41]. Assumindo que a função envelope e os filtros pelos quais passam
o sinal e o sinal sombra, têm a forma de uma Gaussiana com σp e σ0, respetivamente para largura
de banda do sinal de bombeamento e dos filtros óticos. A probabilidade de contagens de coincidência
por cada impulso é [44, 45],

RFWM =

+∞∫
0

dTs

+∞∫
0

dTi〈Ψ|E(−)
s E

(−)
i E

(+)
i E(+)

s |Ψ〉 , (3.48)

onde Ts e Ti são respetivamente os tempos de integração do sinal e do sinal sombra, e a propagação
do campo elétrico através dos filtros Gaussianos são definidos da seguinte maneira

E
(+)
j =

∑
kj

√
cAeff

4VQ
akje

−iωjtje−(ωj−Ωj)
2/2σ2

0 . (3.49)

Seguindo [41] chegamos à seguinte fórmula para as contagens de coincidência geradas a partir do
processo espontâneo de FWM,

RFWM = A(γPpL)2 σ2
0

σp

√
σ2
p + σ2

0

Icc , (3.50)

com

A =
α2πn2A4

eff

144V
8/3
Q

, (3.51)

onde A é uma constante desconhecida, com α e VQ como parâmetros ajustáveis experimentalmente e,

Icc =
1

L2

L∫
0

dz1

L∫
0

dz2

exp

[
− 2iγPp(z1 − z2)− ab2

1+b2 + i
2 arctan(b) + ic

1+b2

]
√

(1− iβ2σ2
pz1)(1 + iβ2σ2

pz2) 4
√

1 + b2
, (3.52)

é um integral duplo que só pode ser resolvido numericamente, onde β2 = (d2β/dω2)|ω=Ωp é a segunda
ordem de dispersão do sinal de bombeamento também conhecida como dispersão da velocidade de
grupo, a = ∆2/2σ2

0 , b = −β2(z1 − z2)σ2
0/2 e c = −β2(z1 − z2)∆2/4, com ∆ = Ωs − Ωi. Podemos ver

que as contagens de coincidências dependem do quadrado do coeficiente não linear γ. Obviamente que
na prática é necessário ter em contra a contribuição dos outros efeitos não lineares, como a eficiência
dos dispositivos óticos, as falsas contagens, as perdas, etc, como veremos mais tarde.
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3.3 Esquema Experimental

Nesta secção apresentamos um esquema experimental que permite criar pares de fotões entrelaçados
usando o efeito não linear de FWM espontâneo.

A Fig. 3.2 ilustra o esquema experimental usado. Neste esquema usamos uma fonte laser como
sinal de bombeamento centrado em 1550.918 nm, que corresponde ao comprimento para o qual a
fibra tem o zero de dispersão, tornando o processo mais eficiente e com uma potência máxima de
sáıda de 13.5 dBm. O laser foi modulado por um Mach-Zehnder (MZ) que cria impulsos com uma
largura a meia altura (FWHM) de aproximadamente 1 ns e taxa de repetição de 2.2 MHz. Para
sincronizar os impulso que saem do MZ com os fotodetetores (Avalanche Photodiode-APDs), bem
como para definir a largura dos impulso e a repetição dos mesmos, usamos um gerador de dados (HP
70841B) com frequência de relógio de 2.5 Gb/s. Antes de chegar ao MZ o sinal de bombeamento
passa por uma rede de Bragg (Fiber Bragg Grating- FBG) e um isolador para eliminar as bandas
laterais de emissão do laser. Depois os fotões passam por um controlador de polarização (Polarization
Controller -PC) para alinhar a polarização dos fotões com o cristal do MZ por forma a gerar impulsos
com máxima eficiência. O MZ é ligado a uma fonte de tensão DC e a um gerador de dados para criar
a forma do impulso e definir a taxa da repetição. Depois o impulso é amplificado por um amplificador
de fibra dopada com Érbio (Erbium Doped Fiber Amplifier -EDFA). De seguida um filtro com uma
banda de passagem muito estreita filtra o rúıdo adicionado pelo EDFA e algum rúıdo que não tenha
sido eliminado pelo FBG. Os fotões encontram outro PC e depois um polarizador linear (Linear
Polarizer -LP) que força a que a polarização do sinal de bombeamento seja linear antes de entrar no
divisor de feixe de polarização (Polarization Beam Splitter -PBS) pela porta 3. O loop, designado de
loop de Sagnac [46,47] é composto por dois PCs (PC3 e PC4) e por uma fibra altamente não linear
(HNLF) com um comprimento de L = 150 m, atenuação de 0.2 dB/km e um coeficiente não linear
γ = 10.5 W−1km−1, onde ocorre o FWM espontâneo. Como o sinal de bombeamento é pulsado,
o sinal e o sinal sombra ao serem gerados ficam também pulsados com o mesmo FWHM e com a
mesma taxa de repetição do sinal de bombeamento. Os três sinais (sinal de bombeamento e os dois
sinais gerados na fibra, sinal e sinal sombra) saem na porta 4 do PBS, sendo o sinal de bombeamento
filtrado por um filtro de corta banda, gerando o seguinte estado de pares de fotões [48],

|Ψ〉 = cos(φ)|Hi〉|Hs〉+ sin(φ)ei∆ϕ|Vi〉|Vs〉 . (3.53)

Em (3.53), ∆ϕ é a diferença de fase entre o sinal e o sinal sombra, e φ é o ângulo que a polarização
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do sinal de bombeamento faz com o eixo horizontal do PBS, e que pode ser controlado pela potência
que entra nas portas 1 e 2, que geram, respetivamente o estado vertical e horizontal. Para ambos os
estados o comprimento de onda do sinal é λs = 1547.72 nm e o comprimento de onda do sinal sombra é
λi = 1554.13 nm. Assumindo que ∆ϕ = 0, os estados obtidos dependem do ângulo φ que é controlado
pela potência das componentes ortogonais da polarização do sinal de bombeamento. Assim quando
φ = 0o ou φ = 90o temos os respetivos, estado não entrelaçado

|Ψ〉 = |Hi〉|Hs〉 ou |Ψ〉 = |Vi〉|Vs〉 , (3.54)

mas quando φ varia entre 0o e 90o temos um estado com diferentes graus de entrelaçamento, sendo
o ńıvel máximo de entrelaçamento quando φ = 45o, que corresponde a um estado entrelaçado puro,
escritos como,

|Ψ〉 =
1√
2

[
|Hi〉|Hs〉+ |Vi〉|Vs〉

]
. (3.55)

Por fim, o sinal de bombeamento é filtrados e as ondas do sinal e do sinal sombra são separadas
em função do comprimento de onda usando uma rede de guias de ondas (Arrayed Waveguide Grating-
AWG). Depois a polarização dos fotões do sinal e do sinal sombra passam por uma lâmina de quarto
comprimento de onda (Quarter Wave Plate-QWP) e uma lâmina de meio comprimento de onda
(Half Wave Plate-HWP) (estudados no capitulo 2), que serve para compensar os eventuais desvios
na polarização sofridos desde o fim do loop até ao analisador de polarização (Rotating Linear Polarizer -
RLP) que pode ser ajustável para se obter os ângulos α e β pretendidos. Finalmente os fotões são
detetados pelos respetivos (Avalanche Photodiode-APDs) e a diferença temporal entre os fotões é
registada por um detetor de coincidências.

Podemos dividir o esquema experimental em cinco partes distintas: emissão; geração do sinal e do
sinal sombra; polarização; filtragem e deteção. Em seguida descrevemos com mais detalhe alguns dos
componentes da montagem experimental da Fig. 3.2

3.3.1 Emissão

A emissão é composta por uma fonte laser sintonizável (Tunable Laser Source-TLS), um gerador
de dados com uma fonte de tensão DC, um modulador MZ e EDFA .

Modulador Mach-Zehnder (MZ) e Fonte de Tensão DC

Com o modulador Mach-Zehnder (MZ) modulámos o nosso sinal. Os impulsos com a frequência
de 2.2 MHz e uma largura a meia altura de aproximadamente 1 ns. O sinal ótico ao entrar no MZ
é dividida em dois feixes com a mesma potência ótica em cada braço. O nosso modulador é baseado
no efeito elétrico-ótico, onde aplicamos um campo elétrico a um cristal, mudando o ı́ndice de refração
e adicionando um desvio entre os dois feixes que pode ser representado por uma diferença de fase. A
fonte de tensão DC é necessária para o funcionamento do MZ. A fonte controla a amplitude com que
o impulso é modulado e gera o campo necessário para mudar o ı́ndice de refração do cristal dentro do
MZ.

Amplificador de Fibra Dopada com Érbio (EDFA)

O sistema de amplificação de fibra dopada com Érbio (EDFA) é usado para amplificar o sinal de
bombeamento e é feito pela incorporação de iões de Érbio na matriz de vidro que forma o núcleo da
fibra. O laser de bombeamento inverte a população dos ńıveis dos iões de Érbio, que ao voltarem para
os ńıveis de menor energia emitem fotões que por sua vez irão estimular a emissão de outros fotões de
igual comprimento de onda. Desta forma o sinal de bombeamento é amplificado.

3.3.2 Geração do Sinal e do Sinal Sombra

A geração do sinal e do sinal sombra acontece na fibra altamente não linear (HNLF). O que é
especial na HNLF é o elevado valor do parâmetro não linear γ,

γ =
2πn2

Aeff
(3.56)
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onde n2 = χ/(2n) é o coeficiente de Kerr e Aeff é a área efetiva do modo de propagação. O efeito de
Kerr surge da suscetibiidade não linear de terceira ordem nas fibras óticas. Como mencionado acima,
a HNLF tem um comprimento L = 150 m, atenuação de 0.2 dB/km e um coeficiente não linear de
γ = 10.5 W−1km−1.

3.3.3 Polarização

São vários os dispositivos usados para manipular a polarização dos fotões. Foram já estudados
polarizadores lineares, assim como as lâminas de atraso de meio e de um quarto de comprimento de
onda, usámos ainda os controladores de polarização e o divisores de feixe de polarização.

Controlador de Polarização (PC)

As fibras óticas apresentam uma variação aleatória da birefrigerência, o que significa que esta muda
aleatoriamente a polarização dos fotões. Os PCs usados são um conjunto de três lâminas de atraso
ordenadas da seguinte forma: uma lâmina de atraso de um quarto do comprimento de onda, uma de
meio comprimento de onda e outro de um quarto de comprimento de onda. Ajustando as lâminas
do PC podemos mudar a polarização a partir de um estado arbitrário para o estado de polarização
inicial, o que corresponde à potência do sinal máxima e mais estável [49].

Divisor de Feixe de Polarização (PBS)

O PBS separa um feixe em dois feixes, o feixe refletido e o transmitido. As potências dos feixes
refletido e transmitido dependem do ı́ndice de reflexão (ε) do material do PBS. O PBS reflete apenas
uma polarização e transmite a polarização ortogonal. Isto acontece porque ε depende da polarização.

Temos dois estados ortogonais de polarização |H〉 e |V 〉. A polarização |H〉 é paralela à superf́ıcie
do espelho do PBS. A polarização |V 〉 é ortogonal a |H〉 e contém a componente que é perpendicular
à superf́ıcie do espelho do PBS. Consequentemente as componentes |H〉 e |V 〉 do sinal ótico são
refletidos de forma diferente, quer a amplitude quer as fases, e em geral εH e εV são diferentes (a
separação depende também do comprimento de onda e o ângulo de entrada). No caso em que εH ≈ 1 e
εV ≈ 0 as componentes ortogonais são completamente separadas, como é o caso do PBS convencional,
usado neste trabalho.

3.3.4 Filtragem

São vários os dispositivos usados para filtrar o rúıdo e para tornar o sinal de bombeamento, o sinal
e o sinal sombra com banda mais estreita e por isso aproxima-se mais de uma monocromática ideal,
isto é fundamental para o sucesso da experiência.

Rede de Bragg (FBG)

Uma FBG consiste numa variação periódica do ı́ndice de refração do núcleo da fibra. A princi-
pal propriedade de uma FBG é que esta reflete a luz numa estreita largura de banda centrada no
comprimento de onda de Bragg, λB = 2nΛ, onde n é o ı́ndice de refração e Λ é o peŕıodo espacial da
variação periódica. Assim, a FBG trabalha como um filtro.

Isolador

O isolador é um dispositivo que apenas permite a transmissão do sinal numa direção. É usado em
sistemas óticos para evitar a reflexão ótica indesejada. Neste caso, é usado para evitar o aumento do
rúıdo na fase do laser, a intensidade do rúıdo e a instabilidade do comprimento de onda que mesmo
a muito baixo ńıvel ótico causa reflexão.

Os isoladores óticos convencionais são baseados em rotadores Faraday entre dois polarizadores.
O sinal ótico passa pelo primeiro polarizador, cujo eixo de transmissão é a direção vertical. Então
o rotador de Faraday roda a polarização do sinal ótico por 45o no sentido horário. O rotador de
Faraday baseia-se no efeito de Faraday. O efeito de Faraday é um efeito magneto-ótico, onde o campo
magnético H causa a rotação da polarização do sinal ótico. O ângulo de rotação da polarização
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imposto é dado por ϑ = µ0Hvd, onde ϑ é o ângulo de rotação, H é a amplitude do campo magnético,
v é a constante de Verdet do material do qual é feito o rotador e d é o tamanho do rotador.

O eixo de transmissão do segundo polarizador é orientado 45o em relação ao primeiro polarizador,
o que permite que o sinal ótico passe. Se existir reflexão, o sinal ótico refletido tem de passar pelo
rotador de Faraday. Como o rotador de Faraday é um dispositivo não rećıproco, a polarização do sinal
refletido é rodado mais 45o ficando perpendicular à direção de transmissão do primeiro polarizador.
Desta maneira o primeiro polarizador bloqueia todos os sinais refletidos.

Circulador

Tal como o isolador, o circulador é um dispositivo que se baseia na não reciprocidade da polarização
do sinal ótico pelo efeito de Faraday. Um circulador ótico convencional é um dispositivo de três portas,
onde a porta 1 é a porta de entrada e a porta 2 é a porta de sáıda para o sinal transmitido, enquanto
que para o sinal refletido a porta 2 é a porta de entrada e a porta de sáıda é a porta 3 em vez da
porta 1, desta forma desvia o sinal refletido do circuito principal.

Rede de Guias de Ondas (AWG)

Usamos o AWG para separar o sinal do sinal sombra. A seletividade aos comprimentos de onda
por parte do AWG é baseado na interferência ótica multi caminho.

O arranjo básico do AWG consiste em guias de onda na entrada e na sáıda, duas estrelas de
acoplamento e um arranjo de guias de onda que liga as duas estrelas. Dentro de cada guia de onda
temos caminhos com comprimentos ligeiramente diferentes uns dos outros, e desta forma a interferência
acontece quando os sinais se combinam à sáıda, permitindo separar o sinal em função dos comprimentos
de onda.

3.3.5 Deteção

Usamos fotodiodos de avalanche como detetores para registar as contagens dos fotões individuais
e um detetor de coincidências (time tagging module-TTM) para detetar as coincidência.

Fotodetetor de Avalanche (APD)

Os detetores usados são fotodiodes de avalanche (APD) de InGaAs/InP. A liga semicondutora
InGaAs tem uma passa banda de 0.73 eV e a constante da rede quase coincide com a rede do substrato
de InP tornando o dispositivo senśıvel a fotões com comprimentos de onda compreendidos entre 900
e 1700 nm. O APD é uma junção p-i-n especificamente desenhada para ganhos de corrente interna.
Quando um APD está sob tensão inversa aplicada, este está apto para sustentar um grande campo
elétrico através da junção. Quando absorve um fotão cria um par eletrão-lacuna, que é acelerado por
um forte campo elétrico na junção, ganhando energia suficiente para criar um segundo par eletrão-
lacuna por ionização. Este por sua vez cria um novo par e assim sucessivamente. Este fenómeno de
multiplicação é conhecido como avalanche.

Nos APDs usados, os fotões são absorvidos num estreito hiato da camada de InGaAs. As lacunas
geradas são injetadas dentro de um passa banda mais amplo da camada de InP. A separação de
camadas de absorção e de avalanche são desenhadas para maximizar o fenómeno de avalanche e
diminuir o rúıdo associado. Os APDs usados operam no chamado modo de Geiger [30]. Os detetores
APD1 e APD2 são da id Quantiquer [50]. O detetor APD1 (id200) tem uma probabilidade de gerar
falsas contagens no tempo (tg = 5 ns) de Pdc < 5 × 10−5 ns−1 e uma eficiência quântica ηD = 10%.
O detetor APD2 (id201) tem uma probabilidade de gerar contagens escuras no tempo (tg = 5 ns) de
Pdc < 5× 10−6 ns−1 e uma eficiência quântica de ηD = 10%. Ambos detetores têm um tempo morto
de 10µs, isto é, o intervalo de tempo em que duas contagens sucessivas podem ser registadas.

Detetor de Coincidências (TTM)

Para seleccionar as coincidências verdadeiras das falsas ou acidentais usámos um Time Tagging
Module 8 (TTM8). O TTM8 tem uma resolução temporal de 82.3 ps e identifica os fotões que são
detetados por ambos os APDs nesse pequeno intervalo de tempo Todos os fotões detetados nesse
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pequeno intervalo de tempo por ambos detetores são as coincidências verdadeiras, todas as outras são
falsas ou acidentais.

O detetor que recolhe os fotões do sinal é usado para iniciar o TTM, e o sinal sombra é atrasado,
obrigando-o a percorrer um caminho elétrico maior que o do sinal que é usada para parar o detetor
de coincidências. A razão da inserção deste atraso é que as coincidência causadas pelos fotões gerados
ao mesmo tempo não são abrangidos pelo tempo morto do TTM. Desta forma podemos obter o
histograma de eventos em função do tempo. Se existirem correlações temporais entre o sinal e o sinal
sombra, é observado um pico no histograma na posição temporal que corresponde às coincidências,
como ilustra a Fig. 3.3. São também observados picos laterais que correspondem a coincidências
geradas em posições temporais diferentes. Estes últimos são chamados de coincidências acidentais.
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Figura 3.3: Esquema do histograma obtido pelo detetor de coincidências.



Caṕıtulo 4

Teorema de Bell

No caṕıtulo anterior vimos uma forma de gerar pares de fotões entrelaçados. Os estados en-
trelaçados são um fenómeno puramente quântico (sem equivalente clássico). O entrelaçamento é a
inter-dependência entre dois ou mais objetos, significando isto que esses objetos estão de alguma
maneira ligados entre si. Desta forma as mudanças experimentadas por um objeto influenciam o com-
portamento dos outros instantaneamente. Esta inter-dependência coloca em causa a natureza local
da realidade f́ısica. Neste caṕıtulo analisamos detalhadamente o teorema de Bell que fornece um teste
para aferir a validade das teorias locais e determińısticas de variáveis ocultas.

4.1 Desigualdade de Bell

Em 1964 John Stewart Bell apresentou a sua teoria de variáveis locais no artigo intitulado “On
the Einstein Podolsky and Rosen Paradox” [6]. Bell colocou como hipótese de que existiam variáveis
ocultas que tornavam a teoria quântica numa teoria real e local. Por outras palavras ele assumiu o
seguinte:

1. Todos os objetos têm de estar num estado definido a partir do qual os valores das quantidades
f́ısicas podem ser determinados, tais como o momento e a posição do objeto;

2. Os efeitos das ações locais, tais como as medidas, não podem viajar mais depressa que a velo-
cidade da luz. Se os observadores estão afastados, as medidas feitas por um deles não afeta de
forma instantânea as medidas feitas pelos outros.

As variáveis ocultas são um formalismo usado na teoria clássica, por exemplo a posição do centro
de massa de um corpo é a média das posições das part́ıculas individuais que constituem o corpo.
Da mesma maneira as grandezas da mecânica quântica poderiam ser médias de variáveis ocultas e
indetetáveis. Conhecendo essas variáveis a mecânica quântica tornar-se-ia numa teoria local e deter-
mińıstica como desejavam Einstein, Poldoski e Rosen [1].

Com o objetivo de demonstrar a desigualdade de Bell consideremos uma experiência genérica em
que temos um par de part́ıculas num determinado estado de uma grandeza bidimensional como a
polarização linear ou o spin. As duas part́ıculas são separados por um método que não influência o
seu estado. Depois de estarem suficientemente afastadas para as interações entre as part́ıculas, caso
existam, cessarem, são efetuadas medidas. As medidas efetuadas nas part́ıculas 1 e 2 são representadas,
respetivamente pelas letras A e B, sendo efetuadas quase ao mesmo tempo, para garantir que a haver
trocas de informação entre elas, estas aconteçam a uma velocidade superior à da luz, violando o
principio da localidade e da causalidade. Estas medidas tomam os valores de +1 se a part́ıcula for
detetada e −1 se não for detetada. A probabilidade de deteção depende da configuração experimental
que representamos por BA e BB para a part́ıcula 1 e 2, respetivamente.

No caso geral, o estado pode ter propriedades não locais. Desta forma para assegurar a localidade
admitimos por hipótese a existência de variáveis ocultas que designaremos por λA e λB associadas aos
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respetivos eventos A e B, distinguimo-las por uma questão de generalidade, contudo elas podem ser
iguais. Assim podemos escrever

A(BA, λA) = ±1, B(BB , λB) = ±1 . (4.1)

significa isto que A depende apenas da configuração experimental BA e das variáveis λA, enquanto B
depende apenas da configuração experimental BB e das variáveis λB , tal como exige a nossa noção
de localidade. Desta forma a correlação é,

E(BA,BB , λA, λB) = A(BA, λA)B(BB , λB) . (4.2)

onde E(BA,BB , λA, λB) é a medida de correlação e J(BJ , λJ) é o valor médio dos resultados asso-
ciados ao evento J com J = A,B. Sendo a teoria por hipótese local e determińıstica, a média das
medidas corresponde aos valores de (4.1), logo,

|A(BA, λA)| = +1, |B(BB , λB)| = +1 . (4.3)

Integrando em ordem a λ, que é a reunião das variáveis λA com λB (λ = λA ∪ λB), para eliminar a
dependência nas variáveis ocultas, podemos reescrever a correlação (4.2) da seguinte maneira,

E(BA,BB) =

∫
λ∈Γ

dλρ(λ)A(BA, λA)B(BB , λB) , (4.4)

onde ρ(λ) é a distribuição de probabilidades das variáveis ocultas λ, e Γ é o espaço onde estão definidas
essas variáveis. Como queremos conhecer a dependência da correlação com as configurações experi-
mentais, consideramos duas configurações experimentais alternativas B′A e B′B e podemos escrever,

E(BA,BB)− E(BA,B
′
B) =

∫
λ∈Γ

dλρ(λ)[A(BA, λA)B(BB , λB)−A(BA, λA)B(B′B , λB)]

=

∫
λ∈Γ

dλρ(λ)[A(BA, λA)B(BB , λB)(1−A(B′A, λA)B(B′B , λB))]

−
∫
λ∈Γ

dλρ(λ)[A(BA, λA)B(B′B , λB)(1−A(B′A, λA)B(B′B , λB))] .

(4.5)

Usando a condição (4.3), e aplicando modulo e a desigualdade triangular, |u−v| ≤ |u|+|v|, ao segundo
membro de (4.5), obtemos a desigualdade,

|E(BA,BB)− E(BA,B
′
B)|

≤
∫
λ∈Γ

dλρ(λ)
∣∣1−A(B′A, λA)B(B′B , λB)

∣∣+
∣∣1−A(B′A, λA)B(B′B , λB)

∣∣ , (4.6)

Como as quantidades dentro dos módulos variam entre 0 e 1, podemos adicionar os módulos ficando

|E(BA,BB)− E(BA,B
′
B)|

≤
∫
λ∈Γ

dλρ(λ)
∣∣2 +

(
−A(B′A, λA)B(B′B , λB)−A(B′A, λA)B(B′B , λB)

)∣∣ . (4.7)

Usando a definição (4.4) e tendo em conta que,∫
λ∈Γ

dλρ(λ) = 1 , (4.8)

aplicando a desigualdade triangular, |u+v| ≤ |u|+|v| ao segundo membro de (4.7), obtemos a seguinte
desigualdade,

|E(BA,BB)− E(BA,B
′
B)| ≤ 2 + | − E(B′A,BB)− E(B′A,B

′
B)| . (4.9)

por conveniência deixamos o sinal negativo dentro do módulo. Finalmente usando a desigualdade
triangular, |u| − |v| ≤ |u− v|, obtemos a desigualdade,

|E(BA,BB)− E(BA,B
′
B) + E(B′A,BB) + E(B′A,B

′
B)| ≤ 2 . (4.10)
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O termo do lado esquerdo da desigualdade (4.10) é conhecido como entropia de Shannon S, ou
seja,

|S| ≤ 2 , (4.11)

para qualquer teoria local e determińıstica de variáveis ocultas. Contudo a interpretação padrão da
teoria quântica não obedece a esta desigualdade como veremos na secção 4.3. A desigualdade (4.10)
é uma maneira de expressar a desigualdade de Bell, mais conhecida como desigualdade de Clauser,
Horne, Shimony e Holt (CHSH) [51].

Como veremos ao longo deste caṕıtulo, este resultado é incompat́ıvel quer com a mecânica quântica
quer com a realidade f́ısica. Podemos por isso concluir que as teorias locais não são capazes de descrever
completamente a realidade, enquanto que as previsões da teoria quântica coincidem com a realidade.
Assim o teorema de Bell valida os resultados da teoria quântica. Mas antes, para compreendermos
melhor este resultado, tomaremos um caso clássico como exemplo.

4.2 Caso Clássico

Consideremos a seguinte experiência clássica, temos uma folha de papel, numa das páginas da
folha escrevemos, em cada lado uma letra, por exemplo no lado direito a letra X e no lado esquerdo
a letra Y ou ao contrário. No verso dessa página escrevemos em cada lado um número, por exemplo
no lado direito o número 1 e no lado esquerdo o número 2 ou ao contrário. Rasgamos a folha a meio
ficando com duas tiras de papel cada uma com uma letra e um número. Damos uma das tiras ao
observador A e a outra ao observador B. Estes afastam-se e só depois de estarem suficientemente
afastados, medem quase ao mesmo tempo os resultados na base que quiserem, isto é, podem ler o lado
das letras ou o lado que tem o número. Como a base dos números BN , é completamente independente
da base das letras BL temos os estados posśıveis, representados na tabela 4.1, e os resultados posśıveis
das medições são

X = “1” = +1, Y = “2” = −1 . (4.12)

Sendo esta uma experiência clássica é também local, dado que conhecemos as variáveis ocultas
λJ = {N,L}, onde N e L representam o número e a letra na tira do observador J . Desta forma o
valor medido pelos observadores A e B é determińıstico e tem os seguintes valores,

A(BA, λA) =

{
+1 , seBA = BN eλA = {1,X} ou {1,Y} , ouBA = BL eλA = {1,X} ou {2,X}
−1 , seBA = BN eλA = {2,X} ou {2,Y} , ouBA = BL eλA = {1,Y} ou {2,Y} , (4.13)

B(BB , λB) =

{
+1 , seBB = BN eλB = {1,X} ou {1,Y} , ouBB = BL eλB = {1,X} ou {2,X}
−1 , seBB = BN eλB = {2,X} ou {2,Y} , ouBB = BL eλB = {1,Y} ou {2,Y} . (4.14)

Se as variáveis λA e λB forem desconhecidas os valores médios são,

A(BA) =
∑
λA
p(λA)A(BA, λA) , (4.15)

B(BB) =
∑
λB
p(λB)B(BB , λB) . (4.16)

Tabela 4.1: Estados posśıveis do caso clássico 4.2

B\A BN BL

BN |1〉A|2〉B |2〉A|1〉B
|X〉A|1〉B |X〉A|2〉B
|Y 〉A|1〉B |Y 〉A|2〉B

BL
|1〉A|X〉B |1〉A|Y 〉B |X〉A|Y 〉B |Y 〉A|X〉B|2〉A|X〉B |2〉A|Y 〉B
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onde p(λi) é a probabilidade de λi. Expandindo (4.15) e (4.16) obtemos,

A(BA) = p({1, X})A(BA, {1, X}) + p({2, X})A(BA, {2, X})
+ p({1, Y })A(BA, {1, Y }) + p({2, Y })A(BA, {2, Y })

, (4.17)

B(BB) = p({1, X})B(BB , {1, X}) + p({2, X})B(BB , {2, X})
+ p({1, Y })B(BB , {1, Y }) + p({2, Y })B(BB , {2, Y }) ,

.(4.18)

Admitindo que os estados são equiprovaveis, então,

A(BA) =

{
1
4 × (+1) + 1

4 × (−1) + 1
4 × (+1) + 1

4 × (−1) = 0 , seBA = BN
1
4 × (+1) + 1

4 × (+1) + 1
4 × (−1) + 1

4 × (−1) = 0 , seBA = BL
, (4.19)

B(BB) =

{
1
4 × (+1) + 1

4 × (−1) + 1
4 × (+1) + 1

4 × (−1) = 0 , seBB = BN
1
4 × (+1) + 1

4 × (+1) + 1
4 × (−1) + 1

4 × (−1) = 0 , seBB = BL
, (4.20)

ou seja, A(BA) = 0 e B(BB) = 0 para qualquer base.

As medidas de correlação conhecendo quer as variáveis λA e λB quer o lado medido, isto é, se o
observador lê o número ou a letra, é simplesmente o produto das medidas de A(BA, λA) e B(BB , λB)
dadas, respetivamente por (4.13) e (4.14). Se não conhecermos as variáveis λA e λB a correlação é
definida da seguinte maneira

E(BA,BB) =
∑
λA,λB

p(λA, λB)A(BA, λA)B(BB , λB) . (4.21)

Expandindo esta medida de correlação obtemos,

E(BA,BB) =p({1, X}, {2, Y })A(BA, {1, X})B(BB , {2, Y })
+ p({1, Y }, {2, X})A(BA, {1, Y })B(BB , {2, X})
+ p({2, X}, {1, Y })A(BA, {2, X})B(BB , {1, Y })
+ p({2, Y }, {1, X})A(BA, {2, Y })B(BB , {1, X}) .

(4.22)

Como os estados têm todos a mesma probabilidade, a medida da correlação reduz-se a,

E(BA,BB) =

{
1
4 × (−1) + 1

4 × (+1) + 1
4 × (+1) + 1

4 × (−1) = 0 , seBA 6= BB
1
4 × (−1) + 1

4 × (−1) + 1
4 × (−1) + 1

4 × (−1) = −1 , seBA = BB
. (4.23)

Será que esta experiência clássica obedece à desigualdade de Bell? Para verificar isso começamos
por definir a entropia de Shannon, (4.10)

S = E(BA,BB)− E(BA,B
′
B) + E(B′A,BB) + E(B′A,B

′
B) . (4.24)

Como só existem duas bases distintas, BL e BN , as quatro configurações reduzem-se apenas a duas.
Por exemplo se considerarmos que BA = BB = BN e B′A = B′B = BL, a entropia de Shannon é,

|E(BN ,BN )− E(BN ,BL) + E(BL,BN ) + E(BL,BL| = | − 1− 0 + 0− 1| = 2 . (4.25)

Como seria de esperar obedece à desigualdade de Bell pois esta é uma experiência que pode ser descrita
por uma teoria local de variáveis ocultas. A correlação (4.23) mostra que existe anti-correlação quando
ambos lêem as tiras na mesma base. Quer isto dizer que o observador A ao ler a sua tira sabe
imediatamente o valor da tira do observador B. Contudo isto não implica a violação do prinćıpio da
localidade, porque os estados estão definidos desde o momento em que são separados, ou seja, não há
qualquer interação no momento da medição como mostra o fato de obedecer à desigualdade de Bell.

4.3 Caso Quântico

Agora consideramos um par de fotões gerados pelo esquema experimental da Fig. 3.2 no es-
tado (3.53),

|Ψ〉 = cos(φ)|Hi〉|Hs〉+ sin(φ)|Vi〉|Vs〉 , (4.26)
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onde assumimos que ∆ϕ = 0. Os fotões i e s viajam em direções opostas e atravessam, respetiva-
mente os polarizadores P̂i e P̂s. A representação matricial dos dispositivos como os polarizadores
foi apresentada no caṕıtulo 2. As configurações experimentais neste caso reduzem-se ao ângulo dos
polarizadores, isto é BA = α e BB = β, onde α e β são os ângulos que definem as respetivas direções
de transmissão dos polarizadores A e B. Por simplicidade vamos usar a matriz densidade (ρ = |Ψ〉〈Ψ|)
para os nossos cálculos. Assim a probabilidade de detetar os pares de fotões será,

p(α, β) = Tr[ρPi(α)× Ps(β)] , (4.27)

onde Tr representa o traço, α e β são os ângulos que as direções de transmissão dos polarizadores
dos fotões i e s fazem, respetivamente com os estados |Hi〉 e |Hs〉. Usando (4.27) e sabendo que
P̂ (θ⊥) = P̂⊥(θ), onde θ⊥ = θ + π/2. Podemos determinar as probabilidades de encontrar de fotões
nos seguintes estados,

p(α‖, β‖) = Tr[ρPi(α‖)⊗ Ps(β‖)] =
(

cos(α) cos(β) cos(φ) + sin(α) sin(β) sin(φ)
)2

(4.28)

p(α‖, β⊥) = Tr[ρPi(α‖)⊗ Ps(β⊥)] =
(

cos(α) sin(β) cos(φ)− sin(α) cos(β) sin(φ)
)2

(4.29)

p(α⊥, β‖) = Tr[ρPi(α⊥)⊗ Ps(β‖)] =
(

sin(α) cos(β) cos(φ)− cos(α) sin(β) sin(φ)
)2

(4.30)

p(α⊥, β⊥) = Tr[ρPi(α⊥)⊗ Ps(β⊥)] =
(

sin(α) sin(β) cos(φ) + cos(α) cos(β) sin(φ)
)2
, (4.31)

onde p(α‖, β‖) é a probabilidade de encontrar o par de fotões no estado |α‖〉|β‖〉, isto é, a probabilidade
de ambos os fotões terem a polarização coincidente com a direção de transmissão dos respetivos
polarizadores, e assim sucessivamente. O valor da correlação é definido por

E(α, β) =
∑

i,j=‖,⊥

p(αi, βj)AiBj , (4.32)

onde α = α‖, (β = β‖) e α⊥ = α + π/2, (β⊥ = β + π/2). O valor das medidas é +1 quando o fotão
é detetado e é representado pelo ı́ndice ‖ e será −1 quando o fotão não for detetado e é representado
pelo ı́ndice ⊥, isto é, A‖ = B‖ = +1 e A⊥ = B⊥ = −1.

A medida de correlação E(α, β) traduz o grau de correlação dos dois fotões. Assim, temos
fotões perfeitamente correlacionados E(α, β) = 1, para E(α, β) = −1 temos fotões perfeitamente
anti-correlacionados e para E(α, β) = 0 os fotões não estão correlacionados. Valores intermédios cor-
respondem a graus intermédios de correlação. Aplicando (4.28)-(4.31) na definição (4.32) obtemos a
correlação para o estado dos pares de fotões (4.26),

E(α, β) = cos(2α) cos(2β) + sin(2α) sin(2β) sin(2φ) . (4.33)

Substituindo (4.33) em (4.10) e colocando em evidência o termo que depende do ângulo φ obtemos
a seguinte expressão para a entropia de Shannon,

S =
1

2

{(
1− sin(2φ)

)[
cos(2(α+ β))− cos(2(α+ β′)) + cos(2(α′ + β)) + cos(2(α′ + β′))

]
+
(
1 + sin(2φ)

)[
cos(2(α− β))− cos(2(α− β′)) + cos(2(α′ − β)) + cos(2(α′ − β′))

]}
.

(4.34)

Na proxima secção tentaremos calcular que estados violam a desigualdade de Bell, isto é, que
estado tem S maior que 2. Estes cálculos são dif́ıceis porque S é uma função de multi variáveis.
Analisaremos alguns casos e tentaremos deduzir S para o estado (4.26).

i) Caso em que φ = ±π4
No caso em que φ = ±π/4 temos o seguinte estado,

|Ψ〉 =
1√
2

[
|HiHs〉 ± |ViVs〉

]
. (4.35)
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Este estado é um estado de perfeita sobreposição ou também conhecido como estado entrelaçado
puro e ainda como um dos estados de Bell. Neste caso a entropia de Shannon, (4.34), fica,

S = cos(2(α− β))− cos(2(α− β′)) + cos(2(α′ − β)) + cos(2(α′ − β′)) , (4.36)

para φ = π/4. Para φ = −π/4 basta apenas substituir o sinal pelo sinal + no argumento dos cossenos.
O parâmetro S é a função que depende de quatro variáveis, α, β, α′ e β′. A nossa abordagem consiste
em encontrar o máximo da entropia de Shannon, que é uma condição suficiente para verificar a violação
da desigualdade de CHSH. Assim, neste caso, torna-se dif́ıcil maximizar, porque não é posśıvel separar
as variáveis. Uma maneira perspicaz para encontrar o valor máximo de S consiste em encontrar o
máximo de cada termo. Neste caso esperaŕıamos obter S = 4, visto que o máximo de cada termo é 1.
Vamos então determinar α, β, α′ e β′ resolvendo o seguinte sistema linear,

α− β = π
α′ − β′ = ±π/2
α′ − β = π
α′ − β′ = π

. (4.37)

Escrevendo (4.37) na forma matricial, temos,
1 0 −1 0
1 0 0 −1
0 1 −1 0
0 1 0 −1




α
α′

β
β′

 =


π
±π/2
π
π

 , (4.38)

e resolvendo (4.38) pelo método de Gauss-Jordan obtemos,
1 0 −1 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 0




α
α′

β
β′

 =


π
±π/2
π
∓π/2

 , (4.39)

que é imposśıvel resolver. Isto significa que não existem α, β, α′ e β′ que satisfaçam as condições
acima, ou seja, S = 4 sai dos limites da teoria quântica.

Contudo, considerando que o valor máximo para S leva a que os valores α, β, α′ e β′ satisfazem
uma condição semelhante à anterior, diferindo apenas na adição ou subtração de um parâmetro ∆,
obtemos o seguinte sistema linear, 

α− β = π ±∆
α− β′ = ±π/2±∆
α′ − β = π ±∆
α′ − β = π ±∆

. (4.40)

De notar que os sinais que antecedem o parâmetro ∆ são independentes uns dos outros. Escrevendo
(4.40) na forma matricial obtemos,

1 0 −1 0
1 0 0 −1
0 1 −1 0
0 1 0 −1




α
α′

β
β′

 =


π ±∆
±π/2±∆
π ±∆
π ±∆

 . (4.41)

Resolvendo (4.41) pelo método de Gauss-Jordan ficamos com,
1 0 −1 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 0




α
α′

β
β′

 =


π ±∆
π ±∆

±π/2± (2∆ ∨ 0)
∓π/2± (4∆ ∨ 2∆ ∨ 0)

 . (4.42)

O sistema (4.42) é apenas posśıvel quando ∆ = ±π/8 ou ∆ = ±π/4. Por inspeção verificamos que
S > 2 apenas quando ∆ = ±π/8, o que corresponde ao máximo de S, enquanto que para ∆ = ±π/4
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Figura 4.1: Entropia de Shannon SCHSH, em função do parâmetro ∆.

obtemos o mı́nimo, como podemos ver na Fig. 4.1. O sistema particular dá-nos um conjunto de
soluções dados por, 

α ∈ [0, π[
β = ∆ + α
α′ = 2∆ + α
β′ = ±π/2−∆ + α

. (4.43)

Note que o espaço em que S está definido é [0, π[. Neste caso obtemos um conjunto de soluções que
nos permite obter um valor de S>2, que é suficiente para violar a desigualdade de CHSH. Os ângulos
α, β, α′ e β′ são designados de ângulos de violação. Como podemos ver a partir de (4.43) existem
muitas soluções para os ângulos de violação. Com a solução obtida, S = 2

√
2, que corresponde ao

valor máximo previsto, e por isso, estes ângulos são designados de ângulos de violação máxima.
Facilmente podemos ver pela equação (4.36) que para o caso φ = −π/4 temos soluções semelhantes

à soluções (4.43), com β e β′, neste caso, simétricos.

ii) Caso em que φ = 0 ∨ φ = π
2

No caso em que φ = 0 e φ = π/2 temos os respetivos estados,

|Ψ〉 = |HiHs〉 e |Ψ〉 = |ViVs〉 . (4.44)

Estes estados são estados não entrelaçados pois podem ser separados no produto dos estados indivi-
duais dos dois fotões. Desta forma esperamos que estes estados não violem a desigualdade de CHSH.
Por outras palavras, S ≤ 2. Podemos demonstrar que qualquer estado não entrelaçado obedece à desi-
gualdade de CHSH. Usando a definição (4.32) obtemos a correlação para os estados não entrelaçados
para dois fotões e, aplicando a equação (4.10) a entropia de Shannon torna-se,

S = E(α)E(β)− E(α)E(β′) + E(α′)E(β) + E(α′)E(β′)

S = E(α)
(
E(β)− E(β′)

)
+ E(α′)(E(β) + E(β′)

) . (4.45)

S é uma função de α, β, α′ e β′ com variáveis separáveis, sendo o máximo de S o máximo de cada
termo. O máximo de E(α) = E(α′) = 1, assim, S reduz-se a 2E(β), cujo máximo é 2, Daqui podemos
concluir que o resultado está de acordo com a desigualdade de CHSH escrita em (4.10).

Voltando ao nosso caso particular, a entropia de Shannon (4.34) torna-se,

S = cos(2α)
(

cos(2β)− cos(2β′)
)

+ cos(2α′)
(

cos(2β) + cos(2β′)
)
. (4.46)
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Chegamos assim ao valor máximo quando todos os termos são máximos. Quando α = α′ = 0,
S = 2 cos(2β) (independente de β′), e o valor máximo que pode admitir é S = 2, quando β = 0, isto
é, está em concordância com a desigualdade de CHSH e com as LTHVs, como esperado.

iii) Caso Geral

Voltando ao caso geral, temos o estado (4.26) cuja entropia de Shannon é dada por (4.34). Nesta
sub-secção tentaremos, a partir dos casos particulares analisados acima, construir o máximo de S em
função de φ. Neste caso os ângulos para os quais S é máximo dependerão de φ. Podemos reescrever
a entropia de Shannon dada em (4.34) da seguinte forma,

S = sin2(ϕ)S+ + cos2(ϕ)S− , (4.47)

onde ϕ = φ + π/4, e S± = S dado por (4.36) para o caso φ = ∓π/4, respetivamente. Assim vemos
que a solução oscila entre os dois máximos que correspondem aos casos φ = −π/4 e φ = π/4, os quais
analisámos nas sub-secções anteriores. Sabemos ainda que para φ = 0, o valor máximo de S = 2 e os
ângulos são nulos. O que não sabemos é como variam os ângulos com φ. Não é posśıvel fazer uma
análise semelhante à feita na secção anterior, porque nos casos anteriores conhećıamos as condições
para o máximo, agora como S é uma combinação de S+ e S−, a condição de máximo terá que ter em
conta os pesos respetivos de S− e S+ na entropia geral de Shannon, descrita em (4.49).

Tendo em conta a solução dos ângulos para os casos φ = ±π/4 e a frequência da evolução da
função geral S dada por (4.34), admitimos como hipótese que a dependência de ∆ tem a seguinte
forma,

∆(φ) =
π

8
sin(2φ) , (4.48)

onde π/8 é o valor de ∆ para o máximo de S obtido na sub-secção 4.3. Na Fig. 4.2 podemos ver que
a solução dada por (4.48) não corresponde à solução numérica, sendo ainda uma boa aproximação.

Como vimos nos casos anteriores, o máximo de S está de tal forma definido que em vez de quatro
variáveis independentes, α, α′, β e β′, existe apenas uma. Desta forma podemos assumir que α e
α′ são fixos e os seus valores são os mesmo que no caso φ = ±π/4 e apenas β e β′ variam, assim a
entropia de Shannon fica,

S = cos(2β)− cos(2β′) + cos(2ϕ)
(

sin(2β) + sin(2β′)
)
. (4.49)

Para determinar o máximo de S, igualamos gradiente de S a zero (∇β,β′S = 0). Uma das soluções
de ∇β,β′S = 0 é cos(2β) = − cos(2β′), ao substituir esta solução em (4.49), obtemos S dependente
apenas de β (β′), desta forma chegamos facilmente ao resultado

cos(2ζ) = ± 1√
1 + cos2(2ϕ)

, (4.50)

com ζ = β, β′, para o qual S é máximo. Tendo em conta que cos(2β) = − cos(2β′) e substituindo
(4.50) em (4.49), obtemos a seguinte expressão para o máximo da entropia de Shannon,

S = 2
√

cos2(2ϕ) + 1 . (4.51)

Fig. 4.2 mostra o máximo da entropia de Shannon para o estado (4.26) obtido numericamente,
pela hipótese (4.48) e a solução anaĺıtica (4.51). A solução obtida pela hipótese (4.48) é uma boa
aproximação, mas é a solução (4.51) que se ajusta perfeitamente à solução numérica, como é viśıvel
pelo sub-gráfico da Fig. 4.2 que mostra os desvios relativos em relação à solução numérica.

4.4 Validação Experimental

4.4.1 Caracterização da Fonte

Antes de apresentarmos e discutirmos os resultados obtidos a partir da experiência feita usando
a montagem experimental na Fig. 3.2, vamos caracterizar a nossa fonte de fotões. A caracterização
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Figura 4.2: Entropia de Shannon SCHSH, e os desvios relativos da hipótese (4.48) e (4.51), em função
do ângulo φ.

da fonte de fotões pode ser feita através da geração de pares de fotões correlacionados. Fotões cor-
relacionados são fotões que surgem a partir da mesma fonte e que têm uma ou várias grandezas
correlacionadas, como por exemplo o tempo. Por outro lado, fotões entrelaçados correspondem a um
ńıvel quântico de correlacionamento. Assim part́ıculas entrelaçadas são sempre correlacionadas, mas
o contrário nem sempre é verdade.

Para caracterizarmos a fonte removemos o loop da montagem experimental (Fig. 3.2). A taxa de
produção de pares de fotões correlacionados pelo processo de FWM espontâneo é dada pelo equação
(3.50). Contudo temos que ter em conta a contribuição do espalhamento espontâneo de Raman.
Assim, a geração de fotões rúıdo pelo espalhamento espontâneo de Raman (SpRS) para o sinal é
escrita como [52,53],

R
(s)
SpRS = τfp∆νPpL|gR(νs)|(nsth) , (4.52)

e para o sinal sombra como [52,53]

R
(i)
SpRS = τfp∆νPpL|gR(νi)|(nith + 1) , (4.53)

para o caso em que λs < λp < λi, onde τ é o largura a meia altura do impulso (FWHM), fp é
a frequência de repetição do impulso, ∆ν é a espessura da bando do filtro e νs = (ωs − ωp)/2π e
νi = (ωp − ωi)/2π, onde ωp, ωs e ωi são as frequências do sinal de bombeamento, do sinal e do sinal
sombra respectivamente. Em (4.52) e (4.53) o ganho espetral de Raman gR(νi,s) é definido como

gR(νs,i) = 2γfRIm[hR(νs,i)] , (4.54)

onde fR é a fração da contribuição do atraso na resposta Raman e hR(νs,i) são as respectivas função

resposta Raman para o sinal e o sinal sombra [32]. O parâmetro n
(s,i)
th é a população de fonões com

frequência νs,i e temperatura T , descrita pela distribuição de Bose-Einstein,

n
(s,i)
th =

1

exp (~νs,i/kBT )− 1
, (4.55)
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onde ~ é a constante de Planck reduzida e kB a constante de Boltzmann. Podemos ver em (3.50),
que a eficiência do processo FWM depende do quadrado do coeficiente não linear γ, enquanto que o
rúıdo gerado pelo SpRS, dado por (4.52) para o sinal e (4.53) para o sinal sombra, depende apenas
da primeira potência de γ.

Finalmente podemos obter a taxa de fotões individuais e de coincidências. A taxa de contagens
individuais dos dois detetores para o sinal e para o sinal sombra é dada por [52,53],

Ns = ηs(RFWM +R
(s)
SpRS) + ds , (4.56)

e
Ni = ηi(RFWM +R

(i)
SpRS) + di . (4.57)

O parâmetro ηs,i representa as respetivas eficiências do sistema de deteção dos percursos do sinal e
do sinal sombra, e inclui a eficiência quântica dos fotodetetores de avalanche (APDs), as perdas das
fibras e dos filtros. Os parâmetros ds,i são as taxas das falsas contagens dos APDs do sinal e do
sinal sombra e RFWM é dado por (3.50), como referido acima. A taxa total de coincidências é dado
por [52,54],

Nco = η2
α

(
ηsηiRFWM +

NsNi
fp

)
, (4.58)

e o número de contagens acidentais, corresponde ao segundo termo do membro dentro de parênteses
da equação (4.58) [52,54],

Nacc = η2
α

NsNi
fp

, (4.59)

onde ηα é a eficiência do contador de coincidências. Quanto maior a razão entre Nco e Nacc (conhecido
pelo parâmetro CAR), melhor e mais pura será a fonte [55, 56]. Os dados experimentais e os ajustes
teóricos são representados pela Fig. 4.3, a figura mostra, tal como na expressões (4.57), (4.56) e (4.58),
que a taxa de contagens individuais aumenta linearmente com a potência, enquanto que a taxa de
coincidências aumenta com o quadrado da potência [52]. Dos resultados experimentais obteve-se para
o parâmetro CAR um valor máximo de 2.77 para a potência de entrada de 1.1 mW. Isto significa
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Figura 4.3: O gráfico do lado esquerdo, (a), mostra a taxa de contagens individuais para os fotões
do sinal e do sinal sombra, e o gráfico do lado direito, (b), mostra as taxas das coincidências totais
e acidentais. Ambos os gráficos estão em função da potência de entrada do sinal de bombeamento.
Os dados experimentais foram obtidos usando uma fibra de comprimento L = 150 m, um coeficiente
não linear γ ≈ 10.5 W−1km−1, o parâmetro da velocidade de dispersão foi calculado como β2 =
−6.90 × 10−25 s2/m, a temperatura da fibra era de T ≈ 291 K, a frequência de repetição do pulso
fp = 2.4 × 106 Hz e a largura a meia altura do pulso τ = 1 ns. Com o objetivo de calcular os
fotões gerados por RS espontâneo usámos (4.54), considerando fR = 0.18. Para representar os
gráficos das previsões teóricas, em ambos os gráficos considerámos ηs,i = 0.05, ds = 100, di = 50 e
ηα = 1× 10−3 [57].
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que a nossa montagem experimental e a fibra ótica utilizadas são posśıveis de gerar pares de fotões
correlacionados.

4.4.2 Resultados Experimentais

Antes de apresentarmos os resultados experimentais obtidos para a geração de pares de fotões en-
trelaçados, devemos referir os principais problemas de origem experimental, que podem comprometer
a validade dos nossos resultados. Focamos em especial a eficiência experimental. A eficiência experi-
mental é sempre menor que 100%, consequência de erros experimentais. Este problema foi estudado
no contexto das desigualdade de Bell por Clauser et al [58]. Como medida da eficiência experimental,
determinamos um parâmetro conhecido como visibilidade de interferência, dado por,

V =
Nmax −Nmin

Nmax +Nmin
. (4.60)

onde Nmax e Nmin são respetivamente, o número máximo e mı́nimo de fotões detetados. Existe um
valor cŕıtico de visibilidade para um estado de entrelaçamento puro abaixo do qual não é posśıvel
garantir a validade dos testes de Bell [59]. Para o estado considerado nesta experiência, dado por
(4.35), a visibilidade cŕıtica é 1/

√
2.

Para além da eficiência experimental, existe também o problema das falsas contagens e ainda os
erros intŕınsecos das fontes de fotões que não são fontes perfeitas de fotões únicos mas sim fontes
Poissonianas. Estes são os problemas que mais afetam os nossos resultados experimentais.

O conjunto de ângulos para a máxima violação da desigualdade de CHSH para dois fotões,
calculados na secção 4.3 são, {

α, α′, β, β′
}

:=

{
0,
π

4
,
π

8
,

3π

8

}
. (4.61)

Com estes quatro ângulos podemos calcular os valores de correlação. A correlação para cada
configuração do par de fotões é definida por,

E(α, β) = P+,+(α, β)− P+,−(α, β)− P−,+(α, β) + P−,−(α, β) , (4.62)

onde P+,+(α, β) é a probabilidade de ambos os fotões estarem no estado horizontal e assim sucessiva-
mente. Experimentalmente,

P+,+(α, β) =
C+,+(α, β)

C(α, β)
, (4.63)

onde C+,+(α, β) é o número de coincidências para a configuração (α, β) dos polarizadores e

C−,−(α, β) = C+,+(α⊥, β⊥) , (4.64)

onde α⊥ = α + π/2 (β⊥ = β + π/2), C−,−(α, β) é o número de coincidências para a configuração
(α⊥, β⊥). C(α, β) é o número total de coincidências, isto é,

C(α, β) = C+,+(α, β) + C+,−(α, β) + C−,+(α, β) + C−,−(α, β) . (4.65)

Então podemos escrever o valor de correlação da seguinte maneira,

E(α, β) =
C(α, β)− C(α, β⊥)− C(α⊥, β) + C(α⊥, β⊥)

C(α, β) + C(α, β⊥) + C(α⊥, β) + C(α⊥, β⊥)
. (4.66)

Depois de determinarmos os valores de correlação para as diferentes configurações de polarização
de dois fotões, podemos calcular a quantidade S pela equação (4.36). Sabendo o valor de S, podemos
calcular os erros de cada valor de correlação, para calcularmos o erro de S. Como mencionámos acima,
a fonte segue uma distribuição de Poisson [29], dada por,

f(n, µ) =
µne−µ

n!
, (4.67)
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onde f(n, µ) é a probabilidade de detetar n ocorrências de um dado evento (no nosso caso coin-
cidências) e µ é o número médio de ocorrências para um dado intervalo de tempo. Para esta distri-
buição o valor médio (µ) é igual à variância (σ2). Assim o erro da entropia de Shannon é,

∆S =
∑

∆E(α, β) com ∆E(α, β) =
√
|E(α,β)|

N
. (4.68)

Pela propagação de erros podemos escrever ∆S da seguinte maneira

∆S =

√√√√ 16∑
i=1

Ci

(
∂S

∂Ci

)2

, (4.69)

onde Ci é o valor das coincidências da i-ésima medida. Outro estimador de erros é o desvio em relação
ao valor máximo de S,

σs =
|S − S|

∆S
, (4.70)

onde S é o máximo da desigualdade de CHSH e S é o valor experimental. Se σs é maior que
2 podemos com certeza absoluta afirmar que o valor obtido experimentalmente não é causado por
flutuações aleatórias mas de fato viola a desigualdade de CHSH pelos estados entrelaçados. Para
uma melhor análise da violação, ajustámos aos dados da tabela 4.2, a equação [48],

N(α, β) = A
(

sin(α) sin(β) cos(φ) + cos(α) cos(β) sin(φ)
)2

+D , (4.71)

onde A é a amplitude do estado de polarização e D são as falsas contagens. Na tabela 4.2, os ângulos
α e β representam os ângulos dos polarizadores, sendo as contagens do sinal, Ns, e do sinal sombra,
Ni e C são as coincidências.

Tabela 4.2: Contagens individuais e coincidências para a a configuração (α, β) dos polarizadores.

α β Ns Ni C
0◦ 22.5◦ 14400 13200 89.0
90◦ 112.5◦ 13900 13000 103.5
0◦ 112.5◦ 14200 13000 18.5
90◦ 22.5◦ 14200 13300 22.5
0◦ 67.5◦ 14300 13100 29.0
90◦ 157.5◦ 13800 13200 33.5
0◦ 157.5◦ 14500 13100 99.5
90◦ 67.5◦ 14000 13400 109.5
45◦ 22.5◦ 14400 13000 115.5
-45◦ 112.5◦ 14200 13300 92.5
45◦ 112.5◦ 14300 13500 28.0
-45◦ 22.5◦ 14100 13600 25.5
45◦ 67.5◦ 14200 12800 111.0
-45◦ 157.5◦ 14000 13200 105.5
45◦ 157.5◦ 14600 13400 26.0
-45◦ 67.5◦ 14100 13400 22.5

Na Fig. 4.4 mostramos quatro curvas de Bell para os nossos dados sendo que, a), b), c) e d) são os
respetivos ajustes dos dados para α = 0o, α = 45o, α = 90o e α = −45o. Os ćırculos verdes e azuis são
as contagens para o sinal e sinal sombra, respetivamente. A pequena diferença é devido aos diferentes
números de fotões gerados para o sinal e o sinal sombra, como é mostrado na Fig. 4.3 a). Estas
contagens individuais são aproximadamente constantes, o que significa que o estado de polarização
dos fotões individuais não varia com o ângulo do RPL, pelo que o estado dos fotões individuais será,

|Ψindividual〉 =
1√
2

[
eiθ|H〉+ ei(θ+π/2)|V 〉

]
, (4.72)
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onde θ pode assumir qualquer valor. Trata-se de um estado de polarização aleatório. Os quadrados
pretos são as nossas coincidências, e as curvas a vermelho são os ajustes pela equação (4.71).

Com os valores apresentados na tabela 4.2 somos capazes de determinar os valores de correlação
para qualquer par de ângulos (α, β). Apresentamos esses valores na tabela 4.3.

Tabela 4.3: Valores de correlação e respetivos erros para a desigualdade de CHSH.

E(α, β) E(0o, 22.5o) E(0o, 67.5o) E(45o, 22.5o) E(45o, 67.5o)

Value 0.6427 -05393 0.5908 0.6340

Error 0.0529 0.0446 0.0475 0.0489

Com os valores apresentados na tabela 4.3 obtemos

S = 2.4071± 0.1939 . (4.73)

Para esses resultados obtemos uma visibilidade de V = 85.17%. Desta forma, observamos a
violação da desigualdade de CHSH por um desvio padrão 2.2. Estes resultados são consistentes com
as previsões da mecânica quântica.
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Figura 4.4: Resultados do teste de Bell usando uma HNLF com L = 150 m
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Caṕıtulo 5

Teorema de Bell Generalizado

Neste caṕıtulo abordamos um problema pouco explorado na literatura, e que é relativo à genera-
lização da desigualdade de Bell. Apresentaremos uma definição da generalização da desigualdade de
Bell para sistemas de multi-part́ıculas e procuraremos os estados que violam essa generalização.

5.1 Introdução

Como vimos no caṕıtulo anterior, o realismo local impõe constrangimentos nas correlações es-
tat́ısticas. Estes constrangimentos são expressos em desigualdades do tipo Bell. Assim, os estados
quânticos que satisfazem tais desigualdades podem ser descritos por teorias locais de variáveis ocultas
(LTHVs). Podemos também ver no caṕıtulo anterior que para pares de fotões puramente entrelaçados,
essa desigualdade é violada (secção 4.3). Este resultado é conhecido como teorema de Bell.

Alguns artigos mostram a violação destes constrangimentos pelos estados quânticos de três e
quatro part́ıculas [60]. Recentemente estudos teóricos abordam a desigualdade de Bell para multi-
part́ıculas [18, 61, 62]. Contudo, o problema da generalização da desigualdade de Bell, isto é, a forma
mais geral de constrangimentos das correlações impostas pelo realismo local, está ainda relativamente
inexplorado, assim como, os estados quânticos que violam essa desigualdade geral.

Considerando a experiência em que cada observador pode escolher entre duas observáveis (ex-
periência padrão de Bell), o conjunto das desigualdades de Bell é dado por [18],∣∣∣∣ ∑

k1,...,kN=−1,1

S(k1, . . . , kN )
∑

s1,...,sN=1,2

ks1−1
1 . . . ksN−1

N E(s1, . . . , sN )

∣∣∣∣ ≤ 2N , (5.1)

onde S(k1, . . . , kN ) que é uma função arbitrária da soma dos ı́ndices k1, . . . , kN , e cujo valor é
S(k1, . . . , kN ) = ±1, sj são as duas posśıveis configurações de medida para o observador j e a função

correlação é representada por E(s1, . . . , sN ). Esta desigualdade representa um conjunto de 22N de-
sigualdades diferentes que sintetizam os diferentes constrangimentos realistas locais das funções de
correlação para um sistema de N part́ıculas. Assim apenas os estados quânticos que satisfaçam a
desigualdade (5.1) podem ser descritos por LTHVs. O conjunto das desigualdade dadas por (5.1) é
equivalente à desigualdade de Bell [63, 64],

∑
k1,...,kN=−1,1

∣∣∣∣ ∑
s1,...,sN=1,2

ks1−1
1 . . . ksN−1

N E(s1, . . . , sN )

∣∣∣∣ ≤ 2N . (5.2)

Em [18] é provado que a desigualdade geral de Bell (5.2) é uma condição suficiente e necessária para
os estados quânticos poderem ser descritos por LTHVs. Esta condição foi generalizada e reformulada
pela famı́lia Horodecki para estados mistos de duas part́ıculas [65]. Neste caṕıtulo estudamos apenas
o teorema de Bell geral para sistemas de N part́ıculas no estado entrelaçado puro.

A importância dos resultados apresentados neste caṕıtulo vai para além do ponto de vista fun-
damental, sendo também importantes na computação quântica e em particular nas comunicações
quânticas entre vários utilizadores [66].

39
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5.2 Estados Entrelaçados Puros

Começamos por definir o estado entrelaçado puro para N > 2 fotões, também conhecido por estado
Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) [67],

|Ψ〉 =
1√
2

[
|H1H2 . . . HN 〉+ |V1V2 . . . VN 〉

]
. (5.3)

Como vimos na expressão (4.27) a probabilidade pode ser calculada da seguinte maneira,

p(α1, α2, . . . , αN ) = Tr
[
ρ · P (α1)⊗ P (α2)⊗ . . .⊗ P (αN )

]
=

1

2

[
N∏
j=1

cos(αj) +

N∏
j=1

sin(αj)

]2

, (5.4)

onde ρ é a matriz densidade e αj (j = 1, . . . , N) é o ângulo que define a direção escolhida pelo
observador j. A função de correlação é dada por,

E(α1, . . . , αN ) =

2∑
r1,...,rN=1

(−1)r1+1 . . . (−1)rN+1 p

(
α1 + (r1 − 1)

π

2
, . . . , αN + (rN − 1)

π

2

)
. (5.5)

Podemos ver que os dois termos do binómio da expressão da probabilidade quando substitúıda na
expressão da função correlação em (5.5) são os mesmos para uma dada configuração {r}, onde r é um
vetor, isto é, r = [r1, r2, . . . , rN ] e para a configuração complementar {r̄}, isto é, r̄ = [r̄1, r̄2, . . . , r̄N ],
onde r̄j é o valor complementar de rj (para j = 1, 2, . . . , N). A única diferença nas duas configurações
é o sinal do binómio para N ı́mpar. Por exemplo se a probabilidade para a configuração r é o binómio
(a + b)2, onde a e b são produtos de funções cossenos e senos, a probabilidade da configuração
complementar, {r̄}, será (a−b)2 se N for ı́mpar e permanecerá (a+b)2 se N for par. Esta propriedade
é muito importante porque permite simplificar a função correlação e distingui-la em função de N
(número de fotões). Assim para N par a função correlação reduz-se a um somatório de termos do tipo
(a+b)2+(a+b)2, enquanto que para N ı́mpar a função correlação reduz-se a um somatório de termos
do tipo (a+ b)2− (a− b)2 e esta diferença tem uma enorme consequência na interpretação dos estados
entrelaçados puros (5.3). Simplificando, a função correlação, torna-se

E(α1, . . . , αN ) =

{ ∏N
j=1 sin(2αj) , N impar∏N

j=1 cos(2αj) +
∏N
j=1 sin(2αj) , N par

, (5.6)

como um produtório de senos, que resulta da simplificação da soma dos termos cruzados (que são
todos iguais). Já o produtório de cossenos resulta da simplificação dos termos quadrados.

Sendo a desigualdade de Bell geral para um sistema de multi fotões a combinação linear de funções
de correlação, facilmente podemos ver que quando N é ı́mpar, a desigualdade de Bell geral é uma
função de variáveis separáveis, como tal o seu valor máximo pode ser encontrado de forma semelhante
à encontrada na secção 4.3, e consequentemente não viola a desigualdade de Bell geral. Isto significa
que os estados entrelaçados puros (5.3) com um número de part́ıculas ı́mpar não viola a desigualdade
de Bell e pode, por isso, ser descrita por uma teoria local de variáveis ocultas (LTHV) [61].

Para N par o problema é mais complexo. Como corolário da desigualdade geral temos a desigual-
dade de Mermin, Ardehali, Belinskii e Klyshko (MABK), obtida de (5.1) com a função S definida
por S(k1, . . . , kN ) =

√
2 cos(−π/4 + (k1 + . . .+ kN −N)π/4) [68,69]. Esta desigualdade, para N = 2

part́ıculas reduz-se à bem conhecida desigualdade de CHSH, que pode ainda ser deduzida pelo ope-
rador de Bell [70, 71], que tem a seguinte forma,

B̂2(α1, α
′
1, α2, α

′
2) =

1

2
(σ̂α1

+ σ̂α′1)⊗ σ̂α2
+

1

2
(σ̂α′1 − σ̂α1

)⊗ σ̂α′2 , (5.7)

onde o valor médio do operador σ̂ é a função correlação. Podemos ver que B2 dará a entropia de
Shannon (4.10) normalizada da secção ??. A desigualdade MABK para um sistema de N part́ıculas
é igual à obtida pelo operador de Bell para um sistema de igual dimensão que pode ser definida da
seguinte forma recursiva [72]

B̂N (α1, α
′
1, . . . , αN , α

′
N ) =

1

2

[
B̂N−2⊗

(
σ̂α′N−1

⊗ σ̂α′N − σ̂αN−1
⊗ σ̂αN

)
+ B̂′N−2 ⊗

(
σ̂α′N−1

⊗ σ̂αN + σ̂αN−1
⊗ σ̂α′N

)]
,

(5.8)
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e sabemos que MN = 〈Ψ|B̂N |Ψ〉 ≤ 1. Usamos a mesma estratégia para encontrar o máximo, usada
na secção anterior, para verificar se um estado viola a desigualdade de Bell. Encontrar o máximo de
SN é um problema complicado, porque temos 2N variáveis. Podemos tentar simplificar SN , para isso
consideramos,

N∏
j=1

cos(2αj) =
1

2N

N∏
j=1

(
e2iαj + e−2iαj

)
=

2∑
r2,...,rN=1

1

2N−1
cos

[
2

(
α1 + (−1)r2α2 + . . .+ (−1)rNαN

)]
,

N∏
j=1

sin(2αj) =
1

(2i)N

N∏
j=1

(
e2iαj − e−2iαj

)
=

2∑
r2,...,rN=1

iN−σ(−1)sig

2N−1
cos

[
2

(
α1 + (−1)r2α2 + . . .+ (−1)rNαN

)
+ σ

π

2

]
,

(5.9)

onde sig é 0 e 1 quando
∑
j rj é respetivamente, par e ı́mpar, e σ é 0 e 1 para N par e ı́mpar

respetivamente. Para o caso de N par e tendo em conta (5.9), E(α1, α2, . . . , αN ) dado por (5.6)
torna-se simplesmente,

E(α1, α2, . . . , αN ) =

2∑
r2,...,rN=1

1 + (−1)N/2+sig

2N−1
cos

[
2

(
α1 + (−1)r2α2 + . . .+ (−1)rNαN

)]
. (5.10)

O fator que antecede o cosseno é não nulo apenas quando N/2 e sig são pares ou ı́mpares, simulta-
neamente. Esta propriedade permite-nos simplificar ainda mais a expressão da função de correlação.
Contudo maximizar SN é ainda um problema dif́ıcil, porque o número de termos da função correlação
aumenta com N da seguinte forma

#termos =

N−r
2 −1∑
j=0

CN−1
2j+r , (5.11)

onde r é 1 ou 0 para N/2 ı́mpar ou par, respetivamente, e C é o śımbolo das combinações. Tal
como nos pares de fotões puramente entrelaçados analisados na secção 4.3, a função correlação é uma
combinação de funções cossenos cujos argumentos são, por sua vez, combinações lineares dos ângulos
de medição. Por estas razões esperamos que as soluções sejam semelhantes. Assim iremos tentar
encontrar a solução do máximo de SN para sistemas de N part́ıculas partindo da solução dos sistemas
de N − 2 part́ıculas, podemos isolar os dois últimos conjuntos de ângulos dos restantes, assim,

E(α1, . . . , αN ) =

2∑
r2,...,rN−2=1

1

2N−3
cos
[
2
(
αN−1 − (−1)

N
2 −1+sigαN

)]
× cos

[
2

(
α1 + (−1)r2α2 + . . .+ (−1)rN−2αN−2

)]
.

(5.12)

Substituindo (5.12) em (5.8), MN fica,

MN =A
(

cos[2(α′N−1 + αN )] + cos[2(αN−1 + α′N )]
)

+ B
(

cos[2(α′N−1 − αN )] + cos[2(αN−1 − α′N )]
)

+A′
(

cos[2(α′N−1 + α′N )]− cos[2(αN−1 + αN )]
)

+ B′
(

cos[2(α′N−1 − α′N )]− cos[2(αN−1 − αN )]
)
,

(5.13)

onde A, A′, B e B′ são valores máximos usando a solução já conhecida de sistemas de N−2 part́ıculas.
Agora apenas basta maximizar em função de αN−1, α′N−1, αN e α′N tendo em conta o sinal de A, A′,
B e B′.
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A mecânica quântica prevê a violação da desigualdade (5.2). Se a desigualdade MABK é violada,
a desigualdade geral, que inclui a desigualdade MABK, é também violada. Contudo a afirmação
contrária não é sempre verdadeira. E surpreendentemente a desigualdade MABK não é violada pelo
estado (5.3), pelo que a desigualdade MABK pode não ser a generalização natural da desigualdade
de CHSH para mais de dois qubits [61], como mostraremos na secção seguinte.

Propomos uma desigualdade que surge da generalização direta do operador (5.7), onde substitúımos
α2 → {α2, . . . , αN} (α′2 → {α′2, . . . , α′N}), assim temos o seguinte operador

ŜN (α1, α
′
1, . . . , αN , α

′
N ) =

1

2
(σ̂α1

+ σ̂α′1)⊗ σ̂α2,...,αN +
1

2
(σ̂α′1 − σ̂α1

)⊗ σ̂α′2,...,α′N , (5.14)

substituindo (5.12) em (5.14), SN fica,

SN = C cos(2(αN−1 + αN )) +D cos(2(αN−1 − αN ))

+ C′ cos(2(α′N−1 + α′N )) +D′ cos(2(α′N−1 − α′N )) ,
(5.15)

onde SN ≤ 1 e C, C′, D e D′ são valores máximos usando a solução já conhecida de sistemas de N − 2
part́ıculas, agora apenas basta maximizar em função de αN−1, α′N−1, αN e α′N tendo em conta o sinal
de C, C′, D e D′. Verificaremos que esta desigualdade traduz fielmente a desigualdade geral para o

estado (5.3), apesar de esta não ser uma das 22N desigualdades inclúıdas na desigualdade geral (5.1).

5.3 Exemplo: Estado Entrelaçado Puro de 4 Part́ıculas

Vamos verificar se o máximo da função M4 para o estado entrelaçado puro de 4 part́ıculas, dado
por [64],

|Ψ〉 =
1

2

[
|H1H2H3H4〉+ |V1V2V3V4〉

]
, (5.16)

usando os ângulos que maximizam M2 (note que S2 = M2) viola a desigualdade MABK. No caṕıtulo 4
encontrámos a solução que maximiza M2. Usando a expressão (5.13), M4 para o estado entrelaçado
(5.16) fica,

M4(α, β, χ, δ) =
1

8

{[
cos
(
2(α− β)

)
− cos

(
2(α− β′)

)
+ cos

(
2(α′ − β)

)
+ cos

(
2(α′ − β′)

)]
×
[

cos
(
2(χ′ − δ′)

)
− cos

(
2(χ− δ)

)]
+
[

cos
(
2(α+ β)

)
− cos

(
2(α+ β′)

)
+ cos

(
2(α′ + β)

)
+ cos

(
2(α′ + β′)

)]
×
[

cos
(
2(χ′ + δ′)

)
− cos

(
2(χ+ δ)

)]
+
[

cos
(
2(α′ − β′)

)
+ cos

(
2(α− β′)

)
− cos

(
2(α′ − β)

)
+ cos

(
2(α− β)

)]
×
[

cos
(
2(χ′ − δ)

)
+ cos

(
2(χ− δ′)

)]
+
[

cos
(
2(α′ + β′)

)
+ cos

(
2(α+ β′)

)
− cos

(
2(α′ + β)

)
+ cos

(
2(α+ β)

)]
×
[

cos
(
2(χ′ + δ)

)
+ cos

(
2(χ+ δ′)

)]}
.

(5.17)

Usando a solução de N = 2 part́ıculas em (4.43), M4 fica,

M4(α, β, χ, δ) =
√

2
[

cos
(
2(χ′ − δ′)

)
− cos

(
2(χ− δ)

)]
. (5.18)

A solução geral é χ−δ = π/2 e χ′−δ′ = 0 e o valor máximo é M4 = 1/
√

2. Usando (5.13) permite-nos
generalizar para N part́ıculas no estado entrelaçado puro, os novos conjuntos de ângulos são os mesmo
que χ, δ, χ′ e δ′. Por outras palavras,

αN−1 ∈ [0, π[
αN = αN−1 − π/2
α′N−1 = [0, π[
α′N = α′N−1

, (5.19)
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onde N > 3. O valor máximo de MN , usando este método recursivo é sempre 1/
√

2 que é menor que 1
pelo que não viola a desigualdade de MABK, o que não significa que não viole a desigualdade geral.
Usando o mesmo procedimento vamos averiguar se a desigualdade que propusemos (5.15) permite-nos
chegar à solução da desigualdade geral. Para o estado (5.16) a desigualdade(5.15) tem a seguinte
expressão:

S4 =
1

4

[
cos(2χ+ 2δ)

(
cos(2α+ 2β) + cos(2α′ + 2β)

)
+ cos(2χ− 2δ)

(
cos(2α− 2β) + cos(2α′ − 2β)

)
+ cos(2χ′ + 2δ′)

(
cos(2α′ + 2β′)− cos(2α+ 2β′)

)
+ cos(2χ′ − 2δ′)

(
cos(2α′ − 2β′)− cos(2α− 2β′)

)]
, (5.20)

usando a solução de 2 part́ıculas (4.43) S4 fica

S4 =
1

4

[
−
√

2 sin(4α) cos(2χ+ 2δ) +
√

2 cos(2χ− 2δ)

+
√

2 sin(4α) cos(2χ′ + 2δ′) +
√

2 cos(2χ′ − 2δ′)
]
,

(5.21)

é claro que para maximizar S4, α = π/8, é obvio também que χ′ = 0 e δ′ = 0, 2 χ = δ = π/4, e o valor
máximo é S4 =

√
2 que é maior que 1, ou seja, viola esta desigualdade. Como SN pode ser definido

como (5.15) podemos ainda generalizar a solução para qualquer sistemas de N part́ıculas pares no
estado entrelaçado puro. A solução para os novos conjuntos de ângulos são os mesmo que χ, δ, χ′ e
δ′, por outras palavras 

αN−1 = π/4
αN = π/4
α′N−1 = 0
αN = 0

. (5.22)

onde N > 3 e o máximo de SN é sempre
√

2.
A Fig. 5.1 corresponde à evolução do máximo da desigualdade geral dada por (5.2) para N = 4 em

função de χ e δ. Podemos ver que a função tem um máximo no ponto dado por δ = ±π/4 (χ = π/4)
e δ′ = 0 (χ′ = 0), que coincide com a solução de (5.22) e é curiosamente uma solução particular de
(5.19), porque sendo o peŕıodo das funções de correlação π, então δ = −π/4 é o mesmo que δ = 3π/4.

Figura 5.1: Máximo da desigualdade geral para N = 4 em função de δ e δ′

O valor máximo da desigualdade geral (5.2) para N = 4 tem o valor 24
√

2 > 24. Verificámos
ainda numericamente que a solução (5.22) corresponder ao valor de máxima violação da desigualdade
geral (5.2) cujo valor supomos obedecer a 2N

√
2 (conjectura).
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5.4 Outros Estados

Os estados entrelaçados puros não são os únicos para os quais a desigualdade geral é máximo.
Outros estados têm SN =

√
2 e podemos deduzir esses novos estados a partir dos estados entrelaçados

puros. Começamos por definir a matriz densidade como o produto da matriz densidade de um es-
tado entrelaçado puro de N part́ıculas pares com a matriz densidade de um estado arbitrário de M
part́ıculas, isto é, ρnovo = ρpuro ⊗ ρβ , assim a probabilidade (5.4) fica,

p(α1, α2, . . . , αN , β1, . . . , βM )

= Tr
[
ρpuro ⊗ ρβ · P (α1)⊗ P (α2)⊗ . . .⊗ P (αN )⊗ P (β1)⊗ . . .⊗ P (βM )

]
,

(5.23)

onde βk é o ângulo escolhido pelo observador da part́ıcula k do estado arbitrário. Re-arranjando a
expressão da probabilidade em (5.23) temos,

p(α1, α2, . . . , αN , β1, . . . , βM ) = Tr
[
A(α1, . . . , αN )⊗B(β1, . . . , βM )

]
, (5.24)

com

A(α1, . . . , αN ) = ρpuro · P (α1)⊗ P (α2)⊗ . . .⊗ P (αN ) ,

B(β1, . . . , βM ) = ρβ · P (β1)⊗ . . .⊗ P (βM ) .

Assim, a probabilidade reduz-se simplesmente a,

p(α1, α2, . . . , αN , β1, . . . , βM ) =
∑
j

Ajj(α1, . . . , αN )
∑
k

Bkk(β1, . . . , βN ) . (5.25)

Podemos ver pela equação (5.25) que a probabilidade do novo estado é o produto da probabilidade
do estado entrelaçado puro com a probabilidade do estado arbitrário. Consequentemente a função
correlação (5.5) será também o produto das funções de correlação dos dois estados. Substituindo as
funções de correlação em (5.2) facilmente vemos que a desigualdade não é mais que o produto de duas
desigualdades, isto é, D = DGHZ ×Darbitrário ≤ 2N+M , onde D representa o termo do lado esquerdo
de (5.2). Assim, o valor máximo é D = 2N+M

√
2 > 2N+M , violando a desigualdade geral, sendo este

valor o máximo de violação. Isto significa que o estado arbitrário pode ser qualquer estado, por outras
palavras, todos os estados violam a desigualdade geral, no valor máximo se puderem ser fatorizados
da forma

|Ψ〉 = |ΨGHZ〉 ⊗ |ψ〉 , (5.26)

onde |ψ〉 é um estado arbitrário.

5.5 Discussão

Como mencionado acima, estes resultados são muito importantes para as comunicações quânticas
porque recentemente foi mostrado que existe uma ligação direta entre a segurança e a violação da
desigualdade de Bell [66]. Um resultado inesperado é que os estados entrelaçados puros formados por
sistemas de N part́ıculas ı́mpares, satisfazem a desigualdade geral de Bell, isto é, podem ser descritas
por uma LTHVs [61].

Os estados entrelaçados puros de N part́ıculas pares violam a desigualdade de Bell geral. Aqui
desenvolvemos um método recursivo para encontrar o valor de máxima violação e os ângulos para os
quais isso acontece. Verificamos que o estado (5.3) não viola a desigualdade MABK, pelo que esta
desigualdade não é uma generalização da desigualdade de CHSH. Propusemos uma desigualdade que
surge directamente da desigualdade de CHSH e que não estando inclúıda na desigualdade geral (5.2),
reflecte de forma eficaz as suas propriedades. Pelo que conclúımos que os estados (5.3) com N par, têm
um comportamento idêntico ao estado (4.35). Conjecturámos que o valor máximo da desigualdade
geral para N par é 2N

√
2, que acontece, pelo menos, para os estados entrelaçados puros.

Vimos também que é posśıvel extender este método para outros estados que obedecem à relação
|Ψ〉 = |ΨGHZ〉 ⊗ |ψ〉 onde |ψ〉 é um estado arbitrário. Esta fatorização revela que o carácter local é
determinado pela presença (ou ausência) de estados entrelaçados puros (os quais não podem mais ser
fatorizados).



Caṕıtulo 6

Considerações Finais

6.1 Conclusões

Ao longo deste trabalho tentámos mostrar uma forma de implementar um sistema de comunicações
quânticas usando as propriedades não locais dos estados entrelaçados. Começámos com o estudo do
FWM espontâneo, efeito não linear que permite gerar pares de fotões correlacionados inclúıdo fotões
entrelaçados. Verificámos que a descrição clássica deste efeito é insuficiente porque ao contrário da
descrição quântica não prevê a existência de estados de vácuo responsáveis pelo efeito espontâneo.
Os resultados obtidos pela descrição quântica ajustaram-se bem aos resultados obtidos experimental-
mente na secção da caracterização da fonte. Implementámos assim um esquema experimental usando
um loop de Sagnac em fibra , para gerar os pares de fotões entrelaçados, permitindo confirmar a
violação da desigualdade de CHSH.

No entanto o grande foco deste trabalho foi o paradoxo de EPR e a desigualdade de Bell. De-
rivámos a desigualdade de Bell e obtivemos teoricamente um resultado para os ângulos de máxima
violação no caso do estado de entrelaçamento puro de dois fotões. Vimos ainda a evolução da entropia
de Shannon à medida que se vai destruindo o estado de entrelaçamento puro isto é, à medida que
a relação entre os estados |HiHs〉 e |ViVs〉 deixa de ser 50:50, chegando no limite a um estado não
entrelaçado. Experimentalmente verificámos a violação da desigualdade de CHSH para o estado de
entrelaçamento puro de dois fotões e obtivemos um valor para a entropia de Shannon de S = 2.41.
Mostrámos assim quer teórica quer experimentalmente a violação da desigualdade de CHSH, veri-
ficando que para os estados entrelaçados não é posśıvel descrevê-los por teorias locais de variáveis
ocultas.

Finalmente, usando uma generalização da desigualdade de Bell respondemos, ainda que parcial-
mente, à questão quais os estados de dimensão superior a dois violam tal desigualdade e consequen-
temente não podem ser descritos por teorias locais? Chegámos a um resultado inesperado que indica
que estados entrelaçados puros com dimensão ı́mpar não violam as desigualdades e ainda que qualquer
combinação de um estado entrelaçado puro com dimensão par com qualquer outro tipo de estado não
pode ser descrito pelas teorias locais.

Desta forma demos uma visão global da implementação de comunicações quânticas usando as pro-
priedades não locais dos estados entrelaçados. Primeiro demos uma visão sobre o efeito que permite
gerar fotões entrelaçados e uma forma de implementar experimentalmente esse efeito. Depois fizemos
um estudo exaustivo sobre as propriedades não locais dos estados gerados, lembramos que a confiden-
cialidade e segurança das comunicações quânticas está diretamente relacionado com as propriedades
não locais, isto é, com a desigualdade de Bell.

45
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6.2 Trabalho Futuro

No âmbito deste trabalho poderão ser ainda explorados os seguintes tópicos:

• Estudo das propriedades não locais para pares de fotões em qualquer estado de polarização e
adaptação desse estudo a protocolos quânticos eficientes;

• Implementar experimentalmente a verificação da violação da desigualdade de Bell generalizada,
usando o processo do FWM espontâneo;

• Estudo das propriedades não locais de multi-part́ıculas no contexto das comunicações quânticas
em rede.
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