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palavras-chave

resumo

Teoria das Categorias, Dualidades

Foi em 1945 que as categorias foram introduzidas por Samuel Eilenberg e por
Saunders Mac-Lane. lnicialmente foram aplicadas com o objectivo de simplificar
certos aspectos da topologia. No entanto, estas nogdes revelaram-se
extremamente Gteis na unificagdo de diversos conceitos em muitos outros raiios
da Matematica. De facto, muitas construges nas varias areas da Matematica tém
uma descri¢do semelhante e a teoria das categorias, e em particular a teoria das
dualidades, fornecem uma descri¢do uniforme destas construges.

Em qualquer teoria matematica, objectos isomorfos s#o indistinguiveis em termos
dessa teoria, € 0 seu objectivo é identificar e estudar construgbes e propriedades
que sdo invariantes através dos isomorfismos da teoria (assim, por exemplo, a
Algebra estuda propriedades que ndo séo alteradas, ou destruidas, quando um
grupo é substituido por outro isomorfo a ele). Na teoria das categorias, um functor

F:A—B diz-se um isomorfismo se existir um functor G:B—A tal que: GoF=id e

FoG=id. Neste caso as categorias A e B dizem-se isomorfas, A=B.

Ao longo da dissertagdo, apresentar-se-&o numerosos exemplos de entidades
isomorfas, que podem ser consideradas como "semelhantes” e ver-se-4 que na
Teoria das Categorias "é isomorfo a" pode ser visto como um sinénimo de "é igual
a", e que a maior parte das definigdes e construgdes que se podem elaborar numa
categoria ndo especificam “entidades unicas”" mas, apenas, a menos de
isomorfismo. Esta nocdo de “"semelhanga" & no entanto mais estrita do que
necessario. De facto, se F tem inverso G entdo, para cada A-objecto a e cada B-
objecto b, tem-se: a=G(F(a)) e b=F(G(b)); quando é suficiente, sob o ponto de
vista da Teoria das Categorias, considerar A e B como "semelhantes” se se tem
apenas: a=G(F(a)) em A e b=F(G(b)) em B. E esta a nocéo de "igualdade”

{equivaténcia) que é considerada neste trabalho. Duas categorias A e B s&o
equivaientes, A=B, se existir um functor G:B—A e isomorfismos naturais 1:id=GoF
e gid=FoG.

Para o presente trabalho, sdo de especial interesse as equivaléncias entre
categorias (conhecidas) e duais de categorias (conhecidas), e assim sendo, este
trabalho propde-se a estudar formas de obter equivaléncias de categorias e a
estudar mais pormenorizadamente alguns casos concretos de categorias onde
sera aplicada a teoria das dualidades, nomeadamente, CompHaus é dualmente
equivalente a C*-Alg (onde CompHaus & a categoria dos espagos compactos e
separados e fungdes continuas, e C*-Alg a categoria das C*-Algebras e
homomerfismos algébricos) e Bool é duaimente equivalente a Stone (onde Bool é a
categoria das algebras booleanas e homomorfismos booleanos, e Stone a
categoria dos espacos compactos e separados totalmente desconexos e fungdes
continuas).
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The concept of a category was introduced by Eilenberg and Mac-Lane in
1945 with the aim to simplify certain aspects of the algebraic topology.
However, the language of category theory proved to be useful in many other
branches of mathematics as well and helps to understand better what is
common to them. In fact, many constructions in mathematics have a similar
description and category theory provides a uniform description of these
constructions.

In any mathematical theory, isomorphic objects are indistinguishable in terms
of the theory and the objective of the theory is to identify and study
constructions and properties that are invariant under isomorphism (thus, for
example, algebra studies properties that they are not modified, or destroyed,
when a group is substituted by another one isomorphic to it). In fact, in category
theory, “is isomorphic to" can be seen as a synonym of "is equal to” and the
major part of definitions and constructions in category theory, do not specify
“uniquely®, but only, as it will be seen, up to isomorphism. In general, objects X
and Y are called isomorphic if there exist arrows F:X—Y and G:Y—X such that
F.G=1 e G.F=1. This concept can be extended to categories: given two
categories C and D, C and D are called isomorphic, if there exist functors
F:C—D and G:D—C such that G.F=1 and F.G=1.

However, this notion of "similarity" is stricter than necessary. Under the point
of view of category theory, it is more natural to require instead “a” to bhe
isomorphic to “G(F(a))” and “b” to be isomorphic to “F(G(b))"; and this is the
notion of “equality” (equivalence) considered in this work. Of special interest to
us are equivalences between (known) categories and duals of (known)
categories. The knowledge of such and equivalence provides us with new
information about involved categories, since in many “everyday” categories for
instance products are easier to describe than coproducts.

In the first chapter of this thesis we introduce the definition of a category and
present several examples. In the second chapter we study in detail specig!
morphisms and objects in a category and their properties. Furthermore we
study the concept of functor and (co)limit. In the third chapter we analyse the
notions of natural transformation, equivalence and adjoint situation.

In the fourth chapter we focus on the study of dual equivalences. We analyse
the structure of a dual adjunction and provide techniques for their construction.
Finally, we give conditions which guarantee that we constructed adjunction is in
fact an equivalence. We illustrate this procedure by examples, among them the
dual equivalence between CompHauss and C*-Alg (where CompHauss is the
category of compact and separated spaces and C*-Alg the category of C*
algebras).
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Introducao

Foi em 1945 que os conceitos de categoria, de functor (entre categorias) e de transfor-
macao natural (entre functores) foram introduzidos por Samuel Eilenberg e por Saunders
Mac-Lane. Inicialmente foram aplicados com o objectivo de simplificar certos aspectos
da topologia (algébrica). No entanto, estas nogdes revelaram-se extremamente tteis na
unificacao de diversos conceitos em muitos outros ramos da matemdtica. De facto, muitas
construgoes nas varias dreas da matematica tém uma descricao semelhante e a teoria das
categorias, e em particular a teoria das dualidades, fornecem uma descricao uniforme

destas construcoes.

Em qualquer teoria matemadtica, objectos isomorfos sao indistinguiveis em termos
dessa teoria, e o seu objectivo é identificar e estudar construgoes e propriedades que
sdo invariantes através dos isomorfismos da teoria (assim, por exemplo, a dlgebra estuda
propriedades que nao sao alteradas, ou destruidas, quando um grupo é substituido por
outro isomorfo a ele). A teoria das categorias providencia uma formulagao abstracta da
ideia matemadtica de isomorfismo e estuda nog¢oes que sao invariantes sob todas as formas
de isomorfismo. Um functor F' : A — B diz-se um isomorfismo se existir um functor
G:B— Atalque: GoF =1idy e FoG =idg. Neste caso as categorias A e B dizem-se
isomorfas, A = B.

Ao longo da dissertagao, apresentar-se-ao numerosos exemplos de entidades isomorfas,
que podem ser consideradas como "semelhantes" e ver-se-4, oportunamente, que na teoria
das categorias "é isomorfo a" pode ser visto efectivamente como um sinénimo de "é igual
a'", e que a maior parte das defini¢coes e construcoes que se podem elaborar numa categoria
nao especificam "entidades tnicas" mas, apenas como se verd, a menos de isomorfismo.
Esta nocao de "semelhanca" é no entanto mais estrita do que necessdrio. De facto, se F'
tem inverso G entdo, para cada A-objecto a e cada B-objecto b, tem-se: a = G(F(a)) e
b = F(G(b)); quando é mais natural, sob o ponto de vista da teoria das categorias,
considerar A e B como "semelhantes" se se tem apenas: a = G(F(a)) em A e
b= F(G(b)) em B. E esta a nocio de "igualdade" (equivaléncia) que ¢ considerada neste
trabalho. Por outras palavras, duas categorias A e B sao equivalentes, A ~ B, se existir

um functor G : B — A e isomorfismos naturais 7 : id4s £ Go F e o :idg = FoG.

Para o presente trabalho, sao de especial interesse as equivaléncias entre categorias

(conhecidas) e duais de categorias (conhecidas), e assim sendo este trabalho propoe-se a



estudar formas de obter equivaléncias de categorias e a estudar mais pormenorizadamente
alguns casos concretos de categorias onde serd aplicada a teoria das dualidades, nomeada-
mente, CompHaus® = C*-Alg (onde CompHaus é a categoria dos espagos compactos
e separados e funcoes continuas, e C*-Alg a categoria das C*-Algebras e homomorfismos
algébricos) e Bool®? = Stone (onde Bool é a categoria das algebras booleanas e homo-
morfismos booleanos, e Stone a categoria dos espacgos compactos e separados totalmente

desconexos e fungdes continuas).

De forma a introduzir o tema das dualidades naturais, apresentam-se em 3 capitulos
as definigoes, resultados e exemplos gerais da teoria das categorias.

Seguidamente faz-se uma descrigao resumida desses trés capitulos de base para o pos-
terior desenvolvimento do assunto.

No primeiro capitulo desta tese introduzem-se os conceitos bdsicos sobre categorias
e exemplos. No segundo estudam-se em detalhe morfismos e objectos especiais numa
categoria e suas propriedades. Além disso estudam-se os conceitos de functor e (co)limite.
No terceiro capitulo analisam-se as nocoes de transformagao natural, de equivaléncia e de
situacao de adjuncgao.

No quarto capitulo focam-se as equivaléncias duais, e analisa-se a estrutura de uma
adjuncao dual com o intuito de providenciar técnicas para a sua construcao. Finalmente,
apresentam-se as condigoes que garantem que a adjuncao dual construida é de facto uma

equivaléncia. Este procedimento é ilustrado com os exemplos acima referidos.



Capitulo I - Categorias: definicoes e exemplos.

Este capitulo trata das categorias em geral. Estudam-se definicoes e exemplos e,
além disso, sao abordadas as nog¢oes fundamentais de categoria dual e de dualidade, que
terao grande relevancia, juntamente com o Principio da dualidade, ao longo de todos os
capitulos. Por fim, sao apresentadas formas de construir novas categorias a partir de

outras.

1- Definicao de uma Categoria.
Definicao 1 : Uma Categoria C é constituida por:

1. uma classe, ObjC, cujos elementos sao chamados C-objectos: a,b,c, ...;

2. para cada par (a,b) de C-objectos, um conjunto Morc(a,b) de morfismos de a em b,
que se denotam por f,q,h,...; isto é,
uma classe, MorC, de elementos designados por C-morfismos:  f,q,h,1,...;

)

Nota: Quando f € More(a,b), escreve-se [ :a — b (ou ainda, a EN b) para denotar

que o dominio de f, domf, é a e que o codominio de f, codf, éb.

3. para cada terno (a,b,c) de C-objectos, uma operagao de composi¢io, o, definida da

sequinte forma:

o: Morc(a,b) x More(b,c) — More(a,c) ;
(f,9) — gof

4. para cada a € ObjC, um morfismo id, : a — a a que se chama identidade de a;

tais que, sao satisfeitos os sequintes ariomas:

o(Ax. Id.) a Lei de Identidade: para quaisquer C-morfismos alb e cZa,

foid, = f e td,09=g ;

o(Ax. As.) a Lei de Associatividade: para quaisquer C-morfismos aibicid,

ho(gof)=(hog)of .



2- Exemplos de Categorias.

Um dos cléssicos exemplos de categorias é a categoria dos conjuntos, Conj, cujos
objectos sao todos os conjuntos e os morfismos sao todas as fungoes. A lei de composicao
dos morfismos ¢é a lei de composicao usual de funcoes.

Na lista que se segue vao ser apresentados mais alguns exemplos de categorias, em
que o0s objectos sao conjuntos com estruturas adicionais, os morfismos sao fungoes que
respeitam esta estrutura adicional e a composicao de morfismos é simplesmente a com-
posicao usual de fungoes (esses objectos e morfismos apresentados na tabela ji sdo con-

hecidos de varios ramos da Matematica).

Exemplos 2 :
Categoria: | Objectos: Morfismos:
ConjNon conjuntos nao vazios fungoes entre conjuntos nao vazios
ConjPO conjuntos parcialmente ordenados | homomorfismos de ordem
Mon mondides homomorfismos de mondéides
Grp (GrpAb, ...) | grupos (grupos abelianos,...) homomorfismos de grupos (grp.ab.,...)
Vectik espagos vectoriais sobre o corpo IK | aplicagoes lineares
Top espagos topolégicos funcoes continuas

Esta lista de exemplos nao é obviamente exaustiva e pode alargar-se facilmente com
outras categorias do mesmo tipo.
Passa-se agora a apresentacao de outros exemplos de aspecto um pouco diferente mas

que sao também exemplos usuais de categorias.
Exemplos 3 :

1. Categoria 1. Esta categoria tem um tnico objecto, *, e um tnico morfismo, f.

Posto isto, esta estrutura estd completamente determinada como se expoe a seguir.

Necessariamente, * N (por x ser o tinico objecto) e, portanto, f @ id,. Além

. . - 1 (b)
disso, a unica composi¢cao de morfismos possivel é&: fo f = f.
Assim sendo, sao satisfeitas:

. a lei de identidade: idyo f @ foid, @ fof ® f



. a lei de associatividade: (fof)of(:b)fof@fo(fof).

Portanto, tem-se uma categoria que se pode representar através do seguinte dia-
grama:

*

L]

O

f
Em suma, o que quer que representem * e f, produz-se uma estrutura que satisfaz os
axiomas da defini¢ao de categoria se se proceder como acima indicado. A categoria

assim obtida poderd ser vista como no diagrama anterior e, é neste sentido, que se

pode dizer que existe entao uma unica categoria com um objecto e um morfismo.

. Categoria 2. Esta categoria tem dois objectos e trés morfismos (as duas identidades
e um morfismo nao trivial).

. Podem designar-se os dois objectos pelos niimeros 0 e 1.

. Para os trés morfismos tomem-se os pares (0,0), (0,1) e (1,1), colocando:

099

0 @Yy
1 &Yy

. Assim, existe apenas uma forma de definir a composi¢ao (visto que se tem, neces-

sariamente, (0,0) = idg e (1,1) = idy):
idg o idy = idy
(0,1) 0 idy = (0,1)
idy 0 (0,1) = (0,1)
1dy o idy = id;.

Portanto, esta categoria poderd representar-se da seguinte forma:

(0,1)

1
L]
o idy

'G-O

S
<M

. Categoria 3. Esta categoria tem trés objectos (0, 1,2) e seis morfismos (idy, id;,
idy, (0,1), (0,2), (1,2)). Os morfismos (trés identidade e trés nao-identidade) podem

ser representados num diagrama tal como se segue:

)



Cieo
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(0,1) \, /(1,2)

(L,1)

Mais uma vez hd apenas um modo para definir as composicoes.

Em cada um dos trés exemplos de categorias apresentados anteriormente, existe
apenas uma forma de definir as composicées. De facto, uma vez o dominio e o
codominio conhecidos, ji nao ha outra alternativa para definir os morfismos. Isto
acontece porque este tipo de categorias sao categorias induzidas por uma re-
lacao de pré-ordem, isto é, pode-se definir uma relacao de pré-ordem no conjunto
dos seus objectos (e portanto, ndo sdo nada mais do que conjuntos pré-ordenados).

Vejam-se entao mais alguns exemplos deste tipo de categorias.

. Categoria 1+ 1. Esta categoria tem dois objectos (p e ¢) e quatro morfismos, e
pode ser visualizada como no diagrama seguinte:

p q

O = 0
Este ¢ um exemplo simples onde estd definida, implicitamente, uma relacao R de
pré-ordem, que nao é de ordem parcial (contrariamente as categorias 1,2 e 3); de

facto, tem-se pRq e qRp, mas p # ¢ (ou seja, R nao satisfaz a propriedade de

anti-simetria).

. Categorias Cx r).

Qualquer conjunto pré-ordenado (X, R) pode ser considerado como uma categoria

da seguinte forma:
. 0s objectos sao os elementos de X = {p,q,7,s,...} = ObjC(x ),
. os morfismos sao os elementos de R = {(p,q), (¢, 5), (p,5), ...} = MorCix,g),

ou seja, define-se:

{p vy q} se pRq
More o (p,q) = ’ . VpgeX.

@ , se pRRq
Como existe, quando muito, um morfismo de um objecto para outro, forgosamente

tem-se:



+ a lei de composigao: (g, s)o(p,q) = (p,s)  (com (p,q), (¢,5) e (5,7) Cx,py
morfismos; pela transitividade de R, como pRq e ¢Rs entdo pRs e, daqui, (p,s) é

um morfismo);
. para cada p € ObjC(x,r), uma identidade: id, = (p,p)
(por reflexividade de R, (p,p) ¢ sempre um morfismo).

De facto, sao satisfeitos os axiomas da defini¢ao de categoria:

c(Ax. Id): idyo(g.p) =(¢.p) e (p.q)oid, = (p,q);
 (Ax. As): [(s,7) 0 (q,8)] o (p,q) = (s,7) o [(g,$) o (p,q)]
< (¢;r)o(p.g)=(s,r)o(p,s)
& (p,7) = (p,7).

Inversamente, dada uma categoria C, pode-se definir a relagao bindria R em Ob;C

por:
pRq quando existe em C um morfismo p — q.

A relagao R assim definida é de pré-ordem (a reflexividade é assegurada pela existén-

cia de identidade e a transitividade deriva da defini¢ao de composi¢ao de morfismos).

Assim, pRq se e s6 se More(p,q) # 9.

Observagoes 4 : Casos particulares das categorias Cx g).

(a) Categorias C? = Cx, -1y, onde a relacao dual, R7!, de R define-se por:

pR™1q seesése  qRp.

Observacao 5 : FEstas categorias sao um exemplo da nogdo de categoria dual

(oposta) C°?, que sao analisadas com mais pormenor a partir da definigao (7).

(b) Categorias discretas Cx, onde X é um conjunto qualquer no qual se consid-
era a relacao R seguinte:
TRy se e sO se r=1.
Este tipo de categorias sao construidas tomando para:
. ObjCx = X;
{id:} x=y

« Morey (z,y) = : (com z,y € X).
Z T FY



()

Assim, para cada x € X, existe o morfismo identidade x “s . Note-se que os
morfismos identidade sao os tinicos morfismos da categoria e, por essa razao, a
lnica lei de composicao possivel é:

. 1d, o1d, = id,, onde z é um elemento qualquer de X.

Sao assim satisfeitos (Ax.Id.) e (Ax.As.).

Categorias C(x <), onde (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado por uma

relacao "<".

Os exemplos vistos anteriormente, sao exemplos de categorias que tém, no maximo,

um morfismo entre dois objectos dados. Vao ser agora apresentados exemplos de

categorias que tém mais do que um morfismo entre dois objectos dados.

. Categorias C), definidas por um mondéide (grupo,...) M.

Pode-se pensar num mondide (grupo,...) M como numa categoria com um unico

objecto M.

()

Caso particular: Cy, é uma categoria devido ao facto da estrutura (Ny, +,0)

ser a de um mondide. Definindo que:

. Cn, tem um tnico objecto: Ny;

» MorCy, = Morg,, (No,Ng) ={0,1,2,3,...;n, ...} (= Np);

. a composicao de m com n, para m,n € Ny, é da forma: mon =m + n;
. o morfismo identidade é: 0 = idy,;

Note-se que todos os pares de morfismos sao componiveis visto que qualquer
C-morfismo tem o mesmo dominio e codominio, e que se tem, por definicao da
composicao: mon =mnom (isto &, a operagao "o" é comutativa).

entao, sao satisfeitas:

. a lei de associatividade, pois a adicao de nimeros naturais ¢ uma operagao

associativa;
. a lei de identidade, visto que o diagrama seguinte comuta (pois m + 0 = m
e 0+n=n).
No
m,/ [0 un

N 0 — NO — NO



(b) De uma forma geral: procedendo exactamente como no exemplo anterior,
cada mondide M = (M,*,e), em que = ¢é a operagdo do mondide e e ¢é o
elemento neutro de M, pode ser considerado como uma categoria Cy;. Com
efeito, tomando para:

. tnico objecto de Cy;: M;
. morfismos de Cys: os elementos de M (MorCy = More,, (M, M) = M);

. lei de composicao: «*,

isto é,
o: MxM — M
(z,y) = zoy=uzxy
idy = €
entao, sao satisfeitas:

. a lei de associatividade: pelo facto, obviamente, de * ser uma operagao

associativa em M,
. a lei de identidade: visto que, por definicao de e, exx = x = x % e, para

qualquer z € M (= MorCyy).

(c) Inversamente, note-se que se C é uma categoria com um unico objecto M, entao
pode-se munir M de uma estrutura de mondide. Basta tomar os morfismos de

C para elementos do mondide, isto ¢, MorC = M (=More(M, M)) . De facto:
. a operagao de composi¢do o ¢é uma operagao bindria em M (pois é uma
fungdo de M x M para M);

. 0 é associativa (pela lei de associatividade de C);

. idys € o elemento neutro para o mondide (pela lei de identidade de C).

Observagao 6 : Todo o grupo (grupo abeliano, etc), sendo um mondide, pode
também ser considerado como uma categoria 1. Para além disso, este tipo de
categorias tém uma particularidade: — todos os seus morfismos sao isomorfis-

mos.

Esse facto caracteriza os grupos na classe das categorias com um sé objecto.

7. Matr(IK). Se IK é um anel comutativo entdo, as matrizes sobre IK produzem a

categoria Matr(IK), definindo que:

. 0s objectos sao os elementos de Ny;



Mn><7n ~ . .
. 0s morfismos m —" n sao matrizes do tipo n X m com valores em IK;

. a lei de composicao é a multiplicacao de matrizes: Ao B = A.B,

anm Aan (AB)pXm
onde m — n — pem = p.

. 0s morfismos id,, sdo as matrizes I,,, ( matriz identidade de ordem m).
De facto, sao satisfeitas:
. a lei de associatividade: pela associatividade da multiplicagao de matrizes;

. a lei de identidade: por definicao de matriz identidade.

3- Construgoes com categorias.

Nesta 1ltima seccao sao apresentados conceitos, nomeadamente, o de dualidade e o
de categoria dual, que serao usados ao longo do texto. Para além disso, é de destacar o
Principio da Dualidade aqui exposto, visto que permite concluir, a partir de um resultado
valido em qualquer categoria, a validade do seu "resultado dual", isto é, aquele que
se obtém do primeiro invertendo o sentido dos morfismos. Finalmente, sao estudadas

algumas formas de obter novas categorias a partir de outras.

Qualquer categoria C d4 origem a uma nova categoria C% (dual de C), que tem os
mesmos objectos da categoria original (C) mas na qual se inverte o sentido dos morfismos.

De uma forma mais precisa, veja-se a sua definicao a seguir.

Definicao 7 : Dada uma categoria C, chama-se categoria dual (ou oposta) de C a
categoria C? (ou C*), cuja classe ObjC? é exactamente ObjC e com Morcer(b,a) =

More(a,b), sendo a lei de composi¢io definida & custa da lei de composi¢ao de C.

Note-se que a composigdo (go )% = f oc; g°?, com a % b % ¢, estd definida em C
precisamente quando g¢go f estd definida em C, e que (é(’;)o’? = C, qualquer que seja a
categoria C.

Este é apenas um dos exemplos (mais se verao ao longo da dissertagdo) da nogao de
dualidade em teoria das categorias, a qual se descreve um pouco mais precisamente de
seguida.

De uma forma geral: Se Y é uma afirmagao na linguagem de categorias, o dual de

Y., denotado por ¥, é a afirmacao obtida substituindo:
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e "dom” por ”COd”,

° ”COd” pOI' 77d0m77

e "go f’ por”fog”.
Assim, todos os morfismos e composicoes referidos em Y sao invertidos em P, e 3P
pode ser interpretada como a construgao original aplicada a C.
A medida que este estudo de categorias for avancando, ter-se-4 ocasido de apreciar a
conveniéncia dos conceitos de categoria dual e de afirmacao "dual", e usar-se-4 extensi-
vamente o chamado principio da dualidade. Introduz-se agora este principio de um modo

mais formal.

Principio da Dualidade.

Teorema 8 : Se X é um resultado vilido em todas as categorias, entao 3P também valerd

em todas as categorias.

Prova: Se ¥ ¢é vélido em qualquer categoria (C), em particular, ¥ valerd em todas
as categorias (da forma C? = D).
Mas qualquer categoria (D) tem esta forma, tomando C = D e, portanto, Y. valera

em todas as categorias (C). u

O principio da dualidade reduz assim para metade o nimero de resultados a provar,
daf a sua relevante utilidade.
Vejam-se agora mais algumas definicoes que serao uteis e frequentemente usadas, e

mais algumas construgoes que definem categorias a partir de outras.
Definigoes 9 : Seja C uma categoria.

1. Uma categoria diz-se discreta se os iinicos morfismos sao os morfismos identidade.
Observagao 10 : Se C é discreta, entao CP = C.

Um exemplo tipico de categorias discretas sao as categorias Cx.

2. Uma categoria C diz-se pequena se a classe ObjC (e consequentemente MorC) é
um conjunto.
Como exemplos de categorias pequenas tem-se: as categorias C( X,R) (as categorias

discretas Cyx, ...) e as categorias Cy; (todas vistas anteriormente).
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3. Uma categoria C diz-se finita se MorC for um conjunto finito.

Por exemplo, as categorias 1, 2 e 1 + 1 sdo categorias finitas (logo pequenas tam-

bém).

Dada uma categoria D, uma categoria C diz-se uma subcategoria de D, se ObjC
¢ uma subclasse da classe ObjD (cada C-objecto ¢ um D-objecto) e se More(X,Y) C
Morp(X,Y), onde X e Y sdo C-objectos quaisquer.

Exemplos 11 :

1. A categoria ConjFin é uma subcategoria de Conj.

2. A categoria GrpAb é uma subcategoria de Grp (por sua vez, a categoria Grp é uma

subcategoria de Mon).

Uma subcategoria C de D diz-se uma subcategoria plena se, para quaisquer C-
objectos X e Y, More(X,Y) = Morp(X,Y).
Um caso ilustrativo da definicao anterior, é o da categria GrpAb, por ser uma subcat-

egoria plena de Grp.

Observagao 12 : Dados uma categoria D e um conjunto C de D-objectos, obtém-se uma
subcategoria plena C de D tomando como C-morfismos todos os D-morfismos entre 0s

membros de C.

Dadas duas categorias C e D, pode-se obter uma nova categoria, denomidada cate-
goria produto de C e D, C x D, se se considerar:
. por objectos: os pares ordenados (¢, d), com ¢ € ObjC e d € ObjD;
. por morfismos: os pares ordenados (f,g) € Morexp((c1,dy), (c2,dz)), onde
Moresp((c1,dy), (c2,d2)) = More(cy,ca) X Morp(dy, ds);
. por composicao de (f,g) com (f',¢"): (f,9)o(f,d)=(fof,gog), onde
fof'egog sdo as composigoes definidas, respectivamente, em C e em D.
Assim definida, componente a componente, esta lei de composicao respeita a com-
posicao em C e em D, e sdo satisfeitas as leis de associatividade e de identidade (utilizando
(id.,idy) para morfismo identidade de (c,d)).
Um exemplo deste tipo de categorias é a categoria Conj® dos pares de conjuntos,

que tem por:
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. objectos:  todos os pares (A, B) de conjuntos;
. morfismos: todos os pares (f, g) de fungoes,
isto é, (A1, By) (1.9) (Ag, Bs), com A; 4, Ay e By 2 By;
. lei de composicao: (f,g9) o (f',¢") = (fo f,go¢g), onde fo f e gog sao as
composigoes usuais de funcoes;
. morfismos identidade: (ida,idp), para cada par de conjuntos (A, B).

Evidentemente sao satisfeitas a lei de identidade e a lei de associatividade.

Para além das construcoes apresentadas acima existem intimeras mais. Um outro
exemplo classico de uma categoria construida a partir de outra é a categoria C— (ou
C | C, ou ainda MorC) dos morfismos da categoria C. Pode-se munir C— de uma
estrutura de categoria considerando que:

. 0s objectos sao: todos os C-morfismos f, g, h, ...;

. os morfismos sdo: todos os pares («y,as) = o de C-morfismos, para os quais o

diagrama seguinte (onde oo € More—(f, g))

A X
Il lg
B — D

comuta, isto é, goa; = as o f;
. composicao: (7q,7s) © (a1, ) = (71 0 Q1,75 0 2), onde (v, 75), (a1, an) € MorC™;
. morfismos identidade: id; = (ida,idg), para cada C~-objecto A ENY:)
Sao satisfeitas:

. a lei de identidade: (ay,ag) o (ida,idg) = (a1 0 ida, g 0 idp) (0, );

(Ax.[j de C)
(analogamente, prova-se a outra igualdade);

. a lei de associatividade: decorre da lei de associatividade em C.

As categorias fibradas do tipo C | Y e C T Y podem ser pensadas como espe-
cializagoes das categorias C—, onde se restringe a atencao a morfismos com dominio ou
codominio fixos, apesar deste tipo de categorias nao serem subcategorias das categorias
C™. Vejam-se alguns exemplos ilustrativos.

Considerando C =Conj e Y = R, obtém-se a categoria Conj | R de fungoes reais,

onde:
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. 0s objectos sao todas as fungdes f: A — R (de codominio R);

Observagao: E por vezes conveniente pensar nos objectos f : A — R como em pares
(4, 1).

. um morfismode f: A —R para g: B— R éuma funcao k: A — B tal que o
diagrama

A x, B
F\ /g
R

comuta, isto é, tem-se go k = f;
. a composi¢ao de k e[, onde (A, f) x, (B, 9g) 4 (Cyh),é lok: (A f)— (C,h),

A Lok, C
NI

B

N lg /h
R

. 0s morfismos identidade sao id(a 5y (= ida) : (A, f) — (A, f).
Entao, em Conj | R, verificam-se:
. a lei de identidade: pela lei de identidade de Conj;

. a lei de associatividade: como consequéncia da mesma lei em Conj.

Note-se que Conj | R nao é uma subcategoria de Conj~ (pois as duas tém

diferentes tipos de morfismos). Todavia, considerando que o diagrama

A — B
f\ /g (com k: (A, f)— (B,g) em MorConj | R)
R

comuta se e s6 se comutar o diagrama

k

A — B
fl lg (com (k,idg) em MorConj™),
R — R

idg

pode-se pensar em k : (A, f) — (B,g) como sendo (k,idgr) e é neste sentido que

Conj | R pode ser construida como uma subcategoria de Conj™.
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Similarmente, para qualquer conjunto X, obtém-se a categoria Conj | X, cujos
objectos sao fungoes com valores em X e, mais geralmente, considerando uma categoria
C e um C-objecto Y, podem construir-se as categorias C | Y, de morfismos com valores
em Y, que tém por:

. objectos: os C-morfismos de codominio Y;

Observagao: Similarmente ao exemplo anterior, pensa-se nos objectos f : A — Y
como sendo pares (A4, f).

. morfismos de A LV em B % Y: os C-morfismos & : A — B tais que o diagrama,

A — B

JARN /g
Y

comuta, isto é, go k = f;
. composicao: lok: (A, f) — (C,h), com (A, f) LN (B, g) 4 (C, h);
. morfismos identidade:  id(ap) : (A, f) — (A, f).

Analogamente aos casos anteriores, verificam-se as leis de associatividade e identidade.

Por dualidade (virando a atengao para dominios), definem-se as categorias C T Y.
Estas categorias tém por:

. objectos: os C-morfismos com dominio Y

Observagao: pensa-se nos objectos f : Y — A como em pares (A, f°).

. morfismos de f?:Y — A em ¢g” :Y — B: os CP-morfismos k? : B — A

tais que o diagrama

A . B

TP N S g?
Y

comuta, isto é, k° o g°? = f°P;
. composicao: k% ol : (C,h°?) — (A, f°), com (A, f) gl (B, g°) & (C, hop);
. identidades: id(a,for) : (A, fP) — (A, fP).
Claramente verificam-se as leis de associatividade (pela lei de associatividade de C)

e de identidade (por defini¢ao de morfismo identidade).
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Capitulo II - Morfismos e Objectos em Categorias.

Neste capitulo, consagrado aos morfismos e aos objectos das categorias, sao gener-
alizados conceitos ja conhecidos de outros ramos da Matemdtica. Apresentam-se assim
as nocoes de monomorfismo, de epimorfismo e de isomorfismo, de produto e coproduto
(soma), etc. Sao ainda apresentadas as nogoes de igualizador e de produto fibrado (e seus
duais).

Em jeito de motivagao para a introdugao dos conceitos apresentados na primeira e se-
gunda secgoes, relembram-se propriedades das funcoes injectivas, das fungoes sobrejectivas
e das fungdes bijectivas (nogdes estas que tém uma defini¢do geral em teoria das catego-
rias que nao coincide necessariamente com a precedente de monomorfismo, epimorfismo

e isomorfismo).

1- Monomorfismos e epimorfismos: definicao e propriedades.
Sejam A, B e C' conjuntos quaisquer. Tomem-se f : A — B uma fungao injectiva e
g,h : C' =2 A duas funcgoes para as quais fog= foh.

Assim, para x € C, tem-se
(feg)(x) = (f o h)(x),
isto é,
flg(@)) = f(h(z)).

Mas como f ¢é injectiva, entao significa que:

g9(x) = h(x).
Por isso g e h (dando a mesma imagem para cada objecto), sdo a mesma fungao.

Mostrou-se assim a validade da seguinte proposicao.

Proposicao 13 : Uma funcgao f injectiva é canceldvel a esquerda, isto é,

sempre que fog=/foh entao g=h.

Usualmente, em vez de dizer "canceldavel a esquerda" diz-se "monomorfismo".

Inversamente,
Proposicao 14 : se a funcao f é um monomorfismo, entio [ € injectiva.

Prova: Seja f: A — B uma fungao. Suponha-se, por hipétese, que

(hip.)  f(x) = f(y), comz,y€ A
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(pretende-se mostrar que x = y, necessariamente).
Definam-se as fungoes
(x)  g.h:{0} = A
por
() g(0) ==z e h(0) = y.
Entao, tem-se:

( * %) fog=foh.

De facto, Vz € Doy N Diop,

—~~
*
~

(fog)z) = (fog)0)

(hip.)

n
s 1x
N
&h&h
~—~ o~ —~
,\\_/\&_//\

SN )
= (foh)(0)
Y (foh)(2).
Esquematicamente,
g,h
(0 = 4 L B
x
g f
/! N\
0 f@) = f(y)
\ /
h !
Y

Pela hipétese, f é canceldvel & esquerda, logo, a partir de (* * %), vem:
g=h,

portanto, por (x),
9(0) = h(0),

isto é, por (%),
T =1. |

Pelas duas proposicoes anteriores (13 e 14), pode-se concluir que os morfismos injec-
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tivos em Conj sao precisamente os que sao canceldveis a esquerda.
Definicoes 15 :
1. Numa categoria C, um morfismo f : a — b diz-se um monomorfismo se, qualquer

que seja o par g, h : ¢ = a de C-morfismos, sempre que fog= foh (isto é sempre

que o diagrama sequinte

g
Cc — Qa

hl Lf

a — b

comuta), entao g = h.

Usualmente escreve-se f : a — b para indicar que f é monomorfismo.

2. (Dual da defini¢cao anterior) Numa categoria C, um morfismo f :b — a é um

eptmorfismo (ou cancelavel a direita) se, qualquer que seja o par de C-morfismos

g,h :a = c, sempre que o diagrama

[l Lh

a — C

7

comuta (isto é, sempre que go f =ho f), entao g = h.

Simbolicamente, usa-se f : a — b para denotar epimorfismos.

A nocgao de epimorfismo diz-se dual da de monomorfismo no sentido em que: f é um

epimorfismo em C se e s6 se f ¢ um monomorfismo em C.

Exemplos 16 :

1. Na categoria Ny,

(a) cada morfismo m é monomorfismo. Nesta categoria a cancelag¢io esquerda

estd presente da sequinte forma:

se m4+n=m+p entao n=np (com m,n,p € Ny quaisquer)

que é uma proposi¢cao verdadeira nos niumeros naturais;
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(b) cada morfismo m é epimorfismo pela veracidade (em Ny) de:

n+m=p+m implica n=7p (com m,n,p € Ny quaisquer).
2. Nas categorias Conj, Mon, (Grp, ...),

(a) os monomorfismos sao precisamente os morfismos injectivos;

(b) os epimorfismos sao os morfismos sobrejectivos.

Observacao 17 : O reciproco nao é verdadeiro em Mon. De facto, os
epimorfismos nao sao necessariamente sobrejectivos, pois a inclusio 1t dos

numeros naturais nos inteiros:
10 Ng — Z
n o = n
é um homomorfismo de mondides que néo €, obviamente, sobrejectivo (Pn € Ny

tal que i(n) = —1) mas que é, no entanto, epimorfismo.
3. Numa qualquer categoria Cx g),

(a) cada morfismo f :a— b é monomorfismo; de facto, dado um par
g,h:c=a,
necessariamente, por defini¢ao* de morfismo em Cx gy, tem-se:
g=nh (pois *existe no mdximo um morfismo ¢ — a);

(b) todos os morfismos f : b — a sao epimorfismos (pois independentemente de f,

dado um par g,h : a = ¢, tem-se sempre g = h por definicao de morfismo em

Cx,r))-

4. Numa categoria fibrada C | a,

(a) k€ Morc.((b, f), (¢, g)) é monomorfismo emC | a seesése ke Moreg(b,c)

¢ monomorfismo em C;
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(b) k€ More1,((b, f),(c,g)) € epimorfismo emC | a se e sdse ke More(b,c)

é epimorfismo em C.
Vejam-se agora alguns resultados sobre monomorfismos e epimorfismos.
Proposigoes 18 : Sejam f:a—b e g:b— d morfismos de uma categoria C.

1. Se f e g sao monomorfismos entdao g o f é um monomorfismo.

2. Se go f é um monomorfismo entao f também é um monomorfismo.

Por dualidade, também se tem que:
3. Se f e g sao epimorfismos entdao go f é um epimorfismo;
4. Se go f é um epimorfismo entdao g é um epimorfismo.
Prova: Sejam C uma categoriae f:a—0b,g:b—d, j,h:c=aec MorC.

1. Suponha-se, por hipétese, que f e g sao monomorfismos. Suponha-se ainda que
se tem:
(gof)oj=(gof)oh (pretende-se mostrar que j = h)
e go(foj)=go(foh).
Mas por hipétese g € monomorfismo, logo,
(foj)=(foh)

Por fim, como f também é monomorfismo por hipétese, entao:

j=h N

2. Suponha-se, por hipétese, que go f é monomorfismo (hip.). Suponha-se ainda que

se tem:
foj=foh (pretende-se mostrar que j = h)
= go(fej)=go(foh)
EL) (gof)oj=(g0of)oh
W) i—h m

Para terminar esta seccao, definem-se dois tipos de morfismos especiais que serao

usados ulteriormente.
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Definicoes 19 : Seja C uma categoria.

1. Um C-morfismo s : a — b diz-se um monomorfismo cindido (ou sec¢ao) se

existir um C-morfismo g : b — a tal que

gos=id, (s tem inverso a esquerda);

2. Um C-morfismo r : b — a diz-se um epimorfismo cindido (ou retrac¢do) se

existir um C-morfismo g : a — b tal que:

rog=id, (r tem inverso a direita).

Por exemplo em Conj, onde os morfismos sao fungoes, os monomorfismos (respectiva-
mente, epimorfismos) cindidos sdo as fung¢oes com inversa a esquerda (respectivamente, a

direita).

2- Isomorfismos.

Quando A e B sao conjuntos e f : A — B é uma funcao bijectiva (f é bijectiva se e s6
se para todo 0 b € B existe um e um s6 elemento a € A tal que f(a) = b), uma "passagem"
de A para B sob f pode ser invertida, e pode-se pensar em f como sendo simplesmente
uma "reetiquetagem" de A. Qualquer elemento b de B é a imagem, b = f(a), de algum a
de A (propriedade sobrejectiva) e, de facto, b ¢ a imagem deste tinico a € A (propriedade
injectiva).

Assim, a regra que atribui a b este tinico a estabelece uma funcdo B % A (isto é,
g(b) =a seesése f(a)=>0) tal que

g(f(a)) =a, paratodooa€e A e f(g(b)) =0b, paratodoobe B.

Daqui

go f=1idy e fog=1idg.
Uma funcao g que se relaciona com f neste sentido, diz-se a inversa de f.

Esta é uma ideia essencial que conduz a seguinte definigao.

Definicao 20 : Seja f : a — b um morfismo de uma categoria C. Em C, [ diz-se um
isomorfismo (ou morfismo invertivel) se existe um C-morfismo g:b— a tal que
(Def.Isom.) go f=1id, e fog=id,.

A notagdo [ :a = b é usada para isomorfismos.

Note-se que em geral um morfismo que é simultdneamente epimorfismo e monomor-

fismo nao é necessariamente um isomorfismo (apesar do reciproco (22) ser verdadeiro como
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se provara ainda nesta seccao); exemplo disso é a Categoria 2, em que o tinico morfismo
nao trivial é epimorfismo e monomorfismo e, no entanto, nao ¢ um isomorfismo.
Observe-se ainda que pode existir apenas um C-morfismo g, inverso para f. A afir-

macao anterior é verdadeira porque se g e ¢’ fossem dois morfismos inversos de f, ter-se-ia:

(hip.)  gof=id, e  fog =idy,

logo,
g =Y id,og
L (go foyg
W) go(foyg)
(hip ) g o idy
(Az.Id.)

Assim, quando existe, este g é chamado o morfismo inverso de f e é denotado por
f1:b—a.

Vejam-se agora alguns exemplos, em categorias conhecidas, do conceito de isomorfismo.
Exemplos 21 :

1. Em Conj, conforme se viu no inicio desta secgdo, 0s isomorfismos sao precisamente

as bijecgoes; com efeito, se f € Morcon;(A, B) € g € Moreon; (B, A) sdo tais que
go f=1idy e fog=1dg

entao,
f e g sao funcoes bijectivas (onde g = f~1).

Logo, todo o isomorfismo é uma bijeccao.

Inversamente, seja f € Morcon;(A, B) uma bijec¢do; entdo, exvistem 1 e s em

Moreonj(B, A) tais que
rof=u1da e fos=1idg,
de onde,
(rof)os=idsos e ro(fos)=roidg,
o que 1mplica que
s=r=f1
Logo, uma funcao bijectiva tem sempre inversa.

22



Em suma, nesta categoria, "isomorfismo" é sinonimo de "monomorfismo e epimor-

fismo".

No entanto, como ja foi visto no inicio da seccao com a Categoria 2, o mesmo
nao é verdade em todas as categorias. Apresentam-se abairo mais alguns casos
que mostram que wm morfismo pode ser simultdneamente um monomorfismo e um

epimorfismo sem ser um isomorfismo.

Na categoria Ny, jd se sabe que todo o morfismo é simultdneamente epimorfismo e
monomorfismo, mas o unico isomorfismo é idy,. De facto, para m,n € Ny, se m

tem inverso n,
mon = idy,,
1sto €,
m-+n=0,
que pode somente acontecer quando m =mn =0 (visto que m,n > 0).
Na categoria Mon (considerada como a categoria 1), o0s isomorfismos sao o0s ho-

momorfismos bijectivos (o mesmo também é vdlido em Grp, GrpAb (etc), pois Grp

¢ uma subcategoria de Mon,...).

A funcao inclusao i : Ng — Z (mencionada atrds em 17) é epimorfismo e monomor-
fismo, mas nao é um isomorfismo (basta, por exemplo, notar que 7. é um grupo e

Ny ndo o é).

Numa categoria C x gy, 0s isomorfismos sao os morfismos (p,q) tais que pRq e qRp
(obviamente, pelo menos todos os morfismos identidade, (p,p), sao isomorfismos);
de facto, se

fip—q
tem um inverso, entao

ftig—p.
(Naturalmente, (fo f~1)(q) = q logo fo f~' =id,; e, analogamente, f~ o f = id,).
Em Cx,<) (caso particular do anterior, onde < é uma relagdo de ordem), todo o

morfismo é monomorfismo e epimorfismo (ver 16.3), mas os inicos isomorfismos

sao as identidades; de facto, se
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pRq e qRp  (em que R agora é <)
entdao vem, por anti-simetria de <,

p=q¢ (f.fip—0p)
Mas entao, por defini¢ao® de morfismo em Cx <),

f tem que ser o morfismo id, (*existe no mdzrimo um morfismo de p para p).
Encerra-se esta seccao com algumas propriedades dos isomorfismos.
Proposigoes 22 : Sejam f:a— b, g:b— a morfismos numa categoria C.
1. Se f é um isomorfismo entio f~* também é um isomorfismo.

2. Se f é um isomorfismo entao fP também o é (isto é, o conceito de isomorfismo é

auto dual).
3. Se f é um isomorfismo entao f também é um monomorfismo.
4. Todo o isomorfismo f é sempre um epimorfismo.
5. Qualquer que seja a € ObjC, id, é um isomorfismo.
6. Se [ e g sao isomorfismos entdo fog é um isomorfismo com (fog) ™t =g to f7L.
Prova: Sejam f:a—b e g¢,¢9 : b — a morfismos numa categoria C.

1. Por hipétese, f é isomorfismo, ou seja, existe f~1 : b — a tal que
flof=id, e  foft=id,.
Logo, para provar o pretendido, basta tomar
(F=f
2. Por hipétese, f é isomorfismo, ou seja, existe f~!: b — a tal que

flof=idy e fof™t=id,

daqui,

(frof)yP=idy e (fof )" =idy,
isto é,

fro(f )P =ide e (fTH)7ofP=id
Assim, f° ¢ isomorfismo com (f°?)~!' = (f~hHr. N
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3. Suponha-se, por hipétese, que f~! existe (hip.). Suponha-se ainda que

(hipl)  fog=foh

(pretende-se mostrar que f é monomorfismo, ou seja, que g = h).

Entao,

g () idgog
"2 (fof)og
= 1o (fog)
"V o (fon)
L (e e
V) id, o h
L S

4. Pelo principio da dualidade, fica provado o pretendido usando o resultado da alinea

anterior. [ |

)

5. Yac ObjC,  idyoid, = id,.  m

6. Suponha-se, por hipétese, que f :a = be g : b= c. Entao, existem C-morfismos
fl:b—a e gt:c—0b, tais que
() flof=id, e [fofl=id,
(x¥) glog=id, e gog'=id.
Logo,

h=gof:a=c

pois
(fTtog™)ol(gof) = flolgtog)of  (Az.As)
= floidyof (%)
= flof (Ax.As.; Az.1d.)
= id, (%)

e, analogamente, (goflo(ftog™) =1id.. [ |
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3- Objectos isomorfos.
O conceito de isomorfismo, como é sabido, é um dos conceitos mais importante em
qualquer teoria matemadtica, visto que objectos isomorfos podem ser considerados "semel-

hantes" na teoria em questao, como habitualmente, visto terem as mesmas propriedades.

Em Conj, os conjuntos A e B dizem-se isomorfos, A = B, quando existe uma bijecgao
entre A e B. Neste caso, cada conjunto pode ser considerado enquanto uma "reetique-
tagem" do outro. Veja-se um exemplo especifico.

Considere-se um conjunto A e tome-se:

B=Ax{0} ={(z,0): 2 € A}.
Com efeito neste caso, os elementos de B sao os elementos de A apenas com a "etiqueta
0" ligada a cada um dos seus elementos.
A regra
f(z) = (z,0)

dé origem a bijeccao
f:A—B

fazendo assim com que A = B.

Em geral, tem-se a definicao seguinte.

Definigao 23 : Numa categoria C, dois objectos a e b sdo isomorfos se existe um

isomorfismo f:a —b emC (isto é, f:a=Db).
Notacao 24 : a = b.

Por exemplo em Grp, G; = (G5 se entre os grupos (1, G5 existir um isomorfismo de
grupos, isto ¢, um homomorfismo de grupos (funcdo que preserva a estrutura de grupo)
para o qual existe inverso (com a func@o inversa que ¢ um homomorfismo de grupo).

Apresentam-se agora propriedades de que goza a relagao = .
Proposigoes 25 : Para quaisquer C-objectos a e b tem-se que:

1. a = a;

2. sea=b entao b= a;

3. sea=beb=™=c entao a=c.
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Prova:

1. Basta tomar f =1id,:a = a. |

2. Suponha-se, por hipétese, que a = b, isto é, existe um isomorfismo f : a = b. Entao,

por definicao de isomorfismo, existe um C-morfismo f~!:b — a tal que:
fof=id, e  fofl=id,
Mas entdao f~! é também um isomorfismo e, portanto,

fl:ba. [ |

3. Veja-se a prova da proposicao (22.6). [ |

4- Objecto inicial. Objecto terminal.

Considerando a definicdo de uma func¢ao f como um triplo (A, B; R), com R uma
relagdo de A em B (R C A x B), conclui-se que [ = (&, A; &) é uma fungao de & para
A. O gréfico de f (que é R) é vazio, e f é conhecida pelo nome de fungao vazia para A.
Como @ x A é o conjunto vazio, entao & é o unico subconjunto de & x A e, portanto, f

é a tnica funcao de @ para A. Esta observacao conduz as defini¢oes seguintes.
Definicoes 26 : Seja C uma categoria.

1. Em C, um objecto, 0, diz-se inictial se, para cada C-objecto a, Morc(0,a) tem um

e um so elemento.

Invertendo a direcgio dos morfismos na definicao de objecto inicial, obtém-se a

definicao do conceito dual.

2. Um objecto, 1, diz-se um objecto terminal de C se, para todo o C-objecto a,

Morc(a,1) é um conjunto singular.

Para além do exemplo de Conj visto acima na motivagao, existem intimeros exemplos

classicos destes dois conceitos em Teoria das Categorias. Vejam-se mais alguns.
Exemplos 27 :

1. Em Mon (Grp(Ab),...), sendo M = (M, e) e M' = (M',+,¢') dois mondides
(grupos (abelianos),...),
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(a) um objecto inicial é do tipo 0 = {e} = M ; de facto, tem-se
Mor(M,M") ={f}, com f: {e}=M — M
e — e
(b) um objecto terminal é também da forma 1 = {e} = M; efectivamente,
Mor(M', M) ={g}, com g: M — M=/{e} .

T = e

2. Em Conj,

(a) & é o unico objecto inicial como se viu;

(b) os objectos terminais sio (todos) os conjuntos singulares, isto é, os conjun-
tos com um sé elemento {+x}. De facto, dado um qualquer conjunto A, a
regra f(x) = % dd origem a fungdo f : A — {x} (Unica possivel, visto

que * € a unica imagem possivel).
3. Em Conj? (a categoria dos pares de conjuntos),

(a) o objecto inicial é (&, D), pois
(@,2) 222 (4 B),  com@ A Aew 2B B;

(b) os objectos terminais sao do tipo ({*1},{*2}), pois

'Bxg}

"Afsp!B = Af«
48) ) () ), com A () e B ()
4. Em Conj—, a categoria das fungdes (entre conjuntos),

(a) o objecto inicial é a func¢ao vazia gy (de @ para @); de facto, dada qualquer

funcao f: A — B, esta é a unica forma de fazer com que o sequinte diagrama

comute
g A4
oo | Lf
) T B (MOT(!szf) = {(!QAa !@B)});

! * *
(b) os objectos terminais sao as fungées do tipo {*;} QEtAiC {*9}; de facto, dada
qualquer funcao f : A — B, esta é a unica forma de fazer com que o sequinte

diagrama comute.
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Lage
AT )
fl oy

Observacao 28 : Analogamente, em C, idy é um objecto inicial e idy é um
objecto terminal (sendo 0 e 1 os objectos inicial e terminal, respectivamente,

de C).
5. Em Conj | R, a categoria das fungoes reais,

(a) o objecto inicial é a funcao vazia lgr (de @ para R); de facto, dada qualquer

fungio ¢g: A — R, a dnica forma para obrigar o diagrama

1%} — A

lor "\ /g
R

a comutar é definir a fungdo k =!z4 (de & em A);

(b) a fungao idg é um objecto terminal. Com efeito, qualquer que seja a fun¢do

g:A— R, tem-se Mor(g,idg) = {g}

A g, R
g\ / idg
R

Observacao 29 : Analogamente, em C |A, loa é um objecto inicial e idy é
um objecto terminal (sendo 0 e 1 o0s objectos inicial e terminal, respectivamente,

de C).

Observagao 30 : O simbolo "!" é usado para denotar um morfismo de existéncia
unica. Pode-se escrever 1 :a — 1  (ou ainda, o, : 0 — a, respectivamente) para

o morfismo unico de a (0, respectivamente) em 1 (a, respectivamente).

Proposicoes 31 : Sejam C uma categoria e a um seu objecto. Entdo, em C:

1. quaisquer dois objectos iniciais sGo isomorfos;
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2. qualquer morfismo f : 1 — a, onde 1 é um objecto terminal, é um monomorfismo

(cindido);
3. quaisquer dois objectos terminais sao isomorfos;

4. qualquer morfismo f : a — 0, onde 0 é um objecto inicial, é um epimorfismo

(cindido).

Observagao 32 : Diz-se entao que o objecto inicial (terminal) é unico, apenas, a

menos de isomorfismo.

Prova: Sejam C uma categoria e a € Ob;C.

1. Suponha-se, por hipétese, que 0,0 sdo dois objectos iniciais (pretende-se mostrar

que existe um isomorfismo f : 0’ — 0 em C).
Por defini¢ao de objecto inicial, existem os morfismos unicos f : 0’ — 0 (0’ é inicial)
e ¢g:0— 0 (0éinicial). Entdo, como f o g ¢é o tinico morfismo de Mor(0,0) e
go f ¢ o tnico elemento de Mor(0',0), tem-se:

fog=idy:0—0 e go f=idy:0 —0.
Logo, f tem um inverso que é g e, portanto,

f:0"=0 (ou seja, 0" e 0 sdo isomorfos em C). |

2. Suponha-se, por hipétese, que f: 1 — a ¢é um C-morfismo qualquer, em que 1 é

um objecto terminal.

(a) (f é um monomorfismo) Suponha-se ainda que se tem
fog=foh, com g,h : b — 1, C-morfismos quaisquer
(pretende-se provar que g = h).

Mas, por definigdo de objecto terminal, More(b, 1) tem exactamente um ele-

mento, entao:
lhy =g = h.
Portanto, f é um monomorfismo.
(b) (f é um monomorfismo cindido) Por defini¢do de objecto terminal, existe o

morfismo !,; tal que
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liof:1—1 e dd:1—1, onde 15a1.
idy
Mas, novamente por definigao de objecto terminal, More(1,1) = {l;1}, ou seja,

!al e} f = ’Ldl :!11.

Portanto provou-se que f é um monomorfismo cindido (ver 19). |

3. O conceito de isomorfismo sendo auto-dual (ver 22.2), tendo provado que
quaisquer dois C-objectos iniciais sao isomorfos,
pode-se concluir, pelo principio da dualidade, o facto dual:
quaisquer dois C-objectos terminais sao isomorfos. |

4. Aplicando o principio da dualidade a proposigdo da alinea (2), fica provado o

pretendido. |

Um objecto pode, simultdneamente, ser inicial e terminal numa categoria C e, neste

caso, a este objecto chama-se objecto zero.

Assim, por exemplo, Conj nao tem objectos zero mas Mon (Grp(Ab), ...) tem objectos

Zero.

5- Produtos. Coprodutos.

Dados dois conjuntos A e B, vai-se agora abordar o problema de dar uma caracteriza-

¢ao do produto cartesiano A x B usando morfismos. Esta caracterizacao obtida é tnica a

menos de isomorfismo e o caminho percorrido levar-nos-4 a uma descri¢ao geral do que é

uma construgao numa categoria. Passar-se-d assim da nocao de produto em Conj & nocao

de produto na teoria das categorias.

As duas projecgoes que estao associadas a A x B sao:
pa: AxB — A e pg: AxB — B

(z.y) = pal(z,y) =2 (z,y) = pp((zy) =y
Sejam C' um conjunto qualquer e

f:C—A e g:C— B,
um par de funcoes. Entao define-se uma funcgao
(%) p: C — AxB
= plz)=(f(z),9(x))
Obviamente tem-se, para todo o z € C,

palp(x)) = f(x) e pp(p(z)) = g(2),

31



isto é,
(xx)  paop=f e ppop=y,

e, além disso, o tnico morfismo (de Conj) que faz o diagrama seguinte comutar (isto

é, (k%))

C
fo p N\
A «— AxB — B
pPA PB

¢ p definido como acima ((x)); de facto, suponha-se que

g: C — AxB
o= qe) =(y,2) (k%)

também faz o diagrama comutar (isto é, paog=f epgoq=g).

Entao,

(ko)

Pa(p(@)) 2 f(@) = palale) =y,
e, portanto,
y = [f(z).
Similarmente tem de se ter z = g(x).
Note-se que a fungao p, associada a f e a g, € usualmente chamada de fungao induzida
por f e g, e denotada por (f, g).
Assim em Conj, a sua definigao é p(x) = (f, g) (x) = (f(x), g(z)).

O que se acaba de observar em Conj, motiva a definigao seguinte.

Definigao 33 : Numa categoria C, um produto de dois objectos a e b, é um par
(a X b, (pra,pry)), onde a x b é um C-objecto e pr, :a xb— a, pry:axb— b sio
C-morfismos, tais que: para cada par (c,(f.,q)), onde ¢ € ObjC e fo : ¢ — a,
gy : ¢ — b sao C-morfismos, existe um nico morfismo {fa., gy) : ¢ — a X b satisfazendo

as igualdades pry o (fo, go) = fa € pro o (fa,gp) = Gv, isto é, fazendo o diagrama

C
fo/ é(fa, @)\ b
a +«— axb — b
Pra pry

comutar.
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O morfismo (fa, g») € 0 morfismo induzido por f, e gy, associado as projec¢oes pr, e

Prp.

Observagao 34 : O simbolo de morfismo --+ indica , quando presente num diagrama,
que existe um e um sé morfismo que pode ocupar essa posi¢ao e que permite que o diagrama

comute.

Note ainda que se disse um produto de a e b, e nao o produto. A proposi¢ao que se segue
2
explica esse facto, visto que, analogamente a outros conceitos definidos anteriormente, o

produto de dois objectos é tnico, apenas, a menos de isomorfismo.

Proposicao 35 : Numa categoria C, o produto de dois objectos a e b, quando existe, é

unico a menos de isomorfismo, isto é, a X b é definido, somente, a menos de isomorfismo.
Prova: Sejam a e b dois C-objectos.

1. Suponha-se que existem dois produtos de a e b, (a X b, (prq,prs)) € (d, (p,q)), onde
(p,q) € Mor(d,a) x Mor(d,b), que satisfazem portanto a defini¢ado de "um produto

de a e b". Considere ainda o seguinte diagrama comutativo

d
p (P q
/ : . ((a x b, (prq,pry)) € um produto)
(diag.1) a &2 axb 2o
(pra,pry) )
N / ((d, (p, q)) ¢ um produto)
p q
d

Assim, pela definicao de um produto de a e b, existem os morfismos tinicos:
(p,q) (com respeito ao produto (a x b, (pr,,pry))), tal que
p=prao(p,q) e q=proo(p,q),
e
(prq,pry)  (com respeito ao produto (d, (p,q)), tal que
Pra =po(pra,prs) €  pry=qo (pre,pry).

Uma vez que (d, (p, q)) ¢ um produto de a e b, s6 pode existir um morfismo s : d — d

tal que o diagrama
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d
(diag.2) .. s \.q ((d, (p,q)) é um produto)

\

a «— d — b
P q

comuta. Porém por um lado, este diagrama (diag.2) comuta considerando

(*) S = idd,

e, por outro lado, a comutatividade de (diag.1) implica também a comutatividade

de (diag.2), tomando

(*) 5= (pra,pre) o (p,q)-

Pela unicidade de s, conclui-se que

(pra,pry) © (p,q) = idq.

2. Analogamente, trocando os papéis de d e a x b neste argumento, conclui-se que

<p7 q> o <p7aa>p7ﬂb> = idaxb'

3. Assim, por (1) e (2), tem-se o isomorfismo (p,q) : d = a x b. |

A nogao dual de produto é a nocao de coproduto (ou soma), que em Conj se pode
caracterizar como se segue.
Dados dois conjuntos A e B, o coproduto de Ae B é (A+ B,(ia,ip)), onde A+ B
é a reuniao disjunta de A e B, e 14, ig sao as inclusées. Tendo em atencao o exemplo
apresentado na motivacao da seccao 3,
A=A x {0} e  B=Bx{l}.
Como estes conjuntos nao tém elementos comuns, pode definir-se:
A+ B=(Ax{0})U(Bx{1})

e podem considerar-se as inclusoes, i4 e 15, dadas pelas regras

ig: A — A+B e i: B — A+B
a +— (a,0) b +— (b1)

Assim, o diagrama
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comuta, com

[fa,98]: A+B — S
fa(x) sei=0

S gp(x) sei=1

De uma forma geral tem-se a definicao seguinte.

Definicao 36 : Numa categoria C, um coproduto de dois objectos a e b é um par
(a+0b, (iq,1)), onde i, e i, sao C-morfismos da forma i, :a — a+b,ip:b—a+b (a+b
¢ um C-objecto), tal que: para cada par (s, (fa, ) onde fo:a — s, g, : b — s € MorC

(s é um C-objecto), existe um unico morfismo [f.,gs] : a+b— s fazendo o diagrama

iq i

a —— a+b — b
'[favgb}
fa ™\ : /. Gb
s

comutar, isto é, tal que [fu,gp) ©la = fo € [fa, 9] © 16 = Gp-
O morfismo [fa, gy designa-se por morfismo induzido por f, e g, com respeito as

injecgoes (coprojecc¢oes) iq € .

Pelo principio da dualidade, conclui-se que o coproduto de a e b, quando existe, é

também definido somente a menos de isomorfismo.

Proposigoes 37 : Sejam C uma categoria, a,b € ObjC e f,g9,h,k € MorC. Entdo:
1. (pra,pre) = idgxp.
2. Se (f,g) = (h,k), entdo f =h eg=k.

3. (foh,goh) = (f,g)oh.

4. Se 1 é um objecto terminal de C, entdo (idg,,!s1) :a = a x 1.

Dualmente tem-se:
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5. ia, i) = idass.
6. Se [f,g] = [h,k], entdo f =h e g=kF.

7. [ho f,hogl =holf,g].

8. Se C tem um objecto inicial 0, entdo [id,,0q] : @ = a + 0.
Prova: Sejam C uma categoria, a,b € ObjC e f,g,h,k € MorC.

1. Seja (a x b, (pra, pry)) um produto de a e b. Entao, considerando d = a x b, p = pr,

e ¢ = pry, nos diagramas (diag.1) e (diag.2) de (35), obtém-se o diagrama

aXxb

pra/ s NPT (ax b, (pra, pry))

a +«— axb — b
Pra pry

comutativo. Pelos mesmos argumentos dessa prova (33; 35), pode-se concluir que
s € o tnico morfismo que faz este diagrama comutar e, portanto,

S = Z-da><b = <p7aa>p7ﬂb> . |

2. Por definigdo de um produto de a e b, existe um tnico morfismo (f, g) para cada

par f e g; logo, como o diagrama

c
f A9 g
l N (a x b, (pra, pro)
(diag.1) a & axb 2% op
AN
} (hk) { (a x b, (pra, pry)
c

é comutativo, pode-se concluir que:

(@) (x) proo(f,g9) = f e (xx) pryo(f,g) = g (dos tridngulos de cima de (diag.1))
(b) (%) proo(h,k) = h e (xx) pryo(h, k) = k (dos tridngulos de baixo de (diag.1)).
Mas como por hipétese (f, g) = (h, k) , entao tem-se
f Whoe g s |
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3. Analogamente as provas anteriores, considerando os diagramas comutativos

d
L h d
'<foh7goh>
c o foh/ . \goh
f L9 g . Vv ,
/ \/ N\ a Fa axb LN b

PTra

pry
a — axb — b

vem que (foh,goh)=(f,g)oh. [ |

4. Seja 1 um objecto terminal de C (pretende-se mostrar que (id,, l41) : @ = ax1). Com
as devidas adaptagoes, similarmente a prova da proposicao (35), pode-se concluir

que os diagramas

a
. ida la1) '
L o (a1, (pra.pm))
(diag.1) a & axl1 ELES | (produtos de a por 1)
{pra,pr1) ‘
\ . / ((a7 (Zdav !al))
ida v !a,l
a
e
a
(diag.2) idy vS Ja1
a +— a — 1
ida !al

sao comutativos e, portanto,
<p7"aap7”1> o <ida7 !a1> - ida

(respectivamente, (id,,!q1) o (prq, pri) = idyx1, trocando os papéis de a e a X 1, nos

diagramas anteriores).

Assim, a menos de isomorfismo, a é o tnico produto de a por 1. |

Morfismos f x g e [f+g.
Em Conj, dadas as fungoes f: A — B e ¢g:C — D, obtém-se uma fungao denotada

por
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fxg: AxC — BxD
(x,y) = fxg(=zy)=(f(z),9))

que faz o diagrama

A 2L AxC e o
(fopra,goprc)
fl : Ly
B «—— BxD — D
prBe PrD

comutar, onde
fxg={(fopra,goprc),

ou seja, € apenas a funcao induzida pelas composicoes
fopra:AxC—A—B e goprg: AxC —C — D,

e, de uma forma geral, pode-se considerar a definicao seguinte.
Definicoes 38 : Seja C uma categoria. Em C,

1. 0 morfismo [ x g = (fopre,gopr.) : axc— bxd, induzido pelos morfismos

fia—b e g:c—d, éounico que faz o diagrama

Pra bre
a — aX¢c —

(fopra,gopre)

(diag.3) fl : lyg

\

b +— bxd — d
pry prq

comutar (evidentemente, f x g estd definido somente quando a xc¢ e bxd

existem em C);

2. o morfismo f+g=[ia0 f,i.0g|: atc — b+d, induzido pelos morfismos f:a b

e g:c<«d, éounico morfismo que torna o diagrama

a a, a+c e c
N
f T E[z‘aof,inog] T g
b — b+d — d

ip iq
comutativo (obviamente, f+ g so estd definido no caso de a+c e b+d existirem).
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Para finalizar esta seccao sao apresentadas algumas propriedades dos produtos e co-

produtos.

Proposigoes 39 : Sejam C uma categoria, a,b,c € ObjC e f,g,h,k € MorC. Entao:
1. ida X Zdb = idaxb;
2. axXxb=bxa;

3. (f xh)o(g,k)={(fog,hok) e (f xh)o(gxk)=(fog)x(hok).

Dualmente, tem-se:
4. 1dg + idy = idgip;
5. a+b=b+ a;
6. [9,k]o(f+h)=lgofikoh] e (g+k)o(f+h)=(g0f)+ (koh).
Prova: Sejam C uma categoria, a,b,c € ObjC e f,g,h, k € MorC.

1. Por definigdo de id, X idy = (id, o pra,idy o pry) : a X b — a X b, o diagrama

a & axb e,y
. <ida0p7‘a,idb0p7‘b>
(diag.3) idg | : | idy
a <+— aXxXb — b
pra Py

é comutativo. Por outro lado, por definigdo de um produto de a e b, (a xb, (pra, prs)),
e da prova da proposicao (35), conclui-se que existe um e um s6 morfismo s (iso-

morfismo) tal que o diagrama

axb
(diag.2) pasis N\pm
a — axb — b
Pra pry

comuta, com
s = tdgxp.

Assim, pela unicidade de s (ver (diag.2) e (diag.3)), tem-se
s = idgxp = idg X idp. |
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2. Fazendo as respectivas adaptagoes a prova apresentada na proposicao (35), os dia-

gramas
bxa
Pra (pra,pry)
S N (@%b, (pra, prs))
(diag.1) a & axb 2o (produtos de a por b)
Apra,pry)
\ V /p'rb (b X a, (pTa,pr))
Pra
bxa
e
bxa
(diag.2) o/ is o N

a «— bxa — b
Pra pry

sao comutativos. Logo,

(DTa, pro) © (Dra, pro) = idpxq

(respectivamente, obtém-se de forma andloga: (pr,, pry)o(pra, pry) = idaxp, trocando

os papéis de b X a e a x b nos diagramas anteriores) e, portanto,

(pra,pro) :bxa=axb W

3. Similarmente as provas anteriores, os seguintes diagramas

e e & oexe T oo
(g:k) N g%k L
g :
AN gl : l
a & axe Z& ¢ a £ axe 25 ¢
fxh fxh
: : h
Il ; Lh Il : J
b «— bxd — d b «— bxd — d
Pro pry pry pra

comutam. Portanto tem-se:

(fxh)olg.k) = (foghok) e (fxhjo(gxk)=(fog)x(hok). M

40



6- Igualizadores e co-igualizadores.
Em Conj, dado um par f,g: A = B de fungoes, considere-se que E é o subconjunto
de A no qual f e g coincidem, isto &,
E={zeA: f(z)=yg()}.
Entao a fun¢ao inclusao ¢ : £ — A é chamada igualizador de f e g.
A razao para o nome é que, sob composi¢ao com i, se tem:
foi=goi (isto é, as duas fungdes [ e g sao "igualadas" por 7).
Além disso, se h : C — A é algum outro igualizador de f e g (isto é, foh = goh),
entao existe apenas um morfismo k : C — FE tal que o diagrama
E 4 4L B
A g
k:  /h
C

é comutativo, isto é, i o k = h. Com efeito, para c € C,
(iok)(c) = (h)(c)

= iklc) = h(c)
= k) —

e, assim, h(c) € FE.
A situacao exposta acima é agora abstraida e aplicada as categorias em geral.
Definigoes 40 : Sejam f,g: a = b dois morfismos numa categoria C.

1. Um igualizador de f e g é um par (e, i), com e € ObjC ei € Morc(e,a), tal que:

(a) foi=goi

e

(b) se (¢,i"), come' € ObjC ei' € Morc(€,a), verifica foi' = goi, entdo existe
um unico k € More(€,e) tal que: iok =1

isto é, o diagrama sequinte comuta
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(diag.igualiz.) k:

2. Um co-tgualizador de f e g é um igualizador de f e g em C°P; isto é, um par

(e,1), com i € Morc(a,e), tal que:

(a) iof=ioyg

e

(b) sei' € More(a,e') verifica i’ o f =i’ o g, entao existe um, e um sd, morfismo

k€ Morc(e,€') tal que koi=71;

ou seja, o diagrama

f
b = a — e
g

comuta.
Vejam-se agora algumas propriedades dos igualizadores e dos co-igualizadores.
Proposigoes 41 : Seja C uma categoria. Em C,
1. todo o igualizador é um monomorfismo;
2. dois igualizadores de f e g sao isomorfos;
3. todo o co-igualizador é um epimorfismo;
4. dois co-igualizadores de [ e g sdo isomorfos.

Observacao 42 : um igualizador (respectivamente, co-igualizador) é definido, ape-

nas, a menos de isomorfismo.

Prova: Sejam f,g:a —b,i:e — a, i : e — a morfismos de uma categoria C.
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1. Suponha-se, por hipétese, que
(hip.) 7 igualiza f e g.
Admita-se ainda que
(hip.1) ioj=1iol, onde j,l: ¢ = e
(pretende-se mostrar que i ¢ um monomorfismo).
Assim, no diagrama (diag.igualiz.), tome-se:
(hip.2) ioj=1:¢ —a.

Tem-se entao

foi "2 joio ) T (foi)o " (goi)o T goliog) LY goi,

e, por (b) da definicao de igualizador, existe portanto um unico k (de ¢’ em e) tal
que: 1ok =1.
Mas,

ok =it M2 0 D o

logo tem-se, necessariamente (pela unicidade de k),
k=j=1. [ |
2. Suponha-se, por hipdtese, que (e, i) e (¢/,i') sdo dois igualizadores de f e g. Entao,
existem (exactamente) um morfismo k' € More(e,e’) tal que:
ok =1
e um morfismo k € More(e',e) tal que:
iok=1.
Assim,
(tok)ok' =i ok =io0id,,
e portanto, pela unicidade de k e de &/,
kok' =id,.
Analogamente prova-se que k' o k = id,.

Logo, k & um isomorfismo, e k' seu inverso. [ |
3. Por dualidade, da proposi¢ao (1) conclui-se (3). [
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4. Por dualidade, da proposicao (2) tem-se (4). [ |

O reciproco do teorema anterior nao é vilido em todas as categorias, conforme os

seguintes exemplos ilustram.

Na categoria Ny, 1 é monomorfismo (todos os morfismos o sdo), mas 1 néo igualiza
qualquer par (m,n) de morfismos. Com efeito, se 1 pudesse ser o igualizador de algum
par (m,n), ter-se-ia

mol=mnol, isto é, m+1=n+1.
Daqui, ter-se-ia

m=n,
e, portanto,

m+0=n+0.

Logo, por defini¢ao de igualizador, teria de existir um (tinico) morfismo k tal que:

1+k=0.

Mas, evidentemente, nao existe tal nimero em Nj.

Dualmente (em Ny), o epimorfismo 1 nao igualiza qualquer par (m,n) de morfismos.
De facto, se igualizasse algum, ter-se-ia 1 o0m = 1omn, e, portanto, 0 +m = 0 + n. Além
disso, por definicao de igualizador, teria de existir um morfismo k tal que: £+ 1 = 0; mas

nao existe tal nimero em Nj.

Em Cix <) (sendo X um conjunto parcialmente ordenado por <), cada morfismo é
monomorfismo (ver 16) mas os unicos igualizadores sao os morfismos identidade; de facto,
por defini¢ao de morfismo em C(x <) (existe, quando muito, um morfismo x — y), dado
um par f,g:a = b, tem-se, necessariamente,

f=y

Assim f oid, = g oid,, e, daqui, um igualizador para (f,g) é id,.

; f
ald—%a:kb
g
AN
ki 4
e/

(O diagrama acima é comutativo; efectivamente, se i’ : ¢/ — a é tal que foi = god,

entao existe exactamente um morfismo k(=1') : ¢ — a tal que: id, ok =1).
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Recordando que em Ny todos os morfismos sao epimorfismos, enquanto idy, =0 € o

tnico isomorfismo, o préximo teorema esclarece melhor a situacao descrita.
Proposigoes 43 : Seja C uma categoria qualquer. Em C,

1. um epimorfismo igualizador é um isomorfismo;

2. um monomorfismo co-igualizador é um isomorfismo.
Prova: Sejam C uma categoria e i, f,g € MorC.

1. Suponha-se, por hipétese, que i € um epimorfismo (hip.epim.) igualizador (hip.igualiz.)
de f e g. De (hip.igaliz.),
foi=goi,
portanto, por (hip.epim.), tem-se:
(hip.) f=g ((Axild') goid, (i) fo ida> .
Entao, no diagrama da definicdo de igualizador, considere-se ¢ = a e i’ = id,.
Obtém-se assim o seguinte diagrama
i !
e — a == b
9
A
ki Jid,

a

(diag.igualiz)

comutativo e, portanto, por (b) da definigao de igualizador, existe um tinico morfismo
k tal que:
(%) 1ok =1d,.
Logo,
(iok)oi ) id, 01 (e 1d) 1 (Az1d) 104d,.
Mas i é um igualizador, por conseguinte (ver proposigao 41) ¢ ¢ monomorfismo, e,

portanto,
(%) koi=id,.
De (%) e (xx) conclui-se que i ¢é isomorfismo. u

2. Por dualidade, da proposi¢ao anterior (1) conclui-se o pretendido. [
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7- Produtos fibrados. Somas almalgamadas.
Nesta 1ltima seccao do capitulo II vao ser estudados os produtos fibrados e seus duais
- as somas amalgamadas. Estas duas nogoes sao também casos particulares do importante

conceito de limite, conceito esse que serd estudado no préoximo capitulo.

Em Conj, o produto fibrado de duas fungoes, f e g, é definido tomando

(def. D) D=P={(z,y) € AxB: f(z) =g(y)}
(onde A, B sao conjuntos e D é um subconjunto do conjunto A x B), juntamente com

as projecgoes

f'=prg: D — B e g =pra: D — A
(z,y) =y (z,y) =

Desta forma, o diagrama seguinte

p 14
g | lyg
A — C
f

comuta; de facto, para cada (z,y) € D, tem-se:

(fopra)((zy) = flpral(z,v)))

= glprs((z,y)))
= (gopre)((z,y))

Generalizando o anterior, obtém-se a definicao seguinte.

Definicao 44 : Numa categoria C, um produto fibrado do par de morfismos (f,q) €
Morc(a,c) x More(b,c) é um par (d, (¢, f ")), onde d € ObjC e (¢, f') € Morc(d,a) x
More(d,b), tal que:

1. fog =gof'

e
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2. se um par (e, (h,j)), com (h,j) € Morc(e,a) x Morc(e,b), é tal que foh = goj,

entao existe um unico morfismo k : e --+ d tal que o sequinte diagrama

e
h ik N d 5o
a L a4 Lo com sub-diagrama® qg | lg
N S a - oc
¢

¢ comutativo, isto é, tal que h=¢g ok e j=f'ok.
O quadrado® (f, g, f',¢") do diagrama é chamado quadrado de um produto fibrado.

A [ (respectivamente ¢'), chama-se produto fibrado de [ (respectivamente g) ao

longo de g (respectivamente f).

Analogamente as nogoes de produto, de igualizador (etc), um produto fibrado também
s6 € unico a menos de isomorfismo. Com efeito, se (e, (h : e — a,j : e — b)) é um outro

produto fibrado de f e g, entdo existe (exactamente) um morfismo £’ : d --» e tal que
(%) hok' =¢ e jJok=jf"
Assim,
(gok)ok Dhok Dy =goidy, e (ok)okZfok®j=joid,
e portanto, pela unicidade de k e de £/,

kok =1id, e k' ok = 1d,.
A nocao dual de produto fibrado é chamada soma amalgamada.

Defini¢ao 45 : Numa categoria C, uma soma amalgamada do par (f, g) € More(c,a)x

More(c,b) é um par (d,(¢', ")), com (¢, f ') € Morc(a,d) x More(b,d), tal que:

1.gof=f"oyg

2. para cada par (e, (h,j)), com h,j € Morc(a,e) X More(b,e), tal que ho f = jog,

existe um C-morfismo tnico k:d --+ e que torna o sequinte diagrama
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e

A [’
AN S
A com sub-diagrama® g1 Tg
N\ /9 T
c

comutativo, isto é, tal que h=kog e j=kof'.

Vejam-se agora alguns exemplos.

Imagens inversas. Em Conj, se f : A — B é uma fungao e C' C B, entao o seguinte

diagrama comutativo

ir-1(c)

/e = A
fl1o) 1 Lf
C — B

ic
é o quadrado de um produto fibrado onde, como usualmente, os morfismos i denotam
inclusoes e f|p-1(cy(z) = f(z), paraz € f71(C) ={z € A: f(z) € C} (a imagem inversa
de C por f).
De facto, para todo o x € f~1(C),
(ic o fli-1(cy) (2) = ic (flp-1(c)())
=ic (f(z))
= f(z)
= fiy20)(@))
= (foif1ce)) (@)

Produto fibrado de f por f. Sejam f: A — B uma funcao e R; uma relacao de
equivaléncia em A, associada a f, tal que:
Ry = {(,y) € Ax A: f(z) = f(y)}
ou
rRpy  seesose f(z) = f(y) (com z,y € A).
A luz do exemplo apresentado na motivacdo do inicio desta seccio, conclui-se que o

diagrama (comutativo)
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é o quadrado de um produto fibrado, onde pry = pry = prs.

Nicleos. Em Mon, considerem-se um homomorfismo (de monéides) f : M — N e o
seu nucleo
K={xeM: f(x)=15}.

Entao o diagrama (comutativo)

K — M
k1 | LS
1 — N

¢ o quadrado de um produto fibrado, onde 1 é um mondide com um tinico elemento 1
(assim, 1 é um objecto inicial e terminal).

Com efeito, Vx € K,
(foi)(z) = f(i(z)) = f(z) = Iy =lan(1) =lin (k1 (7)) = (livolka) ().

Numa categoria Cix,z (com (X, R) um conjunto pré-ordenado), considerem-se os

seguintes diagramas

Cc

I b e N
I Y I 2 = Prand
P ™~ /9

.

O diagrama (x) é o quadrado de um produto fibrado <= s ¢ um produto de p e g.

De facto:

(=) se (x) é o quadrado de um produto fibrado, entéo (s, (¢’, f ’)) € um produto de p
e ¢ (porque, por defini¢do de produto fibrado, para cada par (c, (fp, 9,)), com f, : ¢ — p
e g, : ¢ — ¢ morfismos, existe um unico morfismo (f,, g,) : ¢ — s fazendo o diagrama
(**) comutar).

(<) analogamente, se s € um produto de p e ¢, entdo, por definigdo de produto de p

e ¢ (e, por definicao de Cx p), existe, no maximo, um morfismo s — ), (*) é o quadrado
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de um produto fibrado de f e g.

Em qualquer categoria com um objecto terminal, se o seguinte diagrama

e
hy ik N
a £ d EN )
'\, /!

1

é o diagrama (comutativo) de um produto fibrado, entao (d, (f,g)) ¢ um produto de

aeb (ver 44 e 33).

Em qualquer categoria C, se (%) é o diagrama de um produto fibrado, entéo i é um

igualizador de f e g (ver os seguintes diagramas comutativos)

e ' f
: . e N a = b
he ok N A g
* i i *%
D
I\ /g o
b

e, por dualidade, se (%') é o diagrama de uma soma amalgamada, entdo i é um

co-igualizador de f e g (ver os seguintes diagramas comutativos).

/

e
A b f i
. . = a — e
, h/ k \j , 9
(') a = e &£ oa (') h=7"\ Vk
TN e e
b

Proposigoes 46 : Em qualquer categoria C,

1. o diagrama comutativo (x1) é o quadrado de um produto fibrado se e sé se f :a — b

é um monomorfismo;

a idg a
(1) idg | Lf
a —
f
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2. se o diagrama comutativo (x3) é o quadrado de um produto fibrado e f:c — d é

um monomorfismo, entao f':a— b também é um monomorfismo;

a f—’> b
(*2) ! !
c — d

f

Por dualidade tem-se que:

3. o diagrama comutativo (x}) é o quadrado de uma soma amalgamada se e s6 se [ é

um epimorfismo;

ida
a < a
(*1) idg 1 T
a —
f

4. se o diagrama comutativo (x4) é o quadrado de uma soma amalgamada e f é um

epimorfismo, entdao f ' também é um epimorfismo.

a <f—, b
(*3) T T
c «— d

f

Prova:

1. Sejam f:a — b, h,j:e = a C-morfismos.

e
hy kNG
(diag.) a g L
FN i
b

(«<=) Suponha-se, por hipétese, que f é um monomorfismo (hip.). Suponha-se

ainda que (e, (h,j)) é tal que:
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(hip.1) foh=foj
(pretende-se mostrar que existe um tnico k : e --+ a tal que:
(T.) h=id,ok e j=rid,ok).
De (hip.) e de (hip.1), vem:
h=7j,
logo, o diagrama (diag.) comuta (ou seja, verifica-se (7)) tomando
(hip.2) k=h=j.
Agora suponha-se que k' também é tal que:
(hip.3) h =id, o k' e dd,ok =73
(ou seja, h = id, o k' = j, ou ainda, h = k' = j). Assim, de (hip.2) e de (hip.3),

k' = k.

(=) Suponha-se, por hipétese, que o diagrama comutativo (*;) é o quadrado de
um produto fibrado. Portanto, sempre que foh = foj, existe um unico C-morfismo

k:e--»a que torna o diagrama (diag.) comutativo, isto ¢, tal que
h=1d,0k e j=1d, ok,
logo,
h=Fk=j.
Daqui conclui-se que f é monomorfismo. |
. Suponha-se, por hipétese, que o diagrama comutativo (*2) é o quadrado de um

produto fibrado (hip.1), com f um monomorfismo (hip.2). Suponha-se ainda que

flop=f'ogq comp,q:e—a C-morfismos (hip.3)

(pretende-se mostrar que p = q).

e
hy (al) ik N
() c £ a L b
I\ /g
d

De (hip.1),
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(hip4)  fog =gof’
e, sempre que foh = go j, entao existe um (unico) C-morfismo k : e --» a tal que:
(hip.5) h=¢ ok e j=f"'ok;

(isto é, o diagrama (x%) é comutativo). Finalmente, de (hip.3), tem-se:

flop=f'oq = go(f'op)=go(f'oq)

= (gof')op=(gof')ogq (Az.As.)
= (fog)op=(fog)oq (hip.4)
= gJop=goq (=h) (Az.As.) e (hip.2)
= p=q (=k) (hip.5)
e portanto f’ também ¢ um monomorfismo. [ |
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Capitulo III - Functores, limites e transformacgoes
naturais.

Neste terceiro capitulo sao apresentados os conceitos de functor, de composicao de
functores, e define-se a categoria de functores e, finalmente, o importante conceito de
limite de um functor, tendo ja sido introduzido seu estudo através de casos particulares

como o de produto, igualizador e produto fibrado.

1- O conceito de functor (covariante).
Um functor (entre categorias) tem um papel idéntico ao de uma fungao (entre conjun-

tos): é uma correspondéncia entre categorias que preserva estruturas.

Definicao 47 : Sejam C e D duas categorias. Um functor (covariante) F' de C em
D, F:C — D, associa:

1. a cada C-objecto a, um D-objecto F(a) (ou Fa), chamado imagem de a por F':
F: 0bjC — ObjD
a —  F(a)
2. a cada C-morfismo [ :a — d', um D-morfismo F(f): F(a) — F(d) :

Fow: Morc(a,a’) —  Morp(F(a), F(a))
f = Fou(f) (ou ainda, F(f); ou simplesmente, F'f)

de tal modo que se verificam as sequintes condi¢oes:
(F1): F(gof) = F(g)oF(f), paratodo o par (g, ) de C-morfismos componiveis
(ou seja, sempre que a composicdo go f esta definida);

(F2): F(id,) = idp(), para todo o C-objecto a.

Observacao 48 : A condigao (F1) afirma que a F-imagem de uma composicao de

dois morfismos é a composicao das suas F-imagens, isto é, sempre que o diagrama

f /
a — a
h\ lg

al/

comuta em C (h = go f), entdo o diagrama
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comuta em D (F(h) = F(g)o F(f)).

Resumidamente, um functor (covariante) € uma transformagao que "preserva" dominios,
codominios, identidades e composigoes.

Vejam-se agora algumas definicoes e uma propriedade acerca de functores.
Definigoes 49 : Um functor F : C — D diz-se:

1. fiel se a fungio F, . for injectiva, para todo o par de objectos a,a’ de C;

2. pleno se a fungao F, for sobrejectiva, para todo o par de objectos a,a’ de C;

3. ingectivo em objectos se a respectiva funcao ObjC —ObjD for injectiva;

4. uma tmersao se for fiel, pleno e injectivo em objectos.

Teorema 50 : Qualquer functor F : A — B preserva isomorfismos; isto é, sempre que

AL A ¢ um isomorfismo de A, entdo F(k) é um isomorfismo de B.

Prova: F(]{) o F(k‘*l) = F(/{} o k‘fl) = F(idA/) = idpy.
Similarmente, F(k™!) o F(k) = idpa. |
Seguidamente sao apresentados virios exemplos de functores que terao, alguns deles,

grande relevincia neste trabalho.
Exemplos 51 : Sejam C, D e A trés categorias.

1. o Functor identidade idc : define-se da sequinte forma

ch . C = C
a +— ide(a)=a
[ ide(f)=f

e Quando C é uma subcategoria de D, a mesma regra providencia um functor

inclusao I, : C — D.

Obuviamente, quaisquer que sejam a La%a € MorCeac ObjC, sdo satisfeitos:
(F1): ide(go f)=go f=ide(g)oide(f);
(F2): ide(id,) = idy = idig,(q)-
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2. Functor constante C,: para cada A-objecto a,
(Def.C,) C.,: C — A
c — a
(f:c—d) — (id,:a—a)
Sejam ¢ ERPREN C-morfismos e ¢ um C-objecto, quaisquer. Entao, sao satis-

feitos:

(F1): Cu(go f) "L id, "2 id, o id, "L™) C,(9) 0 Culf):

(F2): C,(id.) = id, = idc,(c)-
3. Functores de esquecimento:

(a) Admita-se que C é uma das categorias da lista original (2, pagina 4; por ezemplo
C = Grp). Entao, um C-objecto é um conjunto envolvendo alguma estrutura

adicional.

Functores de esquecimento U : C — Conj, com

U: C — Conj
x 9 x (associa cada C-objecto X ao seu conjunto subjacente)

f ) [ (associa cada C-morfismo f a fungdo suporte)

Sejam X Ly % zec -morfismos e X um C-objecto, quaisquer. Sao satisfeitos:
() ()
(F1): U(go f) = gof = Ulg) o U(f);
(F2): Ulidx) 2 idy < idy ).
Assim U "esquece” a estrutura definida sobre os C-objectos e "lembra" somente

que os C-morfismos sio fungoes (entre os conjuntos).

(b) Functores de esquecimento Uy : (C |Y € a categoria dos C-morfismos de
codominio Y € ObjC)

UyZ CLY — C
(C, ) Yo
(c.n e ©Wow

onde (C, f) simboliza (f : C — Y). Sejam (C, f) *, ' 1 LN c” M
(C lY)-morfismos e f um (C |Y)-objecto, quaisquer; entao, sao satisfeitos:

(F1): Uy(lok) 2 1ok Uy (1) 0 Uy (k);
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. *x) e (diag.) . *)
(FQ).‘ Uy(ld(af)) (%) :( 9 ch (:) Zde(C,f)'
(diag.) N\ S
Y

4. Functor poténcia (conjunto das partes):

P: Conj —  Conj
A —  P(A) (conjunto das partes de A)
| S(CA) — P(S) = fIS](C B)

Sejam A L 4o fungées (Conj-morfismos) e A um conjunto (Conj-objecto),
quaisquer. Entao, para qualquer S € P(A), tem-se:

(F1): P(go f)(S) =(gof)I[5]
g(

I
~—
b
~~

o)
~—

o

P(f)) (S);
(FQ).‘ P(ZdA)<S) = ZdA [S] =5 = idp(A)(S).

5. Functor F :Cpp<) — Cpr <y : € simplesmente uma funcio F' : P — P’ que é
mondtona (isto é, sempre que r1 < xo (em P) entao F(x1) <' F(x3) (em P')), ou
seja,

F: P — P

(1< a0) = (Fler) gy Floa)

Sejam w1 < a2 <yr a3 Cp<y-morfismos (com F(x1) <pppy F(x2) <y Flxs))

e x um elemento de P, quaisquer. Entao sao satisfeitos:

(F1): F(Sgner) = Sk oep
TS <o e
= F(gr)eF(sy);
(F2): F(<ia,) =<Fpus)= 1dr@) (pela reflerividade de < (e de <'), tem-se

T <ig, ¢ (e F(x) <piq,y F(2)), para qualquer z em P).
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e Caso especial: P(A) - o conjunto das partes de A (parcialmente ordenado por

C); de facto, dada a funcio f: A — B e dados os conjuntos X,Y C A, tem-se:
XCY somente se f(X) C f(Y);

logo, FF ="P(f): P(A) — P(B) é um functor.

. Functor - homomorfismo de mondides. Um functor entre mondides (M, *,e)
e (M' ' €) (aqui considerados como categorias com um objecto), é essencialmente
um homomorfismo de mondides, isto é, uma func¢ao
F: M — M tal que F(zxy)=F(z)* F(y), comz,y € M.
e el
r =

Por definicao de F, tem-se:
(F1): F(zxy) = F(x)« F(y), comz,y elementos de M quaisquer;

(F2): F(e) =

. Functor "produto direito": Se em C estd definido o produto de quaisquer dois
objectos, entao, para cada C-objecto a,
—xa: C — C
b — bxa
(f:b—¢c) — (fxid,:bxa—cXa)

determina um functor.

DTy pr
b <~ bxa — a
f><zda (fopry,idqopra)
Il : Lid,
\
Pre Pra
C — cXa — a
g Xida=(gopre,idqopra)
gl : lid,
\
d «— dXxa — a
prq PTa

Sejam b Leddc -morfismos e b um C-objecto, quaisquer. Entao, verificam-se:

(F1): (—xa)(gof) = (gof)x (id,oid,)

WL (g0 f)opra,ida o pra)
(g % idy) o (f x id,)
(= x a)(g) o (= x a)(f);
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(FQ).‘ (— X a)(zdb) = idb X ida
TED iy
= dxa)-

8. Functores Morc(a,—): para todo o C-objecto a fizo, tem-se:

Morc(a,—): C —  Conj

b —  Morc(a,b)

More(a, f): Morc(a,b) — More(a,c)
(f:b—¢) +—
g — foyg
Sejam b RN d,g : a — b C-morfismos e b um C-objecto, quaisquer. FEntao
tem-se:
(F1): Morc(a,(f' o f))(g) = (f'ef)oyg

= [o(foy)
= f'o(Morc(a, f)(g))
= Morc(a, [')(Morc(a, f)(9))
= (Morc(a, f') o More(a, f))(g)
assim, Morc(a,(f' o f)) = Morc(a, f') o More(a, f);
(F2): Morc(a,idy)(g) = idyog
= g
= idpore(ap)(9)
logo, Morc(a, —)(idy) = idnrore(a,—)(b)-

2- Functores contravariantes.

Todos os functores considerados até agora sao functores designados por functores co-

variantes: eles preservam a "direc¢ao" dos morfismos (ou seja, ao dominio de um morfismo

¢ atribuido o dominio do morfismo imagem e, similarmente, para codominios). A palavra

functor, usada sé, ird significar "functor covariante". Vai-se agora definir a nocao de

functor contravariante.

Um functor contravariante F' de C em D é um functor que inverte direcgoes, transfor-

mando dominios em codominios e vice-versa. Mais especificamente, F' é um functor con-

travariante se sempre que f : z — y é um C-morfismo, entao tem-se F(f) : F(y) — F(x).

Portanto, um functor contravariante de C em D é como um functor covariante da categoria

dual C? em D, e daqui a defini¢ao seguinte.
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Definigao 52 : Sejam C e D duas categorias. Chama-se functor contravariante

F:C— D aum functor (covariante) F : C®? — D.

Observacao 53 : Por outras palavras, tem-se

F: C — D
a — Fla) (= F(a))
(fra—b) = (F(f):F@®) = Fla) (onde F(f)=F(f))
tal que:

(F1°): F(gof) = F(f)oF(g) (isto é, se h = gof entdo F(h) = F(f)oF(g));
(F2’): F(id,) = iz (=F(id,) =idp(a)) -

Vejam-se agora casos concretos de functores contravariantes, nomeadamente, More(—, a),

que terd um papel relevante nesta tese.
Exemplos 54 : Seja C uma categoria.

1. Functor contravariante I : Cp<) — Cipr<1y). F é uma fungdo tal que:

se  p<gq(emP) entio  F(q) <' F(p) (em P').

2. Functor contravariante poténcia (conjunto das partes):

P: Conj —  Conj
A —  P(A)
Goaop o [PO=IE PB) - PO
X(C€B) — [fX](CA

Sejam A LB fungées (Conj-morfismos) e A um conjunto (Conj-objecto),

quaisquer. Entao, para cada X € P(C) e cada Y € P(A), tem-se:
(F1): Plgo)(X) =(gof) " [X]
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(F2°): Plida)(Y) =id; [Y] =Y = i ()

3. Functor contravariante Morc(—,a), onde a é um objecto fixo de C. Este functor

define-se da maneira sequinte

More(—,a): C —  Conj
b —  More(b,a)
More(f,a): More(c,a) —  More(b,a)
(fib—e) o

g = (gof)

Sejam b Leddlac -morfismos e d um C-objecto, quaisquer. Entao, verificam-

se!

(F1°): Morc(go f,a)(h) = ho(gof)

= (hog)of

= More(f,a)(hog)

= More(f,a)(More(g,a)(h))

= (Morc(f,a) o Morc(g,a)) (h),

logo, Morc(—,a)(g o f) = Morc(—,a)(f) e More(—,a)(g);

(F2’): (Morc(idg,a))(h) = hoidy

= h

= idrore(da)(R),

ou seja, More(—, a)(ida) = idnrore(—a)(d)-

Categoria Cat.

Intuitivamente pode-se agora formar uma categoria Cat, cujos objectos sao as catego-
rias pequenas e cujos morfismos sao os functores respectivos. Obviamente, os morfismos
identidade de Cat sao os functores identidade ide : C — C (onde C ¢ uma categoria
pequena). A lei de composicao é definida de forma natural também: dados dois functores

F:A—BeG:B— C,acomposigao de G e F', é o functor

GoF: A — C
a —  GF(a)
(f:a—0b) — (GF(f):GF(a) — GF(b))

61



Sejam D AAatplc functores, quaisquer. Entao, tem-se:
o (Ax.As.): Go(FoH)=(GoF)oH,
o (Ax.Id.): idgo F =F e Goidg=G.

3- Limites e colimites.

As definigoes de produto de dois objectos, de igualizador de dois morfismos (etc) tém
a mesma forma bdsica. Em cada caso, a entidade em questao tem uma certa propriedade
canodnica. No caso dum igualizador a propriedade é de igualizar os dois morfismos originais.
No caso dum produto de a e b, a propriedade é de ser o dominio do par de morfismos dos

quais os codominios sao a e b (etc).
Definigoes 55 : Seja F : D — C um functor.

1. Um cone para F (ou F-cone) é um par (¢, (fq: c — F(d))), onde ¢ é um C-objecto
e fq € MorC para todo o D-objecto d, tal que, para cada D-morfismo g:d — d', o

sequinte diagrama

C
fa/ 1 far
Fd) — F(d)

Fg

é comutativo, isto é, Fgo fg = fq:.

2. Um F-cone (I, (fq: 1 — F(d))) diz-se um cone limite (ou simplesmente limite) de
F se, para cada F-cone (I', (f}: 1! — F(d))), existir um tnico morfismo h : 1 — I,

tal que o diagrama

I - [

fi™\ s
F(d)

comuta para todo o D-objecto d, isto é, fi = faoh para todo o d € ObjD.

Por dualidade, definem-se também:
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3. Um co-cone para F (F—co-cone) é um par (c,(fq : F(d) — ¢)), onde fq € MorC

para todo o D-objecto d, tal que, para cada D-morfismo g : d «— d', o sequinte

diagrama
c
fa /" T Ja
F(d) < F()

Fg

¢ comutativo, isto é, fy0 Fg= fu.

4. Um co-cone (I, (fqa: F'(d) — 1)) de F' diz-se um co-cone colimite (ou simplesmente
colimite) de F' se, para cada F—co-cone (I',(f}: F(d) — 1)), existir exactamente

um morfismo h : 1 — l', tal que

fa ™ /" Ja
F(d)
comuta para todo o D-objecto d, isto é, fi, = ho f; para todo o d € ObjD.

Assim como por exemplo um produto de dois objectos, quando existe, s6 é tinico a
menos de isomorfismo, um limite para um functor F, quando existe, também é tinico
apenas a menos de isomorfismo (isto ¢, se (I, (fs: Il — F(d))) e (I',(f; : ! = F(d))) sao
cones limite de F), entdo existe um isomorfismo h : I’ — [ tal que f;0 h = f; para todo o

D-objecto d).
Exemplos 56 : Seja F': D — C um functor.

1. Se D =Cx, com ObjCx = {a,b} e MorCx = {id,,idy}, entao F consiste exacta-

mente no par (Fa, F'b) de objectos de C e o seu

(a) limite, quando eziste, é o produto de Fa e F'b em C; de facto, F pode ser inter-

pretado como no sequinte diagrama (sem morfismos para além das identidades)
F(a) F(b).
Entao, um F-cone é um par (¢,(f : ¢ — F(a),g : ¢ — F(b))), onde ¢ é um

C-objecto e f, g sao C-morfismos, da forma
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Um F-cone limite, quando existe, nio é nada mais do que um produto de F(a)

e F(b) em C, isto é, o diagrama sequinte comuta

e ; N g

\

F(a) <« F(a)xF(®) — F()
(b) colimite para o functor F, quando eziste, é um co-produto de F(a) e F(b).

2. Seja D a categoria com dois objectos, a e b, e dois morfismos nao triviais distintos,

f,g:a—b. Un F-cone para

¢ um par (c,(h:c— F(a),j:c— F(b))), tal que o diagrama

C

h N J
F(a) i F(b)

Fg

comuta; mas, este facto requer que
j=Ffoh=Fgoh.

Neste caso pode-se dizer simplesmente que um F-cone é um par (¢,h : ¢ — F(a))

tal que o diagrama

comuta, isto é, F'f oh = Fgqgo h.
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Um F-limite é um igualizador (e,i) de F'f e Fg. O diagrama que se seque é entdo

comutativo.
e
A
ki N\ 1
h Ff
c — F(a) = F(b)
Fg

3. Seja F' o functor vazio (D = &; sem objectos, logo, sem morfismos também,).

(a) Um F-cone é entio simplesmente um C-objecto ¢ (nao hd morfismos fy porque

D ndao tem objectos d).

Um F'-cone limite é entao um objecto ¢ tal que, para qualquer outro C-objecto

d (F-cone), existe exactamente um morfismo ¢ --+ c.

7

Por outras palavras, um limite para o functor vazio é um objecto terminal c

em C.

(b) Um colimite para o functor vazio F' é um objecto inicial em C.

4. Seja D a categoria que tem trés objectos a, b, ¢ e dois morfismos nao triviais
f:ra— ¢ g:b— c Entao, o limite de F' em C, quando existe, é o produto
fibrado do par F(a) HF (c) Kia (b) de C-morfismos. De facto, um cone para

o diagrama

Fl(a) F(b)

consiste de trés morfismos F'f', F'h, F'g’, tais que o diagrama

F@g 2 ra) = re)
FfN [Fh [/ Fg
F(e)
comuta; mas, este facto requer que Fh=Fgo Ff' = FfoFy¢.

Assim, pode-se dizer simplesmente que um cone é um par F(a) i (d) LiERR (b)

de C-morfismos tais que Fgo Ff' = Ffo Fqg'.
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4- Transformacoes naturais.

Tendo originalmente definido categorias enquanto coleccoes de objectos com morfismos
entre eles, introduzindo functores subiu-se um degrau na escada da abstraccao, podendo
considerar categorias como objectos, functores como morfismos entre eles, como exposto
anteriormente.

Nesta seccao vai dar-se mais um passo em frente pois, dadas duas categorias C e D,
vai-se construir uma categoria, a categoria de functores, denotada por Funct(C,D), ou
DC, na qual os objectos sao os functores de C em D.

Assim precisa-se de definir o que ¢ um morfismo entre dois functores, e é aqui que
entram as transformacoes naturais, uma das noc¢oes mais importantes em Teoria das
Categorias. Uma transformacao natural é uma relacao entre dois functores. Por vezes
duas construgoes completamente diferentes providenciam "o mesmo" resultado e isso é
expressado por um isomorfismo natural entre os dois functores.

Vejam-se entao formalmente cada um destes conceitos.
Definigoes 57 : Sejam F,G : C — D functores e a € ObjC.

1. Uma transformacgdo natural 7 : F — G (de F em G) é uma classe de morfismos
(Ta : F(a) — G(a) Jscovjc em D, indexada por ObjC, tal que, para cada C-morfismo

f:a—0b, o diagrama

a F(a) = G(a)
Fl E) | 2
b Fb) — G(b)

Tb

comuta em D, isto é, Ty0 F(f)=G(f)oT,.

Os morfismos T, sdo chamados componentes de T e, habitualmente, usa-se a sim-
. T , ~
bologia 7 : F — G, ou F' — G, para denotar que T é uma transformagao natural de
] [ ]

F emd@.

2. Uma transformacao natural 7 : F — G diz-se um tsomorfismo natural se qual-

quer componente T, de T é um isomorfismo de D.

Nestas condigoes diz-se que F' e G sao functores isomorfos e denota-se um iso-

morfismo natural por 7 : F = (.
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No caso de T ser um isomorfismo natural, a F-imagem e a G-imagem de C podem
ser interpretadas como semelhantes em D e cada T, : F(a) — G(a) tem um inverso
-1

7.1 G(a) — F(a) (por sua vez, estes morfismos 7, formam as componentes de

um isomorfismo natural 771 : G — F).
o

Composicao de transformacgoes naturais.
Sejam A, B, C, D quatro categorias, "G, H,J : A— B, K,L:B—C e M:C—D
functores. Entao, define-se da seguinte forma uma lei de composi¢ao das transformacoes

naturais F % G 25 H 2 T
1. foa: F — H éuma transformagao natural definida por (8o «), = 3, 0 ay,

2 (yoB)oa=70(Boa)=yoBoa:F —J, com (7,0 8,) 0= 7,0 (8,0 ay),

para todo o a € ObjA.

Por outro lado, para todo o functor F' : A — B define-se em A uma transfor-
macgao natural identidade 7 = idp : F — F (que ¢ isomorfismo) definida por
(idpa : Fa — Fa),copia-

Por fim, para todo o morfismo f : a — a’ em A, o diagrama comutativo

Fa 2% Ga a
Ffl LGf fl
Fad — Gd a

origina o diagrama comutativo

KFa %% KGa a
KFf | | KGf £l
KFad o KGd a

logo, K« é uma transformagao natural de K F para KG. (Similarmente, se § : K — L
é uma transformacao natural, entao 0F, = dp, : KFa — LFa também é uma transfor-

magao natural).
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Categoria de functores Funct(A, B).

Sejam A e B duas categorias quaisquer. Designe-se por Funct(A, B) a classe de todos
os functores de A em B.

Para I’ ¢ G objectos de Funct(A,B), seja Mor(F,G) a classe de todas as transfor-
magoes naturais de F' em G.

A lei de composi¢ao das transformagoes naturais, definida acima, permite munir
Funct(A, B) de uma estrutura de categoria no caso da classe Mor(F,G) ser um con-
junto para todo o par (F,G).

Suponha-se que A é uma categoria pequena (isto ¢, um conjunto). Entao, da defini¢ao
de uma transformacgao natural a : F' — G pode-se escrever:

a = (q)acobjas

logo, em virtude da defini¢cao de produto de uma familia de conjuntos, tem-se:
o EaegbjAMor(Fa, Ga), Ya € Mor(F,G),

portanto,
Mor(F,G) CaegbjAMor(Fa, Ga).

(por conseguinte Mor(F,G) ¢ um conjunto).

Daqui por diante, quando se falar de uma categoria Funct(.A, B) (categoria de func-
tores de A em B e das transformagoes naturais entre eles), supor-se-a sempre que A4 é

uma categoria pequena.
Exemplos 58 :

1. Em Conj, para cada conjunto A, tem-se A= A x 1 (ver 37.4). Este isomorfismo

origina um isomorfismo natural, conforme se mostra abairo usando o functor
—x1:Conj — Conj (descrito no exemplo 51.7).

Para f: A — B, o sequinte diagrama (x)

A A B Ax1 A
] ) (ida,la1)
(x) f1 fl L fxidy (%) idy ; Nai
B B — Bxl1 A «— Ax1 — 1
B pra pri

comuta, onde T(x) = (x,1), e similarmente para T (T4 = (ida,'a1)). O lado

esquerdo do quadrado acima é a imagem de f pelo functor identidade, idcon;.
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Assim, as bijeccoes T4 sdo as componentes de um isomorfismo natural

T ideon; — —x1
A — Ax1
f — indl

2. Em Conj, tem-se também A x B = B x A pela fung¢io "tor¢ao”
twg: AxB — BxA
(z,y)  — (y,7)
Para dado conjunto A, tem-se um functor "produto esquerdo” (analogamente ao
exemplo 51.7)
Ax —: Conj —  Conj
B — AxB
(f:B—=C) — (idaxf:AxB—AxC)

Para qualquer fungao f: B — C, o diagrama

B AxB ™ BxA

fl ida < f | L fxida

C Ax(C — (CxA
TWC

comuta, mostrando que as bijeccoes Twg sao as componentes de um isomorfismo
natural
T: Ax— — —xA
AxB +— BxA
1dy X f = f X 1d g

Para finalizar esta seccao apresenta-se uma definicao que terd grande relevancia em

seccoes posteriores.

Definicao 59 : Sejam A uwma categoria e F : A — Conj um functor. Entdo, diz-se que
F é um functor representdvel se existir um isomorfismo natural o : F' — Mor4(a, —),
para algum a € ObjA.

Neste caso, diz-se que o A-Objecto a representa o functor F.

Um exemplo de functor representdvel é o functor identidade idc,,; : Conj — Conyj,

sendo representado por qualquer conjunto singular.
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5- Equivaléncia de categorias.

E uma questdo natural perguntar sob que condicdes duas categorias podem ser con-
sideradas como sendo "essencialmente o mesmo", no sentido em que os teoremas numa
categoria podem ser prontamente transformados em teoremas numa outra categoria. A
equivaléncia de categorias é a ferramenta principal empregue para descrever essa situacao

e é dada por functores apropriados entre duas categorias.

Definigao 60 : Um functor F' : C — D diz-se um tsomorfismo se F tem um inverso,
isto é, se existir um functor G : D — C tal que:
GoF =ide e FoG =1idp.
Diz-se que C e D sao categorias isomorfas, C = D, no caso em que existe um

functor isomorfismo F.

Observagcao 61 : De uma forma equivalente diz-se que F é um isomorfismo se for

pleno, fiel e bijectivo em objectos.

Esta nocao de "semelhanca" é mais estrita do que necessédrio. De facto, se F' tem
inverso G entao, para dados C-objecto a e D-objecto b, tem-se:
a=G(F(a)) e b= F(G(b))
e, sob o ponto de vista da teoria das categorias, podem-se ainda considerar C e D como
"semelhantes" se se tem apenas
a=G(F(a)) emC e b=F(G(D) emD.
Por outras palavras, C e D sa@o equivalentes se os isomorfismos a — G(F'(a)) e

b — F(G(b)) sao naturais. Formalmente:
Definigoes 62 : Seja F' : C — D um functor.

1. F diz-se uma equivaléncia de categorias se ezistirem um functor G : D — C e

isomorfismos naturais
Tiide 2 GoF e o:idp = Fod.

Neste caso, as categorias C e D sao equivalentes, C ~ D.

2. As categorias C e D dizem-se dualmente equivalentes se C? e D sdo

equivalentes.
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Sejam C uma categoria com um unico objecto ¢ e um tnico morfismo id., € D uma
categoria com dois objectos, d; e dy, e com dois morfismos nao triviais, f : d; — dy e
g :ds — dy, tais que go f =idy, e fog = id,,. Entao, as categorias C e D sao um exemplo

de categorias equivalentes.

6- Adjuncoes.

Um outro conceito fundamental em teoria das categorias é o conceito de adjungao.
Antes de descrever uma situagao de adjuncao, relembram-se as defini¢oes dos functores
Mor(a,—) e Mor(—,a) que serao imprescindiveis nesta seccao.

Dada uma categoria A, existem dois functores de A para Conj que podem natural-
mente ser associados a um objecto de A.

O functor (covariante) Mor 4(a, —), associado a um objecto a de A, é o functor

Morg(a,—): A —  Conj
b —  Mory(a,b)
. g« = Mory(a,g) : Mor(a,b) — Mor(a,b)
g:b—=0 —

h = g«(h) = gh

O functor contravariante Mor4(—,b), associado a um objecto b de A, é o functor

Mora(—,b): A —  Conj
a —  Mory(a,b)
f*=Mors(f,b): Mory(a,b) — Mor(a',b)

f:d —a —

h = f*(h)=hf
Sejam G : A — B e F : B — A functores entre as categorias A e B. Dados um

A-objecto a e um B-objecto b, obtém-se F'(b) em A e G(a) em B.

a -5 G(a)

Uma situagao de adjuncao ocorre quando existe uma correspondéncia exacta de morfis-
mos entre estes objectos, nas direcgoes indicadas na representagao acima pelos morfismos
quebrados, de modo que qualquer passagem de a para F'(b) em A é feita unicamente pela

passagem de G(a) para b em B. Por outras palavras, o par (G, F') diz-se formar uma
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adjungao (ou ser um par adjunto) se, para cada a € ObjA e b € ObjB, existe uma
bijecgao
(1) ¢ = ¢, Morg(Ga,b) = Mor(a, F'b),
que é natural em a e em b, isto é, para quaisquer A-morfismo f : a — a' e B-morfismo

g :b— U, os seguintes diagramas

Morg(Ga,b) —> Mor(a, Fb) Morg(Ga,b) —> Mor4(a, Fb)

(Gl L g 1 L (Fg).

Morg(Gd',b) o~ Mor4(d’, Fb) Morg(Ga,b') - Mor 4(a, Fb')
a’ b a,b’

comutam ou, equivalentemente, para todo o B-morfismo h : Ga — b,
(@o(Gf))(h)=(feg)(h) e (Pog)(h)=((Fg)o)(h)
isto é,
1) ¢ (h(Gf) =o(h)f e  ¢(gh) = (Fg)p(h)
(omitindo os indices de ¢).

Neste caso (quando ¢ existe), G é um adjunto esquerdo de F, e F' ¢ um adjunto direito
de G, e o triplo (G, F; ¢) ¢ uma adjuncao de A para B.
Usando as condicoes de naturalidade de ¢, pode-se ver que seu inverso ¢ satisfaz, para

todo o A-morfismo h : a — Fb,

n.2) @ (h)(Gf)=v(hf) e  go(h) =¢((Fg)h).

Uma situacao de adjungao é exprimivel em termos de morfismos especiais associados a
cada objecto de A e de B. De facto, se (G, F') é uma adjuncao, entao a cada B-identidade
idgq : Ga — Ga pode ser associada a um A-morfismo ¢ (idg,) =1, : @ — FGa (tomando
b = Ga em (1) e aplicando a componente apropriada de ¢ a idg,). Além disso, se

h:a — a' é um A-morfismo, entdo a naturalidade de ¢ implica que o diagrama

a % F(G(a)) a
hl L F(G(h)) hl
a — F(G(d)) a

comuta para todos os A-morfismos h, isto é,
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(FGh)n, (F'Gh) ¢ (idca)
¢ ((Gh) idga)
o(Gh)

¢(idca (GR))
o(idga )h

== T/G/h

B
[RTETE

A
3
=

=

Deste modo os morfismos 7, formam as componentes de uma transformagao natural
N :idg - Fod,

chamada a unidade da adjuncao.

Similarmente, considerando o inverso ¥ de ¢ e tomando a = Fb em (1), ¢ obtido um

B-morfismo v (idgy,) = €, : GFb — b para todo o B-objecto b, tal que o diagrama

G(F(b) = b b
G(F(h)) | Lh hl
GF®E)) — v b

€yt

comuta para cada b KR b, isto é, ey (GFh) = he.

A transformacao natural € : G o F' — idg é chamada a co-unidade da adjuncao.

Sabe-se que cada A-morfismo f : a — F(b) corresponde a um unico B-morfismo
g : G(a) — b por ¢,; usando a naturalidade de ¢ em a e b, para cada A-morfismo f

existe exactamente um B-morfismo ¢ tal que

a % F(G(a)) G(a)
(diag.2) f\iF(9) i
F(b) b

comuta. De facto, tomando f = ¢, (g), tem-se:

(def.93)  ¢u(9) = F(g) o1,

Para cada B-morfismo g : G(a) — b existe exactamente um A-morfismo f : a — F(b)

tal que
GE®b) 2 b F(b)
(diag.4) G(f): /g f
G(a) a
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comuta. Visto que com g = 1, (f) se tem:
(def5) b lf) = e 0 G(f).

Inversamente, dadas as transformagoes naturais 77 e € desta forma, podem-se definir
transformagoes naturais ¢ e 1), especificando suas componentes pelas equagoes (def.¢3)
e (def.1)b), respectivamente. Se as propriedades dos diagramas (diag.2) e (diag.4) sao
vélidas, entao ¢, e v, sao inversas uma da outra, por isso cada uma bijeccao. Assim ¢
origina uma adjuncao de A para B.

Os diagramas (diag.2) e (diag.4) sdo exemplos de um fenémeno mais geral.

De facto, sejam F' : B — A um functor e a um A-objecto. Entao, um par (n,,0,),
constituido por um B-objecto b, e um A-morfismo 7, : a — F(b,), ¢ chamado de mor-
fismo universal de a para F' se, para cada A-morfismo da forma f : a — F(b), existe

exactamente um B-morfismo g : b, — b tal que o diagrama

a B F@) b,
(diag.6) INCiF) g
F(b) b

é comutativo.

Assim, sempre que (G, F') é uma adjungao, o par (1,,G(a)) é um morfismo universal
de a para F.

Dualmente, dados um functor G : A — B e um B-objecto b, um par (e, aj), onde aj
¢ um A-objecto e ¢, : G(a},) — b é um B-morfismo, é chamado de morfismo universal
de G para b se, para cada par (a, g), com a um A-objecto e g : G(a) — b um B-morfismo,

existe um tnico A-morfismo f : a — a; tal que

Glay) =% b a,
(diag.7) G Sy Lf
G(a) a

comuta. Resumindo o anterior tem-se:

Definicao 63 :Sejam G : A — B e F : B — A functores. Diz-se que G é adjunto a
esquerda de F' se existir uma transformagao natural n : idqg — F o G tal que, para cada
A-objecto a, n, é um morfismo universal de a para F.

Neste caso, F' diz-se um adjunto a direita de G, e denota-se por G - F.

A (G, F;n) chama-se adjuncgao.
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Proposicao 64 : Sejam G : A — B e F': B— A dois functores. As sequintes condigoes

sao equivalentes:
1. (G, F) é um par adjunto;

2. Existe uma transformagao natural 7 :idqg — FG tal que, para cada objecto a de A,
para cada B-objecto b e cada A-morfismo [ :a — Fb, existe um tnico B-morfismo

g : Ga — b satisfazendo (Fg)n, = f;

3. Existe uma transformacao natural € : GF — idg tal que, para cada b € ObjB, para

cada a € ObjA e g € Morg(Ga,b), existe um tnico A-morfismo f : a — Fb tal que
&(Gf) = g;

4. Ezxistem transformacées naturais n : idy — FG e e : GF — idg tais que, para

quaisquer a € Obj A e b € ObjB,

(c.1) €ca(GN,) = idgq e (c.2) (Fep)npy = idpy.

Prova: Se (1) se verifica, entao as transformagoes naturais de (2), (3) ou (4) existem

pelo argumento usado na definicao de unidade e de co-unidade de uma adjuncao.

(1)=(2) (e (1) = (3)) Se f : a — Fb é um A-morfismo, entao, tomando g = ¥(f)
*(onde ¢ = v, , denota o inverso de ¢, ),

(Fg)n, = (Fg)d(idas) ™= é(g) = d(e(f)) = f;

de modo que (2) é satisfeita (g é tinico por ). De modo similar segue (3) de (1).

(1) = (4) As duas igualdades de (4) podem ser obtidas considerando 7, = ¢ (idg,) ,
e, = ¥ (idpyp), € usando as férmulas de naturalidade de ¢ e ¢ apropriadas ((n.1) e (n.2)).

De facto,
cca(Gn) = ¥ (idraa) (Gn) "2 0 (idpaan) = 1 (n,) = ¥ (6 (idga)) = idga

(Fey)npy, = (Fey)o (idary) = o (e&idary) = ¢ (en) = ¢ (Y (idpp)) = idpy.

(4) = (2) (e (4) = (3)) Suponha-se, por hipétese, que a condicao (4) é satisfeita.
Seja f : a — Fb um morfismo de A, com b um objecto de B (pretende-se mostrar que
existe um tnico B-morfismo g : Ga — b tal que (Fig)n, = f).

Tome-se g = €,(Gf). Entao:
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(Fg)n, = (Fle(Gf))n,
= (F (&) F(Gf))n, (por G ser um functor)

= F(e) [(FG[)n,]

= F(e) [npf] (pela naturalidade de 7)

= [F (&) nm) f

=idpyf (pela 2% igualdade (c.2) da hipétese)
pum— f'

Falta verificar que g = €,(G f) é o tinico morfismo que satisfaz esta condigdo. Suponha-
se que existe um B-morfismo ¢’ : Ga — b tal que (Fg')n, = f. Entdo, (Fg¢')n, = (Fg)n,.

Assim, tem-se:

(Fg)ne = (Fgm, = GUFg )] = G(Fg)n
= G(F¢)Gn, =G(Fq)Gn, (por defini¢ao de functor)
= a[G(Fg)Gn,] = & [G(Fg)Gn,]
— & (GFg)]Gn, = & (GFg)l G,
= [¢eca) Gn, = [9€ca) GN, (pela naturalidade de ¢)
= gl [EGaGna] =4 [GGGGTICL]
= ¢ oidg, = goidga (por (c.1))
= 9 =9

Portanto, g é inico. Analogamente verifica-se (3) a partir de (4).

(4) = (1) Definam-se, como visto atréds, as transformacoes naturais ¢ e ¢, ou seja,

especificando suas componentes por:

ba(9) = F(g)on, e ¥u(f) =eoG(f),

isto é, definindo ¢ e i por:

¢: Morg(Ga,b) — Mor(a, Fb) e v Mory(a, Fb) — Morg(Ga,b)

g = 0(g) = (Fg)n, f = Y(f) = e(Gf)

A naturalidade de 7 e € implicam que ¢ e v sao inversas uma da outra; de facto, como
existem um tnico ¢ e um unico f tais que g = &,G(f) e f = F(g)n, ((4) implica (3)
e (2)), entao ¢, e 1, sdo inversas uma da outra, e por isso cada uma bijec¢ao. Assim,

¢ origina uma adjuncao de A para B.
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Capitulo IV- Equivaléncias duais.

1- A Estrutura de adjuncoes duais.
Seja (G, F';n, €) uma adjuncao dual, isto &, G : AP — Be F': B? — A sao functores

_ P
(F' e G sao functores contravariantes) B = A,
G

n:idg — FoG, com (n,:a— FGa)econja

€:idg — GoF, com (€ :b— GFb)yconjn
sao transformacgoes naturais tais que
(1) G(n,) © €Ga = tdga e F(e&) o npy = idpy.

Entao, existe um isomorfismo, natural em a € ObjA e em b € Obj B,

b L Fb
A
(2) Gap : Morg(b,Ga) = Mor 4(a, F'b) : :
\Y%
Ga <« a
G

Sejam U : A — Conj e V :B — Conj functores de esquecimento representiveis,
isto é, existem ag € Obj A e by € ObjB tais que
(3) U = Mor4(ag, —) e V = Morg(by, —).
Definam-se ainda os objectos:
(4)  a=F(b) €0bjA e b=G(ay) € ObjB.

Referir-se-a a situacao exposta acima como sendo a situagao basica.

Observagao 65 : (A,U) e (B,V) sao categorias concretas.
((a) Uma categoria concreta sobre Conj é um par (A,U), onde A é uma categoria
eU: A— Conj é um functor fiel e Conj é chamada a categoria base para (A,U);

(b) chama-se construgdo a uma categoria concreta sobre Conj).

Considerem-se as subcategorias fixas
Fix(n) ={a € A:n, éisomorfismo} e Fiz(e)={b€ B : ¢ ¢ isomorfismo}
de A e B, respectivamente. Assim, tem-se que Fix(n)? = Fix(e).
O objectivo deste capitulo é descrever métodos para construir uma adjuncao dual e

para identificar as subcategorias Fiz(n) e Fix(e).

Comega-se por analisar a estrutura de uma adjungao dual.
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Proposicao 66 : Dada a situacao bdsica, verifica-se o sequinte:

1. Os functores contravariantes V oG : A — Conj e U o F': B — Conj sao functores
representdveis por a e b respectivamente, isto é, existem isomorfismos naturais tais

que:

VoG = Mory(—,a) € Uo F= Morg(=,b);

2. a e b tém o mesmo conjunto subjacente, a menos de isomorfismo, isto é, existe uma

funcao bijectiva tal que

Prova:

1. Pela representabilidade de V' (3) e por (2), para cada a € A, tem-se:
(3) 2 (4) B
VGa = Morg(by, Ga) = Mora(a, Fby) = Mor4(a,a)
logo, V o G = Mor4(—, a);
similarmente, para cada b € B,

UFb = Morg(b,b),

e por conseguinte U o F' = Morg(—,b). [ |

2. Em particular, considerando na alinea anterior a = ag € b = by, obtém-se

N (3) (4) e al.l
Vo2 VGag = Morg(by, Gag) = UFby @ Ua. ™

Observagoes 67 :

1. Se, na situagcao da proposicao anterior, se tem:

VG = Mory(—,a) e UF = Morg(—,b)

diz-se que a adjuncgdo de F' e G ¢ estritamente representada por (a,b).

2. Para imagens sob U ou V, usar-se-d, até ao final desta exposicao, a notacao simplifi-
cada sequinte: para um dado A-morfismo [ (a EN a'), emwvezde "Uf" (Ua ek Ud')

z

escrever-se-G "f " (similarmente, para Vg escrever-se-a g, com g um B-morfismo).

O anterior pode ser sempre assumido, sem perda de generalidade, visto que os func-

tores U eV sdo injectivos em morfismos (podendo considerar-se portanto Mor 4(a,a’)
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como um subconjunto de Morcon,j(Ua,Ud’); analogamente para V). Consequente-
mente: este facto permite que se use a mesma notac¢do para um A-morfismo f e

seu Conj-morfismo subjacente U f.

Dada a situagao bdsica, onde a adjuncao dual é estritamente representada por um
par de objectos (a, 5), pretende-se agora mostrar que a unidade e a co-unidade da
adjuncéo sio necessariamente dadas "por avaliacao", a menos da bijeccio Ua = Vb. De
uma forma mais precisa: para cada a € ObjA e cada x € Ua, e para cada b € ObjB e

cada y € Vb, existem fungoes "avaliagao":

Waz: Morgla,a) — Ua e, simetricamente, avp,y: Morg(b,f)) — Vb

s — s(x) t = t(y)

Além disso, existem as fungoes

- Ua — Vb e o: Vb — Ua
i (n,(2)) (ids) g = () (idg)

Lema 68 : Considerem-se a situagao basica e Ua == Vb. Entio:

1. n,(x) =T oav., e &(y) = o o avyy;

2. 17 é o tnwverso de o.

Prova:
A idg - FoG B idg = GoF
(diag.1) a a % FGa (diag.2) b b - GFb
sl sl | FGs t] t] | GF't
a i — FGa b b  — GFb
Na €3

1. Seja s € Mor4(a,a), entao:
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(Toavey)(s) =7(s(x)) (por definicao de av, )

= [n;(s(2))] (idz) (por defini¢ao de 7)
= [FGs(n,(x))] (idz) (pela naturalidade de n  (diag.1))
— | Mors(Gs, B)(n,(2)] (ida)

= [14(2)G's] (ida)

= [n,(x)Mora(s,a)| (idz)

= 1o (x) [Mora(s,a) (ida)]

= n,(z)(ids(s)) (por defini¢ao do functor contravariante)
(

o())(s)

(por defini¢do do functor contravariante)

Simetricamente, segue a segunda identidade. |

2. Da alinea anterior, tomando a = F'b e x=id;, obtém-se o seguinte caso particular

da primeira identidade:
(1o avFaidg)(s) = (npz(id;))(s) para todo s € Mor4(Fb,a).

Entdo tem-se, para s = (&;)(7) (com § € Vb),

To(y) =7(0(9))

= 7([(;(9)) (idy)] (por definigao de o)

= 7(s(id;)) (por definicao de s)

= T<aUF5,id5(S)) por definicao de CwFB,z‘d,;)
= (np3(id;))(s) (por (1))

= (np(ids))((e5)(9)) (por defini¢ao de s)

= [(nps(idy)) ] (9)

(Fegngs) (idp)] ()
w5 (idg)] (9) (por (1) da situacao basica)

(
[Fey (0 (idy))]
= |
lid

Y

Portanto 70 = id,;, e simetricamente tem-se o7 = idys. [ |
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2- A construcao de equivaléncias duais.

Nesta seccao estudam-se de que forma e sob que condicoes se pode estabelecer uma
adjuncao dual entre duas categorias concretas U : A — Conj eV : B — Conj estritamente
representadas por um dado par de objectos (@, I~)) de A e B, respectivamente. Certamente,
tem de se assumir que existe uma bijeccao 7 : Ua — 1% (e, portanto, pode-se assumir
que Vb = Ua até ao final do capitulo). Mas esse facto dificilmente serd suficiente para
definir uma A-estrutura conveniente no conjunto Morg(b,b) em ordem a definir Fb € A
e uma B-estrutura apropriada no conjunto Mor 4(a,a) em ordem a definir Ga € B.

Apresentam-se agora mais algumas defini¢oes que serao usadas frequentemente nesta

e na tultima seccao do capitulo.

Definigoes 69 : Sejam A e B categorias concretas sobre Conj, e J uma classe.

(U: A— Conj,V : B — Conj functores de esquecimento).

1. Uma familia de B-morfismos (b Eid b:)ics (indexada por J) é chamada V -inicial

7

se um Conj-morfismo V' LoV ¢ um B-morfismo sempre que cada composi¢ao

vy Vb; é um B-morfismo.

2. Sejam b; € ObjB para todo o i € J, e (Conj I Vb;i)ics uma familia de funcgoes.
Uma familia (b SN b;)icy diz-se um V -levantamento inicial de (Conj LN Vb)ics

se

(a) Vi€ J, Vb=Conj eVg =[i;

(b) fiog:VlV — Vb; é um B-morfismo, com V¥ -2 Conj, implica que g : ' — b

é um B-morfismo.

3. Um objecto esquizofrénico para A e B é um par (a, B), onde a € ObjA, b e ObjB,

tal que as duas condigoes sequintes sao satisfeitas:

(Init.A) Para cada a € A, a familia (av, . : Mora(a,d) — Vb)eva

admite um V -levantamento inicial (av,, : Ga — I;)meUa;
(Init.B) Para cada b € B, a famdlia (avy,, : Morg(b,b) — Ua)yevs

admite um U -levantamento inicial (avyy : Fb — @)yeyy.

4. Uma adjungao dual (G, F';n, €) estritamente representada por um par (a, l~9) de objec-

tos de A e B, respectivamente, é chamada adjun¢ao dual natural se as familias
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(a(x) : Ga — b)

respectivamente, para cada a € A e cada b € B.

veva © (@(Yy) : Fb — @),y sdo iniciais com respeito a U eV,

Pode-se agora provar que objectos esquizofrénicos induzem adjuncoes duais naturais.

Teorema 70 : Para cada objecto esquizofrénico (a,b), existe uma adjun¢do dual natural

(G, F;n,€) estritamente representada por (,b).

Prova: G e F ja estao definidos sobre os objectos pelas condigoes (Init.A) e (Init.B),
respectivamente. Dado algum A-morfismo f : a — o', deve-se encontrar um B-morfismo
Gf:Gd — Ga com

VGf = Mory(f,a): Mora(d';a) — Mora(a,a) .

S — sf

Para mostrar que Mor4(f,a) é efectivamente a fun¢ao subjacente de um B-morfismo
¢ suficiente mostrar, por (Init.A), que todas as composi¢oes av, , o Mora(f,a), x € Ua,

sao fungoes subjacentes de B-morfismos. Este facto segue de:

(avqz 0 Mora(f,a))(s) = ave(sf)
= (sf(x))
= (s(f(x)))

= W f(2)(5)

Obviamente G ¢ um functor. (F define-se simetricamente).

Resta provar que G e F' sao adjuntos. Para mostrar este facto, definem-se as unidades
7, € € COMO se segue.

Em ordem a estabelecer a existéncia de ¢, : b — GFb, é apenas necessédrio definir
a fungdo ¢ : Vb — VG (Fb) = Mora(Fb,a) e entdo mostrar que cada composicao
avpys 0 €, t € UFb = Morg(b,b), pode ser levantada ao longo de V. O lema (68) em

conexao com (Init.13) obrigam a definir

&: Vb — VG(Fb) (= Mora(Fb,a)) .

Yy = AUy

Simetricamente obtém-se:

n,: Ua — UF(Ga) (= Morg(Ga,b)) .

x = QU
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Para além da existéncia de ¢, vai-se provar a naturalidade de €. De facto, para todo

ote UFb= Morg(b,b) (eyeVb),

(Fe) () ()] (0) = [Morse.B) (avr)] (1) (por defnico de )
= (avpps06)(y)
= avppi(e(y))
= avppi(avyy) (por defini¢ao de €)
= (avpy(?)) (por definicao de avpp,;)
= t(y) (por definicao de awvyy)

a primeira das igualdades de (1) da situacao bésica, Fe, o np, = idp, ¢ vélida, visto
que U ¢é fiel (a outra identidade segue simetricamente de avg, s © 1, = s, para todo o
s € Ga).

Consequentemente, tem-se uma adjuncao.

Para finalizar esta seccao, pretende-se identificar as subcategorias fixas. Antes disso

introduzem-se alguns conceitos necessarios para a abordagem deste assunto.
Definicoes 71 : Seja A uma categoria. Entao:

h . . ~ . .
1. um A-morfismo a — a' diz-se uma imersao quando h : Va — Va' é uma fungdo

mjectiva com o levantamento inicial h;

2. uma famidia (X LA Y)femora(xy,) diz-se juntamente injectiva se sempre que

r#a', comx,x’ € X, entao eziste f; tal que f;(x) # fi(x)).

Note-se que o diagrama

a 2%  FGa

I\ Lavy

a

¢ comutativo. Consequentemente, para uma adjungao dual natural induzida por (&, b)
tem-se que, para cada a € ObjA, n, é¢ uma imersao se e s6 se a familia (a EN d)

fEMor A
¢ U-inicial e juntamente injectiva. Este facto sugere a definicao seguinte.
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Definicao 72 : Seja A uma categoria concreta. Um objecto a € ObjA diz-se cosep-

arador inicial de A se, para cada a € ObjA, a familia (a EN d) " ¢ U-inicial e
feMor

Juntamente injectiva.
Uma forma de verificar que 7, é sobrejectiva é dada pelo seguinte critério.

Definicao 73 :Seja G um functor. G satisfaz a condi¢ao de Stone- Weierstrass quando
(S.W.) para cada imersio b = Ga, onde (m(y) : a — @),ep € inicial e juntamente

mgectiva, m € isomorfismo.
Assim, resumindo o que foi visto anteriormente nesta secgao, tem-se:

Teorema 74 : Seja (a, l~)) um objecto esquizofrénico. Se sao satisfeitas as condicoes:

1. a é um coseparador inicial em A e b é um coseparador inicial em B,

2. G e F satisfazem (S.W.),

entao AP = B.

3- Exemplos de dualidades. (ver [9))

Nesta iltima seccao sao apresentados dois exemplos de dualidades, nomeadamente, a
dualidade de Gelfand-Naimark e a dualidade de Stone.

Na dualidade de Gelfand-Naimark, a categoria CompH aus dos espagos compactos de
Hausdorff (e das fungdes continuas) ¢ dualmente equivalente a categoria das C-algebras
comutativas (e homomorfismos algébricos). Uma equivaléncia pode ser obtida associando
a cada espaco compacto de Hausdorff A & C*-dlgebra das fungdes complexas f continuas
{atc}.

Na dualidade de Stone, Bool, a categoria das dlgebras booleanas (e dos homomorfismos
booleanos), é dualmente equivalente a categoria Stone dos espagos compactos e separa-
dos totalmente desconexos (e das fungdes continuas). Uma equivaléncia pode ser obtida
associando cada espaco compacto e separado totalmente desconexo a dlgebra booleana

dos seus subconjuntos abertos e fechados.
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Dualidade de Gelfand-Naimark.

Sejam A = CompHaus, a categoria dos espagos compactos de Hausdorff (espagos
compactos e separados) e das fungoes continuas, e U : CompHaus — Conj o functor de
esquecimento usual. Sejam ainda B = C*-Alg, a categoria das C*-dlgebras comutativas,

e o functor de esquecimento da bola unitéria, definido da seguinte forma:

V. C*-Alg — Conj
B — V(B)={zeB: |lz|]|] <1}
f:B—B +— V(f):V(B)—V(B)

Sejam & =ID:= {z € C : |z| <1}, o disco unitério, e b = C, a C*-lgebra dos mimeros
complexos. Obviamente, tem-se Ua = V.
Para cada espaco compacto e separado A, o conjunto:
G(A) = {A EN C, funcoes Contl’nuas}
munido das operacoes algébricas definidas componente a componente e da norma
l|fllo = sup|f(z)], ¢ uma C*-dlgebra, sendo a familia (ava, : GA — C)uepa um
V—levantagrslelgr?to inicial de (ava, : Mora(AID)[=VG (A)] —ID[= VC])secra. Assim,
verifica-se a condigao (Init.A).
Para cada B € ObjC*-Alg, pode-se definir a topologia inicial (T.I.) em F'B,
(avpyp : F'B —ID)peyp, com respeito a familia de todas as fungoes de avaliagao
(avpy : Morg(B,C) — UID)yey g, € assim se verifica (Init.3).
Portanto, pelo teorema (70), existe uma adjuncdo dual natural entre as categorias
CompHaus e C*-Alg, induzida por ID e C.
Falta verificar que Fiz(n) é equivalente a CompHaus e que Fiz(e) é equivalente a
C*-Alg.
Do lemma de Urysohn (ver [10]) sabe-se que @ =ID é um coseparador de A = CompH aus.
O resultado correspondente sobre b=C é uma consequéncia do seguinte facto conhecido

(ver [5]).

Proposicao 75 : Para cada B € ObjC*-Alg e cada elemento x € B,
||lz|| = sup{|¢(z)| : ¢ € Mor(B,C)}.

Daqui cada morfismo de C*-Alg tem norma inferior ou igual a 1 ¢ b = C ¢é um
coseparador de C*-Alg. Conclui-se que as unidades 7 e € sao monomorfismos componente

a componente.

85



O teorema cléssico de Stone-Weierstrass (ver [6, 7, 8]) implica que € seja efectivamente
um isomorfismo natural. De facto, para cada B € ObjC*-Alg, verificam-se as condi¢oes da
hipétese deste teorema considerando A = F'(B) e M = eg(B). Portanto ep é sobrejectiva

e daqui é um isomorfismo.

Teorema 76 : (Stone-Weierstrass). Sejam A um espago compacto e separado, e M C
GA uma C*-subdlgebra de GA tal que a familia (f : A —ID)sevy separa 0s pontos de
A. Entao M = GA.

Para provar que 1 é um isomorfismo natural pode-se proceder de forma semelhante.
Basta considerar na proposicao (79) que se segue, para cada A € ObjCompHaus, B = GA
e M =n,4[A]. O lema que se segue e antecede essa proposicao (79), serd usado na sua

prova.

Lema 77 : Seja (G, F;n,€) a adjun¢do dual natural induzida por um objecto esquizofrénico

(fl, B) Entao, as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. nz € um isomorfismo;

2. Para cada A € ObjA, h,f € MorA, comh: A — A f: A — A, e cada
¢ € Morg(GA, B), tem-se: w(ho f)=h(e(f)).

Prova:

(1) = (2) Considere-se o B-morfismo GA “WDaas B

Como por hipétese 7 ; € um isomorfismo, entao existe um elemento a € U A tal que
polG(f) = avj .-

Assim, tem-se:

a =idg(a)

= avj 4 (idy)

= (po G(f)) (idj)
(o Mor(f, 4)) (idz)
p(idf)
o(f)

e, portanto,

p(ho f) = p(Mor(f,A)oh) = (poG(f))(h) = avy,(h) = h(a) = h(p(f)). W
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(2) = (1) Considerem-se o B-morfismo GA % B e a = ¢(id;). Entdo, para cada
fe Mor(fl, fl), tem-se:
o(f) = o(f oidz) = f(p(id;)) = f(a).

Daqui ¢ = avg, e portanto 714 é um isomorfismo. u

Coroldrio 78 : Seja n; um isomorfismo. Se A, A" € ObjA, h,f € MorA e €
Morg(GA,GA"), comh: A — A, f: A— A, entio tem-se: W(ho f)=h((f)).

Prova: Se se considerar no lema anterior ¢ = 1 (com B = GA'), tem-se

P(hof)=h(y(f). N

Proposicao 79 : Seja B € ObjC*-Alg e M C FB um subespaco fechado de F'B tal
que (f : B — C)seym separa os pontos de B. Entio M = FB.

Prova: Como (G, F';n, €) € uma adjungao dual e como, pelo teorema (Stone-Weierstrass),
ep € um isomorfismo para cada B € ObjC*-Alg, entao npz também ¢é um isomorfismo
(pelaigualdade (1) da situacao bésica). Segue-se que 7y, (ID= F'B para algum B € ObjB)

é um isomorfismo (e assim poder-se-4 aplicar o lema anterior).

Seja B € ObjC*-Alg e defina-se, em Mor,(B,C), a topologia de Zariski (T.Z.) por:
peEM: =V eVB (VpeM o(r)=0) = (z) =0),

para todo o ¢ € Morg(B,C) e M C Morg(B,C).

Nesta topologia os subconjuntos que separam os pontos sao precisamente os subcon-
juntos densos. Vai-se mostrar que esta topologia coincide precisamente com a topolo-
gia inicial. Pretende-se assim mostrar que se tem, para cada » € Morg(B,C) e cada
M C Morg(B,C),

(T.Z.) Vee VB ((Vpe M ¢(x)=0)= 1(x)=0)
se, e s se, se tem

(T.L) Ve e VB ¢(z) € {p(x):p € M}.

Sejam ¢ € Morg(B,C)e M C Morg(B,C).Se M = @ entao (T.Z.) e (T.1.) sao falsas.
Entao, pode-se assumir que M # & e ainda, sem perda de generalidade, que B = GA

para um espaco compacto de Hausdorff A.
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Suponha-se que (T.1.) é vdlida e seja © € VB tal que, para todo o ¢ € M, p(x) =
0, entdo tem-se ¢(x) € {0} = {0} ((T.Z.) também ¢é valida).

Suponha-se agora que (T.1.) é falsa, entdo existe um elemento =z : A —ID de VB,

tal que ¥(z) ¢ {p(x): p € M}. Visto que ID é totalmente regular, existe uma fungao
continua h :ID—ID tal que:
h((x) #0 e h[{p(r): e M} ={hp(z):p e M} ={0}.
Como 7y, é isomorfismo, pelo lema anterior (e seu corolédrio, tomando A=ID, B =
C(=GA) e B=GA, vem [ = x), tem-se:
Y(hox)#0 e  @lhox)=0 (com ¢ e M).
Daqui, (T.Z.) também é falsa. [

Assim, pelo teorema (74), pode-se concluir que CompH aus®® = C*-Alg.

Dualidade de Stone. (ver [10])

Sejam A = Stone, a categoria dos espagos compactos e separados totalmente de-
sconexos e das fungoes continuas, e B = Bool , a categoria das dlgebras booleanas e dos
homomorfismos booleanos.

Denota-se o espaco discreto de dois-elementos ({0,1},P ({0,1})) por a € ObjA e
b € ObjB denota a cadeia 2. Note-se que em ambas as categorias a classe de todas
as imersoes coincide com a classe de todos os monomorfismos. Pela definicao, a é um
coseparador de Stone. O Teorema do Ideal Primo implica que b é um coseparador de
Bool. Assim, (a, ZN)) induz uma adjuncao dual natural entre as categorias Stone e Bool.

Vai-se agora mostrar que o functor contravariante G : Stone — Bool satisfaz (S.W.).
Seja A € ObjA e M C GA uma subdlgebra de G(A) (M — G(A)) tal que a familia
(h : A — a)pen separa os pontos de A. Seja f: A — a uma fungao continua de GA. Tem
que se mostrar que f € M.

Pode-se assumir que Ag = f~1[{0}] e Ay = f7'[{1}] s@o nao vazios, visto que GA
contém as fungoes constantes.

Para cada = € Aj e cada y € A, existe h,,, € M tal que h,y () =0 e hy,(y) =1
(usa-se o facto de M separar os pontos de A e de com cada h(€ M) também estar contido
o seu complementar h (€ M)).

Visto que A ¢ compacto, para cada y € A;, existem elementos x1(y), ..., zn, (y) € Ao
tais que para cada x’ € Ay, existe um indice i € {1,...,n,} tal que hy,(y),(2') = 0. Poe-se

Ty
hy = ii\lhwi(y),y € M.
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Assim, para cada y € A; tem-se hy(y) = 1 e hy(x) = 0 para cada = € Ap. Visto
que A é compacto, existem ¥, ...,y, € A; tais que para cada y € A; existe um indice
i € {1,...,n} tal que hy,(y) = 1. Toma-se

h=Vh, €M
Portanto, por defini¢ao de h, tem-se h = f, e daqui f € M.

O functor contravariante F' : Bool — Stone é pleno e fiel. Prova-se similarmente

a proposigao (79) que F' satisfaz (S.W.). Portanto tem-se uma equivaléncia dual entre

Stone e Bool.
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Anexo

Caracterizagao das C*-dlgebras dada no paper de 1943 por Gelfand e por Naimark.
Definigoes 80 : Sejam A, B C-dlgebras.
1. A diz-se uma dlgebra de Banach se é uma dlgebra normada tal que, para todo

x,y € A etodo oaeC,

(=1]:A—IR)

(a) [lz]] =0 e (|lz]] =0 2 =0);
(0) Nl = fed-[|[l;

(¢) llz +yll < |l +[lyl}

(d) [lzyll < [l2[|-yll;

(¢) llel] = 1.

2. Uma fungio (—)* : A — A diz-se uma involugca@o numa dlgebra de Banach A se

sao satisfeitas as sequintes condigoes:

Vo,y € A,Va,p € C,

(a) (aw + By)* = az* + By’
(b) (z)" = x;
(c) (zy) =y a™;
(d) |lx][* = [|=l]
3. Uma C*-élgebra A é uma dlgebra de Banach (sobre o corpo dos nimeros complexos)
com involucao que satisfaz a condigao:
\|lz.z*|| = ||z||?, para x € A.

4. f: A— B diz-se um *~homomorfismo de C*-dlgebras quando é um homomor-

fismo de C-dlgebras que preserva involugoes.
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A nocao de dlgebra de Boole foi criada como o resultado das investigacoes de Georges
Boole (1815-1864) sobre a estrutura algébrica (formalizagdo do célculo de proposicoes)

das "leis do pensamento".

Defini¢ao 81 : Uma dlgebra booleana (ou dlgebra de Boole) é uma estrutura
(R,</),0,1) tal que:
Vr,y,2 € R,

1. x<zx

2. sex<yey<ux entaox =1y

3. sex<yey<z entaor <z

4. eziste sup({z,y})=xzVy

5. existe infl{z,y}) =z Ay

6. evistex' € R, tal que xVa'=1 ex ANz’ =0
7. xNyVz)=(@Ay)V(rAz)

8. xV(yNnz)=(zVy A(zV=z)

Equivalentemente pode-se definir uma dlgebra de Boole como sendo uma estrutura

(R,A,V,),0,1) tal que:
9. xNVNrx=x e rANx =1
10. zNVy=yVzxr e xAy=yAx
11. (xkVy)Vz=aV(yVz) e (xAy)Az=xA(yAz)
12. (zVy)ANz=z e (xANy)Vex=xzx
13. existex’ € R, tal que xVa'=1 ex ANz’ =0
. xNyVz)=(@Ay)V(zAz)

15. 2V (yNz)=(xVy A(zVz).
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