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O presente trabalho tem como principal objetivo apresentar o livro
dinamico “A Funcdo Exponencial” que foi elaborado para o ensino deste
tema no ensino secunddrio recorrendo a metodologia da sala de aula
invertida. O livro é composto por uma sequéncia de atividades que
abordam os conceitos base deste conteldo, foi construido recorrendo
ao software GeoGebra e encontra-se disponivel na plataforma do
GeoGebra.

A sala de aula invertida é caraterizada por dois momentos, um antes da
aula presencial em que os alunos estudam previamente os conteudos
disponibilizados pelo professor e a aula presencial onde se realizam
atividades praticas como por exemplo resolucdo de problemas. A
utilizacdo do material produzido ocorreu na fase pré-aula e foi
disponibilizado aos alunos através do GeoGebra Classroom, ferramenta
gue permite ao professor acompanhar o desenvolvimento do trabalho
dos alunos mesmo a distancia.

Os resultados obtidos com a aplicacdo das atividades na perspetiva da
sala de aula invertida foram francamente positivos e mostram que este

€ um caminho a seguir.
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The main goal of the this work is to present the dynamic book “A Fun¢ao
Exponencial” that was prepared for the teaching of this topic in
secondary education using the flipped classroom method. The book
consist of a sequence of activities that explores the basic concepts of
this topic. The book and its activities were designed by using the
GeoGebra software and it is available on the GeoGebra platform.

The flipped classroom is organised by two moments, one before the
face-to-face class in which students had previously studied the contents
provided by the teacher and the face-to-face class itself where practical
activities, such as problem-solving are carried out. The use of the
material produced took place in the pre-class stage and it became
available to students through the GeoGebra Classroom, a tool which
allows the teacher to monitor the development of the students' work
even at distance.

The results obtained with the application of this set of activities in the
perspective of the flipped classroom were quite positive and has shown

that this is the way to go forward.
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Introducao

Estamos em pleno século XXI e os alunos de hoje tém carateristicas muito diferentes dos
alunos do século passado. A forma como as pessoas se relacionam e se organizam em sociedade
alterou-se, muito devido do desenvolvimento tecnolégico. A escola tem de acompanhar estas
mudancas.

Assim, é essencial que se utilizem metodologias ativas, que para além de integrarem as ditas
novas tecnologias, permitam uma aprendizagem auténoma, captem a atengao e o interesse dos
alunos e, desta forma, contribuam para a aquisicdo de conhecimento sélido e de longa duracao.

No entanto, o tempo necessario para conceber materiais com vista a implementagao de
tarefas que apoiem estas metodologias é elevado, pelo que, o seu uso ainda fica muito aquém do
desejado. Por vezes, na tentativa de remediar a falta de tempo, recorre-se a materiais ja construidos,
mas estes, nem sempre cumprem devidamente os objetivos propostos.

Foram estes aspetos que nortearam a elaboragdo desta dissertacao. Assim, o grande objetivo
foi a criacdo de materiais com vista a elaboracdo de uma sequéncia de tarefas para o ensino do tema
“Funcdo Exponencial” no ensino secunddrio recorrendo a metodologia da sala de aula invertida e
posterior implementacao.

Para alcancar este objetivo, foi construido um livro dindmico na plataforma do GeoGebra
intitulado “A funcdo exponencial”. Este livro é composto por tarefas que permitem o estudo
autéonomo dos conceitos base da funcdo exponencial. Estas atividades foram, posteriormente,
disponibilizadas aos alunos através do GeoGebra Classroom para que fossem realizadas antes da aula
presencial. Para a aula presencial foram elaboradas fichas de trabalho com exercicios e problemas
de aplicacdao dos conteludos trabalhados autonomamente.

No que se refere a estrutura desta disserta¢do, estd organizada em seis capitulos.

No primeiro capitulo é feito um enquadramento salientando os seguintes aspetos: definicdo
de metodologias ativas dando particular enfase a sala de aula invertida, aimportancia das tecnologias
digitais no processo de ensino/aprendizagem da matemdtica e ainda o enquadramento das
atividades propostas no ambito da legislacdo em vigor, nomeadamente Aprendizagens Essenciais
(AE) relativas a disciplina de Matemadtica A do ensino secundario e Perfil do Aluno a Saida da

Escolaridade Obrigatéria (PASEO).



O segundo capitulo é exclusivamente dedicado ao GeoGebra, ferramenta utilizada para
criacao e disponibilizacdo dos materiais desenvolvidos.

No terceiro capitulo apresentam-se os conteudos a lecionar relativos a funcdo exponencial.

A apresentacdo do livro dindmico “A funcdo exponencial” é feita no quarto capitulo assim
como a descri¢do de cada uma das atividades que o compdem. E também apresentada a construcdo
detalhada de um dos apllets incluidos numa das atividades do livro.

No capitulo cinco descreve-se como foi realizada a implementacao.

E, finalmente, no sexto capitulo sdo apresentadas algumas conclusdes e perspetivam-se
possibilidades de trabalho futuro dando continuidade ao que aqui é apresentado.

Nos apéndices apresentam-se alguns tutoriais relativos a procedimentos na plataforma

GeoGebra tais como criacdo de conta, de folhas de trabalho entre outras possibilidades.



1. Enquadramento

1.1. Metodologias ativas

“A aprendizagem ativa é uma estratégia de ensino muito eficaz,
independentemente do assunto, quando comparada com métodos de ensino

tradicionais, como a aula expositiva.” (Barbosa & Moura, 2013)

No ensino tradicional os alunos sao meros espetadores que apenas recebem o conteldo
exposto nas aulas pelo professor. Neste paradigma, os alunos sdo agentes passivos e o professor é o
protagonista.

No ensino com recurso as denominadas metodologias ativas, os papéis dos intervenientes
invertem-se. Aqui o professor assume o papel de mediador o que coloca os alunos como
protagonistas da sua aprendizagem.

Neste tipo de metodologias o uso de tecnologia é fundamental, tornando os ambientes de
aprendizagem mais dindmicos e atraentes para os jovens. Nos dias de hoje, em que se vive cercado
de tecnologia é importante trazé-la para a rotina escolar sendo que, este € um dos grandes desafios
que se colocam atualmente aos professores: a integracdo da tecnologia como ferramenta no
ensino/aprendizagem dos alunos.

Dado que nestas metodologias a aprendizagem depende do préprio aluno sdo propiciadoras
do desenvolvimento de capacidades como a autonomia e o sentido de responsabilidade e
contribuem ainda para que os estudantes se envolvam mais na concretizacdo das atividades
propostas pelo professor promovendo assim a sua aprendizagem.

Existem diversas formas/estratégias para utilizar estas metodologias, por exemplo,
aprendizagem baseada em projetos e/ou problemas, gamificacdo, sala de aula invertida.

Na seccdo seguinte aborda-se a estratégia da sala de aula invertida por ser a estratégia

utilizada neste trabalho.
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1.2. Asalade aulainvertida

“A sala de aula invertida é uma modalidade de educacdo em que a
performance do professor é transformada em sala de aula. Ao contrario
do sistema tradicional, em que o professor apresenta o conteudo em
sala de aula e propde tarefas de fixacdao extraclasse, a sala de aula
invertida apresenta novos conceitos de aprendizagem e modernos
métodos de ensino, o que avigora a autoaprendizagem.” (Oliveira,

2016)

A Sala de Aula Invertida, também conhecida por Flipped Classroom, tal como o prdprio nome
sugere, € uma metodologia de ensino que inverte a légica de organizacdo de uma sala de aula
tradicional. Esta ideia ndo é nova, foi proposta por Lage, Platt e Treglia em 2000 mas existem registos
de que foi utilizada pela primeira vez em 1996 na Universidade de Miami na disciplina de
Microeconomia. Esta abordagem foi idealizada pelos autores apés a observacdo de que o formato
de aula tradicional ndo se revelava proficuo devido aos estilos de aprendizagem de alguns alunos.
Também os professores de Quimica norte-americanos Jonathan Bergmann e Aaron Sams a utilizaram
em 2007.

A ideia base é que o aluno se aproprie dos conceitos fundamentais antecipadamente, com o
suporte de materiais fornecidos pelo professor, para que depois, o trabalho em sala de aula se centre,
essencialmente, no esclarecimento de eventuais duvidas e na resolucdo de problemas. Assim, nesta
abordagem, o aluno estuda antes da aula e a aula torna-se um lugar de aprendizagem ativa, onde ha
perguntas, discussdes e atividades praticas. O professor trabalha as dificuldades dos alunos, ao invés
de apresentacdes sobre o conteldo da disciplina (EDUCAUSE, 2012).

Esta metodologia apresenta como principal vantagem o ser centrada no aluno. O fato de este
poder trabalhar com o material fornecido pelo professor antecipadamente e de o poder fazer ao seu
ritmo, permite-lhe desenvolver uma melhor compreensao dos conceitos, o poder avancgar e recuar
as vezes que forem necessdrias e dar especial atencdo aos conteidos em que apresenta maior
dificuldade, sdo uma mais-valia. Outro aspeto importante é o facto de possibilitar a integracao de
mais tecnologia no ensino. No entanto, o tempo necessario para o professor preparar os materiais é

elevado, pelo que este aspeto se apresenta como um entrave a implementacdo desta metodologia.
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N3o existe um modelo Unico de inverter a sala de aula, este pode ser personalizado, dentro
dos pressupostos atras mencionados, ao estilo e método do professor que o implementa. Para a fase
pré-aula, o professor deve criar e/ou selecionar material relevante para o estudo auténomo dos seus
alunos com foco nos conteudos essenciais a trabalhar. Durante a aula, o professor pode observar e
apoiar o trabalho dos alunos, dando feedback e apontando caminhos para uma melhor consolidagdo

das aprendizagens.

1.3. Tecnologias digitais no ensino/aprendizagem da matemdtica

“A tecnologia é essencial no processo de ensino aprendizagem da
matematica, influencia a matemadtica que é ensinada e melhora a

aprendizagem dos alunos” (NCTM, 2000)

A evolucdo tecnoldgica das ultimas décadas trouxe consigo muitas mudancgas. A forma como
se vive em sociedade alterou-se, as formas de comunicar evoluiram de tal forma que se pode afirmar
gue a distdncia entre as pessoas ndo passa de um mero aspeto fisico. Os telemodveis, os
computadores e a internet fazem com que essa distancia ndo seja um obstaculo. Tudo, ou quase
tudo, esta a distancia de um clique.

Na escola as inovacdes tecnoldgicas também marcam a sua presenca, o quadro preto a giz foi
substituido pelo quadro interativo, os manuais sao agora digitais e até os testes manuscritos estdo a
dar lugar aos testes em suportes informaticos. Todo o processo de ensino/aprendizagem esta a
mudar. Aparecem novas formas de ensinar, mas também novas formas de aprender. Os meios
tecnoldgicos facilitam a aprendizagem dos conteudos por parte dos alunos, a explicagao dos mesmos
por parte dos professores e a introducdao de metodologias ativas mais centradas nos alunos.

O uso adequado da tecnologia no processo de ensino/aprendizagem pode ser um agente
motivador para novas aprendizagens e facilitador para estas sejam mais significativas, especialmente
na disciplina de Matematica onde a sua utilizacdo é cada vez mais recomendada n3do sé em contexto
de sala de aula, mas também como um auxiliar para estudo auténomo dos alunos.

As Aprendizagens Essenciais de Matematica A (MEC, 2018) referem que “desde o inicio do

ensino secunddrio, a tecnologia deve ser usada de forma critica e inteligente contribuindo para o
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desenvolvimento de novas competéncias” reforcando ainda que “a tecnologia é uma ferramenta
cada vez mais presente na sociedade e no mercado de trabalho e também um recurso essencial no
ensino, ajudando os alunos a perceber as ideias matematicas, a raciocinar, a resolver problemas e a
comunicar.”
Como praticas essenciais este documento refere que “devem ser criadas condi¢des de
aprendizagem para que os alunos tenham oportunidade de:
e Tirar partido da utilizacdo da tecnologia nomeadamente para experimentar,
investigar, comunicar, programar, criar e implementar algoritmos
e Utilizar tecnologia para fazer verificagGes e resolver problemas numericamente, mas
também para fazer investigaces, descobertas, sustentar ou refutar conjeturas
e Utilizar a tecnologia grafica, geometria dindamica e folhas de calculo, no estudo de

funcées”

No entanto ndo basta trazer a tecnologia para a escola é necessario fazé-lo adequadamente
e de forma que esta represente efetivamente uma mais-valia no processo de ensino/aprendizagem
da Matematica. Tal como refere Wolff (2013), “muitas sdo as oportunidades que o uso de softwares
educacionais oferece ao ensino da Matematica, pode-se considerar como um meio para dinamizar a
pratica, no entanto, é importante ressaltar que somente o uso sem a reflexao, ndo proporciona uma
mudanga no direcionamento da pratica, ndo é o ideal. Nao adianta utilizar-se tecnologia se a
metodologia é a mesma”. Assim, é necessario que a escola e os seus professores aceitem o desafio
de mudar os seus métodos para aproveitar todas as potencialidades oferecidas pelas tecnologias
digitais. Tornar o ambiente escolar mais tecnoldgico nao tem de ser necessariamente sinénimo de
equipar a escola com tecnologias de ultima geracdo. E necessario conhecer as potencialidades e
preparar os professores para utilizar esses recursos adequadamente de forma a promover as

aprendizagens dos alunos ndo sé na sala de aula, mas também fora dela.
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1.4. Aprendizagens Essenciais e Perfil do Aluno a Saida da Escolaridade Obrigatéria

O Despacho n? 6605-A/2021, de 6 de Julho, procede a definicdo dos referenciais curriculares
das vdrias dimensdes do desenvolvimento curricular, incluindo a avaliacao externa. Assim, a partir
do ano letivo 2021/2022 os documentos a considerar sdo apenas os seguintes:

e O Perfil do Aluno a Saida do Ensino Secundario (PASEO) homologado pelo Despacho
n2 6478/2017 de 26 de Julho;

e As Aprendizagens Essenciais (AE) homologadas pelo Despacho n? 8476-A/2018 de 31
de Agosto

Para a elaboracdo da proposta pedagdgica que se apresenta nesta dissertacdo foram tidas
em considerac¢do as orientagdes constantes nos documentos mencionados acima.

O dominio das Fungbes Exponenciais € abordado apenas no ensino secunddrio mais
concretamente no décimo segundo ano de escolaridade. Inicia-se com o estudo da funcao
exponencial e das suas propriedades no conjunto dos nimeros racionais mostrando-se depois que
este tipo de funcdo, através de passagens ao limite e de alguns resultados intuitivos, se pode estender

ao conjunto dos numeros reais mantendo as mesmas propriedades algébricas. O calculo da derivada

e*-1

da fungao exponencial é introduzido a partir do limite notavel lir% —
X—

Os descritores presentes nas AE relativos a fungdo exponencial sdo os seguintes:

Dominio organizador: Fungbes exponenciais e logaritmicas

Conhecer as propriedades das fungbes reais de varidvel real do tipo f(x) = a*, (a > 0):

monotonia, sinal, continuidade, limites e propriedades algébricas;

ex

. _ (e qs e¥=1 .
Conhecer e aplicar os limites notdveis lim——e lim —;
x—-0 X x

X—+00

Conhecer e aplicar a derivada da fungdo exponencial.

Tabela 1 - Descritores das AE de Matematica A (MEC, 2018)

No que se refere as praticas essenciais de aprendizagem, este documento diz que “devem ser
criadas condicdes de aprendizagem para que os alunos, em experiéncias individuais e colaborativas,

tenham oportunidade de:
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Comunicar, utilizando linguagem matematica, oralmente e por escrito, para descrever,
explicar e justificar procedimentos, raciocinios e conclusdes;
Avaliar o proprio trabalho para identificar progressos, lacunas e dificuldades na sua

aprendizagem”.

Estas praticas entroncam nas seguintes areas e respetivas competéncias associadas descritas no

PASEO:

Linguagem e textos: utilizar e aplicar de modo proficiente diferentes linguagens e simbolos

associados as linguas, a literatura, a musica, as artes, as tecnologias, a matematica e a ciéncia;

Informacdo e comunicacdo: utilizar e dominar instrumentos diversificados para pesquisar,

descrever, avaliar, validar e mobilizar informacdo, de forma critica e auténoma, verificando
diferentes fontes documentais e a sua credibilidade; transformar a informacdo em
conhecimento;

Raciocinio e resolucdo de problemas: desenvolver processos conducentes a construcdo de

produtos e de conhecimento, usando recursos diversificados;

Pensamento critico e pensamento criativo: convocar diferentes conhecimentos, de matriz

cientifica e humanistica, utilizando diferentes metodologias e ferramentas para pensarem
criticamente;

Relacionamento interpessoal: adequar comportamentos em contextos de cooperagdo,

partilha, colaboracdo; trabalhar em equipa e usar diferentes meios para comunicar
presencialmente e em rede;

Desenvolvimento pessoal e autonomia: estabelecer relagcbes entre conhecimentos;

estabelecer objetivos, tragar planos e concretizar projetos, com sentido de responsabilidade
e autonomia;

Saber cientifico, técnico e tecnoldgico: compreender processos cientificos.
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2. O GeoGebra

“O GeoGebra tem assumido um papel cada vez mais preponderante na
aprendizagem da Matematica. Para além de ser um software gratuito,
a qualidade das suas ferramentas e permanente expansao tém sido os
fatores mais significativos para a adogao deste software em detrimento

de outros.” (Reis & Santos, 2022)

O GeoGebra é um software de matematica dindmica de distribuicao livre destinado a todos
os niveis de ensino e que redne geometria, dlgebra, tabelas, graficos, estatistica e calculo. O seu nome
resulta da combinacdo das palavras Geometria e Algebra. De manipulacdo facil e intuitiva, apresenta
uma excelente visualizagdo dos objetos. Foi desenvolvido em 2001 por Markus Hohenwarter
aquando da realizagao do seu mestrado na Universidade de Salzburgo.

O GeoGebra é um software de cddigo aberto, oferecendo acesso gratuito a uma ferramenta
matematica de elevada qualidade. Por isso, a sua popularidade é cada vez maior, atualmente conta
com uma comunidade de milhdes de utilizadores em cerca de 190 paises, esta traduzido para 55
idiomas e o numero de downloads mensais ascende os trezentos mil. Existem 62 institutos GeoGebra
distribuidos por 44 paises que desempenham um papel fundamental na divulgacdo do software e
das suas aplicacdes, na reflexdo sobre as suas potencialidades e na integracdo de novas
funcionalidades. O seu criador ja recebeu diversos prémios tanto na Europa como nos Estados Unidos
da América.

O GeoGebra tem vindo a impor-se como uma ferramenta poderosa nas praticas dos
professores de matematica de todos os niveis de ensino. A sua utilizacdo pode contribuir para o
desenvolvimento de praticas inovadoras no ensino e consequente melhoria na aprendizagem desta
disciplina.

Atualmente o GeoGebra conta com sete aplicagbes distintas: Calculadora, Calculadora
Grafica, Calculadora 3D, Geometria, GeoGebra Classico, Calculadora CAS e GeoGebra 3D Realidade
Aumentada. Todas elas podem ser instaladas no computador, no telemdvel ou utilizadas online, com
excec¢do da ultima que, dadas as suas carateristicas, apenas funciona no telemdvel. Destacam-se, na

tabela 2, as principais carateristicas de cada uma dessas aplicacoes:
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Aplicagao Carateristicas

Calculadora Desenhar graficos, criar transformagées, encontrar derivadas e
integrais
Calculadora grafica Desenhar graficos e resolver equagoes
Calculadora 3D Representar fungdes 3D, superficies e outros objetos em 3D
Geometria Construir circulos, angulos, transformacdes
GeoGebra classico Conjunto de aplicativos para geometria, folha de calculo,

probabilidade e CAS

Calculadora CAS Resolver equacgbes, manipular expressoes, calcular derivadas e

integrais

GeoGebra 3D realidade | Estudar formas geométricas tridimensionais visualizando-as no

aumentada ambiente real

Tabela 2- Principais caracteristicas das aplicacdes GeoGebra

2.1. O software GeoGebra Classic (versdo 5.0)

Nesta seccdo faz-se uma breve apresentacdo do GeoGebra Classico 5, na sua versao para
computador. Este foi o software utilizado para a construcdo das atividades que compdem o
livro dinamico “A fungao exponencial”.

Como ja foi referido, o GeoGebra é um software que combina diversas representacdes de
um mesmo objeto. Por este motivo, a interface do utilizador contém componentes que nado
se encontram em outros softwares de matematica, esta dividida em janelas que apresentam
diferentes representa¢bes dos objetos. Por defeito, quando se inicia o programa, aparecem
as janelas Folha algébrica e Folha Grafica 2D. O utilizador pode dar entrada dos objetos em
qualguer uma delas. Utilizando a barra de ferramentas podem adicionar-se objetos
diretamente na folha grafica, ou, em alternativa, no campo de entrada recorrendo a
representacdo algébrica do objeto. A figura 1 apresenta a interface padrdo do GeoGebra

vers3do 5.0.625.0-d.
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[ ] @ GeoGebra Classic 5 |
: S
N SR B R RO S AZARNIERES
» Folha Algébrica = X » Folha Grafica 2D X
e f(x) = 2%
/1\*
0 = (=
s(x) = ()
4
1 2 3 4
-1
Entrada: $

Figura 1- Interface do GeoGebra Classic versdo 5.0 (janelas de Geometria e Algebra)

A folha grafica contém uma drea de desenho onde s3dao exibidas as representacgdes
geométricas dos objetos. Os eixos coordenados e a grelha, que aparecem por defeito, podem ser
facilmente escondidos pelo utilizador. Para isso, seleciona-se o tridngulo que se encontra ao lado de
“Folha Grafica 2D” e aparece uma Barra de Estilos onde o utilizador pode personalizar o estilo da

folha grafica como se mostra na figura 2.

Y b - o 0 » ° a=
/l/ A & » (701 \\.;- .{__.. .\. .7> 4—}0
bbrica %+ Folha Grafica 2D
v | alff— Barra de Estilos
6

Figura 2 — Barra de Estilos

Na folha grafica os objetos existentes podem ser modificados de forma simples, arrastando-os com
recurso ao rato, e novos objetos podem ser criados recorrendo a “Barra de Ferramentas”. Esta barra
é constituida por um conjunto de ferramentas agrupadas por tipologia (caixa de ferramentas) que

possibilitam a execugdo de construcdoes geométricas recorrendo exclusivamente a utilizacdo do rato.
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Para visualizar todas as ferramentas disponiveis dentro de cada topologia deve clicar-se no tridngulo
gue se encontra no canto inferior direito que logo surge no écran uma janela que mostra todas as

possibilidades, como se ilustra na figura 3.

® ‘ GeoGebra Classic 5
N A e t B O RVARRIE I
R A 7 L DA O & N\ 22 @

» Folha Algébrig * _ peta Perpendicular

*_ Reta Paralela
o< Mediatriz

.('.' Bissetriz

(O Tangentes

© Reta Polar ou Diametral
.
;'- Reta de Regressdo Linear

e Lugar Geométrico

Figura 3- Janela de ferramentas na tipologia reta

Depois de selecionada a ferramenta esta aparece destacada com rebordo azul o que significa
que esta ativada. Quando se arrasta o rato sobre ela, abre-se uma caixa de didlogo que exibe algumas
informagdes nomeadamente o nome da ferramenta e uma ajuda para a sua utilizacdo como se pode

ver na figura 4.

[ NON ) GeoGebra Classic 5

R, oA [ 3 P OO L N 2

» Folha Al¢ Segmento de Reta (Ponto, Comprimento)
Selecione um ponto e digite o comprimento

3

Figura 4 — Janela de informacgdo da ferramenta Segmento de Reta

No apéndice | apresenta-se uma breve descricao das varias opcdes disponiveis na barra de

ferramentas da Folha Grafica 2D.
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No canto direito da barra de ferramentas existem dois botdes que permitem Desfazer e
Refazer os ultimos passos da construcdo possibilitando, ao utilizador, desfazer erros cometidos ao

realizar a construgao.

[ NON ] GeoGebra Classic 5
N BRSO ARNN ] /oA

Desfazer Refazer

Figura 5 - BotGes Desfazer e Refazer

Por baixo do botdo Desfazer encontra-se um pequeno ponto de interrogacao. Ao clicar sobre

ele surge uma caixa de didlogo com uma ajuda relativa a ferramenta que esta ativa.

R, oA ] OO &) N =2 (4 S

» Folha Algébrica X » Folha Grafica 2D
o]
o Ajuda da Ferramenta - Poligono Regular

. » Selecione dois pontos e digite o nimero de vértices
<

Cancelar . Mostrar Ajuda Online

Lol

Figura 6 - Ajuda da ferramenta "Poligono Regular"

No que se refere & Folha de Algebra, que aparece colocada no lado esquerdo da interface,
esta contém as representagcées numéricas e algébricas dos varios objetos. Estas representacées
aparecem organizadas em trés categorias:

e Objetos livres que podem ser diretamente modificados pelo utilizador pois nao
dependem de nenhum outro objeto;

e Objetos dependentes que sdo os resultados dos processos de construcao e dependem

de outros objetos. Apesar de nao se poder modificar diretamente estes objetos, eles
alteram-se quando os objetos livres que lhes ddo origem sao modificados;

e Objetos auxiliares que sdo utilizados para complementar a construgdo, imagens, e/ou

para introduzir elementos interativos como botdes ou caixas para entrada de texto

por exemplo.
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Na parte inferior da interface fica situado o campo de “Entrada” e, é neste local que se podem

introduzir expressdes algébricas diretamente pelo teclado e visualizar a respetiva representacao

geométrica na janela grafica.

» Folha Algébrica X

Entrada: f(x)=2x+1

GeoGebra Classic 5

NI SO & RPARNIES]

» Folha Grafica 2D

Figura 7 — Campo de entrada

Também é possivel inserir comandos em lingua materna pelo campo de entrada. Por exemplo

se se digitar Reta(A, B) gera na janela grafica uma reta que passa nos pontos A e B previamente

definidos. O GeoGebra tem uma grande quantidade de comandos pré-definidos que podem ser

aplicados em objetos ja existentes ou para criar novos objetos.

» Folha Algébrica
® A=(11)
® B=(3,2)

Entrada: (A, B)|

N

7

O/

GeoGebra Classic 5

O 2N a=2 |2
(CZARL SN o'\\ e <

» Folha Gréfica 2D

-

Figura 8 — Entrada direta de comandos em lingua materna
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Ao digitar o nome de um comando no campo de entrada surge uma caixa de didlogo que
apresenta uma listagem de todos os comandos que comegam pelas letras ja digitadas e respetiva

sintaxe.

Funcdo( <Lista de NUmeros> )

Func¢do( <Fung¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>)

Func¢do( <Expressdo>, <Variavel 1>, <Valor Inicial>, <Valor Final>, <Variavel2>, <Valor Inicial>, <Valor Final>
FuncdoData( <Lista de Nimeros>, <Lista de Numeros> )

Entrada: Fun s

Figura 9 — Lista de comandos do GeoGebra comegados por Fun

Ainterface do GeoGebra contém ainda uma Barra de Menu que fica situada por cima da barra
de ferramentas. A partir das op¢Ges aqui disponiveis, o utilizador pode guardar, imprimir, exportar
construcdes, alterar configuracGes padrao do programa, personalizar a barra de ferramentas entre

outras opgoes.

® GeoGebra Ficheiro Editar Vista Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Materiais de GeoGebra
[ NN | GeoGebra Classic 5

N IEZAL R SO S RZAINI Y

Figura 10 — Barra de Menu

Barra de Menu

A partir do item Vista o utilizador pode personalizar a interface ocultando/mostrando folhas.

Na figura seguinte podem ver-se as varias op¢oes disponiveis.

® GeoGebra Ficheiro Editar Vista Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Materiais ¢

® 00 v - Folha Algébrica A G
Y f"' Folha de Célculo %8S
A *
[% 1o | “'. ! I>' ° Folha CAS (Calculo Algébrico Simbdlico) &K
o v Folha Gréfica 2D 1
X
p Folha Algébrica Ll [oiha Gréfica 20 2 %2
L I GeoGebra 3D 083

Protocolo de Construgdo oL
Calculadora de Probabilidades 0T#P
838 Teclado Virtual
v Campo de Entrada

2 Configuragbes ...

~ Atualizar
Recalcular Todos os Objetos

Figura 11 — Opgdes do item Vista da barra de menu
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Desta forma a interface pode ser personalizada de acordo com as representacdes que se pretendem

trabalhar. Nas figuras 12 e 13 apresentam-se duas das combinagdes possiveis.

GeoGebra Classic 5

[ NON ]
[x]7d) 02, =,
v Folha Gréfica 2D X| ~ Folha de Calculo X
~v VAHLIRRHIENEIEIHI=AEHIE=ER
Al 8| c | b |

Entrada:

Figura 12 — Vista da Folha grafica 2D e da Folha de Calculo

O ] GeoGebra Classic 5
[R] AL B P 8 A @ 4N ke
v Folha Gréfica 2D X/ » GeoGebra 3D X
4
\
-2
Entrada:

Figura 13 — Vista das folhas graficas 2D e 3D

Repare-se que a barra de ferramentas varia consoante a folha que est3 ativa.
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2.2. Possibilidades de exploragdao do GeoGebra

Percebe-se facilmente pela descricdao da interface do GeoGebra e das suas ferramentas que

este é um recurso de enorme potencial para integrar o processo de ensino/aprendizagem da

Matemadtica. No entanto, tal como ja foi referido, o software sozinho ndo ensina nada, é necessdrio

gue o professor produza tarefas para uma exploracao eficaz das suas potencialidades. Apresentam-

se a seguir algumas possibilidades para utilizacdo/exploracdo do GeoGebra:

Construcdes prontas: neste tipo de atividade o professor fornece aos alunos um

arquivo com uma construcao previamente elaborada e estes tém apenas de a
manipular. Pode recorrer-se a atividades deste tipo quando se estd perante um
processo de construgdo trabalhoso e/ou quando para compreender o conceito
gue se pretende trabalhar ndo é necessario que seja o aluno a realizar a

construcao.

Atividades que exigem construcdo: existem conceitos e propriedades

matematicas que sdao mais facilmente compreendidas quando se faz a respetiva
construcdo. Numa situacdo destas, o professor deve disponibilizar aos alunos um
tutorial para a construgao e, orientagdes de como manipular a figura construida,

para que se possam perceber as propriedades em estudo.

Folhas de trabalho dindmicas: sdo pdginas da internet que contém uma ou mais

figuras dinamicas, explicacdes e questdes/tarefas para os alunos. Quando bem
elaboradas podem contribuir significativamente para uma melhor compreensao
de conceitos e propriedades uma vez que, dada a sua interatividade, permitem
manipular os objetos. Este tipo de atividades podem apoiar a aprendizagem pela
descoberta e/ou incentivar a autoaprendizagem. De referir ainda que, nas folhas
de trabalho dindmicas também é possivel fazer construcdes dado que estas
podem conter todas as ferramentas do GeoGebra. No entanto, é possivel ir muito
mais além, fazendo uso da interface JavaScript que o GeoGebra oferece, e criar
exercicios interativos que verificam a resposta dos alunos e até fornecer algum
feedback. As propostas constantes do livro dinamico “A fungao exponencial” sao

maioritariamente deste tipo.
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e ApresentacGes dindmicas e/ou animacdes: esta € uma possibilidade menos

explorada, mas de grande potencial. E possivel, recorrendo ao GeoGebra, criar
apresentacdes e/ou animacBes automadticas para a explicacdo de conteudos
recorrendo, por exemplo, ao protocolo de construcdo. A mais-valia destas
apresentacdes é a de poderem incluir figuras dindmicas e por isso serem

manipuladas para uma melhor compreensdo do que se esta a apresentar.

2.3. Aplataforma GeoGebra

Os exemplos apresentados na sec¢do anterior ndo esgotam de forma alguma as possibilidades
gue o GeoGebra oferece. Atualmente existe muito material disponivel na internet com sugestdes de
atividades, construcdes e até videos, que podem contribuir para o trabalho nao sé do professor, mas
também dos alunos.

O proprio GeoGebra disponibiliza uma plataforma cujo endereco é www.geogebra.org onde

existe muito material partilhado por utilizadores de todo o mundo e que pode ser utilizado e/ou
adaptado. Podem encontrar-se |a propostas sobre os mais variados temas matematicos e para todos

os niveis de ensino. Na figura 14 apresenta-se a pagina de entrada da plataforma.

= GeQGe brO Q, Pesquisar recursos em Sala de Aula

Inicio

GeoGebra - Aplicativos
Matematicos

Materiais

fr
F& Feed de Noticias

- Perfil Acesse livremente diversos aplicativos
matematicos para graficos, geometria, 3D e muito
&) Pessoas mais!

e

INICIAR CALCULADORA

@) Tarefa

[0 Baixar Aplicativos MATERIAIS DIDATICOS

Figura 14 - Pagina de entrada da plataforma GeoGebra
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Nesta pagina aparecem duas opcdes INICIAR CALCULADORA e MATERIAIS DIDATICOS. A primeira

conduz a calculadora do GeoGebra e a segunda a pdagina da plataforma onde se podem encontrar

atividades construidas e disponibilizadas por outros utilizadores.

= GeoGebra A Pesquisar materiais de sala de aula
EXPLORE

Inicio

Materiais

Novas Noticias

® @ >

Encontre mais de 1 milhdo de atividades gratuitas, simulagdes, exercicios, aulas e jogos para matematica e

Materiais ciéncias!

Perfil

Materiais em destaque MOSTRE TUDO

» Pessoas

' o

Tarefas ’,; g 1 > .
9 : N 4

[0 App Downloads

0

ATIVIDADE ATIVIDADE LIvRO ATIVIDADE

Superficies Quadricas Garrafa de Klein Gréfico de fungdes sem OBMEP 2013, 2° Fase,

lei N3 Q4
Ricardo Misturini : Juan Carlos Ponce Camp... Vandoir Stormowski : Diego Lieban
Aritmética
Estatistica
Geometria
Fungdes
sabr Matemdtica
Privacic Trigonometria
Algebra

Calculo
Probabilidades

Figura 15 -Plataforma do GeoGebra — pagina de materiais

Para encontrar materiais sobre um conteudo matematico especifico pode proceder-se de

duas formas, utilizando a barra de pesquisa situada no topo da pagina ou recorrendo ao mapa de

tépicos matemadticos. Neste mapa podem encontrar-se varias op¢des, ao selecionar uma delas, surge

novo mapa que permite ir aprimorando a pesquisa conforme se pode ver na figura 16.

Aritmética PolinomialTraqado Curva
Estatistica Fungao Trig
. Matematica
Geometria
O Linear
- Grafico
Fungbes . Fircos
Matematica ¢
Trigonometria Calculo Poder
Algebra O
) QuadréticaContmundade .
‘ Célculo Exponencial
Probabilidades
Logaritmica

Figura 16 - Mapas de tépicos matematicos inicial e relativo ao tema fungdes da plataforma do GeoGebra
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As potencialidades desta plataforma ndo se esgotam com a disponibilizacdo de materiais e
das aplica¢des online, vai muito mais além. E possivel, com as ferramentas aqui disponiveis, criar
livros digitais dindmicos. Estes livros sdo a compilacdo de atividades ja existentes na plataforma ou
concebidas para integrar um livro. Assim, cada pdgina do livro corresponde a uma atividade que pode
conter para além de apllets criados com o GeoGebra, textos, imagens, questdes de escolha multipla
ou de resposta aberta, arquivos em pdf, videos, liga¢gdes a outras paginas web ou o GeoGebra Notes.

O que distingue um livro digital dindmico de um livro digital cldssico é o facto de as varias
representacdes dos objetos matematicos estarem conectadas e, quando se altera uma delas, a(s)
outra(s) ajusta(m)-se simultaneamente. Na figura seguinte apresenta-se uma pdgina do livro “A

III

funcdo exponencial” onde se pode visualizar esta carateristica. Ao movimentar o seletor do rato,
ambas as representacdes, simbdlica (algébrica) e visual (geométrica) da funcdo se atualizam. Este
aspeto pode ajudar os alunos a compreender melhor e mais rapidamente a relagdo existente entre

estas representacoes.

Funcao exponencial - propriedades

Autor: elsa assungao

Funcao exponencial

f(x) =a®

f(x) =14"

{ | Intersecao com os eixos

Figura 17 - Pagina do livro "A fungao exponencial"

Outra carateristica importante é o facto de os textos constantes dos applets poderem ser,
eles proprios, dinamicos. Textos dindmicos sdao textos que contém simbologia matematica e variaveis
gue podem ser alteradas pelo utilizador através da manipulagdo de outros registos relacionados com

o texto. No exemplo apresentado na imagem anterior o texto apresentado para definir
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algebricamente a funcdo exponencial possui estas caracteristicas. Quando se movimenta o seletor a
base da poténcia altera-se. Também é possivel realizar calculos automaticos dentro do préprio texto
recorrendo a valores ou medidas dos objetos que fazem parte do applet GeoGebra. Os resultados
destes cdlculos sdo atualizados sempre que esses objetos forem alterados. Este tipo de textos sdo
uma mais-valia para a elaboracdo de exercicios dindmicos, apresentacdo de demonstracdes,
defini¢des, propriedades ou exemplos. Esta particularidade foi utilizada na elaboracdo de algumas
das atividades que compdem o livro dindmico “A funcdo exponencial”. Outra carateristica importante
é o facto de o texto poder ndo estar totalmente visivel, ou seja, pode fazer-se o texto ir aparecendo

a medida que o applet é manipulado. Para este efeito, recorre-se a um seletor ou a um botao.

2.4. O GeoGebra Classroom

“O conjunto de todas as plataformas associadas ao GeoGebra estdo
automatizando e levando mais longe as capacidades deste software,
aproximando as suas carateristicas de um LMS, tornando o software,
junto com as suas plataformas associadas, um ecossidema amigavel e
com potencialidades de eficacia para o ensino e aprendizagem da

matematica e das ciéncias.” (Santos & Reis, 2022)

O GeoGebra Classroom é uma das vdrias ferramentas disponiveis na plataforma do GeoGebra
e, tal como o nome indica, simula uma sala de aula virtual. Foi concebido para ser utilizado em
conjunto com outras plataformas de ensino a distancia, como por exemplo o Zoom, mas com
potencialidades para ser utilizado sozinho.

A sua utilizacdo é bastante intuitiva. Os professores podem interagir virtualmente com os
alunos, tanto em modo sincrono como assincrono e acompanhar o trabalho realizado por cada um.

Assim, o GeoGebra Classroom é um recurso que pode ajudar o professor a motivar os alunos
para a resolucdo de atividades em tempo real. Uma atividade pode ser constituida por varias atrefas,

incluir applets, questdes abertas ou de escolha multipla, textos videos ou ligacGes para outras paginas
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da internet. Mesmo a distancia, o professor, consegue verificar quais as habilidades que foram ou
ndo desenvolvidas, quais as estratégias que os alunos utilizaram na resolucao das tarefas propostas,
e onde é que os alunos apresentaram maiores dificuldades, entre outras possibilidades. Ao professor
é dada a possibilidade de ter uma visdo geral de todas as tarefas propostas ou de cada tarefa
individualmente. A visdo geral inicial mostra o que os estudantes estdo a fazer sendo possivel

visualizar o progresso de cada aluno conforme se pode observar na figura 18.

= GeaGebra Tarefa ® < BaJs

Visdo geral da atividade i
Atividade introdutéria: Crescimento microbiano A

Atividade introdutodria: Crescimento ...
Participe da aula em www.geogebra.org/classroom/bqj7rxwu [E] 4

ou digitando o codigo em www.geogebra.org/classroom

BQJ7 RXWU
16 aluno(s) na aula Il PAUSA 3% MOSTRA
Tarefa 3 Tarefa 3 Tarefa 3 Tarefa 3
A A A A
Progresso do aluno,
Estudante 1 Estudante 2 Estudante 3 Estudante 4
3de3 $ 3de3 : 3de3 3 3de3

Figura 18 - Visdo geral da atividade

Avisdo geral das tarefas mostra ao professor qual o estado de concretizacao das tarefas pelos
alunos através de uma barra de estado que vai sendo atualizada a medida que os alunos vao
realizando o seu trabalho.

Avisdo geral de cada tarefa, figura 19, permite observar o que os alunos ja realizaram de uma
tarefa especifica, fornecendo ao professor informacdo de forma que este possa decidir qual o

feedback a dar a cada estudante.
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= GeoGebra sala ® | < say
Visdo geral da atividade
Tarefa 1
Atividade introdutéria: Crescimento ...
Il PAUSA 56 MOSTRAR NOMES
Tarefa 1
Tarefa 2
Tarefa 3 D : e -: e == ===
Estudante 1 Estudante 2 Estudante 3 Estudante 4
Estudante 5 Estudante 6 Estudante 7 Estudante 8

Figura 19 - Visdo geral da tarefa 1 da atividade "Crescimento microbiano"

De entre as carateristicas desta ferramenta destacam-se as seguintes: para um aluno realizar uma
tarefa ndo necessita de ter uma conta na plataforma do GeoGebra, basta aceder pelo cddigo ou
endereco fornecido pelo professor; a interacao entre o professor e os alunos pode ser realizada em
modo sincrono ou assincrono; a rapida verificagdo por parte do professor do progresso dos alunos
na realizacdo de uma atividade; as tarefas criadas ficam armazenadas no perfil do professor e este
tem a possibilidade de as organizar numa pasta especifica para uma determinada turma; o aluno
pode fechar uma tarefa e retoma-la posteriormente para continuar uma resolugao ou mesmo refazé-
la na totalidade, caso ele tenha uma conta na plataforma e tenha acedido a tarefa a partir desta;
possibilidade de gerar uma tarefa a partir de atividades (folhas de trabalho ou livro) constantes do

seu perfil ou utilizar atividades prontas disponibilizadas no modo publico na plataforma do

GeoGebra.
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3. Func¢do exponencial

Neste capitulo apresentam-se os conteudos a lecionar aos alunos relativos ao tema da fungao
exponencial. Os argumentos aqui apresentados sao baseados nos manuais de matematica A para o
décimo segundo ano de escolaridade atualmente em vigor, e nas aprendizagens essenciais da
disciplina.

Como conhecimentos prévios, os alunos apenas conhecem a nocao de poténcia de expoente

m
racional (a= = Ya™, com n natural e m inteiro) e respetivas propriedades. A prova de alguns dos
resultados apresentados nao faz parte das aprendizagens dos alunos neste nivel de escolaridade

sendo, por isso, referidas de forma intuitiva, recorrendo a graficos e/ou a exemplos.

3.1. Poténcias de expoente irracional

Nesta seccdo apresenta-se uma explicacdo que permite atribuir significado a poténcias cujo
expoente é um numero irracional.

Para definir poténcia de expoente irracional, comeca por se referir que qualquer nimero
irracional é o limite de uma sucessdao de nimeros racionais. Este conceito ndao é de todo intuitivo,

mas consegue-se ilustrar através de enquadramentos. Veja-se o seguinte exemplo.

Qual o significado da expressao 2V3?

v/3 é um niimero irracional, como tal, corresponde a uma dizima infinita ndo periddica,

V3 =1,732050807 ... e pode ser aproximado por sucessdes de niUmeros racionais.

A construcdo do numero irracional /3 como limite de uma sucess&o de nimeros racionais pode ser

feito recorrendo ao procedimento que se descreve de seguida.
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Considerem-se as seguintes sucessoes:

(u,,): maior nimero racional com n algarismos cujo quadrado é menor que 3

(v,,): menor numero racional com n algarismos cujo quadrado é maior que 3

O primeiro termo de cada uma destas sucessdes serd 1 e 2, respetivamente, dado que:

12<3 e 2?2>3

De seguida escolhe-se o maior algarismo d;, com 0 < d; < 9, tal que (1,d;)? < 3

O segundo termo de cada uma das sucessdes serd: u, =1,d; e v, =u, +0,1

O algarismo seguinte, d,, é escolhido pelo mesmo processo de d;, ou seja, tal que (1,d;d,)? < 3

Assim, o terceiro termo de cada uma das sucessdes sera: uz = 1,d;d, e v3 = uz + 0,01.

Para encontrar os termos seguintes basta continuar este processo.

Na tabela 3 apresentam-se os primeiros oito primeiros termos de cada uma destas sucessdes e

respetivos quadrados:

(un) (V) (un)? (v)?
1 2 1 4
1,7 1,8 2,89 3,24
1,73 1,74 2,9929 3,0276
1,732 1,733 2,999824 3,003289
1,7320 1,7321 2,99982400 3,00017041
1,73205 1,73206 2,9999972025 3,0000318436
1,732050 1,732051 2,999997202500 | 3,000000666601
1,7320508 1,7320509 2,99999997378064 | 3,00000032019081

Tabela 3 - Primeiros 8 termos das sucessées (u,), (v,), (u,)? e (v,)?
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Decorre da forma como foram definidas que, a sucessdo (u,) é mondtona crescente e a sucessdo

(v,,) € mondtona decrescente e que ambas sdo limitadas. Logo, as duas sucessdes s sdo convergentes

sendo V3 o seu limite comum uma vez que (u,,)? e (v,)? convergem ambas para 3.

A partir de (u,) e (v,) podem construir-se as sucessdes: w,, = 2¥» e t, = 2",
Entende-se por 2V3 como sendo lim w, = 2limu oy lim t,, = 2'™7r ficando assim justificada a

sua existéncia.

De uma forma geral:

Dado um numero real positivo, @, e um ndmero irracional x, se (r;) é uma sucessdo de nimeros
racionais de limite x, a sucessdo a’™ é convergente, representando-se o seu limite por a*.

Como o limite de uma sucessdo convergente é Unico, fica assim atribuido significado a expressdo a*,

para a positivo e x irracional.
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3.2. Fungdo exponencial em R

Dado um ndmero real a € R*\{1}, a fun¢3o definida em R por: f(x) = a*, designa-se por fungio

exponencial de base a.

Na tabela 4 apresentam-se as propriedades desta funcao.

Propriedades da fungdao exponencial de base a

a>1

O0<ax<l1

Dominio

R

Contradominio

]R+

L VerR, ax >0

e afungdo f ndo tem zeros pelo que a equagdo a* = 0 é impossivel

emR

Injetividade

A fungdo f é injetiva

X — j—
a*=a¥ o x = Y, Vxyer

Continuidade

A fungdo f é continua

Grafico
— =
f é estritamente crescente em R f é estritamente decrescente em R
Monotonia
x <y a* <a’,Vyyer x <y a*>a,Vyyer
lim a* =0 lim a* = 4+
. . X—>—00 X—>—00
Limites
lim a* = 4+ lim a* =0
xX—+00 xX—+0co
Assintotas A reta de equagdo y = 0 é uma assintota ao grafico de f

Tabela 4 — Propriedades da funcdo exponencial
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3.3. Limites notaveis

1. lim&t=11

x->0 X

Justificacdo

. e*-1 , . . o . 0
Quando se calcula lim ——, obtém-se uma indeterminacio do tipo —.
x-0 X 0

eX-1 L,
o de dominio

Considerando a  fungdo real de varidvel real f(x)=

R\{0}, e analisando os valores que se obtém para as imagens da fun¢do quando x toma valores

muito préximos de zero constata-se que esta parece tender para um, como se pode ver nas tabelas

5e6.

X -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001 -0,00001 -0,000001
e*—1
x 0,95162582 | 0,99501663 | 0,99950017 0,99995 0,999995 | 0,9999995

Tabela 5 - Valores da fungdo quando x tende para zero por valores inferiores a zero

X 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,00001 0,000001

e*—1

1,05170918 | 1,00501671 | 1,00050017 | 1,00005 1,000005 | 1,0000005

Tabela 6 - Valores da fungdo quando x tende para zero por valores superiores a zero

A andlise da representagdo grafica da fungdo f(x) = eT_l (figura 20) reforca a conjetura de que

. e*-1
lim
x-0 X

=1.

1 Apresenta-se uma justificacdo em vez de uma demonstracdo devido ao facto da demonstragdo requerer
conhecimentos para além dos exigidos nesta etapa do 122 ano
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-2 -1 0 1 2 3 £

Figura 20 - Representacgdo grafica da funcao

2. lim & =+wkeR

X—+00 xk

Demonstracao

y
Considere-se a fungdo definida por f(y) = (1 + i) definida em R\{—1, 0}.

f(y) é crescente e lir+n fy) =e.
y—+o

Sek € R*:

<k+1>_ 14 1 _(1+ X )T<
=)= k+1 = k+1) —°

B X \k+1 X \k+1
Entdo, (ﬁ) < (1 + m) <e
x N kt1 xletl
<e¥ & ——— < e*
(k + 1) (k + 1)k+1
xkxx X
(k+1)k+1 S e

e* x

>~
xk = (er 1)+t



X

. X . . e
Como lim ———— = +, podemos concluir que, lim — =

x—+00 (k+1)k+1 x—+oo X

Sek=0
X
lim < = lim e* = +oo,
X—+oo X X—+00
Sek € IR™:

k<0=>-k>0

~ . e* . _
Entdo, lim — = lim e¥* X x ¥ = 400 X (+0) = 400
X—+00 X X—+00

3.4. Derivada da fungdao exponencial de base e

1. Afuncdo exponencial é diferencidvel em R sendo: (e*)’ = e*.

Demonstracao

Seja f(x) = e* uma func¢do definidaem R

fx+h)—f)
h

f'x) = lim

+00.
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2. Sendo u uma funcdo real de varidvel real, (e*)' = u’ e®.
Demonstracao

Seu=gx)ef(x) =e*entdo (fog)(x) =e"

Pela regra da derivada da fungdao composta tem-se:

(feg)(x)=g"(x) x f'(g(x)) =g'(x) x eI® =u'e™.
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4. O livro dinamico “A fun¢ao exponencial”

Neste capitulo apresenta-se a descrigao do livro dinamico concebido para este trabalho e das

vdrias atividades que o compdem.

Tal como ja foi referido anteriormente, este livro foi pensado para ser usado numa perspetiva de
sala de aula invertida, pelo que as atividades que se propdem foram idealizadas para estimular a

aprendizagem auténoma dos alunos e a sua autorregulacgao.
O livro dindamico esta disponivel na plataforma do GeoGebra e pode ser visualizado através do

endereco: https://www.geogebra.org/m/z9angd4p .

LIVRO
A Funcao Exponencial

GO Compartilhado com ...

Figura 21 - Pagina inicial do livro "A fungdo exponencial"

Esta organizado em seis capitulos: os capitulos 1, 2, 3 e 5 contém as atividades fornecidas aos

alunos para realizarem o seu estudo auténomo na fase pré-aula. Os capitulos 4 e 6 contém as fichas
de trabalho que foram aplicadas em sala de aula e respetivas propostas de resolucdo. Inclui ainda um

capitulo prévio, onde é feita a apresentacao do livro, e um capitulo final onde consta a bibliografia

utilizada para a construcao das atividades.
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4.1. Descrigao das atividades do “Capitulo 1 — Ponto de partida”

Este capitulo é constituido por duas atividades, como mostra a figura seguinte, e pode ser
visualizado na plataforma do GeoGebra através do enderego:

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#chapter/804346

Cap. 1 - Introdugao

Atividade introdutdria: Exercicio
Crescimento microbiano

Figura 22 - Capitulo 1: Ponto de partida

Com a realizacdo das atividades que compdem este capitulo pretende-se dar sentido a
expressao “crescimento exponencial” e relacionar esse crescimento com as progressdes

geométricas.

4.1.1. Atividade introdutdria: Crescimento microbiano

Esta  atividade pode ser acedida diretamente através do  enderego

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#material/shymg2xe e é composta por trés tarefas. O

objetivo é contextualizar o crescimento exponencial e relaciond-lo com as progressdes
geométricas estudadas no décimo primeiro ano.

A atividade inicia-se com um texto introdutério sobre o crescimento microbiano de forma a
contextualizar o crescimento exponencial, seguido de uma animacdo que pretende ilustrar a
situagao descrita. A primeira tarefa a realizar pelos alunos é a leitura do texto e a visualizagao da

animagao.
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1 2 4
o
o
.
[ ]
o
o
[ ]
o
o
o
o
o
S =1[-—_+2’

Figura 23 - Atividade introdutdria: crescimento microbiano - Animacédo da tarefa 1

Com a segunda tarefa, uma questdo de resposta curta, pretende-se que os alunos cheguem

a uma expressao algébrica que traduza a situacdo apresentada.

Ao fim de t periodos de 15 minutos qual serd a expressao que traduz o numero de individuos da populagao?

Aa T

Figura 24 - Tarefa 2 da atividade "crescimento bacteriano"

Na terceira tarefa pretende-se que o aluno generalize a situacdo descrita para o caso de a

cultura se iniciar com mais do que um microrganismo.

A N@t)=Nox26,t>0
B [ N@#)=No+26,6>0
c [ N(@)=Nyx2"t>0
D [0 N@)=N+2",t>0

Uma expressao para determinar o nimero aproximado de microorganismos no instante t, medido em minutos, podera ser:

Figura 25 - Tarefa 3 da atividade "crescimento bacteriano"
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4.1.2. Exercicio

Esta  atividade pode ser diretamente

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#material/bf8c8afu .

acedida

através

do

endereco

Com a realizacdo desta atividade pretende-se que os alunos manipulem algebricamente a funcao

X
N(x) = 50 x 215. E composta por cinco tarefas (questdes) que os alunos devem realizar no seu

caderno didrio e depois submeter foto da resolugao.

3. Prova que: Vnen, N(15n) = 2"N(0)

> 0 0 O b &

Apagador Marcador

S s 7 HuEEE
Selecionar Caneta Régua
Objetos
HEE -
Y r4 e

Transferidor

Figura 26 - Tarefa 3 da atividade "Exercicio"

Os applets que compdem as tarefas desta atividade foram criados com recurso ao GeoGebra

Notes. Para submeter a resposta deve selecionar-se sequencialmente o clip na barra azul e depois a

opc¢ao “camara” como se mostra na figura 27.
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i m » of
Texto Tabela Equagao GeoGebra Web MapaMenta
L. 0] - ¢ = X
Inserir Imagem Camera \\hdeo Audio PDF Graspable
Math

Figura 27 — Passos para a submissdo de respostas no GeoGebra Notes

4.2. Descrigao das atividades do “Capitulo 2 — Poténcias de expoente irraciona

Este capitulo é composto por duas atividades, como se mostra na figura seguinte, e pode ser

visualizado na plataforma do GeoGebra através do

https://www.geogebra.org/m/z9angd4ptchapter/804347 .

seguinte

Cap. 2 - Poténcias de expoente irracional

1) Vaeiryo), a®=1

2) Vaep, aA"=axax..xa, n€lIN

3) v

a€lr\(0), a -"=(§)"=3‘,,, nenN

m
4) Vpt, an =Va™,neINmeL

Poténcias de expoente Poténcia de expoente
racional - revisdo irracional

Figura 28 - Capitulo 2: Poténcias de expoente irracional

endereco:
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Com a realizacdo das atividades que compdem este capitulo pretende-se recordar a nocao

de poténcia de expoente racional e dar sentido a poténcia de expoente irracional.

4.2.1. Poténcias de expoente racional — revisao

Esta atividade estd disponivel na plataforma do GeoGebra através do endereco

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#material/aqd3tgrg

Com a realizacdo desta atividade pretende-se que os alunos recordem as nocoes de poténcia
de expoente natural, de expoente inteiro e de expoente racional, assim como, as regras operatoérias
das poténcias.

Esta atividade é composta por um pequeno texto introdutdrio e trés tarefas, sendo cada uma

das tarefas constituida por um applet que contém um exercicio com feedback imediato.

Exercicio 1

P . o
Representa na forma a« o nimero seguinte:

O =

Indica o valor dos parametros a, p e q:

I

(]
=~ ?7

[ Alinea anterior ][ Alinea seguinte ]

ra
(]

lded

Figura 29 - Applet da atividade "Poténcias de expoente racional" - exercicio 1
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Exercicio 1

Exercicio 1

P ” .
Representa na forma a¢ o nimero seguinte:

1

5

Indica o valor dos parametros a, p € q:

Correto!!

5%

[ Alinea anterior H Alinea seguinte ]

lded

P ” .
Representa na forma at o nimero seguinte:

Incorreto!!

[ Atinea anterior | (" Atinea seguinte | [ Tentar novumenle]
e

2ded

Figura 30 — Exemplos de feedbacks da atividade "Poténcias de expoente racional" - exercicio 1

Exercicio 2

643 + 325

<]

Determina o valor de cada uma das seguintes expressoes:

[ Alinea anterior J [ Alinea seguinte ]

ldeb

Figura 31 - Applet da atividade "Poténcias de expoente racional" - exercicio 2

Exercicio 2

Exercicio 2

Determina o valor de cada uma das seguintes expressoes:

Correto !!

| Alinea anterior | [ Alinea seguinte ]

ldeb

Determina o valor de cada uma das seguintes expressoes:

1
2 1\ 2
275 — (=
4
=6 \ Incorreto !!
[ Atinea anterior | [ Atinea seguinte | [ Tentar novamente |
3deb

Figura 32 - Exemplos de feedbacks da atividade "Poténcias de expoente racional" - exercicio 2
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Exercicio 3

Sendo x um numero real e sabendo que 3* =10, determina o valor de:

3m+1

]

[ Alinea anterior ] [ Alinea seguinte ]

lde3

Figura 33 - Applet da atividade "Poténcias de expoente racional" - exercicio 3

Exercicio 3

Sendo x um nimero real e sabendo que 3* =10, determina o valor de:

3:L'—}— 1
=30 |

Correto !!

[ Alinea anterior ] [ Alinea seguinte ]

lde3

Figura 34 - Feedback positivo da atividade "Poténcias de expoente racional" - exercicio 3

Neste exercicio o aluno para além da informacdo de resposta incorreta pode ainda visualizar

uma proposta de resolugdo como se mostra na figura 35.
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Exercicio 3

323:
spo |
Incorreto !!

2de3

Exercicio 3

Sendo x um nimero real e sabendo que 3* =10, determina o valor de:

Sendo x um nimero real e sabendo que 3* =10, determina o valor de:

32m
]
3% = (3%)°
Incorreto !!

=10* = 100

2de3

Figura 35 - Feedback negativo da atividade "Poténcias de expoente racional" - exercicio 3

4.2.2. Poténcia de expoente irracional

Pode aceder-se a esta atividade na plataforma do GeoGebra através do enderego:

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#material/muf4dndy .

Com a realizacdo desta atividade pretende-se que os alunos atribuam significado a poténcia

de expoente irracional. Esta atividade é composta por trés tarefas. A primeira tarefa consiste numa

apresentacdo tedrica em que se atribui significado a poténcia de expoente irracional, sendo as outras

duas compostas de exercicios.

Para visualizar a explicacdo os alunos devem navegar no applet usando os botdes Anterior e

Seguinte de modo a acompanhar as varias etapas da explicacao.
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[[anterior | [ seguinte | [ vottar ao inicio

Qual é o significado da expressao 2V7 7

O niéimero V7 é um niimero irracional logo corresponde a uma d izima infinita ndo periédica
V7 = 2.6457513110646...
Consideremos as sucessoes:

— (u,) é monétona crescente e os seus termos sao
(un):2 2,6 2,64 2,645 2,6457 — V7 ) .
valores aproximados de VT por defeito.

(vn) é monétona decrescente e os seus termos sao

(va):3 2,7 2,65 2,646 2,6458 — V7 valores aproximados de VT por excesso.

Ambas as sucessoes sao convergentes sendo V7 o seu limite e u.,<\/7 <Vn,VneN
A partir das sucessoes (u,) e (v,) podemos construir as seguintes sucessoes:
oUa . 92 926 92,64 92645 52,6457

2"“:23 22,7 22,65 22.646 22.6458

Tendo em conta que a fungao exponencial 2%, com x€(), é monétona, tem-se: 2™» < 2V7 < 2%, Vnpen

A sucessao 2™ é crescente e majorada. _ _ L. .
J =} Ambas as sucessoes sao convergentes e 2V7 é o limite comum.

A sucessao 2" é decrescente e minorada.
Fica, assim, garantida a existéncia do niimero 2v7

De modo andlogo se pode definir poténcia de base a>0 e expoente x, sendo x um mimero real qualquer r

Figura 36 - Applet da atividade "Poténcia de expoente irracional"

Ap0ds a exploracao da apresentacdo anterior devem realizar o exercicio que envolve poténcias

de expoente irracional. Na figura 37 apresenta-se a interface inicial do exercicio.

Exercicio 1

Determina o valor da seguinte expressao:

4V3

D Responder

[ anterior | [ seguinte | [ voitar ac inicio |

a

Alinea3de 4

Figura 37 - Applet da atividade "Poténcias de expoente irracional" — exercicio com feedback imediato
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Ap0ds a resolugao no caderno diario o aluno deve clicar em responder, ao fazer esta agao abre-

se uma caixa de didlogo com varias op¢des de resposta onde deve selecionar a sua resposta.

Exercicio 1

Determina o valor da seguinte expressao:

4V3

@ Responder
O valor da expressao é:

D Verificar resposta

Alinea3ded

Figura 38 - Atividade "Poténcias de expoente irracional" — exercicio com feedback imediato: op¢do responder

Depois de selecionada a resposta deve “Verificar resposta”, e receberd um feedback imediato. A

figura 39 mostra os feedbacks possiveis.

Exercicio 1 Exercicio 1
Determina o valor da seguinte expressao: Determina o valor da seguinte expressao:
8 8
()" ()"
Responder Responder
O valor da expressao é: O valor da expressao é:
Verificar resposta Verificar resposta
A resposta esta correta! A resposta esta errada.
Tente novamente.
Anterior Seguinte Voltar ao inicio . Anterior Seguinte Voltar ao inicio
Alinea1ded - Alinea1ded

Figura 39 — Feedbacks do exercicio da atividade “Poténcias de expoente irracional.
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Finalmente, a ultima tarefa da atividade consta de uma questdo de escolha multipla.

4.3. Descricdo das atividades do “Capitulo 3 — Fung¢do exponencial”

Este capitulo é composto por trés atividades como se mostra na figura seguinte e pode ser
visualizado na plataforma do GeoGebra através do endereco:

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#chapter/804348 .

Cap. 3 - Funcao exponencial

Pt expomere

——
LS opas sdrcpal

Funcao exponencial - Equacgdes exponenciais Inequacgdes

propriedades exponenciais

Figura 40 - Capitulo 3: Fungdo exponencial

Com as atividades propostas neste capitulo pretende-se que os alunos se apropriem das
propriedades da fungdo exponencial, nomeadamente, continuidade, monotonia, assintotas, limites

e que resolvam equacgdes e inequagdes que exponencias.

4.3.1. Funcdo exponencial — propriedades

Esta atividade encontra-se disponivel na plataforma do GeoGebra através do endereco:

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#material/ag67bycu .

Com a realizagao desta atividade pretende-se que os alunos, através da manipulacdao do
applet e da resposta as questGes apresentadas consigam chegar as propriedades da funcao

exponencial e elaborar um quadro resumo com as mesmas.
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Func¢ao exponencial

f(m) — aa:

o (°)

f(z) = 1.8°

[:] Interse¢@o com os eixos

Figura 41 - Applet da atividade "Fungdo exponencial - propriedades'

4.3.2. Equacdes exponenciais

Pode aceder-se a esta atividade na plataforma do GeoGebra através do endereco:

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#material/ggphhjng .

Esta atividade é composta por um texto introdutdrio e por seis tarefas agrupadas em trés
grupos. Cada grupo contém uma apresentacao dindmica onde se exemplifica a resolucdo de algumas
equacoes e um exercicio dindmico com feedback imediato para os alunos treinarem.

No primeiro grupo — Equagdes 1 - apresentam-se equacdes de nivel mais elementar e no
segundo — EquagOes 2 - apresentam-se equacbes que envolvem a coloca¢do de poténcias em
evidéncia e no terceiro — Equagdes 3 — equacdes em que é necessario recorrer a uma mudanca de

variavel.

51



Para visualizar os exemplos os alunos devem comecar por selecionar um deles e depois,

usando os botdes Anterior e Seguinte, podem visualizar todos os passos necessarios para a resolucao

da equacao.

Exemplos

Figura 42 — Apresentacdo constante da atividade “Equacbes exponenciais” — Equacgdes 1: interface inicial

@ Exemplo 1
D Exemplo 2

Voltar ao inicio

Aplicar a propriedade a’ a’ &

Exemplos
1 1
T _ = 0 N 41 ——
64 64
Escrever as poténcias com a mesma base & (/22 ) = 2—6
aplicando as regras operatorias
r o2z 6
Obter uma igualdade do tipo: a” = a¥ &2 =2 D
/| Exemplo 1
o=y & 2 = —6 D Exemplo 2

Voltar ao inicio

Figura 43 — Apresentagdo constante da atividade “Equacdes exponenciais” — Equagdes 1: alguns passos da resolugdo do

exemplo 1
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Resolve a seguinte equacao: Resolve a seguinte equacao:

9:1:—] — 32—9: 9:2—] — 32—2

E] Responder @ Responder

A solugéo da equagéo é: g v

m Verificar resposta

A resposta esta correta!

[ anterior | ["seguinte | [ vottar ao inicio [ Anterior | (“seguinte | [ Vottar ao inicio

Alinea 1 de 4 Alinea 1de 4

Figura 44 — Exercicio 1 da atividade “Equagdes exponenciais”

Exemplos

3:1:—1 _ 31: + 3(l!+1

Il
&)
-

Exemplo 1
[j Exemplo 2

.
HH
Voltar ao inicio

Figura 45 - Apresentagdo constante da atividade “Equagdes exponenciais” — Equagdes 2: interface inicial




Exemplos

Escrever as poténcias com a mesma
base e o mesmo expoente

Colocar a poténcia em evidéncia

Simplificar a expressdo

Isolar a poténcia

3271 _ 324 37+l =21
T Exemplo 1

3 ) .
<=>?—33+3X3‘ =21
’ [:]Exemploz

1
@31(;—1+3):21

Qi '7\
&3 /(,; 21

»

Figura 46 - Apresentacdo constante da atividade “Equagdes exponenciais” — Equagdes 2: alguns passos da resolugao do

exemplo 1

Resolve a seguinte equacao:

41‘+1 _ 432 . 24

[:] Responder

Anterior Seguinte Voltar ao inicio

Alinea 1 de 4

Resolve a seguinte equacao:

4a:+1 _4:12 . 24

Responder

O conjunto-solugao da equagao é: S— { 1 }

[:] Verificar resposta

Anterior Seguinte Voltar ao inicio S = {g}

Alinea 1 de 4

Figura 47 - Exercicio 2 da atividade “EquacgGes exponenciais”
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Exemplos
—6X27F42°=—-1
[j Exemplo 1
Exemplo 2
3

Figura 48 - Apresentacgdo constante da atividade “EquagGes exponenciais” — Equagbes 3: interface inicial

Exemplos

6
& — 27 =-1
2* + D Exemplo 1
6 —6+y’+y
S——+ty=-le : =0
v = Exemplo 2

Efetuar uma mudancga de varidavel a*=y .,
Sy +y—6=0pois y=2"=y #0

Resolver a equagdao obtida no passo anterior Sy=2Vy 3

O — o\ OT — _¢
Substituir y por a* &2°=2Vv2 3

Impossivel

&2°=2

v

Figura 49 - Apresentacdo constante da atividade “Equacdes exponenciais” — Equagdes 3: alguns passos da resolugdo do
exemplo 2
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Resolve a seguinte equacao: Resolve a seguinte equacao:

—3%1 428 x 3% 2=1 —3%1 428 x 3% 2 =1
[:] Responder Responder
O conjunto-solugdo da equagao é:
Verificar resposta

A resposta esta errada.
Tente novamente.

Voltar ao inicio Voltar ao inicio
Alinead de 4 Alinead de 4

Figura 50 - Exercicio 3 da atividade “Equagbes exponenciais”

4.3.3. Inequacgdes exponenciais

Pode aceder-se a esta atividade na plataforma do GeoGebra através do endereco:

https://www.geogebra.org/m/yaba5vvx .

Esta atividade é composta por um texto introdutério e por quatro tarefas agrupadas
em dois grupos. Cada grupo contém uma apresentagdo dinamica onde se exemplifica a
resolucdo das inequacgbes e um exercicio dindmico com feedback imediato para os alunos
treinarem.

Ao primeiro grupo — Inequagdes 1 - correspondem inequac¢des de nivel mais elementar
e ao segundo — Equagodes 2 - apresentam-se inequagdes em que é necessario recorrer a uma
mudanca de variavel para as resolver.

Para visualizar os exemplos os alunos devem comecar por selecionar um deles e
depois, usando os botdes Anterior e Seguinte, podem visualizar todos os passos necessarios

para a resolucdo dainequacdo. No primeiro grupo apresenta-se apenas um exemplo resolvido
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por dois processos, recorrendo a poténcia de base entre zero e um e a poténcia de base

superior a um. No segundo grupo apresentam-se dois exemplos.

a—1
(1> > 82—:1:
2 escrever as poténcias
o (2—1)=v—| > (23)2—w na mesma base
9l—z nb—3a )
<2 >2 a exponencial de base 2
el-z>6—3z ¢ estritamente crescente
Processo 1
Processo 2 e

Figura 51 - Apresentacdo constante da atividade “InequacGes exponenciais” — Inequagdes 1: alguns passos da resolucdo
do processo 1

Resolve a seguinte inequacgao:

9°+l _ /3 <0
Responder
3
O conjunto-solugdo da inequagéo é: | S = ] —00; — Z] v
[:] Verificar resposta S =]2; +o0[
S =]0; +o0[
S= ] —00; — ﬂ
[ Amerlor] [ Seguinte ] [ Voltar ao inicio ] 4
Alinea 4 de 4
S =] —o0; 1] -

Figura 52 - Exercicio 1 da atividade “Inequac¢Ges exponenciais”
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Na segunda apresentacdo desta atividade o aluno pode visualizar os cdlculos auxiliares

necessarios a uma determinada etapa da resolucdo recorrendo ao botdao Mostrar calculo auxiliar

gue aparece na quando se visualiza a respetiva etapa.

32 4+ 9>10x 37
3% -10x3°4+9>0

< (3%)*—10x3"+9>0

Faz-se a;ludan(;a de variavel o yz —10y4+9>0

<y<1lvy=>9

¥y —10y+9=0

Sy=1vVy=9

Exemplo 1 Exemplo 2
:

Figura 53 - Apresentacdo constante da atividade “Inequac¢Ges exponenciais” — Inequagdes 2: alguns passos da resolugdo

do exemplo 1

O exercicio que sucede a esta apresentagdo tem as mesmas carateristicas dos anteriores.

Possibilita que o aluno va verificando as suas respostas a medida que avanga nas varias alineas.

Resolve a seguinte inequacgao: Resolve a seguinte inequagao:
2$ _ 417 2 _2 23:—1 + 22—3 > 3
D Responder Responder

O conjunto-solugédo da inequagéo é:

Verificar resposta

A resposta esta correta!

Alinea 1 de 4

Anterior | | Seguinte Voltar ao inicio

Alinea 3 de 4

S =] — 00; 1[U]2; +o0[ w

Figura 54 - Exercicio 2 da atividade “Inequag¢Ges exponenciais”: Interface inicial e exemplo de feedback
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4.4. Descrigao das atividades do “Capitulo 4 - Atividades para a sala de aula”

Este capitulo é composto por duas atividades como se mostra na figura seguinte e pode ser
visualizado na plataforma do GeoGebra através do enderego:

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#chapter/845210 .

Cap. 4 - Atividades para a sala de aula

Ficha de trabalho Resolugdo da ficha de
trabalho

Figura 55 - Capitulo 4: Atividades para a sala de aula

A primeira atividade consiste da ficha de trabalho que foi fornecida aos alunos em papel e
trabalhada em aula presencial apds a realizagdo das atividades constantes dos capitulos anteriores.

Na segunda atividade pode encontrar-se uma proposta de resolucdo da mesma.

4.5. Descrigao das atividades do “Capitulo 5 - Derivada da fungdao exponencial”

Este capitulo é composto por duas atividades como se mostra na figura seguinte e pode ser
visualizado na plataforma do GeoGebra através do enderego:

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#chapter/804349 .

Cap. 5 - Derivada da fungao exponencial de base e

Limite notavel Derivada da funcgéo
exponencial de base e

Figura 56 — Capitulo 5: Derivada da fungdo exponencial de base e
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Com as atividades propostas neste capitulo pretende-se que os alunos figuem a conhecer o

. , . e¥-1 .. . . .. .
limite notavel hmT = 1 e o utilizem para determinar limites que envolvam exponenciais e ainda

x-0

determinar a fun¢do derivada de fun¢Ges que envolvam a exponencial de base e recorrendo as regras

de derivacao.

4.5.1. Limite notavel

Pode aceder-se a esta atividade na plataforma do GeoGebra através do enderego:

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#material/xnr9uhyg .

Esta atividade inicia-se com um texto introdutdério seguido de um applet que os alunos podem
manipular de forma a visualizar que o limite referido é igual a 1. A demonstracdo desta propriedade

nao faz parte do curriculo para este ano de escolaridade.

le Ite notével Arrasta

© ponto

Limite

—0.55

La

Figura 57 - Applet da atividade "Limite notdvel": Justificagdo visual

Segue-se uma apresentacao com exemplos resolvidos e um exercicio dinamico com feedback

imediato, semelhantes as ja apresentadas anteriormente.
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i 2e*—2 _0O
zlf{l) 3x e

2(e* — 1
— lim 2 =1)
z—0 3J X

z—0 T

2
=- lim
3

x—0

(indeterminagao)

=lim(2x <=1
- 3

(limite notavel)

Exemplo 1
D Exemplo 2

ra
La

Figura 58 - Apresentagdo constante da atividade “Limite notavel”: alguns passos da resolu¢do do exemplo 1

Determina o valor do seguinte limite:

. 4x
lim ——
z—0e® —1

G Responder

Alinea 4/4

Voltar ao inicio

Determina o valor do seguinte limite:

. 4x
lim —
z—0e® —1

Responder
O valor do limite é:

-1

4

D Verificar resposta
1/4

Anterior Seguinte

Alinea 4/4

Voltar ao inicio

Figura 59 - Exercicio da atividade “Limite notdvel”: Interface inicial e listagem das respostas possiveis
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4.5.2. Derivada da fungdo exponencial de base e

Pode aceder-se a esta atividade na plataforma do GeoGebra através do endereco:

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#material/fgtns6wr .

Esta atividade inicia-se com um texto introdutdrio seguido dois applets que os alunos podem
manipular de forma a visualizar a deducdo das regras de derivacdo da funcdo exponencial de base e.
Segue-se um exercicio dinamico com feedback imediato, semelhante aos ja apresentados nas

atividades anteriores.

Derivada da funcao exponencial de base e (1)
Seja f(x)= e*

Por definicao de derivada tem-se, para qualquer x€IR:

exth _ ox

€

P = i,

. ex( h-l)
_hh_lonu h

el 1

=e*x lim
h—0

limite notével

x A funcgao exponencial é diferenciavel

para todo o x€IR e:
( e* )7: Pt

Voltar ao inicio

Derivada da funcao exponencial de base e (2)
Seja f(x)= e" em que u é uma funcao real de variavel real

Se u=g(x) e h(x)=e* entao f(x)=(hog)(x)=h(g(x))=e"

Pela regra de derivacao da fun¢ao composta tem-se:

(hog)’(x) =g’(x) xh’(g(x))

=g’(x) x e8(%)
=u e"
(oegue ) Entao, ( €" )’= u’ "

Figura 60 — Apresentacdo constante da atividade “Derivada da fungdo exponencial de base e”
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f(x) = 5e” — 2e** + ex

J Responder
O conjunto-solucdo da equagao é:

| Verificar resposta

Anterior Seguinte Voltar ao inicio

Alinea 4 de 4

Determina, nos pontos em que existe, uma expressdo da derivada da funcao:

467 (xt — %3 4+ 1)

)=y

f'(x) = 5" — 4e®™ + e

Figura 61 - Exercicio constante na atividade "Derivada da fungdo exponencial de base e"

4.6. Descricdo das atividades do “Capitulo 6 - Mais atividades para a sala de aula”

Este capitulo é composto por duas atividades como se mostra na figura seguinte e pode ser

visualizado na plataforma do GeoGebra através do

https://www.geogebra.org/m/z9angd4p#chapter/845210 .

Cap. 6 - Mais atividades para a sala de aula

Ficha de trabalho Resolucao da ficha de
trabalho

Figura 62 - Capitulo 6: Mais atividades para a sala de aula

enderego:
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A primeira atividade consiste da ficha de trabalho que foi fornecida aos alunos em papel e
trabalhada em aula presencial apds a realizacao das atividades constantes do capitulo anterior. Na

segunda atividade pode encontrar-se uma proposta de resolucdo da mesma.

4.7. Descrigao da construgao de applet com exercicio de feedback imediato

Nesta seccdo apresenta-se a descricdo detalhada de como construir um exercicio com
feedback automatico semelhante aos que se podem encontrar no livro dinamico.

Considere-se um exercicio genérico composto por quatro questdes. Nesta descricdo serdo
identificadas como Questdol, Questdo2, Questdao3 e Questdo4 e as respetivas respostas por
Respostal, Resposta2, Resposta3 e Respostad.

A construcdo divide-se em varias etapas.

Etapa 1: Digitar os textos correspondentes as questdes e as respetivas respostas
Com a ferramenta Texto selecionada clica-se na folha grafica e digita-se o texto pretendido.

De seguida oculta-se o texto da folha grafica. Para isso basta clicar no circulo azul que esta junto

ao texto na janela de algebra.

[ GeoGebra Classic
[N
R, oA D OO 4 (N [red @)
» Folha Algébrica X!~ Folha Grafica 2D
textol = “Questao 1” Sv [Av ][N/ Pequeno v

texto2 = “Questao 2”
texto3 = “Questao 3”
texto4 = “Questao 4”
texto5 = “Resposta 1”
texto6 = “Resposta 2”
texto7 = “Resposta 3”
texto8 = “Resposta 4”

Figura 63 - Texto das questdes e respetivas respostas
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Etapa 2: Criar botdes para navegar entre as questdes do exercicio
Vao criar-se trés botdes para poder navegar entre as questdes do exercicio. Um para passar
a questdo seguinte, um para voltar a questdo anterior e outro para voltar ao inicio.

Na barra de ferramentas selecionar a ferramenta Inserir Botao como se ilustra na figura 64.

o
NI SO S RPN = I
» Folha Algébrica X~ Folha Grafica a2 geletor
textol = “Questao 1” S v [A ][]
texto2 = “Questio 2” ABC Inserir Texto
texto3 = “Questao 3” M | inserir imagem
texto4 = “Questao 4” 9
texto6 = “Resposta 2”
texto7 = “Resposta 3” 7/® Caixa para Mostrar/Esconder Objetos
— ”
texto8 = "Resposta 4 a=1 Inserir Caixa de Texto

Figura 64 - Inserir Botdo

Repete-se o procedimento mais duas vezes para criar os trés botGes necessarios.
Para que os botdes possam funcionar, tem de criar-se um seletor. Dado que este exemplo é

composto de quatro questdes, o seletor, a, devera tomar valores inteiros entre 1 e 4.

[ ] Seletor
© Nimero Nome
Angulo a
Inteiro Aleatoério

Lluaclen Seletor  Animacdo

Min: 1 Max: 4 Incremento: 1

OK Cancelar

Figura 65 - Propriedades do seletor a

De seguida procede-se a programacao e formatacdo dos botGes. Para isso seleciona-se no
Menu Editar, Propriedades dos Objetos. Aparece a janela de Configuragdes. Nesta janela podem

alterar-se as configuracdes de todos os objetos ja criados.

Para programar o Botdo 1, voltar a questdo anterior, seleciona-se na barra vertical a esquerda

o objeto botdo 1.
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1
[ ]

Botao
® botaol
® botao2
® botao3
Numero
®a
Texto
textol
texto2
texto3
texto4
texto5
texto6
texto7
texto8

Configuragdes

Cor Estilo Posicdo Avancado Programagao

S Texto

Nome: botdol

Legenda:
Mostrar Objetos
Fixar Objeto

Objeto Auxiliar

Figura 66 — Configuracdes

Para formatar a aparéncia do botdo, no separador Basico escreve-se a legenda que se

pretende que apareca no botdo, neste caso “Anterior” e no separador Texto, define-se o tamanho e

a espessura da letra para a legenda do mesmo.

"B
Botdo
® botiol
® botdo2
® botdo3
Nimero
®a
Texto
textol
texto2
texto3
texto4

Configuragbes

Wichle Texto  Cor  Estilo  Posi

Nome:  botiol

Legenda: Anterior
Mostrar Objetos
Fixar Objeto

Objeto Auxiliar

0 Configuragdes
" H & —
cdo Avancado Programacdo B°‘b5°_ i Bisico |28 Cor Estilo Posicdo Avancado
© botdo
= ® botio2 Sans-Serif [J Pequeno B Nl

® botdo3
Namero
®a

Texto
textol
texto2
texto3
texto4

Programacao

!

Figura 67 - Formatagdo do botdo Anterior

Como se pretende que o botdo funcione sempre que se clique nele, utiliza-se o separador

Programacao para se associar o seletor ao botdo de forma que sempre que se clique no botdo o

seletor recue uma unidade. Para tal, depois de abrir o separador Programacao, seleciona-se Se Clicar

e escreve-se na primeira linha de comandos a instrugdo DefinirValor(a,a-1).

Botdo

® botdol
® botao2
® botido3
Numero
®a

Configuragées

Avancado ZEFTEGEECN

Javascript Global

Texto Cor Estilo

agll=g) Se Atualizar

DefinirValor(a,a-1)

Basico Posicao

-

Figura 68 - Programacao do botdo "Anterior"
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Repete-se o procedimento para os outros dois botdes cujas legendas sdo “Seguinte” e “Voltar

ao inicio”. As instrucbes a escrever deverdo ser DefinirValor(a,a+1l) e DefinirValor(a,1),

respetivamente.

Etapa 3: Definir uma lista com as respostas as questdes

Nesta etapa define-se a lista de respostas que devera aparecer para o aluno selecionar a

alternativa que considera correta. Para isso recorre-se a linha de comandos e escreve-se

respostas={texto5,texto6,texto7,texto8} para criar a lista.

Entrada:

={texto5,texto6,texto 7,texto8}|

Figura 69 — Comando para criar a Lista das respostas

De seguida cria-se uma nova lista com as respostas baralhadas. Na linha de comandos

escreve-se respostasbaralhadas=Baralhar(respostas). O GeoGebra cria uma nova lista com o nome

de “respostasbaralhadas” que tem os mesmos elementos da lista “respostas”, mas com a ordem pela

gual aparecem na lista alterada.

Etapa 4: Associar o texto de cada questao a uma posicao do seletor

Nesta etapa definem-se condi¢cdes para que o texto das questGes se altere sempre que se

clica num dos botdes. Na janela de Configuragdes no separador Avangado definem-se as condicdes

para mostrar os textos. Para a questdo 1, associada ao textol, a condigdo serad o seletor estar na

posicdo 1. Digita-se a==1 conforme se pode ver na figura 70.

B
[ ]

Botao

® botaol

® botao2

® botao3

Lista

® resposta

® resposta

Numero

®a

Texto

® textol
texto2
texto3
texto4
texto5
texto6
texto7
texto8

H e B H

Configuragées

Basico Texto Cor Posicio Algebra JWAEGIZELN Programacio

Condigdo para Mostrar Objeto
a==1 oL

Cores Dindmicas
Vermelho:
Verde:
Azul:

RGB B x

Camada: 0 g

Descricao: ~Automdtica <]

Figura 70 - Condigdo para mostrar o texto 1
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Para os textos das questdes seguintes procede-se da mesma maneira, alterando o valor do
seletor conforme o nimero do texto.
Para que o texto das varias questdes apareca no mesmo sitio pode definir-se a posi¢cdo do

mesmo no separador Posi¢do da janela de ConfiguragGes.

Etapa5: Apresentar as respostas possiveis numa lista pendente
Na janela de Configuragdes comecar por selecionar o objeto respostasbaralhadas. No
separador Basico escrever o texto que se pretende que apareca como legenda, por exemplo, “A

resposta correta é:” e depois selecionar a opcdo Desenhar como lista pendente.

® 0 Configuragées
TR & B E ! @ o
Botdo QS Texto  Cor  Estilo  Algebra  Avancado »
® botaol
° b°t§°2 Nome: respostasbaralhadas
® botao3
Lista Definicdo: Baralhar(respostas)

® respostas

Legenda: A resposta correta é:
® respostasbaralhadas 9 P

l.\lﬁar‘nero Mostrar Objetos

POZIO Mostrar Rétulo

Te:etzt(’l Mostrar Trago
textos Fixar Objeto

° ::::zg Objeto Auxiliar
:2::23 Desenhar como lista pendente
texto8

Figura 71 - Criar uma lista pendente com as respostas possiveis

Sair das configuracdes. Por defeito, a lista vai aparecer no canto superior esquerdo da janela

mas com o bot3do direito do rato pode arrastar-se a lista para o local que se pretender.

Etapa 6: Colocar caixas para abrir a possibilidade de responder e para poder verificar se a
resposta dada estd correta

Selecionar a ferramenta Caixa para Mostar/Esconder Objetos. De seguida clicar na folha
grafica, aparece uma caixa de didlogo onde se deve escrever a legenda “Responder” e depois

selecionar a opc¢ao Aplicar.
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° 2 [ ] [ ] Caixa de Verificagdo para Mostrar/Esconder Objetos
a=
NPARNNE 5 =2

Legenda: Responder o
~ Folha Créfic'a 237 Seletor Selecione os objetos na construgio ou escolha-os na lista
: ABC Inserir Texto &
M Inserir imagem X

Questaag

Inserir Botdo

Caixa para Mostrar/Esconder Objetos

a=1|Inserir Caixa de Texto -
Aplicar Cancelar

Figura 72 - Criar caixa para responder

Proceder de forma analoga para criar caixa para verificacdo da resposta.

Para que a listagem das respostas s6 apareca depois de selecionada a opg¢ao Responder
procede-se do seguinte modo: na janela Configuragoes selecionar o objeto respostasbaralhadas e
no separador Avangado escrever a condicdo b==true e fazer Enter. Deve repetir-se este
procedimento para que a caixa de verificacdo da resposta dada também sé apareca depois de se

selecionar responder.

® Configuragbes - (1)
THie BE @ 2
Bozleano Basico Texto Cor Estilo Algebra Programacao
o
®c Condigao para Mostrar Objeto
Botao b==true| o
® botaol
® botio2 Cores Dinamicas
.. botio3 Vermelho:
Lista
® respostas Verde:
® respostasbaralhadas )
NGmero Azul:
®a
Ponto -
A RGBE B X
Texto

Figura 73 — Condicao para visualizar a lista das respostas possiveis

Etapa 7: Verificacdo se a resposta selecionada estd correta
Para verificar se a resposta a questao 1 esta correta tem de se comparar a resposta selecionada com
o primeiro elemento da lista de respostas. Para fazer isso escreve-se no campo de entrada o

comando que se mostra na figura 74:

Entrada: (respostasbaralhadas) 2 nento(respostas, 1) Aaz1

Figura 74 — Comando para verificacdo da resposta a questdo 1
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Repete-se o procedimento para as questdes 2, 3 e 4 alterando no comando o algarismo que identifica
a questdo. Na janela de algebra surgem quatro varidveis booleanas, se o seu valor for verdadeiro a

resposta esta correta, se for falso esta errada.

Etapa 8: Esconder as respostas sempre que se altera a questao

Para que sempre que se clica num dos botdes para passar a outra questao do exercicio fique apenas
visivel o respetivo texto e a opcao responder tem de se acrescentar na programacao dos trés botdes
as seguintes instrucdes: DefinirValor(b,false) e DefinirValor(c,false) e para que a ordem das

respostas na lista apresentada va sendo alterada a instrucdo AtualizarConstrugao()

[ ] Configuragées - (1)

TH & B E ¢ @ =
E°%|ea“° Bisico Texto Cor Estilo Posicio Avancado [Ndilelcinelels
®c sl Se Atualizar  Javascript Global

d
e 1 | DefinirValor(a,a-1)
f 2 | DefinirValor(b,false)
g 3 | DefinirValor(c,false)
Botio 4 | AtualizarConstrucao()
® botiol 51|
® botdo2
® botdo3
Lista
® respostas
® respostasbaralhadas

Figura 75 - Atualizacdao da programacao do botdo

Etapa 9: Textos para o feedback
A Ultima etapa consiste em introduzir os textos para o feedback e definir as condi¢cdes para a sua

visualizacdo. Assim, os textos podem ser, por exemplo, texto9:“A resposta esta correta” e texto10“A

resposta esta errada. Tente novamente.”
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[ ] Configuragdes - (1)
N BE ! @ =~

f Bisico Texto Cor Posicio Algebra [UNEGEGIN Programacio
9 Condicdo para Mostrar Objeto

Botdo , , , , , , , , ,
® botiol azladztruevaz2aeztruevaz3afitruevazdagztrueacsztrue

® botdo2 Cores Dindmicas
® botdo3
Lista Vermelho:
® respostas .
® respostasbaralhadas verde:
Nimero Azul:
a
Ponto
A _-—
Texto RGE H "
textol

® texto2 Camada: 0 [
texto3

Sextod Descrigdo: Automatica o
texto5
texto6
texto?7
texto8 Localizagao

° ::::g?o Folha Grafica 2D Folha Grafica 2D 2 GeoGebra 3D

Selecdo permitida

Figura 76 - CondicGes para mostrar o texto "A resposta esta correta"

[ ]
-

@ Configuragdes - (1)

i

(3 , .
f Basico Texto Cor Posicdo Algebra [a\EGlcele] Programacao
9 Condicdo para Mostrar Objeto

Botdo . , , , ,
® botiol cztrue A d = false A e = false A f 2 false A g 2 false

® botao2 Cores Dindmicas

® botdo3

Lista Vermelho:

® respostas .

® respostasbaralhadas verde:

Namero Azul:
a

Ponto
A —

Texto RCB H "
textol

® texto2 Camada: 0 [
texto3
texto4
texto5
texto6
texto7
texto8 Localizagao

texto9 . e
® textol0 Folha Grafica 2D Folha Grafica 2D 2 GeoGebra 3D

Descricdo: ~Automatica <]

Selecao permitida

Figura 77 - CondicGes para visualizar o texto "A resposta esta errada. Tenta novamente"

71




Etapa 10: Personalizar a interface do exercicio

Todos os objetos estdo criados e programados agora é sé fazer alteragcbes ao especto da

interface alterando cores e posi¢cdes dos objetos, esconder a grelha.

Para se introduzirem as questdes basta modificar o texto associado a cada uma delas e a

respetiva resposta. O texto pode ser em latex e assim apresentar a simbologia matematica.

Apresenta-se de seguida a tabela 7 com o protocolo de construcdo deste applet.

N° | Nome Descrigao Valor Legenda
1 Texto textol “Questdo 17
2 Texto texto2 “Questdo 2”
3 Texto texto3 “Questdo 3”
4 Texto texto4 “Questao 4”
5 Texto texto5 “Resposta 1”
6 Texto texto6 “Resposta 2”
7 Texto texto7 “Resposta 3”
8 Texto texto8 “Resposta 4”
9 Botdo botdol botdol Anterior
10 | Botdo botdo2 Botdo2 Seguinte
11 | Botdo botdo3 Botdo3 Voltar  ao
inicio
12 | Numero a a=2
13 | Lista respostas {texto5, texto6, texto7, texto8} Respostas = {“Resposta 17, “Resposta 2”,
“Resposta 3”, “Resposta 4}
14 | Lista Baralhar(respostas) Respostasbaralhadas = {“Resposta 2”, | A resposta
respostasbaralhadas “Resposta 3”, “Resposta 17, “Resposta | correta é:
&)
15 | Booleano c ¢ =true Verificar a
resposta

16 | Booleano b b = true Responder
17 | Booleano d SelecionarElemento(respostasbaralhadas) | d=false

=Elemento(respostas,]) Aa £ 1
18 | Booleano e SelecionarElemento(respostasbaralhadas) | e=true

=Elemento(respostas,2) Aa £ 2
19 | Booleano f SelecionarElemento(respostasbaralhadas) | f=false

=Elemento(respostas,3) Aa = 3
20 | Booleano g SelecionarElemento(respostasbaralhadas) | g=false

=Elemento(respostas,4) Aa = 4
21 | Texto texto9 “A resposta esta correta”
22 | Texto textol0 “A resposta esta errada! Tente

novamente”

Tabela 7 - Protocolo de construgao
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5. Implementacao

Neste capitulo é feita uma descri¢cdao dos procedimentos relativos a aplicacdo das atividades

|II

constantes no livro dinamico “A funcdo exponencial” usando a metodologia da sala de aula invertida,

destacando os seguintes aspetos: descricdo dos procedimentos da implementacdo e feedback da

professora e dos alunos.

5.1. Descrigao dos procedimentos
A aplicagdao decorreu em seis etapas que se descrevem a seguir.

Etapa 1: Preparacdo dos alunos. Em aula presencial foi apresentado o livro dinamico “A funcao

III

exponencial” aos alunos e explicada a metodologia que iria ser usada no estudo deste tema. Foram

também explicados os procedimentos para aceder e realizar as atividades.

Etapa 2: Disponibilizacdo das atividades. Numa primeira fase foram disponibilizadas aos alunos as

atividades referentes aos capitulos 1 e 2 do livro “A funcdo exponencial”. Recorrendo a plataforma
Teams foram divulgados, na equipa da turma, os enderecos de acesso as atividades no GeoGebra
Classroom. Trés dias depois foi realizada uma sessao online sincrona onde foram esclarecidas as
duvidas surgidas na realizagdo das mesmas. Apds a sessao de duvidas foram disponibilizadas as
atividades referentes ao capitulo 3. Os alunos dispuseram de mais trés dias para finalizar esta etapa.
Ao longo desta etapa, a professora foi monitorizando o progresso dos alunos. Professora e alunos

mantiveram contacto através do Teams sempre que foi necessario algum esclarecimento adicional.

Etapa 3: Aula presencial. Nesta aula comegou por se fazer uma sintese dos conteudos estudados em

casa e esclareceram-se as duvidas surgidas durante o estudo auténomo. Este procedimento demorou
50 minutos (uma aula). De seguida os alunos procederam a resolugdo, em pequenos grupos, da ficha
de trabalho fornecida. O tempo reservado para este momento foi de 150 minutos (trés aulas). No
final foi feita uma sintese do trabalho realizado e destacados alguns detalhes dos exercicios

propostos.
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Etapa 4: Disponibilizacao de mais atividades. Foram disponibilizadas aos alunos as atividades

referentes ao capitulo 5 num procedimento analogo ao da etapa 2. Os alunos tiveram quatro dias

para a concretizacao das atividades.

Etapa 5: Aula presencial. Procedimento semelhante ao da etapa 3, iniciou-se a aula com uma sintese

dos conteldos estudados autonomamente pelos alunos e esclareceram-se as duvidas passando
depois a realizacdo de uma ficha de trabalho em pequenos grupos, finalizando com uma sintese onde
se destacaram os pontos mais importantes. O tempo total dedicado a esta etapa foi de 200 minutos

(quatro aulas).

Etapa 6: Balanco do trabalho desenvolvido. De forma a fazer uma avaliacdo do nivel de aceitacao

pelos alunos da estratégia utilizada foi-lhes pedido que se pronunciassem sobre ela.

Desta forma, o trabalho realizado pelos alunos decorreu alternadamente em casa e na escola.
Em casa estudaram alguns dos conteldos tedricos relativos a funcao exponencial e as suas

propriedades e treinaram procedimentos como a resolucdo de equacdes e inequagbes, calculo de

.. .. , . e*—1 . . . ,
limites recorrendo ao limite notavel lll‘% —— e determinacdo de derivadas. Estes conteldos foram
X—

depois aplicados na resolugao de exercicios e problemas mais abrangentes nas aulas presenciais.
Em sala de aula os alunos concentraram os seus esforgos na resolugdo, em pequenos grupos,
das fichas de trabalho fornecidas. O papel da professora durante o tempo das aulas foi o de orientar
e apoiar os alunos. Esclareceu duvidas em relacdo aos conceitos estudados autonomamente em casa,
ajudou na mobilizacdo de outros conhecimentos anteriormente adquiridos e necessarios a resolugao
dos exercicios e, em alguns casos, na interpretacdo dos enunciados. As aulas presenciais decorreram
em sala de aula tradicional, com as mesas justapostas em grupo e sem a obrigatoriedade do uso de
quaisquer recursos tecnoldgicos. Alguns alunos levaram tablets para poderem aceder aos contetudos

do livro dindmico e as atividades que haviam realizado em casa.
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5.2. Feedback dos alunos

No final da implementacgao solicitei aos alunos que escrevessem trés palavras que descrevessem
a sua percecdo quanto a estratégia didatica utilizada. Com as suas respostas elaborei a nuvem de
palavras que se apresenta na figura 78. As palavras com maior destaque foram as mais referidas, pelo
gue pode dizer-se que esta experiéncia foi, para os alunos, desafiante e uma forma diferente de

aprender.

Figura 78 - Feedback dos alunos

5.3. Feedback da professora

Depois de analisado todo o processo, o feedback é positivo. Pode afirmar-se que os objetivos
inicialmente delineados foram alcangados.

Como aspeto negativo destaca-se a morosidade da construcdo dos materiais a fornecer aos
alunos para a implementacado desta metodologia. Como aspetos positivos: o empenho demonstrado
pelos alunos quer no trabalho auténomo, quer no trabalho em sala de aula; a responsabilidade
evidenciada no cumprimento das atividades dentro dos prazos estabelecidos e, a forma como, em

sala da aula, trabalharam de forma colaborativa.
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6. Consideracdes finais

O objetivo do trabalho realizado no ambito desta dissertacao foi criar um conjunto de
materiais de suporte a implementacdo da metodologia da sala de aula invertida no ensino da funcao
exponencial.

A implementagao decorreu ja na reta final do ano letivo e permitiu aos alunos uma
abordagem diferente do habitual. Os conteudos base foram estudados em casa, autonomamente,
com recurso aos materiais desenvolvidos para o efeito reservando o tempo de aula presencial para
a resolugdo de exercicios e problemas mais abrangentes e exigentes. A tecnologia, fundamental
neste processo, foi amplamente utilizada, mas fora da sala de aula, contornando as dificuldades
existentes para a sua utilizacdo em ambiente escolar.

O GeoGebra permitiu a construcdo dos applets que serviram de base as atividades. A
plataforma do GeoGebra possibilitou a construgao e disponibilizagdo do livro dinamico. O GeoGebra
Classroom facilitou o acompanhamento do trabalho desenvolvido pelos alunos na fase pré-aula e
potenciou o envolvimento dos mesmos em todo o processo, uma vez que estes tinham
conhecimento que o seu trabalho estaria a ser alvo da atencdo da professora.

O GeoGebra e todas as ferramentas que lhe estdo associadas sdo, assim, uma mais-valia no
ensino da matematica. A sua utilizacdo pode ser um ponto de partida para novas metodologias mais
motivadoras e centradas no aluno e contribuir para melhores aprendizagens.

Foi uma experiéncia muito positiva para todos os envolvidos, professora e alunos.

Como perspetiva de trabalho futuro, esta experiéncia sera partilhada com outros professores
esperando que ajude a motiva-los para também implementar novas metodologias, criar e partilhar
materiais e, desta forma, contribuir para uma melhoria efetiva no processo de ensino e aprendizagem

da matematica.
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Apéndices

Apéndice |: Barra de ferramentas da Folha Grafica 2D

A barra de ferramentas da Folha Grafica 2D do GeoGebra disponibiliza um vasto conjunto de
ferramentas que permitem ao utilizador criar representacdes de objetos diretamente na drea de
desenho da Folha Grafica. Cada Icone desta barra representa uma das onze “Caixas de ferramentas”.
Em cada uma pode encontrar-se um conjunto de ferramentas relacionadas. Para abrir a caixa de

ferramentas deve clicar-se no tridngulo situado no canto inferior direito de cada icone.

REA D PO O LN

Figura 79 - Barra de ferramentas da folha grafica 2D

[R] & 71 4 D @O &N 2 @)

[ Mover 2D

6
‘% Rotacao em redor de um Ponto
/ Funcdo a Mao Livre 5
‘/Caneta
= 4

Figura 80 - Caixa 1: Ferramentas de movimento

k] oA 7 3 DO O LN 2 @)

» Foll A Novo Ponto 2D
6
.A Ponto no Objeto
‘/' Ligar/Desligar Ponto 5
X Intersecdo de dois objetos 4

o
Y Ponto Médio ou Centro

o2 Nimero Complexo

'/\/ Extremo 2

A 4 Raizes :

Figura 81 - Caixa 2: Ferramentas de pontos
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» Folha Alg " Reta (Dois Pontos)

" Segmento de Reta (Dois Pontos)

+" Segmento de Reta (Ponto, Comprimento)

/ Semirreta (Dois Pontos)
:\: Linha Poligonal

7 Vetor (Origem, Extremidade)
-;f Vetor aplicado num Ponto

Figura 82 - Caixa 3: Ferramentas de linhas

h] 1A 7 g B OO, 4N =

» Folha Algébrici /', Reta Perpendicular

~*__Reta Paralela

>< Mediatriz

.(" Bissetriz

‘O Tangentes

\Q Reta Polar ou Diametral
o
¢ Reta de Regressdo Linear

L>.\ Lugar Geométrico

Figura 83 — Caixa 4: Ferramentas de linhas especiais

k, .A-;- /'/./\ /l.'/\ >v ®~ ®\ é» x‘ i:E‘ ‘%"
» Folha Algébrica | ‘T>. Poligono |
Q Poligono Regular

> Poligono Rigido

b- Poligono Semideformavel
: i . . |

Figura 84 - Caixa 5 - Ferramentas de poligonos

R 1AL 0 D OO, 4 N 2 @)
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[R] A L7 (D OO &) N =2 )

» Folha Algébrica X @ Circunferéncia (Centro, Ponto)
@ Circunferéncia (Centro, Raio)
7N\
\*J Compasso

L =]
O Circunferéncia (Trés Pontos)
P Semicircunferéncia

..] Arco Circular (Centro, Dois Pontos)

‘/:J Arco Circuncircular (Trés Pontos)

Q Setor Circular (Centro, Dois Pontos)

q Setor Circuncircular (Trés Pontos)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 85 - Caixa 6: Ferramentas de circulos e arcos

(] 1 5 B 00, 4N
» Folha Algébrica X" » Folhi @ Elipse

f\"— Hipérbole

& Pardbola

G Conica (Cinco Pontos)
) ! : |

Figura 86 - Caixa 7: Ferramentas de cdnicas

[ A L ) OO N = )
» Folha Algébrica X/ » Folha Graf éa‘ Angulo

Q:. Angulo com uma Dada Amplitude

:"/' Distancia ou Comprimento
em? | o
] Area
/A Declive
{1,2} Criar Lista
2~ p Relacio entre dois Objetos
f/ Inspetor de Fungoes
! | !

Figura 87 - Caixa 8: Ferramentas de medi¢ao
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[R] A 7 L1 D OO &) N =2 @)

» Folha Algébrica X » Folha Grafica 21 x Reflex3o em relacio a um Eixo

.’ Reflexdo em relagdo a um Ponto

,R Inversao (Objeto, Circunferéncia)

:. Rotacdo (Objeto, Centro, Amplitude)

-;. Translagdo por um Vetor

- ° Homotetia de Centro num Ponto e Razio r

|

Figura 88 - Caixa 9: Ferramentas de transformacoes

[R] A L7 3 D @O &N =2 ()

» Folha Algébrica X/ » Folha Grafica 2D | 222 Seletor

ABC Inserir Texto

M Inserir imagem

Inserir Botdo

/12 Caixa para Mostrar/Esconder Objetos

a=1 Inserir Caixa de Texto

Figura 89 - Caixa 10: Ferramentas de objetos especiais

[&] [~ 1A 5 B @10 14 N =)

» Folha Algébrica X" » Folha Grafica 2D

<} Arrastar a Folha Gréfica
Q Ampliar

Q Reduzir

® _ Mostrar/Esconder Objeto
AA Mostrar/Esconder Rétulo
& Copiar Estilo Visual

B Apagar

Figura 90 - Caixa 11: Ferramentas de acao
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Apéndice II: Tutorial para criagdo de uma conta na plataforma do GeoGebra

Para criar uma conta de utilizador na plataforma oficial do GeoGebra devem seguir-se as

seguintes etapas:

1. Aceder ao site oficial do GeoGebra cujo enderego é o seguinte: https://www.geogebra.org

= GeOGe er Q, Pesquisar materiais de sala de aula i ENTRAR
A Inicio
Novas Notici PR
BS Noves Notcas Descubra Matematica com
—
B Materiais GeoGebra
. ) Obtenha nossas ferramentas mateméticas online
- Perfil gratuitas para graficos, geometria, 3D e muito
mais! KRR
- Pessoas
e

[0 App Downloads

Poderosas Apps Matemaéticas Pronto para Testes Mais Apps
Calculadora Suite Calculadora Gréfica Notes
Liceng Grafico 3D Calculadora Cientifica App Store
enga
CAS Calculadora GeoGebra Classico Google Play
@ 1dioma: Portugués
Geometria Testar App Downloads

O v O o
\ 2029 Ranfahra

Figura 91 - Pagina de entrada da plataforma do GeoGebra

2. Selecionar “ENTRAR” no canto superior direito. Ao realizar esta a¢do, abre-se uma nova janela

onde se deve selecionar a op¢ao “Criar Conta”.
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Entrar com

G GooGLE

€ FACEBOOK

MAIS

ou

Faga login com a conta GeoGebra

Nome de Ut Iiz*or

Al

Esqueces  senl
Nowvo no GeoGel

Figura 92 - Janela de registo (1)

3. Depois de efetuados os procedimentos referidos na etapa anterior, surge a seguinte janela:

GeaGebra

Cadastre-se
Cadastra-se usando um login do ...

G Googe [ oficesss [BH Micosort [ Facevook [ Titter

Cadastra-se usando o seu login GeoGebra

E-mail [Um enderego de e-mail valido (necessario, mas que nunca sera exibido)

Nome do usuario = Seu nome publico

senha Uma senha forte com pelo menos 6 caracteres
Confirmagéo da

senha

Consentimento Por favor, selecione apenas uma das opgdes a seguir

[J Eu reconhego que tenho mais de 14 anos, li o Termos de Servigo e o Politica de privacidade e consentimento para seu conteido

0 Em nome da crianga, reconhego que li o Termos de Servigo e o Politica de privacidade e consentimento para seu contetido

Figura 93 - Janela para registo (2)
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Existem duas formas de criar a conta, recorrendo a uma conta ja existente no Google, Ofice
365, Microsoft, Facebook ou Twitter, ou, utilizando o login GeoGebra. No primeiro caso basta
selecionar o icone correspondente, no segundo é necessario preencher todos os campos do
formulario

Depois selecionar “Criar uma Conta”. Sera enviado um email para o endereco indicado.

Abrir o email e seguir o enderego enviado para confirmar a criagdo da conta.

De seguida, sdo solicitadas outras informacdes e, apds o seu preenchimento, o perfil de

utilizador na plataforma do GeoGebra esta pronto a ser utilizado.

= GeQGeer Q,  Pesquisar materiais de sala de aula e a @

MATERIAIS AVORITOS MELIN ESSOA RUPOS

M Inicio
F=  Novas Noticias

Materiais

2 Perfil

- Pessoas elsa aSSUHQéO SOBRE SEGUIR

@ Tarefas

[0 App Downloads

Sobre GeoGebra g

Contacte-nos: office@geogebra.org

Termos de utilizagéo - Privacidade -

Licenga .
Sem recursos ainda

~ . -

Figura 94 - Conta do utilizador
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Apéndice lll: Tutorial para a criagdo de uma folha de trabalho dinamica (atividade) no
GeoGebra

Existem dois processos diferentes para o utilizador exportar uma atividade e assim criar uma folha de

trabalho dinamica: uma forma ¢ via o proprio software, a outra ¢é através da plataforma do GeoGebra.

Primeiro processo: via software

1. Depois de efetuada, no GeoGebra, a construcdo que se pretende exportar, selecionar
sequencialmente as opgdes “Ficheiro”, “Exportar” e “Folha de Trabalho Dindmica como

Pagina Web (html)...”

@ GeoGebra Ficheiro Editar Vista Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Materiais de GeoGebra

I Nova Janela GeoGebra Classic 5
Novo

= Abrir ...

= Abrir do GeoGebra ...
Recente

&4 Gravar
Gravar Como...

74 Partilhar...
Exportar F& Folha de Trabalho Dindmica como Pégina Web (html) ...

= [*] Folha Gréfica como Imagem (png, eps) ...
& Pré-visualizaclo da impressio  XP Folha Gréfica como GIF animado ...

[ Fechar ®8W Cépia da Folha Gréfica para a Area de Transferéncia

Vista Gréafica como PSTricks ...
Vista Grafica como PGF/TIKZ ...
Folha Gréfica como Asymptote ...
Collada...

Collada (html)...

10

-3

Figura 95 - Exportacdo de uma construgdo

2. Depois de feita a sele¢do referida no ponto anterior, abre-se uma nova janela. Aqui, devera
atribuir-se um titulo a atividade e, é possivel, textos para aparecerem acima e/ou abaixo da

construgao.
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Enviar para o GeoGebra
Titulo: ||

Texto acima da construcao:

Texto debaixo da construcao:

) Ajuda Enviar

Cancelar

Figura 96 - Janela de exportacdo (1)

3. Depois de preenchidos todos os campos, selecionar “Enviar”

[ J [ J Enviar para o GeoGebra

Titulo: Exemplo

Texto acima da construcao:

Este texto aparece antes da construgao (texto introdutério)

Texto debaixo da construcdo:

Este texto aparece depois da construco |

9 Ajuda @ Cancelar

Figura 97 - Janela de exportacdo (2)
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Segundo processo: via plataforma do GeoGebra

Em primeiro lugar deve aceder-se a conta pessoal na plataforma do GeoGebra e ter o arquivo

da atividade que se pretende exportar gravado no computador.

1. Na pdgina inicial do perfil do utilizador deve selecionar-se, sequencialmente, as opgdes

Criar e Enviar.

elsa assuncao

4+ CRIAR

Pasta

& Atividade : B Wor

ﬁ Livro

4  Enviar...

Figura 98 - Enviar ficheiro para a plataforma do GeoGebra (1)

2. Surge a seguinte janela. Deve selecionar-se Escolher ficheiro e depois Enviar.

GeaGebra

Progresso da criacao:

Enviar Material

Figura 99 - Enviar ficheiro para a plataforma do GeoGebra (2)

Enviar Arquivo

que 2 megabytes.

Escolha um arquivo do seu computador. Apenas arquivo com

extensao ggb sao perimitidos. Arquivos nao podem ser maiores do

Escolher ficheiro ‘ Nenhum ficheiro selecionado

| Enviar |
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3. Depois de enviado o ficheiro surge uma nova janela onde se deve atribuir um titulo a

atividade.

<« GeaGebra

Titulo ‘
371 —3° 437t =21
v J Exemplo 1
L
Exemplo 2
\
[ Voltar a0 inicio
Gravar & Fechar Cancelar
Visibilidade  Compartilhado com o Link v
Para definir a visibilidade para "Plblico”: por favor, feche esta tela, pressione : e escolha "Publicar”.
Por favor, note que os recursos nao podem ter maior visibilidade do que o original. Também 'privado’ ndo & uma opgao valida se o
Palavras-
chaves

Figura 100 - Janela de configuracgdo da atividade

4. Paraalém do titulo podem incluir-se outros elementos como por exemplo texto, questdes,
videos, imagens ou ligacOes a outras paginas. Para o fazer basta selecionar a opc¢ao

+INCLUIR ELEMENTO.

5. Finalmente seleciona-se a op¢do Gravar & Fechar e a atividade ficara guardada no perfil

do utilizador.

89



Apéndice IV: Tutorial para a criagao de um livro no GeoGebra

Para criar um livro dinamico no GeoGebra deve selecionar-se a opgao CRIAR na pagina

inicial do utilizador e depois Livro.

~

f :‘k«- : \\_\' A \}?

elsa assungao

.

4+ CRIAR

B3 Pasta

a Atividade : BB Exponencial e Logar
a ._] Livro

+  Enviar...
Figura 101 - Criagdo de um livro na plataforma do GeoGebra

Na sequéncia destas acOes abre-se uma janela semelhante a apresentada na figura seguinte.
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GeaGebra s || G

Criar Titulo da Pagina

Pode ser criado aqui um Livro de recursos GeoGebra, que poderd ser adicionado no préximo passo.

Titulo
Idioma
Portuguese / Portugués v

Descri¢ao (opcional)

B I m-| www - 8

Ve
Grupo alvo (idade)
dade dos estudantes para o quais se destina este material
Idade: 3 - 19+

Palavras-chaves
Palavras-chaves s30 usadas para descrever o seu material e ajudar na pesquisa. Vock e outros usudrios podem acrescentar novas palavras-chaves mais tarde
Visibilidade
Por favor, escolha se vock quer compartihar eete Livo comn outras pessoas ou quer manté-o privado.

Para definir a visibilidade para "Publico": por favor, feche esta tela, pressione : e escolha "Publicar”
® Compartilhado com o Link - Somente usudrios que possuam o link pederdo visualizar este Livro. Ele ndo aparecerd nos resultados de pesquisa de outros usudrios.

Particular - Outros usudrios nio poderio visualizar este Livio GeoGebra. Ele ndo aparecerd nos resultados de pesquisa de outros usu

30 pode acrescentar materiais particulares emn Livros compart ou plblicos.
508 niio podeen ter maior visibilidade do que o original. Também ‘privado’ ndo & uma opglio vilida se o recurso for usado em atividades plblicas ou livres, ou tiver sido anexado a uma

@ @ @ Ao criar um Livro vocé concorda em publicar o seu trabalho segundo a licenga Creative Cammons: Attribution Share Alie

Gravar

Figura 102 - Informagdes basicas do livro

Este é o local onde se introduzem algumas informacgdes sobre o livro nomeadamente, o titulo, o
idioma utilizado, uma descricdo breve, palavras-chave, a faixa etdria do grupo-alvo a quem se destina
e ainda definir o tipo de visibilidade que se pretende. Para guardar estas informacdes deve clicar-se

em Gravar. Completada esta tarefa pode comecar-se a editar o livro.
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GeeGebra elsaassungio  Ajuda

[ Livro criado com sucesso. ]

¢ Editar Livro: A Funcdo Exponencial

Contetido Titulo da Pagina
—
. Este Livro GeoGebra ndo contém material algum
Capitulos 9
P Incluir Atividade
Acresentar Capitulo [:

Figura 103 - Comecando a editar o livro

Para estruturar o livro, podem criar-se capitulos, adicionar um capitulo ja existente de outro
livro ou, simplesmente, iniciar o processo com as atividades escolhidas sem ser necessario criar
capitulos. Para adicionar as atividades.

Para adicionar as atividades escolhidas ao livro clica-se no botdo Incluir atividade. Ao

realizar esta agao surge no écran uma janela semelhante a que se apresenta na figura seguinte.

Incluir Material no Livro X

Pesquisar Nova Atividade

Graph the Line

Steve Phelps
19 de maio de 2020

Incluir

N\

Proof Without Words

Steve Phelps
28 de agosto de 2018

' ’ Incluir
\

Geometry Resources

,‘ ' Tim Brzezinski
'A 13 de setembro de 2022

Ordenar por: Relevancia

Figura 104 - Adicionando atividades ao livro
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Podem incluir-se atividades no livro de duas formas distintas. Ao selecionar Nova atividade é possivel
exportar uma atividade conforme se descreve no anexo lll. A outra opgdo é utilizar uma atividade ja
existente. Pode fazer-se uma busca nas atividades existentes na plataforma do GeoGebra recorrendo
ao campo de entrada Pesquisar e digitando uma palavra-chave. Serdo apresentadas todas as
atividades disponiveis que tém essa palavra-chave nas suas definicdes, o que pode gerar muitos

resultados. Também se pode digitar diretamente o endereco da atividade pretendida.
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Funcao Exponencial

Enza Rataela de Sampaio Ferreira

Incluir

Figura 105 - Adicionando atividades ao livro

Incluir Material no Livro X
|https://www.geogebra.org/m/muf4dn4yi / Nova Atividade ‘

Poténcia de expoente irracional

elsa assungao

2 de m.

‘ Incluir |

Figura 106 — Adicionando atividades ao livro

Ao selecionar Incluir, a atividade é incorporada no livro.
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< Editar Livro: A Funcdo Exponencial

Contetido Titulo da Pagina

Capitulos Poténcia de expoente irraci...
1 22 de maio de 2022 - 09:48
elsa assungdo
[ Acresentar Capitulo J a Este material ndo esta visivel ao publico

Incluir Atividade

Figura 107 — Atividade adicionada ao livro

O livro apds a introducdo de todas as atividades tem o aspeto seguinte.

A Funcgao Exponencial

Autor: elsa assungao

/

Lista de contetidos

\j

Apresentacgao do livro

O livro dindmico

Cap. 1 - Ponto de partida
Atividade introdutéria: Crescimento microbiano

Exercicio

Cap. 2 - Poténcias de expoente irracional
Poténcias de expoente racional - revisdo

Poténcia de expoente irracional

Figura 108 -Interface do livro
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Apéndice V: Tutorial para a criagdao de uma sala no GeoGebra Classroom

Qualquer atividade alojada na plataforma do GeoGebra pode ser utilizada para criar uma sala
de aula virtual no GeoGebra Classroom, no entanto, esta deve conter elementos que se transformem
em tarefas para os alunos. Depois de selecionada a atividade que se pretende propor aos alunos,

deve clicar-se no botao CRIAR SALA DE AULA que se encontra no canto superior direito da pagina.

GeaGebra CRIAR SALA DE AULA

Poténcia de expoente irracional

Autor: elsa assungao

Ja sabemos o significado de a* quando x, o expoente, € um nimero racional.

Mas, e se x for um niimero irracional?

Figura 109 - Botdo para criar uma sala de aula

De seguida abre-se uma nova janela onde, depois de atribuir um nome a sala se seleciona CRIAR.

GeaGebra

Nova Tarefa Saiba mais sobre Sala de Aula

Nome da sala

Poténcias de expoente racional - revisdo

Contelido da atividade

i] A Funcao Exponencial Livro
a Poténcias de expoente racional -... Atividade
Os alunos podem ver a resposta correta /

Figura 110 - Janela para a criagdo de uma sala

Apds a criacdo da sala, abre-se uma janela de visdo geral do professor. Nesta janela aparece

um codigo que foi gerado aleatoriamente e um enderecgo. Estes sdao os dados de acesso a sala. Os
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alunos podem entrar na sala de aula virtual para realizar as tarefas propostas pelo professor

utilizando o cddigo ou seguindo o endereco.

link

Poténcias de expoente racional - revisdao

Q www.geogebra.org/classroom/cvprgsps )]

ou digitando o cédigo em www.geogebra.org/classroom

7 3 CVPR QSPS i

Figura 111 - Cédigo e endereco para acesso a sala

Participe da aula e

| 3

Para entrar na sala utilizando o cddigo os alunos devem, depois de aceder a pagina oficial do

GeoGebra, selecionar a opgao Tarefa que aparece no menu do lado esquerdo.

= GeeGebra @

ﬁ Inicio

F& Feed de Noticias
a Materiais

- Perfil

-my Pessoas

®\ Tarefa

[0 Baixar Aplicativos
Figura 112 — Menu da pagina inicial do GeoGebra

Abre-se uma nova janela onde se digita o cddigo da sala.
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GeoGebra  Tarefa

Conversas ao vivo com ferramentas
matematicas interativas

QPXK FQC3

ENTRAR

Figura 113 - Janela de acesso a sala
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