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resumo

Anédlise ndo-linear, Curva de equilibrio, Método dos Elementos Finitos, Método
de controlo do comprimento do arco, MATLAB.

Para muitos dos problemas estruturais, uma analise simplesmente linear nem
sempre é suficiente. Para tal, € necessario recorrer-se a uma analise ndo-linear
para se conseguir estudar o comportamento de determinadas estruturas,
sujeitas a varios tipos de ndo-linearidades.

Como muitas das vezes a obten¢éo de uma solugao analitica ndo é possivel, a
maneira mais usual de realizar este tipo de andlise é através do Método dos
Elementos Finitos. Nesse sentido, neste trabalho sdo descritas as formulagfes
para o Método do Controlo de Carga, o Método do Controlo de Deslocamento e
0 Método do Controlo do Comprimento do Arco, com as suas versdes linear,
cilindrica e esférica. Estes métodos s@o posteriormente implementados em
programas com cédigo MATLAB, assim como as fun¢des auxiliares necessérias,
e comparados entre si. O tipo de elemento usado foi unicamente o elemento do
tipo barra plano, com a formulacéo lagrangiana total.

No ambito do Método do Controlo do Comprimento do Arco, sdo descritos e
implementados cinco métodos para a previsdo do sinal do incremento do fator
de carga, dos quais dois apresentaram resultados bastante positivos: o critério
do produto internos dos deslocamentos e 0 do parametro de rigidez geral. Foram
ainda implementadas trés técnicas para o controlo automatico do comprimento
do arco, das quais uma mostrou resultados promissores, baseada no parametro
de rigidez atual.

Entre as versdes do Método do Controlo do Comprimento do Arco, a linear
mostrou-se capaz de resolver todos os problemas testados, quando associada
com o critério para o sinal do incremento adequado e um comprimento de arco
razoavel. Ja as versoes cilindrica e esférica, quando testadas, necessitaram de
um tempo de processamento superior ao da versao linear e no caso particular
da versao esférica tanto o n.° de incrementos como o comprimento do arco
necessitaram de ser aumentados relativamente as outras duas versoes.
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abstract

Nonlinear analysis, Equilibrium curve, Finite Element Method, Arc-length
control method, MATLAB.

For most of structural problems, a simple linear analysis may not be enough. So
it is necessary to use a nonlinear analysis, so that is possible to study the
behavior of such structures, submitted to different types of nonlinearities.

A lot of times, it's not possible to obtain an analytical solution for the problem, so
the most common way to find it is to use the Finite Element Method. In that
regard, in this work are described the formulations of the Load Control Method,
Displacement Control Method and Arc-length Control Method, with their linear,
cylindrical and spherical versions. This methods are implemented in MATLAB
code programs, as also their auxiliar functions and after compared. The only type
of element considered in this work was the plane truss, using a Total Lagrangian
formulation.

Within the scope of the Arc-length Control Method are described and
implemented five criteria to the predictor of the sign for the loading increment,
from which two of them showed positive results: the criterion of the internal
product of the displacements and the one based on the general stiffness
parameter. Three techniques were also implemented to automatically control the
arc size, where one of them, based on the current stiffness parameter, showed
promising results.

Between the different versions of the Arc-Length Control Method, the linear was
capable to solve all the tested problems, when associated with a capable
predictor criterion and a reasonable length for the arc. The others versions, the
cylindrical and the spherical, when tested with the same problems, led to a bigger
processing time, and the spherical version needed much more increments and a
significant greater length for the arc, when compared with the linear and
cylindrical versions.






Indice

I [T [0 Tot- T TSP TSP PP 1
1.1 CONEXTUANIZAGAD ...ttt r s 1
A @] o] 1] (A USSR 2
R I T T Mo (=3 T (U] - PSSRSO 2

2. ANALISE NAO-TINEAN ....veetiitieiieiie et b ettt s ettt sbe b e 3
2.1 Tipos de NE0-HNEAMNAAAE .........ecveiieeieieiee s 3
2.2 Diagrama de carga-deSIoCameNtO .........ccceiveiiiiiic it 4

3. Formulag&o tedrica dos métodos de calculo para anélise Nd0-linear ...........cccocoovevveincicennnnn 7
3.1 CONEXIUANIZAGAD ...ttt et ettt ettt nn et 7
3.2 MEtodo do CONLrol0 A8 CAIga.....c.viveuiriiiiieisieieie ettt nas 8

3.2.1 Resumo da metodologia de céalculo do Método do Controlo de Carga..........c.ccceeuvenenee. 10
3.3 Método do Controlo de DeSIOCAMENTO............ciiueiriiiiiiceee e 12
3.3.1 Resumo da metodologia de céalculo do Método do Controlo de Deslocamento.............. 13
3.4 Método do Controlo do Comprimento dO AFCO ........ccuuuiiiirirerieesiee et 15
3.4.1 Versdes esférica e cilindrica do Método do Controlo do Comprimento do Arco............ 17
3.4.2 Versao linear do Método do Controlo do Comprimento do Arco........cccevvvevveveceenneane. 19
3.4.3 Previséo do sinal para o incremento do fator de Carga...........cocevereieineninineneseseeens 20
3.4.4 Escolha da raiz para o fator de carga iterativo ..........ccccevviiieiiii e 22
3.4.5 Controlo automatico do comprimento dO arC0.........cccuvuvirieirieinieeseee e 23
3.4.6 Resumo da metodologia de calculo do Método do Controlo do Comprimento do Arco 24

4. Caracteristicas e formulacéo tedrica do elemento finito barra plano ..o, 27
4.1 Caracteristicas d0 ElEMENTO.........cc.ciiiriiice et enes 27
4.2 Formulagao te0rica do €lEMENTO ...........cv i 28

5. Programacéo e implementagdo de programas para analise ndo-linear em MATLAB ................. 33
5.1 CONEXTUANIZAGED ...ttt 33
5.2 Pré-PrOCESSAMENTO ....veivieviiitiiiieitesteeste st et e steste et e etestee st e sbeeseesbeetsebesbeeseestesseeseesbeensesresseessessens 34
5.3 PrOCESSAMENTO ... eitie ettt ettt st e st e st e e e et e et e e st e e st e e e rbeesbeenbeesbeesneesnbeanns 38
5.4 POS-PrOCESSAMENTO ......veviteeeieiesieseeseesestesteseesteseeeeseeseesesseesessestessesseseeseeseaneesessessesseseeseneenes 52
5.5 FUNGBOES QUXIIIAIES ..ottt sttt e sae e e saeeneeseenneas 54

6. Problemas NUMErICOS € reSUItAAOS ...........cveiiiiiiiiicce e e 59
T @0 01 (o) LT F= 1177 o Lo TS 59
6.2 Problema com estrutura de duas barras simétricas com fenomeno de “snap-through™.......... 59

6.3 Problema com estrutura de oito barras com fendémeno de “snap-through” e “snap-back” .... 61



6.4 Problema para testar os critérios de previsdo do sinal do incremento do fator de carga perante

pontos-limite de deSIOCAMENTO.........coviii i e 63

6.5 Problema para testar os critérios de previséo do sinal do incremento do fator de carga perante

[SToTg (0T 0 (eI o] | 11T o7 o Lo TP SRR 66

6.6 Problema para testar o controlo automéatico do comprimento do arco..........ccoevrveerereerenene 69

6.7 Problema para testar as versdes do Método do Controlo do Comprimento do Arco.............. 70
7. Conclusdo € trabalNOS FULUIOS ......covviieiice e 73
271 o] [0 o] = T NSRRI 75
AANEXOS. ..ttt ettt ettt etttk et bt b e h e e R b e oAb e oAb e oA R e e R e e R e e b et e R et eR Rt e be e bt e bt e nheeenneenbeenns 79
Anexo A. Pré-processamento do Problema B.2..........ccviviieiiiieie e 80
Anexo B. Pré-processamento do problema 6.3 ...........cooiiiiiiiieieee s 81
Anexo C. Pré-processamento do problema 6.4 ..........coooviiciiiicic s 83
Anexo D. Pré-processamento do problema B6.5........cccoeiiiiiiniieice s 84
Anexo E. Pré-processamento do Problema 6.6 ..........cccccuviieieieeiieie et 85
Anexo F. Pré-processamento do Problema 6.7.........ccoeiiiiiiiniieic e 87
Anexo G. Fluxograma do programa IMCC ..o 89
Anexo H. Fluxograma do programa MCD..........cccccceiiiiiicieceece et ste e e 90
Anexo |. Fluxograma do programa MCCA ... 91



Lista de figuras

Figura 1 — Descricdo de um diagrama de carga-deslocamento. Adapt. (13)......cccceveviveieiievinernennnnn, 4
Figura 2 — Diagrama de carga-deslocamento com pontos de bifurcacdo. Adapt. (14)........cccceeevene.n. 5
Figura 3 — Método incremental de Euler. Adapt. (14). ...ccvcveiiiieeiiieie e 8
Figura 4 — a) Versdo padrdo do método de Newton-Raphson, b) versdo modificada do método de

Newton-Raphson. AdapL. (13). ....eoiieiieieieeeees et 9
Figura 5 — Fenomeno de “snap-through”. ..........ccccoiiiiiiiiiiecese e 11
Figura 6 — Processo incremental-iterativo do MCD. Adapt. (1). ...ccoovrererereneieiseseeeseseieeens 13
Figura 7 — Fendmeno de “Snap-back”. ..........ccoeuriiiiiiine i 15
Figura 8 — Método do Controlo do Comprimento do Arco. Adapt. (18). ......cccvvervrerireieneririeneeens 16
Figura 9 —a) Versdo esférica do MCCA, b) Versdo cilindrica do MCCA. Adapt. (1). .....cccceceunee. 19
Figura 10 — Versdo linear do MCCA. AdAPL. (1) ..eoviiriieiieieieise e 20
Figura 11 — Esquema com a deformacéo do elemento barra plano. Adapt. (14). .....ccccoevvvierernnn. 28
Figura 12 — Estrutura de duas barras simétricas do problema 6.2. Adapt. (14). ...c.ccccevvevvrveirernnnne. 60
Figura 13 — Diagrama do problema 6.2 para 0 @) MCC, b) MCD. .........cccoeiiviiiiinnecceceee 60
Figura 14 — Estrutura de oito barras do problema 6.3. Adapt. (27)......ccccceveiiiieeiiniiiieeie e 61
Figura 15 — Diagrama do problema 6.3 para 0 a) MCC, b) MCD, c) MCCA linear...........c............ 62
Figura 16 — Diagrama do problema 6.4 do MCCA linear para o a) critério 1, b) critério 2, ¢) critério
3, d) critério 4, e) critério 5 da previsdo do sinal do incremento de Carga. ..........cccecevveirevesveniennns 64
Figura 17 — Estrutura de trés barras do problema 6.5. ..........cccccoveiiiiiic s 66

Figura 18 — Diagrama do problema 6.5 simétrico do MCCA linear para o a) critério 1, b) critério 3,
(o) o1 (<] oI T USROS RSTRPRON 67
Figura 19 — Diagrama do problema 6.5 assimétrico do MCCA linear para o a) critério 1, b) critério
TR o) ol 4 | (-1 T 1 TSSOSO 68
Figura 20 — Diagrama do problema 6.7 para 0 MCCA a) cilindrico, b) esférico, com comprimento
de arco igual a0 do ProblEmMa B.5. ........cviiiiiii e 71

Figura 21 — Diagrama do problema 6.7 para 0 MCCA esférico, com Al = 2000..........c..ccccvrurnene. 72






Capitulo 1

1. Introducao

1.1 Contextualizacéo

A andlise linear de uma estrutura mecénica, em muitos casos, nao é suficiente. Isto acontece porque
essas analises ndo tém em conta varios tipos de ndo-linearidade, como a ndo-linearidade geométrica.
A existéncia destas ndo-linearidades leva a que seja necessario recorrer a uma analise ndo-linear,
pois sem a mesma um estudo completo sobre o comportamento da estrutura ndo € possivel. Este
estudo consiste em obter a chamada curva de equilibrio, que equivale a um diagrama que relaciona
o0 deslocamento de um grau de liberdade da estrutura com o fator de carga aplicado.

Para tal, o0 Método do Controlo de Carga (MCC), baseado no método de Newton-Raphson, foi um
primeiros métodos e dos mais populares para se tentar realizar uma analise nao-linear completa (1).
Mas, este método falha perante pontos-limite de carga, ocorrendo o fenomeno de “snap-through”,
perdendo-se assim parte importante da curva de equilibrio.

Com o intuito de superar a fragilidade do anterior método, perante pontos-limite de carga, foi
desenvolvido o Método de Controlo de Deslocamento (MCD), proposto inicialmente por Batoz e
Dhatt em (2), mas 0 mesmo, apesar de conseguir ultrapassar corretamente os ditos pontos, falha de
forma similar ao método anterior, agora perante pontos-limite de deslocamento, ocorrendo o
fendomeno conhecido por “snap-back”.

Finalmente, para se conseguir obter a totalidade de uma curva de equilibrio que apresente, tanto
pontos-limite de carga como de deslocamento, foi desenvolvido o Método do Controlo do
Comprimento do Arco (MCCA), proposto inicialmente por Riks em (3) e Wempner em (4), versao
conhecida como linear. Sendo que mais tarde, foram propostas por Crisfield em (5) as versdes
cilindrica e esférica.

No ambito do Método do Controlo do Comprimento do Arco, surge a necessidade de prever o sinal
para o incremento do fator de carga. Para tal, sdo testados 5 critérios: critério do determinante da
matriz de rigidez tangente (5) e (6), critério do trabalho incremental (7), critério do produto interno
dos deslocamentos (8), critério do parametro de rigidez atual (6) e, finalmente, o critério do parametro

de rigidez geral (9). E implementado ainda um controlo automatico do comprimento do arco, de



maneira a que tal se adapte a linearidade da zona da curva em célculo com o auxilio de trés diferentes
técnicas relatadas em (10).

As trés versdes do Método do Controlo do Comprimento do Arco, assim como 0s dois métodos
referidos anteriormente, sdo implementados em codigo MATLAB para estruturas compostas por
elementos finitos do tipo barra plano. Tanto os cinco critérios como as trés técnicas anteriormente
referidas sdo igualmente implementadas e posteriormente comparadas com problemas numéricos que
envolvem a presenca de curvas de equilibrio com pontos-limite de carga, de deslocamento e ainda

pontos de bifurcagao.

1.2 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é o estudo e a implementacdo de um ou mais métodos capazes de
realizar uma analise ndo-linear, em cédigo MATLAB, para depois serem alvo de estudo e
comparacgdo entre si, a partir de problemas numéricos. Neste sentido, os programas desenvolvidos
visam tanto um carater pedago6gico, em que estudantes que tém um contacto introdutério com a
analise ndo-linear podem encontrar nos programas um auxilio ao seu estudo, como um carater de
investigacdo, em que posteriormente o codigo podera sofrer altera¢cbes com a inten¢do da melhoria e

da implementacdo de novas formulagdes e métodos.

1.3 Guia de leitura

No Capitulo 2, é dada uma contextualizagdo sobre a analise ndo-linear, assim como 0s Varios tipos
de ndo-linearidade e o diagrama de carga-deslocamento.

No Capitulo 3, é apresentada toda a formulagdo tedrica dos métodos referidos, assim como 0s
critérios e técnicas para a previsdo do sinal e do controlo automéatico do comprimento do arco,
respetivamente.

No Capitulo 4, é exposta a formulacdo do elemento finito do tipo barra plano, usando a formulagdo
lagrangiana total.

No Capitulo 5, sdo apresentados os codigos MATLAB que comp8em os programas e funcdes
auxiliares, onde se implementam os trés métodos referidos, seguidos de uma explicacdo das
implementacdes em si, com o auxilio de comentarios inseridos no préprio codigo.

No Capitulo 6, sdo testados os cddigos criados com varios problemas numéricos, com o intuito de
verificar e averiguar possiveis problemas, vantagens e desvantagens dos varios métodos e 0s seus
critérios e técnicas ja referidas.

Por fim, no Capitulo 7, sdo apresentadas as conclus@es retiradas do trabalho e dos testes realizados

nos problemas do Capitulo 6, assim como propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

2. Analise nao-linear

2.1 Tipos de nédo-linearidade

A analise de estabilidade de estruturas articuladas, que no caso em estudo sdo barras, nem sempre
pode ser feita apenas considerando um comportamento linear da estrutura, pois quando, por exemplo,
estas sdo sujeitas a certos carregamentos podem apresentar uma resposta nao-linear, mesmo sem
atingir o seu limite de elasticidade (11). Estes comportamentos ndo-lineares podem ter origem em

diversos tipos de nao-linearidade, como:

e Na&o-linearidade geométrica

Quando a relacdo entre a forca aplicada e o deslocamento sofrido ndo é diretamente proporcional,
devido a grandes deslocamentos, rotacbes ou deformacGes, tem-se que o comportamento da
estrutura é geometricamente ndo-linear (12).

Este tipo de ndo-linearidade é o Unico considerado neste trabalho;

e Na&o-linearidade material

Este tipo de ndo-linearidade acontece porque as leis constitutivas lineares elasticas dos elementos
sdo uma aproximacdo da realidade, ou seja, existem materiais cujo comportamento, sendo
elastico, ndo ¢ linear, como a borracha. Alguns materiais sofrem deformacfes que sdo
dependentes do tempo. Para estes varios tipos de material, existem leis constitutivas especiais
(12);

¢ Nao-linearidade nas condic@es de fronteira

Esta ndo-linearidade acontece, na maior parte dos casos, em problemas de contacto, quando os
apoios da estrutura dependem dos deslocamentos da mesma, isto é, a termos de exemplo, quando
é necessario que a estrutura sofra um determinado deslocamento para que um dos apoios se torne

eficaz e ofereca o dito apoio (12).



2.2 Diagrama de carga-deslocamento

Assim, quando se tem uma estrutura que esta sujeita a ndo-linearidades, no presente caso de estudo
ndo-linearidades geomeétricas, tem-se que € necessario abdicar da andlise estrutural linear e passar
para a ja referida analise ndo-linear, pois a primeira deixa de ser capaz de conseguir representar
corretamente o comportamento real da estrutura (11).

Deste modo, o principal objetivo deste trabalho é conseguir obter um diagrama com a dita
curvaltrajetoria de equilibrio, como o exemplo ilustrado na Figura 1, que relaciona o deslocamento
com a intensidade da carga aplicada, conseguindo-se assim evidenciar o comportamento nao-linear
da estrutura, assim como alguns pontos-limite com caracteristicas proprias. Para tal, sera necessario
ultrapassar varios problemas resultantes das ndo-linearidades, como se vera em seguida.

Repare-se que o deslocamento em evidéncia no diagrama nédo €, como é obvio, um vetor, mas sim o

deslocamento do grau de liberdade estudado.

Caminho . Caminho
Fator principal ' pos-critico
de
carga Salto dindmico em

A controlo de carga
"Snap-through"

Salto dindmico em

controlo de deslocamento
"Snap-back"

Deslocamento
Estavel Instavel Estavel

Figura 1 — Descricdo de um diagrama de carga-deslocamento. Adapt. (13).

Como se pode ver na figura anterior, a trajetéria que inicialmente parece estar a seguir uma relacdo
linear, a certo ponto deixa de o fazer, sendo por isso necessario realizar uma analise ndo-linear, em
detrimento da linear, tendo-se que, como se vera em mais detalhe mais a frente, mesmo algumas
técnicas de calculo ndo-linear ndo permitem tracar a curva de comportamento correto da estrutura

em certas situacoes.



A maioria dessas situacdes é quando se encontram pontos criticos, como por exemplo, o ponto C.
Este ponto C é conhecido como ponto-limite de carga, onde a tangente a curva de carga-deslocamento
é paralela ao eixo do deslocamento, isto é, horizontal.

Nessa zona, onde na curva para um aumento do deslocamento ja ndo se verificara um aumento de
carga, relativamente ao anterior, vai ditar o comportamento do Método de Controlo de Carga. Ou
seja, como na vizinhanga ao ponto-limite a carga aplicada diminui em vez de aumentar, 0 método
dard um salto dinamico (C-T) para a préxima zona onde a carga aumenta e é superior a anterior,
também conhecido como “snap-through .

Este comportamento verifica-se porque no método € apenas considerado um aumento constante do
fator de carga. Entre dois pontos-limite de carga diz-se que se estd numa zona instavel da curva.
Por outro lado, tem-se o ponto D, onde agora a tangente a curva de carga-deslocamento € paralela
com o eixo de carga e consequentemente vertical. De maneira similar, no Método de Controlo de
Deslocamento, como na vizinhanga posterior a esse ponto ndo se verifica 0 aumento do
deslocamento, 0 método dard um outro salto dindmico (D-B), conhecido como “snap-back”, para a
zona onde se verifica um aumento do deslocamento.

Outros pontos de igual importancia sdo os pontos de bifurcagdo, como se pode ver na Figura 2.

Fator i
de Ponto-limite
carga /
A . s/
Ponto de bifurcagdo
~
\
~ . - Regime pds-critico
N\
N
A
\\
N\
AN

~ Trajetoria secundaria

Trajetdria terciaria

AN
"\ Trajetaria principal ™~ /

S

Deslocamento

Figura 2 — Diagrama de carga-deslocamento com pontos de bifurcacdo. Adapt. (14).



Nestes pontos, a solucdo para a curva de carga-deslocamento deixa de ser Unica e, por consequéncia,
surge uma ou mais trajetérias para além da principal, para a qual existe equilibrio da estrutura, isto
é, para além do comportamento principal ou previsto para a estrutura, esta pode tomar um rumo
diferente, pois nesse ponto existem diferentes possibilidades de resposta da estrutura. Sendo ainda
gue nada impede que dentro dessa trajetoria secundaria surjam mais pontos de bifurcacéo e, por

conseguinte, outras trajetérias secundarias, chamadas neste caso de trajetoria terciaria e por ai em
diante (14).



Capitulo 3

3. Formulacao teorica dos métodos de calculo para
analise nao-linear

3.1 Contextualizacao

Neste capitulo véo ser introduzidos alguns dos mais utilizados métodos de calculo da trajetoria de
equilibrio, isto é, calculo do deslocamento de um grau de liberdade em relagdo a um nivel de carga
aplicado, para que seja depois possivel tracar o diagrama de carga-deslocamento, como se viu
anteriormente.

Os métodos escolhidos para implementagdo foram: o Método do Controlo de Carga (MCC), o
Método do Controlo de Deslocamento (MCD) e o Método do Controlo do Comprimento do Arco
(MCCA), sendo que neste altimo foram implementadas trés versdes do mesmo: a linear, a cilindrica
e a esférica.

Os primeiros trabalhos sobre nédo-linearidade geométrica surgiram por volta de 1960 no ramo da
indlstria de aeronaves, sendo que a maior parte de outros trabalhos relacionados estudavam a
resisténcia a flexdo (15).

Assim, para problemas de ndo-linearidade geométrica foram inicialmente adotados métodos
incrementais, como o método de Euler. Infelizmente, tal método a certo ponto pode gerar erros de
dimensdes que ndo sao admissiveis, sendo que a fonte destes erros surge de que neste método, quando
aplicado a uma analise ndo-linear, ndo esta prevista uma quantificacdo do erro a cada incremento e a
sua posterior aproximagdo para um valor mais correto com iteragdes, levando a que ndo seja possivel
verificar se a dada solucéo se encontra dentro de um intervalo admissivel relativamente a solugdo
real.

Como se pode observar na Figura 3, o método de Euler é incapaz de conseguir tracar a correta
trajetoria, gerando sempre desequilibrios entre as forgas internas e externas, levando gradualmente a
erros cada vez maiores. Deste modo, para combater esta desvantagem o método de Euler foi
abandonado, tendo sido adaptados métodos baseados no método de Newton-Raphson para resolver

sistemas de equacOes ndo-lineares, tais como o MCC e 0 MCD, que se verdo em seguida (1).
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Figura 3 — Método incremental de Euler. Adapt. (14).

3.2 Método do Controlo de Carga

O principio fundamental do Método do Controlo de Carga padrao, assim como dos outros métodos
que serdo aqui apresentados, € a seguinte equacdo de equilibrio (14):
r= F(d)— 1F; =0 (3.1)

A variavel r é o vetor residuo de forcas, F; 0 vetor de forcas internas, A o fator de carga e Fg 0 vetor
de forcas externas aplicadas na estrutura, sendo que apenas F; é funcdo do vetor de deslocamento d.
O vetor r representa o balanco entre as forgas aplicadas externamente na estrutura e as forgas internas
geradas por consequéncia. Assim, num estado de equilibrio da estrutura facilmente se percebe que
este balanco tem de ser nulo ou, no caso numerico, muito proximo de zero. Esta equacgao serve de
auxilio para quantificar o erro da estimativa do atual incremento e iteracdo, permitindo assim
contrapor a desvantagem do método de Euler. Ver-se-4& mais a frente, que para ser aceitavel
considerar que para um dado incremento e iteracdo a solucéo convirja, o valor da norma de r tem de
estar dentro de um determinado intervalo, e.

O fator de carga A é um escalar, que ird tomar valores 0 < A < 1, representando a proporc¢do de
carga a ser considerada/aplicada num determinado incremento e iteragdo, pois assume-se que a carga

considerada varia um tanto de incremento para incremento, sendo que no caso do MCC sera um



incremento sempre positivo e constante, mas ndo sendo verdade nos restantes métodos que ainda
serdo apresentados, onde A pode mesmo chegar a assumir valores negativos.

Assumindo o método de Newton-Raphson para resolver a equacdo (3.1) em relagdo ao vetor de
deslocamento, e considerando apenas os termos de 1.2 ordem da sua expanséo de Taylor, tem-se que:

. ) S
i+1 _ i i— 3.2
r ri + 3d sd' =0 (3.2)
Sendo que:
dr
_ = 3.3
3d Kr (3.3)

onde Ky é a chamada matriz de rigidez tangente. Sendo §d* definido como o vetor de deslocamentos
iterativo, e rescrevendo a equagéo (3.2) com (3.3) e simplificando, tem-se:

§di = —K; Mrt (3.4)
Assim, utilizando um processo incremental-iterativo, onde foi adaptada a versao padrdo do método
de Newton-Raphson, Figura 4 a), isto implica que o célculo de K faz-se a cada iteragdo. Existem
outras versfes, como a modificada, Figura 4 b), onde se calcula a matriz de rigidez tangente apenas
no inicio de cada incremento (13). Em ambas figuras pode-se ver como 0 MCC adaptado a partir do
método de Newton-Raphson se comporta com ambas as versoes.
Para os métodos implementados, a Unica versdo do método de Newton-Raphson utilizada foi a
padrdo. Obviamente, a versdo modificada requer um menor esforco computacional, mas
normalmente resulta num maior n.° de iteracfes para se atingir a convergéncia, sendo que 0 seu uso
pode mesmo culminar em problemas de convergéncia, quando existe um aumento de rigidez
consideravel (16).
Assim, considera-se que 0 uso da versao padrdo do método de Newton-Raphson é a mais adequada

para este trabalho, garantindo menor risco na garantia de convergéncia.

Fator Fator
de carga de carga
A Newton-Raphson I Newton-Raphson
padrdo modificado
Y Y B N T’—
AA AA
- A |
T" Deslocamento ““T" Deslocamento
a) b)

Figura 4 —a) Versao padrdo do método de Newton-Raphson, b) versdo modificada do método de
Newton-Raphson. Adapt. (13).



3.2.1 Resumo da metodologia de calculo do Método do Controlo de Carga

O MCC comeca com a selecdo do valor para o fator de carga para o 1.° incremento, sendo gue esta
selecdo pode ser feita de varias maneiras. Nesta implementacdo assume-se que os incrementos do
fator de carga variam de forma constante e sdo funcdo do n.° de incrementos desejados, que podem

ser dados por:

1
A = — 3.5
NINe (3.5)
tendo-se ainda que:
ATt = 24+ AL (3.6)

sendo AA o valor constante para o incremento do fator de carga e nyyc 0 n.° de incrementos desejados.
Tem-se ainda que A*1 é o proximo fator de carga e A* o fator de carga atual ou inicial.
Continuando, no 1.° incremento e na 1.2 iteracdo, sendo um dado conhecido do problema em questéo
o valor dos deslocamentos iniciais, é possivel calcular a matriz de rigidez tangente e o vetor das
forcas internas, temas que vao ser abordados em detalhe no Capitulo 4. Para j4, basta saber que com
o valor dos deslocamentos atuais é possivel fazer esses célculos.
Assim, pode-se em seguida calcular o vetor residuo r com a equacao (3.1) e, tendo esse calculo feito,
procede-se a verificagdo da convergéncia, ou seja, se ||r|| < e, sendo que e normalmente toma
valores entre 1x10~7 e 1x107° (17).
Caso se verifique a convergéncia, ndo € necessario passar para a proxima iteracdo, mas sim para o
proximo incremento, guardando o valor de d¢, e voltando a repetir os passos iguais aos referidos
desde o inicio. Note-se que normalmente o método nunca converge na primeira iteracao, pois nesta
ndo é considerada uma variacdo do vetor de deslocamentos relativamente ao seu valor anterior ou
inicial. Assim, a ndo ser que para um fator de carga aplicado nao seja previsto uma varia¢ao do vetor
de deslocamentos, 0 método necessita sempre de ir a pelo menos uma segunda iteragdo para se ter
em conta a variacdo do vetor de deslocamentos sofrido pela estrutura, e consequentemente em K e
F;.
Assim, caso ndo se convirja é necessario fazer o calculo de §d* através de (3.4) e em seguida calcular
0 novo vetor de deslocamentos correspondente para a proxima iteracao através de:

ditl = d + &d! (3.7)
sendo d! o vetor de deslocamentos considerado no inicio do incremento ou na iteragio anterior.
Tendo isto feito, salta-se para a proxima iteragdo. Note-se que o valor do fator de carga se mantém
igual, e onde se volta a calcular K1 e F; usando agora o novo d‘*?, e voltando também a calcular-se
0 vetor residuo para esta nova iteracdo, sendo que 0 processo continua até que a convergéncia ocorra,
repetindo o ja referido para um caso ou o outro. O método termina quando o fator de carga atingir o

valor unitério, isto é, quando se atinge 0 n.° maximo de incrementos.
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Resumidamente, para um dado fator de carga escolhido no inicio do incremento, durante 0 mesmo
anda-se a procura do vetor de deslocamento compativel com esse fator de carga, ou seja, um vetor
de deslocamento para o qual exista um equilibrio entre as forcas internas e externas.

Este procedimento é uma clara evolugdo relativamente ao método de Euler, permitindo um estudo
mais completo do comportamento da estrutura, mas na maioria dos casos nao é suficiente para
conseguir tracar a totalidade da curva de equilibrio em determinados problemas, pois devido as suas
particularidades o método tem as suas desvantagens.

A principal desvantagem deste método esta relacionada com a questéo de que o valor para o fator de
carga tera de ser sempre crescente. Esta propriedade faz com que o método ndo seja capaz de seguir
a trajetoria da curva de equilibrio, quando para um dado aumento do vetor de deslocamentos seja
necessaria uma diminuicdo do fator de carga. Isto acontece porque o vetor de deslocamentos é, neste
método, uma variavel dependente do fator de carga e ndo o contrario. Assim, como na vizinhanga de
um ponto-limite de carga ndo é possivel encontrar um ponto onde o fator de carga aumente em
relacdo ao anterior, acontece o ja referido salto dindmico em controlo de carga, também conhecido
como ‘“snap-through ”. A Figura 5 ilustra o fendmeno, com o salto A-B evidenciado.

O fluxograma utilizado para a implementacdo do MCC em software MATLAB pode ser encontrado
no Anexo G.

Em seguida, introduz-se um método onde o vetor de deslocamentos sera a variavel independente, o
MCD, conseguindo-se assim ultrapassar a desvantagem referida do MCC, mas também acarretando

as suas limitacdes.

Fator
de carga A
A

~
-

Deslocamento

Figura 5 — Fendmeno de “snap-through”.
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3.3 Método do Controlo de Deslocamento

A ideia por detras do MCD é na sua generalidade idéntica a do MCC, em que neste ultimo se tinha
o fator de carga como variavel independente, sendo agora essa variavel o vetor de deslocamentos. A
implementacdo deste método segue o algoritmo apresentado por Batoz e Dhatt em (2).
O MCD tem como base mais uma vez a equacdo (3.1), servindo esta de novo para verificar o
equilibrio do sistema e a consequente convergéncia do problema. O inicio do método é marcado pela
incrementacdo do vetor de deslocamentos, assim de forma idéntica ao que se tem na equacéo (3.6),
mas agora para o vetor de deslocamentos, tem-se que:

ditl = d' + Ad (3.8)
onde Ad é o incremento do vetor de deslocamentos, sendo uma variagao vetorial definida pelo
utilizador. Esta equagdo € utilizada no processo incremental, ou seja, no inicio de um incremento o
vetor de deslocamentos a ser considerado é dado pela equacdo (3.8). Por outro lado, caso o vetor
residuo ndo convirja, é entdo necessario recorrer-se a outra iteracdo e o valor do vetor de
deslocamentos para essa proxima iteracao é dado de igual modo pela equagdo (3.7), e ver-se-a mais
a frente como calcular 6d-.
Por enquanto, como referido anteriormente, agora o vetor de deslocamentos é efetivamente a variavel
independente, funcdo que no método anterior correspondia ao fator de carga. Assim, expandindo-se
a equacao do residuo (3.1), usando expansao de Taylor e considerando apenas os termos de ordem

linear, resulta que:

r(2i+ 82) = r (2) + 22252 (3.9)
sendo que a partir de (3.1) facilmente se obtém:
or(A) _ (Fi(d)=AFg) _
or o " Te (3.10)
simplificando a equacdo (3.9), temos que:
r(A' + 62Y) =r (2") — FgéA! (3.11)

Introduzindo na equacao (3.4) a equacao (3.11), resultara:
5di = — K7lr! + K71Fg64! (3.12)

Definindo os seguintes vetores como:

sdi = —Kylrt (3.13)
e
sd;’ = K;lFg (3.14)
resultando finalmente em:
sdt = 6dl + Ai6dy (3.15)

12



onde &d* corresponde ao vetor de deslocamentos iterativo, §d' & variagdo do vetor de deslocamentos
iterativo e & dTi a variacdo tangente do vetor de deslocamentos iterativo.
Agora, considerando que para um dado grau de liberdade j o seu deslocamento esta blogueado, ou

seja, 6d(j) = 0, entdo tem-se que com a equacdo (3.15) resulta:

sd'(j) + 6A18d'(j) =0 (3.16)
Sendo que, em consequéncia, se obtém:
. sdi(j
oA = — l.(]) (3.17)
ddr (j)

em que 5A¢ é a variacdo iterativa do fator de carga, permitindo assim, posteriormente, calcular o novo

fator de carga. Pode-se ver, na Figura 6, um exemplo do processo incremental-iterativo do MCD.

Superficie-limite ~_
a

/|

AZ

PR a
Ad

Figura 6 — Processo incremental-iterativo do MCD. Adapt. (1).

3.3.1 Resumo da metodologia de calculo do Método do Controlo de Deslocamento

O Método do Controlo de Deslocamento comeca pelo célculo do primeiro vetor de deslocamentos
incremental d'** pela equagéo (3.8), tendo em atenco que o d! no primeiro incremento sera o vetor
de deslocamentos inicial, sendo um dado conhecido do problema, assim como Ad. No primeiro
incremento, o valor do fator de carga inicial serd nulo, tendo que para as posteriores iteracfes e

incrementos sera calculado o seu novo valor.
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Tendo o valor para o vetor de deslocamentos pode-se entdo calcular Kt e F;. Com estes na 1.2
iteracdo € possivel calcular o vetor residuo r e consequentemente verificar a convergéncia, isto €, se
lIr]| <e.
Assim, caso se convirja passa-se para 0 proximo incremento, sendo que o valor do fator de carga
A ndo sofre alteracdo em relacdo ao valor usado para verificar a convergéncia. Logo, facilmente se
percebe que, de maneira similar ao referido para o MCC, para um aumento do vetor de deslocamentos
intrinseco a este novo método, caso o fator de carga aumente na realidade, o método nédo vai convergir
na primeira iteragdo, pois o valor do fator de carga ndo sofre alteracdo, sendo assim necessario
recorrer a pelo menos uma segunda iteracdo, caso o fator de carga varie de incremento para
incremento, 0 que na pratica acaba por acontecer quase sempre.
Caso néo se convirja é necessario calcular o novo vetor de deslocamentos, d***, e o0 novo escalar,
A1 sendo que para isso é necessario usar as equacdes (3.13) e (3.14) para calcular as variagdes no
vetor de deslocamentos, usar (3.17) para o fator de carga iterativo, e finalmente usando (3.15) para
calcular o vetor de deslocamentos iterativo. Por fim, para calcular d*** e 1**1, soma-se o vetor de
deslocamentos iterativo e o fator de carga iterativo aos valores correspondentes atuais do vetor de
deslocamentos e fator de carga, pelas equacdes (3.7) e ainda:

AFt = 2t 4 52 (3.18)
Tendo isto feito, avanca-se para a proxima iteracdo, voltando a calcular a nova Kt e o novo F;, com
0s novos valores dos deslocamentos calculados a partir de (3.7), e verificando posteriormente a
convergéncia, mas agora com o novo valor do fator de carga, continuando segundo 0s passo
indicados até que convirja, podendo assim passar-se para 0 préximo incremento.
O método termina quando o n.° de incrementos maximo é atingido ou o fator de carga atingir o valor
unitério.
Este método é um avanco relativamente ao anterior, pois permite ultrapassar 0s pontos-limite de
carga, mas infelizmente falha em ultrapassar os pontos-limite de deslocamento, levando a apresentar
o fendmeno do salto dindmico em controlo de deslocamento ou mais conhecido como “snap-back ”,
como se pode ver na Figura 7.
Tal acontece por razdes bastantes similares ao que acontecia no MCC, s6 que agora a variavel
envolvida é o vetor de deslocamentos, e ndo o fator de carga. Ou seja, neste método nédo esta previsto
uma variacdo negativa do vetor de deslocamentos, ou mais corretamente uma variacao de sinal na
variacdo do vetor de deslocamentos, resultando que o método salte de ponto-limite de deslocamento
para um préximo ponto onde o valor do deslocamento seja superior ao do ponto-limite, e se verifique
convergéncia, isto €, equilibrio entre as forcas externas e internas.

O fluxograma usado na implementagdo do MCD em cddigo MATLAB encontra-se no Anexo H.
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Deslocamento

Figura 7 — Fenémeno de “shap-back”.

3.4 Método do Controlo do Comprimento do Arco

O MCC e o0 MCD, como visto anteriormente, apresentam limitacGes bastante significativas para
métodos que tem como objetivo uma anélise ndo-linear. Com estas limitagbes em mente e com o
objetivo de criar um método superior aos anteriores foi criado o Método do Controlo do
Comprimento do Arco, originalmente estudado por Riks em (3) e Wempner em (4), e mais tarde
alterado por Crisfield em (5), sendo largamente aceite no campo da analise por elementos finitos
(18).
Neste método é criada uma superficie-limite de modo a que no inicio de cada incremento seja
calculada uma variacdo tanto para o fator de carga como para o vetor de deslocamentos. Dessa
superficie-limite surge a referéncia para o arco, algo que se vera com maior detalhe mais a frente.
A premissa deste método é igual a dos anteriores, ou seja, a equacao de equilibrio do vetor residuo
para verificacdo de convergéncia. Assim, chamando novamente a equagéo (3.1), tem-se:

r(d,A) = Fi(d) — AFg (3.19)
Tem-se que 0 método pretende encontrar a intersecéo entre a equacao (3.19) e o arco caracteristico

do método s, que pode ser definido na sua forma diferencial por:

s= [ \/dded + dA2¢2F; TFg (3.20)

sendo d o diferencial total. A equacéo anterior, na forma incremental, pode ser dada por:
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a= Ad"Ad + AA%@?Fg Fg — Al = 0 (3.21)
onde a € a discrepancia do comprimento do arco, Ad € o incremento do vetor de deslocamentos, A4
o incremento do fator de carga, ¢ é o parametro de escala, que relaciona a relacéo entre os termos de
carga e os de deslocamento, o qual serd abordado mais a frente novamente. A equacgdo (3.21)
funciona como uma equacdo de constrangimento, relacionando o vetor de deslocamentos e o fator
de carga com um comprimento de arco, Al, criando assim uma superficie limitadora.

Deste modo, com 0 MCCA ambas as variaveis de deslocamento e fator de carga sdo parametros a se
calcular durante o processo incremental-iterativo. Isto resulta em que o n.° de incdgnitas agora é n+1,
n para as variaveis de deslocamento dos graus de liberdades livres e mais uma para o fator de carga.
Assim, com algumas simplificacGes, e aplicando o método Newton-Raphson as equacfes (3.19) e
(3.21), surge (18):

-1

{gg} - [zlA(chT 2AA¢;;ETFE] {Z} (3.22)
Tem-se que &d é a variacao iterativa do vetor de deslocamentos, 61 a variacao iterativa do fator de
carga e ainda, de igual maneira a anteriormente, Ky é a matriz de rigidez tangente. Na Figura 8

ilustra-se um exemplo das iteragGes durante um incremento no MCCA.

Carga |
1.# Iteracdo
2# Iteragdo
3.2 Iteracdo
Trajetoria de
equilibrio
ad 1
5 Novo ponto de
2 convergéncia
o4
Superficie-limite

Ultimo ponto de convergéncia

() [a 0 od1 d 5 ) - J Deslocamento
dad 5 |

Figura 8 — Método do Controlo do Comprimento do Arco. Adapt. (18).

Antes de se falar sobre como calcular 6d e 524, é necessario abordar a parte incremental. Resumindo,

para se chegar a parte iterativa dada pelo sistema (3.22), onde se ajusta os valores do vetor de
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deslocamentos e fator de carga se necessario, é preciso calcular o vetor de deslocamentos e fator de
carga incremental. Esta parte € a chamada fase de previsao (fase incremental), onde se vai calcular
um incremento para ambas as variaveis, 0s quais vao indicar a sentido de evolucao da curva, seguindo
depois a fase de correcdo (fase iterativa), onde caso a solugdo ndo convirja com os valores
incrementais, iteracdes serdo usadas para encontrar uma solucao.

Assim, assumindo que:

Ad = K1 'AFg (3.23)
onde, obviamente, AFg pode ser dado por:
AFg = FgAA (3.24)
e substituindo em (3.23) resulta:
Ad = AAK 'Fg (3.25)
Lembrando o significado de dd (de acordo com a equacdo (3.14)), e simplificando (3.25) fica:
Ad = §drAL (3.26)

Finalmente, se se substituir (3.26) em (3.21) e se resolver em ordem a A4, obtém-se para a previsao

do incremento do fator de carga:

A=+ al
-t . . (3.27)
SdT SdT + (pZFE FE

Deste modo, com a equagéo (3.27) tem-se a previsdo para o incremento do fator de carga, sendo que,
como se pode ver pela dualidade do sinal apresentado, a solu¢do pode ser tanto positiva como
negativa, sendo necessario de algum modo encontrar a solucdo certa. Na teoria, ambas as solugdes
sdo corretas, mas na pratica uma delas leva 0 método a convergir num ponto ja calculado
anteriormente, ou seja, a solucdo volta para uma zona da curva ja estudada, o que nao é o pretendido.
Desta maneira, apenas uma das solucdes leva o processo a avancar no sentido correto da trajetoria e
um critério para conseguir escolher entre as solugdes é necessario, sendo um dos pontos mais
importantes deste método, sem o qual em muitos casos na pratica nao é possivel tracar a totalidade
da trajetoria de equilibrio. Em pontos-limite de carga a direcéo da trajetéria muda, sendo fundamental
saber quando exatamente essa mudanca ocorre no processo incremental-iterativo.

Esta questdo sera abordada em maior detalhe na Sec¢do 3.4.3, sendo dados varios critérios que

pretendem dar resposta a esse problema.

3.4.1 Versoes esférica e cilindrica do Método do Controlo do Comprimento do Arco

A proposta de Crisfield em (5) consiste em usar a técnica de Batoz e Dhatt presente em (2), ja
introduzida no MCD, para resolver o sistema (3.22).

Desta maneira, tem-se que:
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AdHt = AdE + &d (3.28)

chamando de novo (3.15)

sdi = 8di + 6216dy’ (3.29)
sendo
sd;' = KilFg (3.30)
e
sd = —Kq'r! (3.31)

A variével 51 € a Unica desconhecida. A equacao de constrangimento (3.21) pode ser agora rescrita
como:

(Ad)TA! + (A1)2@%Fg Fz = (AdH)TAA! + (A2)22%F;TF; = A2 (3.32)
Tendo que Al é o comprimento do arco cujo valor é escolhido pelo utilizador, sendo muitas das vezes
um processo de tentativa e erro, mas tendo em atencéo que o seu valor quanto maior for menor sera
a precisao do método, e mesmo a possibilidade de convergéncia podera ser comprometida.
A equacdo (3.32) implica que num incremento para todas as iteracdes ter-se-4 sempre um
constrangimento constante, ou seja, Al? sera sempre constante.

Substituindo (3.28) em (3.32) obtém-se a seguinte equacdo quadratica:

Cl(é‘/’{i)z + Czé‘/’li + C3 = 0 (333)
onde:
¢ = (6d)T8dT" + @?F: Fg (3.34)
c; = 2(8dH)T(Ad! + §d) + 202 % F"Fg (3.35)
ez = (Adi + sd)(Ad! + 5d)" — AIZ + (AX)29?F;"Fy (3.36)

A Unica diferenga entre as versoes cilindrica e esférica sdo o valor do pardmetro ¢, sendo ¢ = 1 para
a versao esféricae ¢ = 0 para a cilindrica. Essa diferenca influencia de forma dramatica as equacdes
(3.34), (3.35) e (3.36), sendo que partes das equagdes na versao cilindrica passam a ser desprezadas.
Como ja referido, o parametro de escala relaciona o vetor de deslocamentos com o fator de carga, e
as equag0es de constrangimento representam, num ambiente a trés dimens@es, uma esfera, Figura 9
a), e um cilindro, Figura 9 b), respetivamente.

Pela equacéo (3.33) é possivel verificar que existe a possibilidade de se obter duas, uma ou mesmo
nenhuma raiz real. Assim, vai ser necessario escolher uma das raizes caso existam duas, e caso ndo
exista nenhuma raiz real fazer alguma alteragdo para que seja possivel obter-se uma raiz pelo menos.
Sendo que para tal serd necessario usar algum tipo de critério. Mais pormenores serdo dados na
Seccédo 3.4.4.
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Figura 9 —a) Versao esférica do MCCA, b) Versao cilindrica do MCCA. Adapt. (1).

3.4.2 Versao linear do Método do Controlo do Comprimento do Arco

A outra alternativa é resolver diretamente (3.22), tendo sido estudada inicialmente por Riks em (3) e
Wempner em (4), sendo esta conhecida como a versao linear do MCCA. Para tal, aplicando em

expansdo da série de Taylor a (3.21) e considerando apenas 0s termos de ordem linear resulta que:

) . da . da . . ; ; i i
aitl = qf + ﬁ5dl + ﬁsw = al 4+ 2(Ad)TSd! + 200164 p%F;"F; =0 (3.37)

Agora, substituindo (3.29) em (3.37) e resolvendo em ordem a 5%, resulta que:
i . —
i - % — (ad)Tsd!
(Ad)TSdy + ANip?Fy"Fy

Na Figura 10, é possivel ver a representacdo da verséo linear num ambiente a trés dimensdes, em

(3.38)

semelhanca ao apresentado na Figura 9.

Assim, com as equacdes (3.29) e (3.38) € possivel realizar o processo incremental-iterativo para a
versdo linear. Atengéo, para a verséo linear tem-se que ¢ = 0.

Um resumo da metodologia de célculo ser& dado em breve, mas ndo sem antes se abordarem alguns

aspetos fundamentais do método.
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Figura 10 — Versdo linear do MCCA. Adapt. (1).

3.4.3 Previsédo do sinal para o incremento do fator de carga

Nesta seccdo serdo dados cinco critérios para se usar na previsao do sinal do incremento do fator de
carga. Alguns destes critérios sdo conhecidos por terem algumas dificuldades em ultrapassar certos
pontos da curva de equilibrio, mas vao ser igualmente apresentados, de maneira a que mais a frente
se possa testar 0s mesmos perante tais situagdes.

Esta previsdo estd associada a variavel pred_sol, usada no cédigo MATLAB que implementa o
MCCA (para mais detalhes consultar Capitulo 5).

Assim, de modo comum a todas as versdes deste método, o valor do incremento do fator de carga é
dado por (3.27), sendo necessario um critério para escolher o sinal do incremento do fator de carga,
sendo este um passo fundamental para que 0 método siga no sentido correto da trajetéria. De seguida,
serdo entdo apresentados 0s varios critérios que pretendem responder a este problema, mais a frente

no Capitulo 6 estes serdo comparados e testados.

e Critério do sinal do determinante de K (pred_sol = 1)
Proposto inicialmente por Bergan em (6) e mais tarde estudado por Crisfield em (5), este método
sugere 0 uso do determinante da matriz de rigidez tangente K para determinar o sinal do incremento

do fator de carga e é comprovado teoricamente em (19), sendo referido no mesmo que o critério
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apresenta instabilidade na presenca de pontos de bifurcacdo, ndo sendo capaz de determinar o
corretamente sinal do incremento perto dos mesmos. O critério dita que:
Sinal(AAY) = Sinal(det(Kr)) (3.39)

o Critério do trabalho incremental (pred_sol = 2)
Este critério foi proposto por Feng, Peric e Owen em (7), onde se tera que o critério para o sinal é
dado por:
Sinal(AA!) = Sinal(8dy " Fg) (3.40)
E referido em (20) que o método é indiferente a pontos de bifurcacdo e pontos-limite de carga,
embora quando se passa por pontos-limite de deslocamento o critério torna-se instavel e volta a

convergir num ponto ja calculado, voltando para tras na trajetéria de equilibrio;

e Critério do produto interno dos deslocamentos (pred_sol = 3)
Mais um critério, proposto pelos mesmos autores do anterior em (8), onde tem-se que o critério é
dado por:
Sinal(AA') = Sinal((Ad""1)Tsdr") (3.41)

sendo Ad“~* o vetor de deslocamentos incremental anterior.

Obviamente, no 1.° incremento n&o é possivel saber o valor de Ad‘~1, pois ndo tem significado
pratico no 1.° incremento. Para resolver tal assume-se que no 1.° incremento o sinal é positivo, o que
numa situacdo normal e em todos os problemas testados neste trabalho acontece. Tem-se ainda que
5dTi é a variagdo tangente do deslocamento iterativo no incremento atual. Para este critério, é
referido em (8) que 0 mesmo apresenta resultados bastante positivos, sendo insensivel a presenga de

pontos-limite de carga, deslocamento ou ainda de pontos de bifurcagao;

o Critério do parametro de rigidez atual (pred_sol = 4)

Este critério, proposto em (6), sugere uma simples quantidade escalar chamada parametro de rigidez

atual, definida por:

A2 (V) TR
p=_—— ‘ > 3.42
¢S AN (6dY)TFg ( )
sendo o critério:
Sinal(A1') = Sinal(CSP) (3.43)

Tem-se que A1 e §d* sdo referentes ao 1.° incremento e AA' e 5d referentes ao incremento atual,

sendo que no 1.° incremento este parametro assume valor unitario positivo.
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Como o nome indica, este critério pretende quantificar o nivel de rigidez atual do sistema, sendo que
inicialmente facilmente se percebe que toma valor unitario, porém de seguida toma valores
superiores a 1 se o sistema ficar mais rigido, e o0 oposto caso o sistema fique menos rigido.

Para este método, é reportado em (21) haver dificuldade perante pontos-limite de deslocamento, pois

0 mesmo Vvaria abruptamente nessa situacao;

o Critério do parametro de rigidez geral (pred_sol = 5)
Este parametro foi proposto por Kuo e Yang em (9), tendo a vantagem de que o sinal deste parametro
varia apenas quando se passa por pontos-limite de carga e mantém um valor geralmente finito. A
variavel envolvida neste critério é dada por:
G; = cos(@') = {&} - {f}i*? (3.44)
onde

_sdy

B = ——— (3.45)
1/(6dT1)T6dTl

sendo {£}! e {€}*** dois vetores unitarios tangentes a trajetoria e @ o angulo entre eles. O critério é
dado pelo seguinte:

- Se G; assume um valor negativo inverte-se o sinal de A2 relativamente ao sinal anterior, sendo que
o valor para o 1.° incremento assume o sinal positivo.

Em (9), este critério mostrou resultados positivos perante pontos-limite de carga e de deslocamento.

3.4.4 Escolha da raiz para o fator de carga iterativo

Como jase viu, a equacao (3.33) € uma equagdo quadratica e com isto existe a possibilidade de serem
obtidas:
e Duas solugdes reais

Neste caso verifica-se qual das solucdes leva 0 método a avancar no sentido correto, para isso
calculam-se e comparam-se as duas solugdes, sendo que a correta deve convergir mais perto do antigo
incremento, Ad:~! (22). Para tal verifica-se qual delas tem o menor angulo entre os incrementos do
vetor de deslocamentos Ad‘~! e Ad’, através de:

AdHT(ad! + sd)  sA(AdH)TSdL
= AlZ YL
Com tal a solucdo para a qual o cos 8 seja superior é a solugdo que segue o sentido correto da

(3.46)

cos @

trajetoria;
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e Uma solucdo real

No caso de se ter apenas uma solucgdo real, obviamente, é essa solucdo a se usar;

¢ Nenhuma solug&o real
No caso em que ndo haja uma solucdo real tem-se de refazer os calculos de maneira a obter pelo
menos uma solucdo real. Para isso ir-se-a aplicar uma redugdo no comprimento do arco, para
aumentar a possibilidade de se obter uma solucéo real. Assim, o novo valor para 0 comprimento do
arco sera dado por:

Al = Al (3.47)
sendo 8 um escalar com valores entre 0,1 e 0,5, sendo recomendado 0,5. E recomendado também
definir valores minimo e maximo para Al (10).

Esta redugdo do comprimento do arco deve ser usada também caso a solugdo ndo convirja e seja

atingido o n.° de iteragcfes méximo definido pelo utilizador.

3.4.5 Controlo automético do comprimento do arco

A semelhanca do referido anteriormente, é possivel realizar-se um controlo automatico do
comprimento do arco quando ocorre convergéncia da solugdo e se avanga para o proximo incremento.
Neste caso, 0 que se pretende é ajustar o valor do comprimento do arco consoante a zona da curva
onde o célculo se efetua, medindo a linearidade da zona da curva, aumentando o comprimento caso
a zona seja consideravelmente linear e diminuindo o comprimento caso contrério.

Neste trabalho foram implementadas trés técnicas de controlo automatico do comprimento do arco
(associadas a variavel aut_step_sizing_type utilizada no cddigo) presentes em (10), sendo que serdo
posteriormente comparadas no Capitulo 6. Estas técnicas podem ou ndo ser usadas ativamente no
codigo, isto €, o utilizador escolhera se quer usar o controlo automéatico ou um valor constante para
0 comprimento do arco durante todo o processo. Para tal, define-se no codigo com variavel
aut_step_sizing, quando igual a 1 ativa o controlo automatico, quando igual a 0 tem-se comprimento

constante.

e (aut_step_sizing_type = 1)
Esta técnica foi originalmente apresentada por Crisfield e posteriormente revista por Bellini em (22),

tendo como regra:

Al = | g (3.48)
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sendo iter o n.° de iteracBes necessarias para a convergéncia no incremento atual e Ip o n.° de
iteracOes desejadas pelo utilizador, que normalmente deve tomar valores entre 2 a 3 iteragdes. A

técnica dita ainda que se iter > 10, entdo iter = 10;

e (aut_step_sizing type = 2)
A segunda técnica é proposta por Bellini, mais uma vez em (22), e dita que:

. N .
Al = |2 AL (3.49)
N,

onde N; =5 se 0 n.° graus de liberdade da estrutura é inferior a 25 e N; = 6 se 0 n.° de graus de

liberdade inferior a 250. N, assume a mesma fungao e restri¢oes de iter da 1.2 técnica;

e (aut_step_sizing_type = 3)
Esta ultima técnica foi apresentada por Shen e Luo em (23) e assume o0 seguinte:
ACSP N;

Al = : : — AL 3.50
ﬂICSP‘—CSPl‘ll N, (3.50)

onde 8 é um parametro j& visto na equacdo (3.47), CSP! e CSP'=! o parametro de rigidez atual da
equacao (3.42) na atual e anterior iteracdo, respetivamente. A varidvel ACSP é um incremento para
0 parametro de rigidez atual, tomando valores entre 0,05 e 0,1, sendo que N, e N, assumem a mesma

func&o e restricbes que na técnica anterior.

3.4.6 Resumo da metodologia de calculo do Método do Controlo do Comprimento do
Arco

O MCCA tem como base, tal como os métodos anteriores, a equacao de equilibrio do vetor residuo
(3.19), sendo com ela que se verifica se 0 ponto em questdo é suficientemente préximo do que sera
a solucéo real ou ndo. Agora, o utilizador escolhe um valor para o comprimento do arco Al e com
esse valor, no inicio de cada incremento, calcula-se a previsao para o incremento do fator de carga e
para o vetor de descolamentos, A4 e Ad, respetivamente. Para tal, é preciso, no inicio do incremento,
calcular a matriz de rigidez tangente, Kr, e o vetor de forcas internas, F;, usando o vetor de
deslocamentos inicial ou do atual incremento.

Assim, tendo Kt e F;, pode-se calcular os ja referidos incrementos, primeiro o AA pela equagéo
(3.27), sendo que é necessario verificar qual o seu sinal correto, usando um dos critérios ja analisados.

Tendo o valor de AA, pode-se calcular Ad através da equacéo (3.26).
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Agora, para ser possivel verificar se a solugdo convergiu ou nao, é necessario calcular o novo Fr,
provocado pelo incremento do deslocamento, e 0 novo Ky. Com esses valores, é entdo possivel
verificar a convergéncia atraves de (3.19).

Se a solucdo convergir, salta-se para o proximo incremento repetindo 0s passos até agora, sendo que
antes, caso se pretenda usar o controlo automatico do comprimento do arco, é necessario ajustar o
mesmo.

Se a solucdo ndo convergir e 0 n.° de iteragdes méaximas tiver sido atingido, aplica-se a reducao do
comprimento de arco com a equacdo (3.47) e passa-se para 0 proxXimo incremento com 0 novo
comprimento de arco, mas volta-se para os valores de d e A que se tinha no inicio do incremento, ou
seja, volta-se a realizar os calculos de novo com o0 hovo comprimento de arco.

Se a solucdo ndo convergir e ainda ndo se tiver atingido o n.° de iteragBes maximo, o método separa-
-Se consoante a sua versdo quando se pretende calcular 1. Primeiramente, e ainda sem separacao,
calcula-se 5dy e &d através de (3.30) e (3.31). Agora sim, para calcular 824, se se tiver perante a
versdo linear, deve-se calcular a através de (3.21), sendo depois possivel calcular 61 com a equacao
(3.38). Caso a versdo seja a cilindrica ou a esférica, sabendo que a Unica diferenca é o valor de ¢,
deve-se resolver a equacdo quadratica (3.33), sendo neste caso necessario escolher a raiz correta,
€omo ja se viu anteriormente.

Passado o calculo de &4, as versdes voltam a juntar-se, sendo necessario calcular a variacdo do
deslocamento, &d, com o auxilio de (3.29), e atualizar os valores de A e d de acordo com as novas
variagdes iterativas. Finalizando assim a iteracdo, sendo agora necessario voltar a calcular os novos
Kt e Fj, seguido de mais uma vez a verificacdo da convergéncia da solucdo através de (3.19), ou
seja, passar para a proxima iteragdo, voltando a seguir 0s passos ja referidos para o0 caso em que a
solucéo convirja, ou para 0 caso em que n&o.

O método termina quando o incremento de carga atingir o valor unitario ou quando se atingir o n.°
de incrementos determinado pelo utilizador. O fluxograma apresentado no Anexo | para 0 MCCA
descreve de maneira mais visual e intuitiva a metodologia apresentada e utilizada na implementacéo
do método em cddigo MATLAB.

25



26



Capitulo 4

4. Caracteristicas e formulacao teorica do elemento
finito barra plano

4.1 Caracteristicas do elemento

Neste capitulo, o principal objetivo é apresentar o tipo de formulac¢do usada, o elemento e as suas
caracteristicas, e finalmente derivar as equacGes de elementos finitos necessarias para o célculo da
matriz de rigidez tangente, K, e o vetor de forcas internas, F; (15).

A formulagdo lagrangiana total foi a escolhida para ser usada neste trabalho, sendo que nesta as
medidas de deformacdo remetem sempre para a configuracdo inicial da estrutura. Existem outros
tipos de formulag&o, como a lagrangiana atualizada, onde a referéncia para as medidas de deformagao
sdo as anteriormente calculadas. Detalhes desta Gltima formulagdo podem ser encontrados em (24).
O elemento finito usado neste trabalho foi 0 elemento do tipo barra plano, caracterizado por ter dois
nés, um em cada extremidade do elemento e consequentemente quatro graus de liberdade. Este
elemento tem a propriedade de suportar apenas esforcos axiais, ndo sendo considerados quaisquer
momentos nos seus nés. Esta propriedade esta relacionada com a maneira que estes elementos se
ligam entre si, isto é, através de rétulas, permitindo assim livre rotagcdo nos seus nés. Quando estes
nos estdo bloqueados, apenas a sua translacdo é nula, sendo que a rotagdo continua livre. As forcas
que este elemento suporta sdo apenas consideradas nos nds dos elementos, ou seja, s6 podem ser
aplicadas nos nés.

Geometricamente, o elemento barra plano é caracterizado por ser um elemento com uma relagao de
comprimento sobre largura bastante elevada. Para este trabalho em questdo considerou-se apenas
ndo-linearidades geométricas, sendo que tanto a sua area transversal como o seu moédulo de

elasticidade sdo constantes ao longo do comprimento do elemento (12).
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4.2 Formulacéo teorica do elemento

A Figura 11 ilustra o elemento A,B, no seu estado inicial e indeformado, assim como o elemento
A, By, que nada mais é do que o elemento AyB,, mas num estado deformado. Pode-se ver também
0s eixos horizontal e vertical, X e Y, respetivamente. A esses eixos tem-se associado as coordenadas
nodais (x1,y1) e (x2,y3) do elemento A, B, no estado inicial, correspondentes ao primeiro e segundo

nos. Tem-se ainda os deslocamentos nodais em ambos os eixos, (Dx;,Dx,) e (Dy;,Dy,).

Y |
=1
o 51 . - )
}2 5 B.
. i E=0
- ‘
. ) ‘
o, : g=-1 \
) — -
E @A \
) \u
Dy, V== ***‘T ********** (2\_‘Bu
: |
A Iy £+ |
| |
cn: |
\
| \
| \
I |
|
xbox? x) X
1 1 2 X
.D.\.’1 D.‘(7

Figura 11 — Esquema com a deformacao do elemento barra plano. Adapt. (14).

Tanto as coordenadas nodais como os respetivos deslocamentos podem ser definidos de uma

maneira diferente. Assim, para as coordenadas nodais tem-se que (14):

Co, = NC (4.1)
sendo N a matriz das fun¢des de forma, onde:
C, = {62} (4.2)
e
1 1
SA-9 0 Sa+H 0
N = 1 1 (4.3)
0 SA-9 0 Z1+9
e ainda
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X1
V1
X2
V2

(@)
I

(4.4)

Para o vetor de deslocamentos, tem-se que:
u=Nd (4.5)

sendo

u= {Z;} (4.6)

Dx,

_ JDy;

d= Dx, 4.7
Dy,

sendo d o vetor de deslocamentos nodais. Assim, 0 novo vetor de posi¢do do ponto P,, do elemento

A, B,, pode ser dado por:

C,=Co+u (4.8)
Agora, a deformacédo de Green-Lagrange pode ser obtida a partir de:
dc,? — dC,?
=" 2 (4.9)
2dC,
O vetor incremental de coordenadas para a configuracéo inicial pode ser dado por:
ac, = Log 4.10
O seu comprimento é dado por:
dCOT dCO 7 (4 11)
dCo = [ldColl = ( : d—g) d¢ = aodg

com «a, sendo o parametro de comprimento, que é igual a metade do comprimento do elemento,
sendo que neste caso refere-se ao estado inicial do elemento.

Para o caso do elemento num estado deformado n, de acordo com a equag&o (4.10), tem-se:

_d(Cp+w)
dc, = Tdf (4.12)
De igual forma a (4.11), o comprimento pode ser dado por:
1
dCo"dC, _dCy"du  duTdu)? (4.13)
dC,, = |[dC,|| ( i dg + az df+ az dz dé = a,d¢

onde a,, refere-se agora ao estado desformado da estrutura. Agora, juntando a equacéo (4.11) e (4.13)

e substituindo (4.9), fica-se com:
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1 dCOTdu+ 1 duTdu
a2 d& d& ' 2ay? df d¢

Para o caso de um incremento na deformacéo de Green-Lagrange relativamente a um incremento dos

(4.14)

deslocamentos, tem-se:
1 dC,"dAu 1 dAuTdAu 1 dAuTdAu

Ae= —— 4+ — 4.15
=22 aF & ag? & A 2ag? dE df (4.15)
Simplificando as derivadas da equacao (4.14), obtém-se:
1 1
— AT T T T
sendo
1 0 1
2
1
r_ |0 72
N = 1 (4.17)
= 0
2
0 1
| 2 |
Para questdo de simplificagdo, define-se A como:
1 0 -1 0
. ™. _ 1| O 1 0o -1
A= Ng Ne =~ 1 0 1 0 (4.18)
0O -1 0 1
e as matrizes auxiliares b e by como:
x1—xz 1T
1 . 1 Y1—Y2
T_ = @TA — 4.19
be ay? cA 4ay? | = (1 —x2) (4.19)
—(y1—2)
e
Dx; — Dx, T
1 1 Dy, — Dy,
bT = — dTA = 1 4.20
b ay? 4ay? | —(Dxy — Dx3) (420
—(Dy1 — Dy,)
Simplificando assim a equacéo (4.16), obtém-se:
1
e=bc'd+ EbDTd (4.21)
O equivalente em termos de simplificagdo para a equacéo (4.15) é:
T T 1 T
Ae =bc Ad+ bp Ad + ﬁAd AAd (4.22)
0
Considerando a ultima parte da equacdo desprezavel, resulta:
As =bc"Ad + bpTAd (4.23)
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Para um deslocamento virtual, §d, o andlogo é:

8¢ =bc'6d + bpTéd (4.24)
Finalmente, para obter-se a equacao que vai permitir calcular F;, vai-se usar o Principio dos Trabalhos
Virtuais. Assim, tem-se que:

> 6= ) [optedty= Y 60" [ amalbe +bo)dVy (a2

elem elem elem

sendo opk, a 2.2 tensdo de Piola-Kirchhoff, V, refere-se ao volume inicial do elemento e ..o, O
somatorio ao longo de todos os elementos da estrutura. Por razdo de simplificacdo, vai-se definir:
b = bc+bp (4.26)

Agora, usando as relacGes de (4.25) e (4.26), resulta:
FI = be-PKZ dVO = Zavoo'pbi (427)

sendo A, a area transversal do elemento. Para calcular opg, basta usar a lei de Hooke aplicada a
materiais isotropicos:

opxe = E¢ (4.28)
Assim, para calcular o vetor de forcas internas, F;, usa-se a equagdo (4.27), com o auxilio da equacao
(4.28).
Agora, para o calculo da matriz de rigidez tangente, Ky, vai-se usar a sua definigdo ja vista

anteriormente na equacao (3.3). Deste modo, voltando a chamar a definicdo, tem-se que:

_ or_ 9R
Kr=—2= -4 (4.29)
recordando ainda:
A partir de (4.27) e (4.29), pode-se deduzir que:
d0 db
Kr = 2a4,b—=2 + 2a9Ao0pxa 55 (4.31)
As derivadas parciais de (4.31) resultam em:
d0pk
— > = pTE 4.32
d (4.32)
e
ob_ 1 A 4.33
od  a,? (4.33)
Facilmente agora se obtém a equacdo que permite calcular a matriz de rigidez tangente:
1
Kt = 2ay,A,bb"E + 2avoapK2FA (4.34)
0
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Enfim, tem-se as equagdes para calcular F; e Ky, tendo agora tudo o que € necessario para
implementar os varios métodos explorados anteriormente em MATLAB, como é possivel ver no

préximo capitulo.
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Capitulo 5

5. Programacao e implementacao de programas para
analise nao-linear em MATLAB

5.1 Contextualizacdo

Neste capitulo sdo explicados os varios programas criados, trés programas principais e as respetivas
funcgdes usadas. Cada programa principal é composto por trés partes caracteristicas de programas de
simulagdo pelo método dos elementos finitos: a parte do pré-processamento, a parte da
analise/processamento e a parte do pos-processamento. Os programas criados implementam apenas
problemas a duas dimensdes, mas podem ser facilmente alterados para implementar problemas a trés
dimensdes.

Na fase do pré-processamento é quando se indica ao programa as varias variaveis do problema, como
a geometria da estrutura, as areas e modulos de elasticidade dos varios elementos estruturais, as
forcas aplicadas e as condigdes de fronteira, sendo ainda indicadas algumas varidveis especificas de
cada um dos métodos implementados nos programas, que serdo detalhadas de seguida.

Na fase da analise/processamento é a altura em que o programa faz os calculos para se conseguir
resolver e calcular as incégnitas dos problemas e a consequentemente resposta da estrutura as forcas
aplicadas.

Finalmente, na parte do pés-processamento é apresentada a informacéo obtida na fase da analise. No
caso dos programas criados, essa informacdo € ilustrada a partir de um diagrama que relaciona o
deslocamento provocado num dos graus de liberdade, escolhido na fase do pré-processamento, em
relacdo ao fator de carga, ou seja, o ja referido diagrama de carga-deslocamento. Adicionalmente, é
criada uma representagdo da estrutura, com a animagéo da mesma consoante a varia¢do do fator de
carga aplicado, ou seja, uma animacdo onde o fator de carga é o fator pseudotemporal.

Para aplicacdo de um dos programas a um problema escolhido, é naturalmente necessario alterar a
parte do pré-processamento. Como ja referido acima, todas as fases referentes a um método devem
encontrar-se hum Gnico programa, isto é, num unico ficheiro, devido a facilidade de alteracdo das

variaveis necessarias e de leitura da linguagem MATLAB. Para tal, basta abrir o ficheiro com
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software MATLAB, se ja se tiver os ficheiros compostos, e editar a parte do pré-processamento
devidamente separada das restantes. Caso ainda seja necessario criar o ficheiro de raiz, deve-se passar

cada parte, na sua ordem correta, e alterar obviamente a parte do pré-processamento.

5.2 Pré-processamento

A maioria das variaveis necessarias no pré-processamento dos trés programas sao comuns entre si.
Desta maneira, comegando pelo programa que implementa o MCC, as varidveis CoordTab e
ConnTab séo a tabela de coordenadas e de conectividade, respetivamente, responséaveis por definir
as coordenadas dos nds e a sua conectividade, conseguindo-se assim a definicdo da geometria da
estrutura. A CoordTab é uma matriz de dimenséo nx2, sendo n o n.° de nés da estrutura. Na primeira
coluna devem constar as coordenadas em X (eixo horizontal) dos nds e na segunda coluna as
coordenadas em Y (eixo vertical). J& a ConnTab é uma matriz mx2, sendo m o n.° de elementos da
estrutura. Cada linha da matriz representa um elemento, sendo que a primeira e a segunda colunas
representam, respetivamente, o primeiro e o segundo n6 associado a esse elemento. De realcar que
estes devem ser apresentados em ordem crescente para correto funcionamento do cédigo.
Obviamente, as numeragdes das duas tabelas estdo relacionadas entre si, ou seja, se na ConnTab na
primeira linha se tem que o primeiro elemento é composto pelo nd 1 e 2, esses nds sdo,
respetivamente, referenciados a primeira e a segunda linhas da tabela CoordTab.

Em seguida, tem-se as variaveis E e A0, que definem, respetivamente, 0 mddulo de elasticidade e a
area transversal dos varios elementos da estrutura. Sdo ambas vetores colunas, onde cada linha
corresponde a elasticidade ou area do m elemento. Fe é igualmente um vetor coluna, que neste caso
define a forga aplicada em cada grau de liberdade da estrutura, sendo que a ordem dos graus de
liberdade é a correspondente em X do primeiro nd, seguida de Y do primeiro n6, voltando para X do
segundo no e por ai em diante.

As variaveis n_inc, max_iter, conv, dof plot e s, sdo varidveis numéricas que representam, nessa
ordem: o n.° de incrementos desejados, 0 n.° maximo de iteracdes a considerar, 0 valor a se considerar
para que exista convergéncia (e), o grau de liberdade do qual pretende representar o diagrama e ainda
o0 sentido da aplicacdo da forga. Esta ultima variavel referida merece um comentério, isto €, sendo
possivel o valor do deslocamento provocado no grau de liberdade estudado ser positivo ou negativo,
é necessario indicar o sentido de aplicacdo da forca. Dito de outra forma, o sinal do deslocamento
inicial previsto para esse no, para que se consiga posteriormente representar o diagrama sempre no
primeiro quadrante, facilitando e normalizando a sua representacao.

Para terminar, dentro das variaveis de pré-processamento do MCC resta a InicialDisp, que é o vetor
coluna de deslocamentos iniciais. Nos casos estudados foi sempre um vetor de zeros, sendo a ordem

dos seus graus de liberdade idéntica a do vetor Fe. Falta ainda o vetor coluna Dof blocked, que
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representa se um determinado grau de liberdade estd ou ndo bloqueado/apoiado, isto é, se lhe é
imposto um deslocamento nulo durante a analise ou ndo, sendo que o valor 1 representa blogueado
e o valor O representa livre. Este vetor é fundamental na analise, sendo que com ele e com as restantes
variaveis é possivel aplicar as condi¢fes de fronteira e fazer todos os calculos necessarios. A ordem
dos graus de liberdade do vetor segue, mais uma vez, uma ordem igual a de Fe. Falta apenas referir
as variaveis xmin, xmax, ymin e ymax, gue indicam os valores minimos e maximos do eixo horizontal
e do eixo vertical da animacéo a ser gerada.

Para 0 programa que implementa o MCD, a Unica novidade nas varidveis de pré-processamento é a
variavel delta_d, que equivale ao valor do incremento de deslocamento a usar no programa. De notar,
por exemplo, que o valor da varidvel n_inc é irrelevante neste segundo programa principal, desde
que esse valor seja superior a um minimo necessario imposto por delta_d, enquanto que no primeiro
programa a variavel n_inc é o que vai impor o valor do incremento do nivel de carga, como ja se viu
na equacao (3.5).

Recomenda-se que antes de se correr qualquer codigo seja feita a limpeza das variaveis, assim como
fechar figuras/janelas do MATLAB que estejam abertas. Tal pode ser conseguido com as seguintes
instrugdes: clear all e close all. Estas podem ser corridas na janela de comandos antes de se correr 0
codigo, ou mais facilmente, inseridas no inicio do codigo, antes de qualquer declaragéo de variaveis
da fase do pré-processamento.

De seguida, é apresentado um excerto da fase de pré-processamento de um codigo-exemplo para o
MCD.

» Excerto da fase de pré-processamento do programa que implementa o MCD.

Pré-processamento
Dados problema

% LEGENDA:
% indexacdo (idx)
% graus de liberdade (gdl)
% deslocamentos (desls.), deslocamento (desl.)
% coordenadas (coords.), coordenada (coord.)
%
CoordTab =[00

11

2 0]*1000; % tabela de coords
ConnTab=[12

23]; % tabela de conectividades
E = [210000
210000]; % vetor com os modulos de elasticidade para cada elemento

A0 =120
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20]; % vetor das areas para cada elemento
Fe=[0

0

0

-1000000

0

0]; % vetor das forgas externas
Dof_blocked = [1

1

0

0

1

1]; % gdl bloqueados (1 bloqueado, 0 livre)
n_inc = 80; % n.° de incrementos desejados
delta_d = -50; % valor para o incremento de desl. a usar
max_iter = 12; % n.° maximo de iteracdes desejados
conv = le-5; % valor para convergéncia (e)

InicialDisp = zeros(6,1); % vetor coluna de desls iniciais

dof_plot = 4; % n.° do gdl do qual se pretende fazer o diagrama
s=-1; % sentido do desl. inicial esperado

xmin = -100; % valor minimo para o eixo horizontal da animacéao
xmax = 2100; % valor maximo para o eixo horizontal da animagéo
ymin = -1300; % valor minimo para o eixo vertical da animacao
ymax = 1100; % valor maximo para o eixo vertical da animacdo

%

No programa que implementa as varias versdes do MCCA estudadas anteriormente, surge a
necessidade de acrescentar algumas novas variaveis na fase de pré-processamento. As trés primeiras
novas variaveis: delta_L, delta_Lmin e delta_Lmax, estdo relacionadas com o comprimento do arco
em si, representando o comprimento de arco inicial a usar, 0 seu valor minimo e maximo possivel,
respetivamente. Estas Ultimas duas estdo diretamente relacionadas com o controlo automéatico do
comprimento do arco, sendo que 0 mesmo tera de tomar valores entre o delta_Lmin e delta_Lmax.
Relacionado ainda com as variaveis anteriores, outra nova variavel, beta, dita a proporcéao da reducdo
do arco, sendo que mais uma vez o valor do arco tem de se encontrar dentro dos valores-limite
associados as variaveis ja referidas. Ja a varidvel Id indica o n.° de iteraces desejadas para se atingir
a convergéncia. A varidvel delta_CSP é o incremento do pardmetro de rigidez atual, que, tal como
as duas varidveis anteriores, ja foi analisada anteriormente no Capitulo 3. Trés das variaveis que
restam sdo: pred_sol, aut_step_sizing e aut_step_sizing_type. A primeira é o critério para a previsdo
do sinal do incremento do fator de carga, que pode tomar valores de 1 a 5, cada um relacionado com
0s cinco critérios ja estudados. A segunda variavel indica se o controlo automatico do comprimento

do arco vai estar ativo, 1, ou ndo, 0. A Gltima variavel refere-se a técnica usada, que variade 1 a 3
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para o controlo automético do comprimento do arco, que também ja foram estudadas anteriormente
no Capitulo 3. Falta apenas mencionar a variavel que identifica a versdo do MCCA usada, a variavel
method_type, e toma o valor de 1, 2 e 3, para as versdes linear, cilindrica e esférica, respetivamente.

Segue mais um excerto de um exemplo da fase de pré-processamento, mas agora para 0 MCCA.

» Excerto da fase de pré-processamento do programa que implementa o MCCA.

Pré-processamento
Dados problema

% LEGENDA:
% indexacdo (idx)
% graus de liberdade (gdl)
% deslocamentos (desls.) , deslocamento (desl.)
% coordenadas (coords.) , coordenada (coord.)
%
CoordTab=[00
11
115
2 0]*1000; % tabela de coords
ConnTab=1[12
23
24]; % tabela de conectividades
E = [210000
210000
210000]; % vetor com 0s mddulos de elasticidade para cada elemento
A0 =[20
20
20]; % vetor das areas para cada elemento
Fe=[0
0
0
0
0
-1000000
0
0]; % vetor das forgas externas
Dof_blocked = [1

P O = O O B

1]; % gdl bloqueados (1 bloqueado, 0 livre)
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n_inc = 20000; % n.° de incrementos desejados

max_iter = 12; % n.° maximo de iteracBes desejadas

conv = le-5; % valor para convergéncia (e)

InicialDisp = zeros(8,1); % vetor coluna de desls iniciais

dof_plot = 6; % n.° do gdl do qual se pretende fazer o diagrama

s=-1; % sentido do desl inicial esperado

Xxmin = -100; % valor minimo para o eixo horizontal da animacéo

xmax = 2100; % valor maximo para o eixo horizonta da animagédo

ymin = -2000; % valor minimo para o eixo vertical da animagédo

ymax = 1600; % valor maximo para o eixo vertical da animagao

%

delta_L = 20; % valor inicial para 0 comprimento do arco

delta_Lmin =1; % valor min. para o comprimento do arco

delta_Lmax = 100; % valor max. para 0 comprimento do arco

Id=3; % n.° de iteracBes desejadas para se atingir a convergéncia

beta = 0.5; % parametro de proporgéo de reducéo do tamanho do arco

delta_CSP = 0.075; % incremento predeterminado do PRA/CSP (current stiffness parameter)
pred_sol = 3; % critério para a previséo do sinal do incremento do fator de carga
aut_step_sizing = 0; % controlo automatico do comprimento do arco (0 comprimento constante, 1 comprimento

Y%automatico)

aut_step_sizing_type = 2;% técnica para o controlo automatico do comprimento do arco
method_version = 1; % versdo do método a utilizar (1 linear, 2 cilindrica, 3 esférica)
%

5.3 Processamento

3

Seguidamente, é necessario agora introduzir a fase da andlise/processamento. Para tal, vai-se
comecar pelo estudo da dita fase do programa correspondente ao MCC, seguindo-se assim um

excerto do seu programa, com a referida parte do processamento:

» Excerto da fase de processamento do programa que implementa o MCC.

Processamento

%

dofN = size(CoordTab,2); % gdl por n6

nElem = size(ConnTab,1); % n.° total de elementos da estrutura

dof = size(CoordTab,1)*size(CoordTab,2); % n.° total de gdl

delta_h = (1/n_inc):(1/n_inc):1; % vetor com todos 0s incrementos a se usar

d_plot = zeros(size(delta_h,2),1); % vetor para guardar o valor dos desls. para o grafico

Displ = InicialDisp; 9% vetor para usar na analise

h_plot = delta_h; % vetor com os fatores de carga para se usar na criacdo do diagrama na fase

% de p6s-processamento
for j = 1:size(delta_h,2) % ciclo for ao longo de todos o0s incrementos
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h = delta_h(j); % valor do fator de carga para o incremento j
for iter = 1:max_iter % ciclo for ao longo das iteracdes

% matrizes e vetores de zeros para indexar mais a frente

Kt = zeros(dof,dof);

Fi = zeros(dof,1);

KK = zeros(dof,dof);

FF = zeros(dof,1);

fori =1:nElem % ciclo for ao longo dos elementos da estrutura
ifj==1 % apenas necessario no 1.° incremento
Element{i} = ConnTab(i,:); % conectividade de cada elemento
% coords. de cada elemento:
x1{i} = CoordTab(Element{i}(1),1); % coord. em X do 1.° gdI
x2{i} = CoordTab(Element{i}(2),1); % coord. em X do 2.° gdI
y1{i} = CoordTab(Element{i}(1),2); % coord. em Y do 1.° gdI
y2{i} = CoordTab(Element{i}(2),2); % coord. em Y do 2.° gdI
L{i} = sqrt((x2{i}-x1{i})"2+(y2{i}-y1{i}"2); % comprimento do elemento
Coord{i} = [x1{i} y1{i} x2{i} y2{i}1; % vetor com coords. de cada elemento
% posicdes de indexacdo
ldxPos{i} = zeros(1,2*dofN); % vetor com posicoes de idx
ldxPos{i}(1) = (Element{i}(1))*2 - 1, % idx da 1.2 posicdo de idx
ldxPos{i}(2) = (Element{i}(1))*2; % idx da 2.2 posi¢ao de idx
ldxPos{i}(3) = (Element{i}(2))*2 - 1; % idx da 3.2 posi¢ao de idx
ldxPos{i}(4) = (Element{i}(2))*2; % idx da 4.2 posicdo de idx
end

% deslocamentos de cada elemento

dx1{i} = Displ(ldxPos{i}(1)); % desl. em X do 1.° gdl para o i elemento
dx2{i} = Displ(ldxPos{i}(3)); % desl. em X do 2.° gdl para o i elemento
dy1{i} = Displ(ldxPos{i}(2)); % desl. em Y do 1.° gdl para o i elemento
dy2{i} = Displ(ldxPos{i}(4)); % desl. em Y do 2.° gdl para o i elemento
Dxy{i} = [dx1{i} dy1{i} dx2{i} dy2{i}]’; % vetor com os desls. de cada elemento

% calcular a matriz de rigidez tangente elementar

[Ktelem{i}] = TangentStiffnessMatrix(E(i),L{i},A0(i),Dxy{i},Coord{i});

% calcular o vetor de forcas internas

[Fielem{i}] = InternalForces(E(i),L{i},A0(i),Dxy{i} Coord{i});

% calcular a matriz de rigidez tangente global apenas com a contribui¢&o do elemento i
[K, F] = Assemble(KK, FF ,Ktelem{i}, Fielem{i},Element{i}, dofN);

Kt=Kt +K; % assemblar as matrizes de rigidez tangente global
Fi=Fi+F; % assemblar o vetor global de forcas internas
end

% aplicar as condi¢des de fronteira em Kt e Fi
[Kt, Fee, Fi] = BorderConditions(dof,Dof_blocked,Kt,Fe,Fi);
% calcular o vetor residuo
r = Fi - h*Fee;
% verificar a convergéncia
if norm(r) < conv % se convergir
break % passar para 0 proximo incremento
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else % se ainda ndo convergir
dd = -inv(Kt)*r; % desl. iterativo nodal
daux = zeros(dof,1); % vetor desl. auxiliar
contl =1, % contador 1 auxiliar
% passar do formato reduzido para o global

for i = 1:dof % ciclo for ao longo dos gdl
if Dof_blocked(i) == % se o i gdl esté livre
daux(i) = dd(contl); % dd em formato global
contl =contl + 1; % somar contador
end
end
Displ = Displ + daux; % atualizar o vetor desl. global
d_total(:,j+1) = Displ; % vetor de desls. de todos os gdl para usar na animagao
end
end
d_plot(j) = Displ(dof_plot,1); % guardar valor do desl. para usar no diagrama
end

%

O processamento inicia-se com o calculo de varias varidveis do problema, de salientar o calculo do
incremento do fator de carga, que é feito tendo em conta o n.° de incrementos pretendidos, sendo
que, devido a natureza do método do controlo de carga, os incrementos sdo constantes. De se referir,
ainda, que o calculo do n.° total de nés e do n.° de nds por elemento é feito a partir da varidvel
CoordTab, evitando assim possiveis erros, caso essa declaracdo das variaveis fosse feita no pré-
processamento, sendo apenas necessario que as dimensdes de CoordTab sejam coerentes, tendo em
conta que o codigo deve ser aplicado apenas em problemas a duas dimensdes. A criagdo da variavel
h_plot é algo ambigua, mas serve apenas para normalizar as variaveis utilizadas posteriormente no
pos-processamento.

Numa segunda parte tem-se a criacdo de um primeiro ciclo for j = 1:size(delta_h,2), que englobara
o resto do codigo do processamento e serve para 0 codigo passar por todos os incrementos do fator
carga. Logo no inicio deste ciclo é escolhido o fator de carga correspondente para esse incremento.
Seguidamente, entra-se no ciclo das iteracdes, que corresponde no cddigo ao ciclo for iter =
1:max_iter, do qual s6 se saird quando houver convergéncia no valor do vetor residuo ou quando se
atingir o n.° maximo de itera¢des. Mais uma vez, no inicio deste novo ciclo sdo calculadas variaveis
auxiliares para se usar no calculo da matriz de rigidez tangente e no vetor de forcas internas, tendo
que Kt e Fi serdo posteriormente processadas até no final resultarem na matriz de rigidez tangente
reduzida e no vetor de forgas internas reduzido, sendo que KK e FF sdo usadas como auxiliares no
processamento das anteriores. Entenda-se por matriz global aquela na quais estdo explicitos os

contributos de todos os graus de liberdade. Em contraste, na reduzida apenas os contributos dos graus
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de liberdade livres estdo expressos, sendo que, obviamente, as diferencas nas dimensfes de ambas
refletem o referido.

Assim, para se realizar o explicado anteriormente, inicia-se o ciclo for i = 1:nElem, sendo este um
ciclo ao longo de todos os elementos da estrutura, onde sdo usadas trés funcGes (sub-rotinas):
TangentStiffnessMatrix, InternalForces e Assemble. Estas fungdes serdo devidamente apresentadas
e explicadas mais tarde, tal como as restantes funcdes que ainda irdo ser utilizadas, e servem,
respetivamente, para calcular a matriz de rigidez tangente global apenas com a componente do
elemento em consideracéo, o vetor de forgas internas global apenas com a componente do elemento
em consideracdo e ainda para assemblar as componentes do elemento numa matriz/vetor global. De
referir que as variaveis calculadas dentro de uma condicao if j == 1, como o proprio ciclo indica,
sdo apenas calculadas uma Unica vez, neste caso no primeiro incremento, pois estas sdo constantes
ao longo de todo o problema, devido a formulacao lagrangiana total.

Assim, depois de se sair do ciclo for i = 1:nElem, tem-se a chamada de mais uma fungéo,
BorderConditions, que aplicara as condi¢des de fronteiras e de onde resultard a matriz de rigidez
tangente reduzida e o vetor de forcas internas reduzido. Logo em seguida, é calculado o vetor residuo,
e posteriormente, com o auxilio de uma condic¢do if norm(r) < conv, é verificado se o residuo
converge no valor predefinido. Se convergir, guarda-se o valor do vetor de deslocamentos a usar no
diagrama e passa-se para 0 proximo incremento, se ndo convergir, é calculado o préximo
deslocamento iterativo. De realcar, que esse vetor dos deslocamentos iterativo é um vetor em formato
reduzido, sendo assim necessario transformar esse vetor num vetor em formato global, ou seja,
acrescentar zeros nos graus de liberdade fixos/apoiados, tendo que tal é conseguido com os célculos
dentro do ciclo for i = 1:dof. Sendo em seguida somado ao vetor de deslocamentos global da iteracéo
inicial ou anterior, o vetor daux anteriormente calculado, que é, como ja referido, o vetor de
deslocamentos iterativo em formato reduzido, dd, transformado para o formato global.

Depois disso, passa-se para a proxima iteracdo, voltando para o inicio do ciclo for iter = 1:max_iter,
repetindo-se 0 processo até que se atinga a convergéncia. Caso esta ndo se atinga, dentro do limite
de iteracBes, avanga-se para 0 proximo incremento. Esta particularidade esta relacionada com o
fenémeno de “snap-through” associado ao MCC.

Passando agora para a fase de processamento do programa que implementa o MCD, segue-se 0

excerto da mesma:

» Excerto da fase de processamento do programa que implementa o MCD.

Processamento

%
dofN = size(CoordTab,2); % gdl por n6
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nElem = size(ConnTab,1); % n.° total de elementos da estrutura
dof = size(CoordTab,1)*size(CoordTab,2); % n.° total de gdl
h=0; 9% fator de carga inicial igual a 0
Displ = InicialDisp; % vetor para usar na analise
forj=1:n_inc % ciclo for ao longo de todos os incrementos
ifh>1 % acabar processamento quando fator de carga > 1
break % acabar processamento
else % enquanto fator de carga < 1
Displ(dof_plot) = Displ(dof_plot) + delta_d; % somar incremento de desl.
for iter = 1:max_iter % ciclo for ao longo das iteracoes
% matrizes e vetores de zeros para indexar mais a frente
Kt = zeros(dof,dof);
Fi = zeros(dof,1);
KK = zeros(dof,dof);
FF = zeros(dof,1);
fori=1:nElem % ciclo for ao longo dos elementos da estrutura
ifj== % apenas necessario no 1.° incremento
Element{i} = ConnTab(i,:); % conectividade de cada elemento
% coords. de cada elemento

x1{i} = CoordTab(Element{i}(1),1); % coord. em X do 1.° dof
x2{i} = CoordTab(Element{i}(2),1); % coord. em X do 2.° dof
y1{i} = CoordTab(Element{i}(1),2); % coord. em Y do 1.° dof
y2{i} = CoordTab(Element{i}(2),2); % coord. em Y do 2.° dof

XX{i} = [x1{i} x2{i}];
YY{i} = [y1{i} y2{i};
L{i} = sgrt((x2{i}-x1{i})"2+(y2{i}-y1{i}"2); % comprimento do elemento

Coord{i} = [x1{i} y1{i} x2{i} y2{i}]; % vetor com as coord. de cada elemento
% posicdes de indexagao
ldxPos{i} = zeros(1,2*dofN); % vetor com posicOes de idx

ldxPos{i}(1) = (Element{i}(1))*2 - 1; % idx da 1.2 posicdo de idx
ldxPos{i}(2) = (Element{i}(1))*2; % idx da 2.2 posicao de idx
ldxPos{i}(3) = (Element{i}(2))*2 - 1; % idx da 3.2 posicdo de idx
IdxPos{i}(4) = (Element{i}(2))*2; % idx da 4.2 posic¢do de idx
end
% deslocamentos de cada elemento

dx1{i} = Displ(ldxPos{i}(1)); % desl. em X do 1.° gdl para o i elemento
dx2{i} = Displ(ldxPos{i}(3)); % desl. em X do 2.° gdl para o i elemento
dy1{i} = Displ(ldxPos{i}(2)); % desl. em Y do 1.° gdl para o i elemento
dy2{i} = Displ(ldxPos{i}(4)); % desl. em Y do 2.° gdl para o i elemento

Dxy{i} = [dx1{i} dy1{i} dx2{i} dy2{i}]’; % vetor com os desls. de cada elemento
% calcular a matriz de rigidez tangente elementar

[Ktelem{i}] = TangentStiffnessMatrix(E(i),L{i},A0(i),Dxy{i},Coord{i});

% calcular o vetor de forcas internas

[Fielem{i}] = InternalForces(E(i),L{i},A0(i),Dxy{i},Coord{i});

% calcular a matriz de rigidez tangente global apenas ¢/ a contribuicdo do elemento i
[K, F] = Assemble(KK, FF ,Ktelem{i}, Fielem{i},Element{i}, dofN);
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Kt =Kt + K; % assemblar das matrizes de rigidez tangente global
Fi=Fi+F; % assemblar do vetor global de forgas internas
end
% aplicar as condi¢des de fronteira em Kt e Fi
[Kt, Fee, Fi] = BorderConditions(dof,Dof_blocked,Kt,Fe,Fi);
% calcular o vetor residuo
r = Fi - h*Feg;
% verificar a convergéncia
if norm(r) < conv % se convergir
break 9% passar para 0 proximo incremento
else % se ainda ndo convergir
dd_ = -inv(Kt)*r; % variacdo no desl. iterativo nodal
ddt = inv(Kt)*Fee; % variagdo no desl. iterativo tangente nodal
dd__aux = zeros(size(Dof_blocked,1),1); % vetor desl. auxiliar
ddt_aux = zeros(size(Dof_blocked,1),1); % vetor desl. auxiliar
contl =1; % contador auxiliar 1
% passar do formato reduzido para o global
for i = 1:size(Dof_blocked) % ciclo for ao longo dos gdl
if Dof_blocked(i) == % se o0 i gdl esta livre
dd__aux(i) =dd__aux(i) + dd_(contl); % dd_em formato global
ddt_aux(i) = ddt_aux(i) + ddt(contl); % ddt em formato global
contl = contl + 1; % somar contador
end
end
dh = -dd__aux(dof_plot)/ddt_aux(dof_plot); % variacéo fator de carga iterativo
dd = dd__aux + dh*ddt_aux; % variacéo desl. iterativo

Displ = Displ + dd; % atualizar o vetor desl. global

h=h+dh; % atualizar o valor do fator de carga

d_total(:,j+1) = Displ; % vetor de desl. de todos os gdl para usar na animagao
end

d_plot(j+1) = Displ(dof_plot,1); % guardar valor do desl. para usar no diagrama
h_plot(j+1) = h; % guardar valor fator de carga para usar no diagrama
end
end
end
%

A implementagdo dos Ultimos dois métodos é bastante semelhante no geral, sendo que a maioria do
cddigo que implementa o MCD ¢ igual ao que implementa 0 MCC, contudo é importante apontar as
disparidades entre os dois, que resultam das naturais particularidades dos métodos.

Assim, a primeira diferenca estd em que agora tem-se de garantir que o processamento termina
quando o fator de carga € superior a 1, pois agora 0 mesmo depende do vetor de deslocamentos,

conseguindo-se isto com a condi¢do if h > 1, logo ap6s o ciclo for j = 1:n_inc responsével pelos
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incrementos. Quando esta condi¢do ndo se verifica, o processamento ocorre normalmente. Nessa
normalidade, 0 MCD comeca por calcular o novo vetor de deslocamentos, que acontece com a soma
do incremento do deslocamento, delta_d, a componente do grau de liberdade escolhido do vetor
deslocamento anterior, Displ, j& que agora no MCD o deslocamento passa a ser a variavel
independente. Depois disso, ha o ja referido processamento para calcular a matriz de rigidez tangente
reduzida, Kt, e do vetor de for¢as internas reduzido, Fi, sendo em seguida feita a também ja vista
verificacdo da convergéncia, if norm(r) < conv, onde caso a mesma ndo aconteca, sao feitos calculos
diferentes do MCC. Nestes calculos, surgem dois novos vetores, o dd_ e o ddt, que sao
respetivamente os vetores calculados nas equacgdes (3.31) e (3.30), j& estudados no Capitulo 3.

De resto, o processamento ocorre de forma similar a do cddigo do MCC, onde ndo convergindo se
faz o célculo dos referidos vetores e se passa para a proxima iteracdo. Caso convirja, avanga-se para
0 préximo incremento, sendo que 0 processamento termina quando o fator de carga ultrapassar o
valor unitério, ou seja, quando se verificar a condigdo if h > 1.

Finalmente, vai-se agora analisar o excerto do codigo do MCCA com a fase de processamento. Segue

assim, o excerto do referido:

» Excerto da fase de processamento do programa que implementa o MCCA.

Processamento

% Definig8o do parametro de escala consoante a versdo do MCCA
if method_version == 1 || method_version ==2 % linear ou cilindrica

phi =0;
elseif method_version == 3 % esférica

phi=1;
end
dofN = size(CoordTab,2); % gdl por n6
nElem = size(ConnTab,1); % n.° total de elementos da estrutura
dof = size(CoordTab,1)*size(CoordTab,2); % n.° total de gdl
h0 =0; % fator de carga inicial igual a 0
Displ = InicialDisp; % vetor para usar no processamento
Displ0 = Displ; % vetor para usar no processamento
cont3 =1; % contador auxiliar 3

for j = 1:n_inc % ciclo for ao longo de todos os incrementos

iter = 0;

ifh0<=1 % enquanto fator de carga < 1
Kt = zeros(dof,dof);
Fi = zeros(dof,1);
KK = zeros(dof,dof);
FF = zeros(dof,1);
fori=1:nElem % ciclo for ao longo dos elementos da estrutura

ifj== % apenas necessario no 1.° incremento
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Element{i} = ConnTab(i,:); % conectividade de cada elemento
% coords. de cada elemento

x1{i} = CoordTab(Element{i}(1),1); % coord. em X do 1.° dof

x2{i} = CoordTab(Element{i}(2),1); % coord. em X do 2.° dof

y1{i} = CoordTab(Element{i}(1),2); % coord. em Y do 1.° dof

y2{i} = CoordTab(Element{i}(2),2); % coord. em Y do 2.° dof

XX{i} = [x1{i} x2{i}];

YY{i} = [yl{i} y2{i};

L{i} = sqrt((x2{i}-x1{i}H)"2+(y2{i}-y1{i})"2); % comprimento do elemento
Coord{i} = [x1{i} y1{i} x2{i} y2{i}]; % vetor com as coord. de cada elemento
% posicdes de indexacdo
ldxPos{i} = zeros(1,2*dofN); % vetor com posicOes de idx
ldxPos{i}(1) = (Element{i}(1))*2 - 1; % idx da 1.2 posi¢ao de idx
ldxPos{i}(2) = (Element{i}(1))*2; % idx da 2.2 posigao de idx
ldxPos{i}(3) = (Element{i}(2))*2 - 1, % idx da 3.2 posicdo de idx
ldxPos{i}(4) = (Element{i}(2))*2; % idx da 4.2 posi¢ao de idx

end

% deslocamentos de cada elemento

dx1{i} = Displ(ldxPos{i}(1)); % desl. em X do 1.° gdl para o i elemento
dx2{i} = Displ(ldxPos{i}(3)); % desl. em X do 2.° gdl para o i elemento
dy1{i} = Displ(ldxPos{i}(2)); % desl. em Y do 1.° gdl para o i elemento
dy2{i} = Displ(ldxPos{i}(4)); % desl. em Y do 2.° gdl para o i elemento

Dxy{i} = [dx1{i} dy1{i} dx2{i} dy2{i}]’; % vetor com os desl. de cada elemento

% calcular a matriz de rigidez tangente elementar

[Ktelem{i}] = TangentStiffnessMatrix(E(i),L{i},A0(i),Dxy{i},Coord{i});

% calcular o vetor de forcas internas

[Fielem{i}] = InternalForces(E(i),L{i},A0(i),Dxy{i},Coord{i});

% calcular a matriz de rigidez tangente global apenas com a contribuicdo do elemento i
[K, F] = Assemble(KK, FF ,Ktelem{i}, Fielem{i},Element{i}, dofN);

Kt=Kt+K; % assemblar as matrizes de rigidez tangente global
Fi=Fi+F; % assemblar o vetor global de forgas internas
end

% aplicar as condi¢des de fronteira em Kt e Fi

[Kt, Fee, Fi] = BorderConditions(dof,Dof_blocked,Kt,Fe,Fi);
ddt = inv(Kt)*Fee; % variacdo no desl. iterativo tangente nodal
% calcular o parametro de rigidez atual (PRA)

ifj== % no primeiro incremento

CSP(j) = 1;
else % nos restantes incrementos

CSP(j) = (delta_h/delta_h1)*(((delta_d1')*Fee)/((delta_d")*Fee));
end

% calcular o pardmetro de rigidez geral (PRG)
g = sqrt((ddt)*ddt);
t(:,j) = ddt/q;
ifj>1
Gi(j) = dot(t(:,j-1).t(.p));
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end
% previsdo do sinal do incremento do fator de carga

if pred_sol == % Critério do sinal do determinante de Kt
Signal_h = sign(det(Kt));

elseif pred_sol == % Critério do trabalho incremental
Signal_h = sign(ddt™Fee);

elseif pred_sol == % Critério do produto interno dos desls.
ifj>1

Signal_h = sign(delta_d*ddt); % delta_d, neste momento, refere-se ainda ao incremento anterior
else % para 0 1.° incremento
Signal_h =1;
end
elseif pred_sol == 4 % Critério do parametro de rigidez atual (PRA)
ifj>1
Signal_h = sign(CSP(j));
else % para o 1.° incremento
Signal_h =1,
end
elseif pred_sol ==5 % Critério do parametro de rigidez geral (PRG)
if j>1
if Gi(j)<0
Signal_h = -Signal_h;
end
else % para o 1.° incremento
Signal_h =1,
end
end
% calcular o valor absoluto do incremento inicial do fator de carga e aplicacéo do sinal
delta_h = Signal_h*abs(delta_L/sqrt(ddt*ddt + (phi*2)*(Fee")*Fee));
% calcular o deslocamento incremental
delta_d = delta_h*ddt;
% guardar o valor do fator de carga inicial e do deslocamento inicial
ifj==
delta_hl = delta_h;
delta_d1 = delta_d;
end
% passar do formato reduzido para o global
contl =1; % contador auxiliar 1

for i = 1:size(Dof_blocked) % ciclo for ao longo dos gdl
if Dof_blocked(i) == % se o i gdl esta livre
Displ(i) = Displ0(i) + delta_d(contl); % vetor deslocamento em formato global
contl =contl + 1; % somar contador
end

end
% atualizar valor de h
h =h0 + delta_h;
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while iter < max_iter % enquanto n&o se atingir o n.° de iteracdes maximo
iter = iter + 1; % soma iteracdo
% voltar a calcular a matriz de rigidez tangente reduzida e vetor de forgas internas reduzido
Kt = zeros(dof,dof);
Fi = zeros(dof,1);
KK = zeros(dof,dof);
FF = zeros(dof,1);
for i = 1:nElem
dx1{i} = Displ(ldxPos{i}(1));
dx2{i} = Displ(ldxPos{i}(3));
dy1{i} = Displ(ldxPos{i}(2));
dy2{i} = Displ(ldxPos{i}(4));
Dxy{i} = [dx1{i} dy1{i} dx2{i} dy2{i}]’;
[Ktelem{i}] = TangentStiffnessMatrix(E(i),L{i},A0(i),Dxy{i},Coord{i});
[Fielem{i}] = InternalForces(E(i),L{i},A0(i),Dxy{i},Coord{i});
[K, F] = Assemble(KK, FF ,Ktelem{i}, Fielem{i},Element{i}, dofN);
Kt =Kt + K;
Fi=Fi+F;
end
[Kt, Fee, Fi] = BorderConditions(dof,Dof_blocked,Kt,Fe,Fi);
% calcular o vetor residuo
r = Fi - h*Fee;
% verificar a convergéncia
if norm(r) < conv % se convergir
% controlo automatico do comprimento de arco
if aut_step_sizing==1 % se controlo automatico do comprimento do arco est4 ativo
% definir as variaveis auxiliares para as técnicas
if dof <25
N1=5;
elseif dof > 25
N1=6;
end
%
if iter >= 10
N2 = 10;
else
N2 = iter-1;
end
%
if aut_step_sizing_type == % Técnica 1
if iter >= 10
iter = 10;
delta_L = delta_L*((iter/Id)"1/4);
else
delta_L = delta_L*(((iter-1)/1d)"1/4);
end
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elseif aut_step_sizing_type ==2 % Técnica 2
delta_L = delta_L*((N1/N2)"0.5);
elseif aut_step_sizing_type ==3 % Técnica 3
ifj==
delta_L = delta_L*beta*sqrt(N1/N2);
else
delta_L = delta_L*beta*sqrt(N1/N2)*(delta_CSP/abs(CSP(j)-CSP(j-1)));
end
end
% verificar se 0 tamanho do arco esté& dentro dos limites
if delta_L < delta_Lmin
delta_L = delta_Lmin;
elseif delta_L > delta_Lmax
delta_L = delta_Lmax;

end
%
end
hO=h; % atualizar o fator de carga
Displ0 = Displ; % atualizar o vetor de deslocamentos

cont3 =cont3 + 1;
% guardar varidveis para representacdo do diagrama e animagao

h_plot(cont3) = h; 9% fator de carga para diagrama
d_plot(cont3) = Displ(dof_plot); % deslocamento para diagrama
d_total(:,cont3) = Displ; % vetor de deslocamentos para animagéo

%
break % passar para o proximo incremento
%
else % se ainda ndo convergir
% processo iterativo
if iter >= max_iter % se atingir o n.° de iteragdes maximas
% reduzir o comprimento do arco
delta_L = beta*delta_L; % calculo do novo comprimento de arco
% verificar se o tamanho do arco esta dentro dos limites
if delta_L < delta_Lmin
delta L =delta_Lmin;
elseif delta_L > delta_Lmax
delta_L = delta_Lmax;
end
% neste caso onde se atinge as iteragdes maximas nao se
% atualiza os valores de h e d, consideram-se valores
% iguais aos do incremento anterior
cont3 = cont3 + 1;
% os valores s&o iguais aos do incremento anterior
h_plot(cont3) = h_plot(cont3 - 1);
d_plot(cont3) = d_plot(cont3 - 1);
d_total(:,cont3) = d_total(:,cont3 - 1);
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%
continue % continuar para o proximo incremento
%
else % se ndo se atingir o n.° de iteragdes maximo
dd_ = -inv(Kt)*r; % variacdo no desl. iterativo nodal
ddt = inv(Kt)*Fee; % variacdo no desl. iterativo tangente nodal
% calcular a variagdo iterativa de h
if method_version == 1 % versdo linear
a = delta_d™delta_d + (delta_h"2)*(phi*2)*(Fee")*Fee - (delta_L"2);
% calcular a variacdo iterativa do fator de carga
dh = (-(a/2) - (delta_d)™dd_)/(delta_d*ddt + delta_h*(phi*2)*(Fee')*Fee);
elseif method_version == 2 || method_version == 3 % versdo cilindrica ou esférica
% calcular agora o dh, usando a formula resolvente
const_1 = (ddt')*ddt + (phi*2)*(Fee")*(Fee);
const_2 = 2*(ddt")*(delta_d + dd_) + 2*delta_h*(phi"2)*(Fee")*(Fee);
const_3 = (delta_d + dd_ )*(delta_d + dd_) - (delta_L"2) + (delta_h"2)*(phi"2)*(Fee")*(Fee);
%
syms z
egn = const_1*z"2 + const_2*z + const_3 == 0;
Sol = solve(eqgn);
Sol1 = double(Sol(1));
Sol2 = double(Sol(2));
% escolher agora a solugéo correta
if isreal(Soll) && isreal(Sol2) % se ambas as solucdes séo reais
angl = ((delta_d")*(delta_d + dd_))/(delta_L"2) + (Sol1*(delta_d")*(ddt))/(delta_L"2);
ang2 = ((delta_d")*(delta_d + dd_))/(delta_L"2) + (Sol2*(delta_d")*(ddt))/(delta_L"2);
if angl > ang2

dh = Sol1;
else

dh = Sol2;
end

elseif ~isreal(Soll) && ~isreal(Sol2) % se ambas as solug¢des nédo séo reais
% corrigir o delta_L
delta_L = beta*delta_L;
if delta_L < delta_Lmin
delta_L = delta_Lmin;
elseif delta_L > delta_Lmax
delta_L =delta_Lmax;
end
% neste caso ndo se atualiza os valores de h e d, consideras-se valores
% de h e d iguais aos do incremento anterior
cont3 = cont3 + 1;
% os valores s&o iguais aos do incremento anterior
h_plot(cont3) = h_plot(cont3 - 1);
d_plot(cont3) = d_plot(cont3 - 1);
d_total(:,cont3) = d_total(:,cont3 - 1);
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%
continue % continuar para o proximo incremento
%
elseif ~isreal(Soll) || ~isreal(Sol2) % apenas uma solucdo é real
if isreal(Soll)
dh = Sol1;
else
dh = Sol2;
end
end
end
% calcular a variagdo iterativa do deslocamento
dd = dd_ + dh*ddt;
% atualizar variaveis
delta_h = delta_h + dh; % novo incremento de fator de carga
delta d =delta d +dd; % novo incremento de deslocamento
h = hO + delta_h; % atualizar o valor do fator de carga
cont2 =1,
% atualizar o vetor de deslocamentos global
for i = 1:size(Dof_blocked)
if Dof_blocked(i) ==
Displ(i) = Displ0(i) + delta_d(cont2);
cont2 = cont2 + 1,
end
end
end
end
end
%
continue % se atingir as iteragdes maximas passar para proximo incremento
%
else % se fator de carga > 1
%
break % acabar o processamento
%
end
end
%

O processamento do codigo MCCA é mais complexo do que os apresentados anteriormente, mas
partilha vérias partes iguais e semelhangas com os anteriores. Devido a maior complexidade e ao
tamanho do co6digo, é pretendido que esta explicacdo seja breve e geral, e que seja complementada

com 0s comentarios apresentados no excerto do cédigo, com a formulacao apresentada nos capitulos
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anteriores e com o fluxograma que serviu de base para a implementacédo, que se encontra no Anexo
l.

Assim, no inicio do cddigo tem-se uma diferenca relativamente aos métodos anteriores, tendo em
conta que aqui se tem as trés versdes para 0 MCCA, e com isso é necessario identificar qual das
versOes vai ser usada e consequentemente selecionar o pardmetro de escala correspondente.

Em seguida, sdo calculadas algumas variaveis auxiliares para 0 processamento e prossegue-se para
o ciclo for j = 1:n_inc, que dita o incremento. A partir daqui, sdo feitos varios calculos, ja vistos em
outros métodos, para se calcular a matriz de rigidez tangente global e vetor de forcas internas global,
sendo logo em seguida processados para as versdes reduzidas através da funcdo BorderConditions.
Posteriormente, sdo calculados os parametros de rigidez atual e de rigidez geral, sendo ainda também
calculados a previsdo para o sinal do incremento do fator de carga, consoante o critério escolhido
pelo utilizador no pré-processamento. Depois da previsdo feita, é calculado o valor do incremento do
fator de carga e do deslocamento, delta_h e delta_d, respetivamente.

Feito isto, entra-se no ciclo while iter < max_iter, onde vao ser processadas as iteragdes, voltando a
calcular a matriz de rigidez tangente reduzida, Kt, e o vetor de forgas internas reduzido, Fi, referente
agora ao novo deslocamento imposto delta_d. Sendo de seguida, calculado o vetor residuo.

Mais uma vez, dependentemente de se o vetor residuo converge ou nao, tem-se diferentes caminhos.
Caso o residuo convirja, if norm(r) < conv, guardam-se os valores do fator de carga e deslocamento,
e avanca-se para o proximo incremento, isto caso o controlo automatico do comprimento do arco néo
esteja ativo. Caso esteja ativo, algo que é escolhido pelo utilizador no pré-processamento, calcula-se
0 novo valor para o tamanho do arco, de acordo com a técnica escolhida.

Caso o residuo ndo convirja, ou seja, dentro do else correspondente ao if norm(r) < conv, tem-se
outros dois caminhos. No caso de se atingir o n.° maximo de iteragdes, if iter >= max_iter, vai-se
aplicar a redugdo do comprimento do arco e avanga-se para 0 proximo incremento. Quando nao se
atinge o n.° maximo de iterag0es, isto é, dentro do else correspondente ao if iter >= max_iter, é
necessario realizar os calculos vistos na Seccédo 3.4.2, se a versao em questdao do MCCA for a linear,
if method_version==1, e os célculos estudados na Secc¢do 3.4.1, caso a versdo seja a cilindrica ou
esférica, elseif method_version==2 || method_version==3, isto tudo para se calcularem as variaces
iterativas do fator de carga e do deslocamento, e avangar para a proxima iteracao.

Ha&, no entanto, duas situacdes particulares a se ter em conta. Quando se atinge o n.° de iteracdes
maximas e ndo se verifica convergéncia, como referido anteriormente, é reduzido o valor do arco,
pois ndo se consegue atingir a convergéncia com o tamanho atual do arco. Assim, para questfes de
calculo e de representacdo do diagrama na fase de pds-processamento, ndo se consideram os valores
calculados neste incremento, pois estdo incorretos, porque ndo atingiram a convergéncia.

Consideram-se, assim, os valores para o fator de carga e deslocamento iguais aos do incremento
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anterior, o que ndo afeta nem os calculos nem a representacdo do diagrama. A segunda
particularidade é na verdade igual a primeira, s6 que neste caso é aplicada na verséo cilindrica ou
esférica, quando as duas solugGes obtidas para o fator de carga iterativo, como visto na Sec¢édo 3.4.4,
séo ambas nao reais.

O método acaba, como nos anteriores, quando o fator de carga ultrapassar o valor unitario ou se atinja
0 n.° maximo de incrementos, n_inc. Este ultimo caso é redundante, pois a variavel n_inc ndo é tida
em conta nos calculos em si, sendo que precisa apenas de ser suficientemente grande para que se
consiga atingir o valor unitario no fator de carga, ou seja, para que seja feito o processamento
completo. Assim, o valor de n_inc pode simplesmente ser absurdamente grande, que ndo tera efeito
no processamento, pois 0 mesmo termina quando o fator de carga for maior do que 1.

5.4 P6s-processamento

Finalmente, no p6s-processamento tem-se a representacdo dos resultados obtidos de forma visual,
facilitando assim a interpretagdo dos mesmos. Como ja mencionado, é criado um diagrama que
relaciona o fator de carga com o deslocamento de um grau de liberdade escolhido pelo utilizador no
pré-processamento, e ainda uma animag&o da estrutura mostrando os deslocamentos dos diversos nos
da estrutura em fungdo do fator de carga, atuando aqui como um fator pseudotemporal. Segue-se,

assim, o excerto do codigo da parte do p6s-processamento, igual para os trés métodos:

» Excerto da fase de pds-processamento.

P6s-Processamento

% Diagrama fator de carga vs. deslocamento

figure(1) % 1.2 figura para diagrama

% criar o diagrama

plot(s*d_plot ,h_plot,'LineWidth',0.9)

% calcular a tolerancia para os limites dos eixos

dx = ((max(s*d_plot)) - (min(s*d_plot)))/20;

dy = ((max(s*h_plot)) - (min(s*h_plot)))/20;

grid on

% aplicar os limites para os eixos

axis([(min(s*d_plot-dx)) (max(s*d_plot)+dx) (min(h_plot)-dy) (max(h_plot+dy))])
title(['Diagrama do grau de liberdade n.°" num2str(dof_plot)]);
xlabel('Deslocamento’)

ylabel(‘'Fator de carga’)

% Animacéo da estrutura

figure(2) % 2.2 figura para animagao

% Estrutura na sua posicao inicial

fori=1:nElem
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XX{i} = [x1{i} x2{i}]; % posicdo em X dos 2 nds do i elemento
YY{i} = [y1{i} y2{i}]; % posicdo em Y dos 2 nés do i elemento
% criar 0s elementos
handle_elements{i} = line(XX{i}(:), YY{i}(:),'LineWidth', 1, 'Color', [0.5 0.5 0.5]);
ifi==
hold on
end
end
%
grid on;
axis equal; xlabel("X"); ylabel("Y");
title('Animacdo da estrutura: Fator de carga vs Deslocamento')
% aplicar os limites para 0s eixos da animacao
axis([xmin xmax ymin ymax]) % alterar consoante a estrutura em questao
auxl =1,
% ciclo while para a animacéo estar continuamente a ser reproduzida em ciclo
while aux1 ==
for i = 1:size(h_plot,2)
% atualizar as coords. dos nés a partir do vetor deslocamento
for j = 1:nElem
xx1{j} = x1{j} + d_total(Element{j}(1)*2 - 1 ,i); % coord. em X do 1.° gdI
xx2{j} = x2{j} + d_total(Element{j}(2)*2 - 1 ,i); % coord. em X do 2.° gdI
yy1{j} = y1{j} + d_total(Element{j}(1)*2 ,i); % coord. em Y do 1.° gdI
yy2{j} = y2{j} + d_total(Element{j}(2)*2 ,i); % coord. em Y do 2.° gdI
X_plot{j} = [xx1{j} xx2{j}I;
Y_plot{j} = [yy1{i} yy2{i}I;
% atualizar as coordenadas dos n6s dos elementos da estrutura
set(handle_elements{j},'XData’,X_plot{j},"Y Data',Y_plot{j});
% atualizar o titulo do grafico com o valor do fator de carga e deslocamento
set(figure(2), Name',['Fator de carga: ' num2str(h_plot(i)) ', Deslocamento: " num2str(d_plot(i))]);
end
pause(0.00001) % valor de espera entre atualizages de coordenadas para um elemento
% influencia a velocidade da animacéo
end
end
%

No codigo do poés-processamento, € criada uma 1.2 figura, figure(1), sendo que nessa é criado o
diagrama de carga-deslocamento, a partir de plot(s*d_plot,h_plot). Reparar que d_plot € multiplicado
pela varidvel s, que é indicada pelo utilizador no pré-processamento com o intuito de que o diagrama
seja sempre desenhado no 1.° quadrante.

Depois disso, é criada a 2.2 figura, figure(2), onde vai ser desenhada a estrutura na sua posicao inicial.

Isto acontece dentro do ciclo for i=1:nElem.
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Com a estrutura definida, é agora necessario animar todos os graus de liberdade em relacédo ao fator
de carga, aplicando os deslocamentos calculados em cada incremento, sendo isto feito dentro do ciclo
while aux1==1, que ira apresentar a animacdo até que o utilizador feche a janela da figura em
questao.

Esta animacdo € feita com o auxilio de d_total e h_plot, sendo a primeira uma matriz com 0s
deslocamentos de todos os graus de liberdades para todos os incrementos. Cada linha corresponde a
um grau de liberdade e as colunas correspondem aos incrementos. O segundo € um vetor linha com
os fatores de carga para todos os incrementos (colunas). Na animagdo em si, a cada “frame” é
atualizado as coordenadas de um grau de liberdade, sendo seguido de uma pausa e continuacdo para
0 grau de liberdade seguinte, para dar o efeito de animagdo. Naturalmente, o valor para a pausa
influencia a velocidade da animacéo, assim como o n.° de incremento usados no processamento.
Assim, caso a animagao esteja muito rapida deve-se aumentar o valor que se encontra dentro de

pause( ) e vice-versa.

5.5 Funcdes auxiliares

Vai-se agora analisar as funcdes auxiliares utilizadas nos programas criados. Comecando pelas
funcgdes InternalForces e TangentStiffnessMatrix, responsaveis, respetivamente, pela criacdo de um
vetor 4x1, onde em cada linha tem-se a componente do grau de liberdade do elemento em questéo,
ordenado de forma semelhante ao ja visto anteriormente, ou seja, primeiro 0 nd de menor numeragéo
com a componente do eixo horizontal a anteceder a do eixo vertical, e ainda uma matriz 4x4 com as
componentes dos graus de liberdade referentes a um elemento, organizados de forma semelhante ao
ja referido.

Estes vetores e matrizes vao ser posteriormente processados pela fungdo Assemble, que se vai ver a

seguir. Para ja, seguem-se os programas das funcdes InternalForces e TangentStiffnessMatrix.

» Funcéo InternalForces.m.

function [Fi] = InternalForces(E,L,A0,D,C)

% Funcéo para calcular o vetor de forcas internas

% E - modulo de elasticidade

% L - comprimento do elemento

% A - érea transversal

% D - vetor com os deslocamentos dos gdl de um elemento (4x1) [dx1 dyl dx2 dy2]'
% C - vetor de coordenadas de um elemento (4x1) [x1 y1 x2 y2]'

% funcéo para criacdo da matriz de rigidez tangente elementar

b1 = (1/(L"2))*[(C(1)-C(3));(C(2)-C(4)):-(C(1)-C(3));-(C(2)-C(4)I;

b2 = (1/(L"2))*[(D(1)-D(3)):(D(2)-D(4));-(D(1)-D(3));-(D(2)-D(4))I;
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b =bl+b2;

def =b1*D + 0.5*b2"*D;
Stress = E*def;

Fi = L*A0*Stress*b;

end

» Funcdo TangentStiffnessMatrix.m.

function [Kt] = TangentStiffnessMatrix(E,L,A0,D,C)
% Funcéo para calcular a matriz elementar de rigidez tangente
% E - modulo de elasticidade
% L - comprimento do elemento
% A - érea transversal
% D - vetor com os deslocamentos dos gdl de um elemento (4x1) [dx1 dy1 dx2 dy2]'
% C - vetor de coordenadas de um elemento (4x1) [x1 y1 x2 y2]'
% funcdo para criar a matriz de rigidez tangente elementar
bl = (1/(L"2))*[(C(1)-C(3)):(C(2)-C(4)):-(C(1)-C(3));-(C(2)-C(A))I;
b2 = (1/(L"2))*[(D(1)-D(3)):(D(2)-D(4));-(D(1)-D(3));-(D(2)-D(A))I;
b =bl + b2;
def = b1*D + 0.5*b2"™*D;
Stress = E*def;
X=(1/4)*[10-10
010-1
-1010
0-1 0 1];
Kt = E*L*A0*b*b' + (4/L)*A0*Stress*X;
end

Os programas mostrados seguem a formulacéo vista no Capitulo 4. Importante é agora falar sobre a
funcdo Assemble, onde nesta se vai processar, ao longo de todos os elementos, o vetor e a matriz
oriundos das Ultimas duas funcles vistas, isto €, a funcdo Assemble vai receber Fi e Kt, de
InternalForces e TangentStiffnessMatrix, e a partir do vetor linha conn, que contém os nés que
conectam o0 elemento em questdo, vai-se indexar as componentes de Fi e Kt, num vetor e matriz,
respetivamente, com as dimensdes globais. Resumidamente, a funcdo Assemble, realiza 0 processo
de assemblagem elemento a elemento, numa matriz/vetor global.

Segue-se entdo, o programa da funcdo Assemble.

» Funcéo Assemble.m.

function [Kt, Fi] = Assemble(K, F, kt ,fi ,conn, dofN)
% Funcéo para assemblar a matriz global de rigidez tangente e o vetor de forcas internas.
% Esta funcdo assembla um elemento de cada vez na matriz global, ou seja, precisa de correr
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% em um ciclo for por todos os elementos para assemblar as contribuicoes de
% todos os elementos.

% Calcular as posi¢des de indexacéo/assemblagem
ldxPos = zeros(1,2*dofN);
ldxPos(1) = (conn(1))*2 - 1;
ldxPos(2) = (conn(1))*2;

IdxPos(3) = (conn(2))*2 - 1;
ldxPos(4) = (conn(2))*2;

% Para a matriz de rigidez tangente global
K(ldxPos(1),ldxPos(1)) = kt(1,1) + K(ldxPos(1),ldxPos(1));
K(ldxPos(2),1dxPos(2)) = kt(2,2) + K(IdxPos(2),IdxPos(2));
K(ldxPos(3),ldxPos(3)) = kt(3,3) + K(IdxPos(3),IdxPos(3));
K(ldxPos(4),ldxPos(4)) = kt(4,4) + K(IdxPos(4),IdxPos(4));

K(ldxPos(1),ldxPos(2)) = kt(1,2) + K(IdxPos(1),IdxPos(2));
K(ldxPos(2),ldxPos(1)) = kt(2,1) + K(IdxPos(2),IdxPos(1));
K(ldxPos(1),ldxPos(3)) = kt(1,3) + K(ldxPos(1),ldxPos(3));
K(ldxPos(3),ldxPos(1)) = kt(3,1) + K(IdxPos(3),IdxPos(1));
K(ldxPos(1),ldxPos(4)) = kt(1,4) + K(ldxPos(1),ldxPos(4));
K(ldxPos(4),ldxPos(1)) = kt(4,1) + K(IdxPos(4),IdxPos(1));

K(ldxPos(2),ldxPos(3)) = kt(2,3) + K(ldxPos(2),1dxPos(3));
K(ldxPos(3),1dxPos(2)) = kt(3,2) + K(lIdxPos(3),IdxPos(2));
K(ldxPos(2),ldxPos(4)) = kt(2,4) + K(IdxPos(2),IdxPos(4));
K(ldxPos(4),ldxPos(2)) = kt(4,2) + K(IdxPos(4),IdxPos(2));

K(ldxPos(3),ldxPos(4)) = kt(3,4) + K(ldxPos(3),ldxPos(4));
K(ldxPos(4),ldxPos(3)) = kt(4,3) + K(ldxPos(4),1dxPos(3));

% Vetor global forcas internas
F(ldxPos(1)) = fi(1) + F(ldxPos(1));
F(ldxPos(2)) = fi(2) + F(IdxPos(2));
F(ldxPos(3)) = fi(3) + F(ldxPos(3));
F(ldxPos(4)) = fi(4) + F(ldxPos(4));

Kt=K;
Fi=F;
end

Por altimo, resta a funcdo BorderConditions, que aplica as condicGes de fronteira ao vetor e a matriz
gue se obtém pela soma de todos os vetores e matrizes que saem da funcdo Assemble, e ainda ao
vetor de forcas externas, Fe, que apenas é processado neste momento. Assim, depois de se passar

pelas 4 funcdes, obtém-se tanto os vetores de forcas internas e externas, como a matriz de rigidez
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tangente na sua forma reduzida, ou seja, considerando apenas os graus de liberdade que estao livres,
e gue neste caso sdo efetivamente os Unicos sobre 0s quais faz sentido fazer os calculos, pois 0s graus
de liberdade apoiados vao continuar com deslocamentos nulos durante toda a analise. Segue-se

assim, por ultimo, o programa da funcdo BorderConditions, ja explicado.

» Funcédo BorderConditions.m.

function [Ktt,Fee,Fii] = BorderConditions(dof,Dof_blocked,K,Fe,Fi)
% func&o para aplicar as de condigdes de fronteira
KK = zeros(dof-sum(Dof_blocked));
FF1 = zeros(dof-sum(Dof_blocked),1);
FF2 = zeros(dof-sum(Dof_blocked),1);
Kl=K;
Fal = Fe;
Fa2 = Fi;
for i =1:dof
if Dof_blocked(i) == 1
K1(:,i) = "not a number";
K1(i,:) = "not a number";
Fal(i) = "not a number";
Fa2(i) = "not a number";
end
end
K1 = isnan(K1);
F1 = isnan(Fal);
a=1;
b=1,
for i = 1:dof
for j = 1:dof
if K1(i,j)==0
KK(a,b) = K(ij);
if a < dof-sum(Dof_blocked)
a=a+l;
else
b=b+1;
a=1;
end
end
end
end
c=1;
for i = 1:dof
if F1(i) ==
FF1(c) = Fe(i);
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FF2(c) = Fi(i);
if ¢ < dof-sum(Dof_blocked)
c=c+1,
end
end
end
Kit = KK;
Fee = FF1;
Fii = FF2;
end
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Capitulo 6

6. Problemas numeéricos e resultados

6.1 Contextualizacao

No presente capitulo, analisam-se vérios problemas com o intuito de testar e comprovar as
capacidades e limitagdes dos varios métodos estudados anteriormente, sendo também um objetivo
verificar quais dos critérios de previsdo para o sinal do incremento do fator de carga séo fidveis e se
as técnicas de redugdo automatica do comprimento do arco séo benéficas em termos de menor n.° de
iteracbes médias por incremento e tempo de processamento, relativamente ao uso de um
comprimento constante durante o processamento. Finalmente, é também objetivo comparar as varias
versbes do MCCA, quer, mais uma vez, em tempo de processamento, como também verificar as
eventuais vantagens de determinadas versoes.

As unidades utilizadas sdo as seguintes: forca em N, mddulo de elasticidade em N/mm?, area
transversal do elemento mm? e ainda coordenadas do nés em mm. Nos diagramas os deslocamentos
estdo igualmente em mm.

Toda a informagdo relativa ao pré-processamento, de qualquer um dos problemas, pode ser

encontrado em anexo.

6.2 Problema com estrutura de duas barras simétricas com fendmeno de
“snap-through”

Este primeiro problema, e ainda o segundo que se vera de seguida, tém o propésito de testar e
comprovar o que foi referido no Capitulo 3, em que o0 MCC falha em pontos-limite de carga, sendo
que ocorre um salto dindmico em controlo de carga, também conhecido como “snap-through”. O
MCD é suposto falhar quando se atinge um ponto-limite de deslocamento, ocorrendo o salto
dindmico em controlo de deslocamento, ou “snap-back”.

Para tal, vai-se neste primeiro problema testar uma estrutura de duas barras simétricas, que se

encontra ilustrada na Figura 12, bastante conhecida e estudada na bibliografia, (14), (25) e (26).
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Figura 12 — Estrutura de duas barras simétricas do problema 6.2. Adapt. (14).

Como se pode ver pela figura, tem-se uma estrutura de dois elementos, trés nds e simétrica. A forca

é aplicada no n6 2, no grau de liberdade vertical.

Neste teste, vai-se estudar a curva de equilibrio do grau de liberdade 4, onde a forca é aplicada. Esta
curva apresenta pontos-limite de carga e, consequentemente, é esperado que o MCC falhe ao se
calcular a curva, apresentando o ja mencionado fenomeno de “snap-through”. Por outro lado, como
a curva ndo apresenta pontos-limite de deslocamento, espera-se que o MCD consiga tracar toda a

curva de equilibrio. O MCCA néo foi testado neste primeiro problema.
Seguem-se os resultados oriundos do MCC e do MCD, respetivamente, nas Figura 13 a) e Figura 13
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Figura 13 — Diagrama do problema 6.2 para 0 a) MCC, b) MCD.
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Como mostram a Figura 13 a) e a Figura 13 b), comprova-se o anteriormente referido. O MCC ¢
incapaz de continuar a seguir corretamente a curva de equilibrio apds o ponto-limite de carga, pois
no primeiro ponto de carga da curva deste problema, ao se tentar aumentar o valor da carga, 0 método
é incapaz de encontrar um valor de deslocamento que siga esse aumento e consequentemente nao
consegue seguir a trajetoria, acabando por dar um salto até um ponto onde o anteriormente referido
se verifica, isto é, um aumento de deslocamento devido a um aumento de carga para um valor maior
do que o anterior.

O MCD consegue tragar toda a curva de equilibrio, pois na mesma néo se verificam pontos-limite de

deslocamento, o que ndo acontecera no problema seguinte.

6.3 Problema com estrutura de oito barras com fenémeno de “snap-
through” e “snap-back”

Neste segundo problema, tem-se uma estrutura formada por oito barras encontrada em (27), nas quais
do n6 1 até ao n6 7, os mesmos estdo bloqueados no eixo vertical, 0 n6 8 blogueados no eixo
horizontal, e por fim 0 n6 9 bloqueado em ambos os graus de liberdade. A forca é aplicada no n6 1,
no grau de liberdade horizontal. Na Figura 14, pode-se ver mais detalhes acerca da estrutura do
problema. O grau de liberdade que vai ser estudado é o0 1.°, ou seja, o horizontal do né 1. Na curva
de equilibrio véo existir tanto pontos-limite de carga como pontos-limite de deslocamento, tal ird
permitir comprovar as limitagdes do MCD. Para este problema, para se conseguir obter na totalidade
a correta curva, vai-se usar 0 MCCA na sua versdo linear. Para ja ndo vao ser discutidos detalhes
para este Gltimo método, deixando tal para problemas seguintes, servindo apenas para se obter a

curva completa.

E= = - =E,= 210000 N/mnr 9 T
A=A=--=A=20 mm’ (8) 50m

¥ 8 4
F=500000N |l 2 3 4 5 6 e

) ¥ 2 ¥ 3 M @ ¥ 5 ¥ 5 *

o
=1

]

6X50m ' 5.0m

Figura 14 — Estrutura de oito barras do problema 6.3. Adapt. (27).

Pode-se observar em seguida as curvas obtidas por MCC, MCD e MCCA linear, respetivamente, nas
Figura 15 a), Figura 15 b) e Figura 15 c).
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Figura 15 — Diagrama do problema 6.3 para 0 a) MCC, b) MCD, c) MCCA linear.

Assim como esperado, o MCC falha mais uma vez em ultrapassar o ponto-limite de carga, ocorrendo
o fendmeno “snap-through”. Ja o MCD falha quando Se encontra um ponto-limite de deslocamento,
verificando-se o fendomeno de “snap-back”, onde o método é incapaz de encontrar um ponto nas
redondezas para o qual exista um aumento do deslocamento. Como tal ndo acontece nas
proximidades do ponto anterior, 0 método da um salto até o préximo ponto onde se verifique um

deslocamento maior que o anterior. Por ultimo, 0 MCCA na sua versao linear é capaz de tragar na

totalidade a curva de equilibrio.
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6.4 Problema para testar os critérios de previsdo do sinal do incremento
do fator de carga perante pontos-limite de deslocamento

Como discutido na apresentacdo dos critérios para a previsao do sinal no Capitulo 3, é reportado que
alguns critérios sdo instaveis e mesmo incapazes de ultrapassar alguns pontos-limite, como os de
deslocamento e de bifurcacdo. Vai-se agora em seguida testar 0s mesmos perante estas situacées e
averiguar as supostas debilidades dos critérios.

No problema anterior foi apresentada a solugdo do MCCA linear com o critério 3 (pred_sol = 3), ou
seja, com o critério do produto interno dos deslocamentos. Agora vai-se testar, para 0 mesmo
problema, todos os critérios usando apenas a versdo linear, deixando a comparacdo entre as diferentes
versdes para um problema posterior.

Assim, alterando apenas a variavel pred_sol no pré-processamento, consoante o critério em questao,
obtém-se os resultados que se pode ver representados na Figura 16. Em linha azul, como
anteriormente, tem-se o diagrama de carga-deslocamento, ja& a vermelho tem-se o valor
correspondente ao critério a ser usado. Este valor esta, como é natural, normalizado (os que séo
necessarios) de modo a que se possa visualizar praticamente todo o seu espetro de valores dentro dos
valores para o diagrama de carga-deslocamento.

Como € possivel ver, o critério do determinante de K (pred_sol = 1), Figura 16 a), consegue
produzir toda a curva de equilibrio do problema, sendo capaz de superar tanto pontos-limite de carga
como pontos-limite de deslocamento. A mudanga de sinal da previsdo do incremento do fator de
carga ocorre aquando da mudanca de sinal do determinante de Kr. Isto verifica-se nos pontos-limite
de carga. Quando se passa por um ponto-limite de deslocamento, o critério mantém um valor finito
sem mudar o seu sinal.

No caso do critério do trabalho incremental (pred_sol = 2), Figura 16 b), este é incapaz de tragar
toda curva de equilibrio, falhando, como anteriormente previsto, num ponto-limite de deslocamento.
Na aproximagdo a este ponto, o critério aproxima-se de valores nulos até que, quando se atinge o
dito ponto, muda de sinal. Esta mudanca de sinal apenas deveria acontecer nos pontos-limite de
carga, como se viu anteriormente no 1.° critério, sendo que assim, quando perto do ponto-limite de
deslocamento, o critério muda de sinal, 0 que ndo era suposto, e imediatamente a seguir volta a mudar
o sinal, continuando a oscilar ao redor deste ponto entre valores positivos e negativos, até que se
atinja 0 n.° maximo de incrementos, nunca se conseguindo ultrapassar o referido ponto. Esta
oscilacdo ndo é mais do que o célculo a convergir num ponto anteriormente calculado, ou que na
pratica pertence a um caminho ja tracado, ou seja, seguindo uma direcdo incorreta, e de seguida a

voltar a convergir no caminho correto e vice-versa.
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Figura 16 — Diagrama do problema 6.4 do MCCA linear para o a) critério 1, b) critério 2, c) critério
3, d) critério 4, e) critério 5 da previsdo do sinal do incremento de carga.
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De realcar que estes dois Ultimos critérios, e ainda os préximos dois, ditam que a troca de sinal do
incremento do fator de carga deve ocorrer quando o valor referente ao respetivo critério muda de
sinal. Isto ndo € verdade para o Gltimo e 5.° critério, no qual uma mudanca de um valor positivo para
um negativo deve ditar a mudanca de sinal do incremento, mas a mudanca de um valor negativo para
um positivo, seguinte a mudanca do positivo para o0 negativo, ndo deve ter qualquer efeito para o
sinal do incremento do fator de carga.

Avancando agora para o critério do produto interno dos deslocamentos (pred_sol = 3), Figura 16 c),
0 mesmo conseguiu calcular toda a curva de equilibrio do problema. Quando se aproxima de um
ponto-limite de carga, aumenta exponencialmente o seu valor absoluto até que, quando atinge esse
mesmo ponto, inverte o sinal. Por outro lado, quando atinge um ponto-limite de deslocamento, o
mesmo conserva 0 seu sinal, permitindo assim que se siga na direcdo correta da trajetéria de
equilibrio.

O critério do parametro de rigidez atual (pred_sol = 4), Figura 16 d), ndo é capaz de tracar toda a
curva de equilibrio, sendo que, como suposto, muda de sinal quando atinge um ponto-limite de carga
e consegue ultrapassa-lo, mas quando o critério atinge um ponto-limite de deslocamento, 0 mesmo
muda bruscamente de sinal, o que ndo é o pretendido, e leva-o a oscilar de forma similar ao critério
do trabalho incremental (pred_sol = 2).

Esta vibragdo, leva o método a ficar bloqueado no ponto-limite de deslocamento, oscilando
permanentemente em torno do mesmo, até que que se esgotem os incrementos, ndo sendo capaz de
se ultrapassar o dito ponto-limite.

De reparar, que o valor associado ao critério, ou seja, 0 pardmetro de rigidez atual, comeca sempre
com valor unitério e baixa consoante passa para uma regido da curva que apresente uma evolugéo de
menor rigidez, e o contrario quando apresenta um aumento de rigidez.

Finalmente, no critério do pardmetro de rigidez geral (pred_sol = 5), Figura 16 €), este consegue
calcular toda a curva de equilibrio, sendo necessario relembrar que este apenas muda o sinal do
incremento quando ocorre uma variacdo do parametro de rigidez atual de um valor positivo para um
negativo, e como se pode ver na Figura 16 e) esta alteracdo acorre apenas nos pontos-limite de carga.
Assim, com este teste exclui-se o critério do trabalho incremental e o critério do parametro de rigidez
atual como viaveis, que, como mencionado anteriormente e verificado agora, apresentam problemas
em ultrapassar pontos-limite de deslocamento, resultado assim num critério que transforma o MCCA
num método que ndo apresenta vantagens, nesse sentido, relativamente ao MCD, pois os dois falham

perante 0S mesmos pontos.
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6.5 Problema para testar os critérios de previsao do sinal do incremento
do fator de carga perante pontos de bifurcacao

Como mencionado na Seccao 3.4.3, o critério 1, do determinante de K, apresenta, supostamente,
dificuldades em ultrapassar pontos de bifurcacéo, isto €, pontos onde a curva de equilibrio tem mais
do que uma solugdo possivel de equilibrio. Para se verificar se tal acontece, com a implementacéo
dos métodos apresentada, vai-se testar o seguinte problema encontrado em (28), que se pode ver na
Figura 17. O problema em si é semelhante ao apresentado no problema 6.2, com a adi¢cdo de um

terceiro elemento, como se pode ver. Mais uma vez, € implementado o MCCA na sua versdo linear.

F=-1000000N
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3 A=A=20 mm’
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]
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w

0 |(x1000) mm

Figura 17 — Estrutura de trés barras do problema 6.5.

Neste problema, vao-se testar os critérios 1, 3 e 5, para observar 0 seu comportamento quando
confrontados com um ponto de bifurcagdo, sendo o grau de liberdade n.°6, o estudado. Assim, 0s
resultados dos testes seguem ilustrados na Figura 18.

Assim, como se pode ver na Figura 18 a), o critério do determinante de Ky fica bloqueado num
ponto, ndo se conseguindo avancar para além deste. Este ponto € um ponto de bifurcacdo, como se
vai ver mais detalhadamente adiante, e o critério quando atinge o mesmo oscila entre valores
positivos e negativos sistematicamente. O método inverte o sentido de progressao da curva a cada
incremento apds atingir o ponto de bifurcacdo, ou seja, de igual maneira aos critérios 2 e 4 da analise

anterior, 0 método ndo consegue definir corretamente o sinal do incremento do fator de carga.
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Figura 18 — Diagrama do problema 6.5 simétrico do MCCA linear para o a) critério 1, b) critério 3,

C) critério 5.

Em contrapartida, o critério 3, Figura 18 b), do produto interno dos deslocamentos, inverte o sinal

apenas quando se atinge um ponto-limite de carga, ndo mostrando qualquer interferéncia do ponto

de bifurcacéo, tracando na totalidade a trajetdria de equilibrio.

O critério 5, Figura 18 c), do pardmetro de rigidez geral, também se comporta de forma esperada,

invertendo o sinal apenas quando o critério assume valores negativos, e ndo apresentando nenhum

comportamento relevante quando passa pelo ponto de bifurcagéo.
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Agora, voltando a questdo do ponto de bifurcacdo deixada em aberto anteriormente, como referido

em (29), pequenas assimetrias, quer na geometria da estrutura quer nas forcas aplicas, podem levar

a estrutura a seguir uma deformada diferente, isto é, a estrutura converge para outro estado de

equilibrio diferente do anterior, quando havia simetria. Resumidamente, o ponto de bifurcacdo em si

desaparece, restando apenas uma possivel trajetéria de equilibrio, se ndo houver outros pontos de

bifurcacdo adiante, como é obvio.

Para testar tal comportamento, vai-se continuar com a mesma estrutura do atual problema, com uma

pequena diferenga, vai-se tornar a mesma ligeiramente assimétrica. Para isto, variam-se as

coordenadas dos nos 2 e 3 para as da Tabela 1, sendo que assim a estrutura ndo terd mais um eixo de

simetria vertical. Os resultados podem ser observados na Figura 19.
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Tabela 1 — Coordenadas em mm assimétricas para segundo teste do problema 6.5.

N6 X Y
1 0 0
2 1050 2750
3 1050 4000
4 2000 0

O critério 1, Figura 19 a), é agora capaz de tracar toda a nova curva de equilibrio, pois, como era
pretendido, o ponto de bifurcacdo desapareceu ao inserir-se a assimetria na estrutura. Sendo que 0s
critérios 3 e 5, Figura 19 b) e c), respetivamente, sdo capazes de calcular toda a trajetdria de equilibrio

tal como anteriormente, apesar de a curva de equilibrio ser diferente.

6.6 Problema para testar o controlo automatico do comprimento do arco

A ideia de reduzir o comprimento do arco em caso de necessidade, caso se atinja 0 n.° maximo de
iteracdes sem convergéncia ou caso ndo haja solucao real para 64, ja é utilizada ativamente em todos
o0s codigo usados até agora do MCCA a partir da reducdo do comprimento do arco, equacao (3.47).
Mas surge agora a necessidade de testar a op¢do do controlo automatico do comprimento do arco,
em resposta a linearidade ou ndo-linearidade da zona atual de calculo da curva. Para isso, foram
apresentadas trés técnicas anteriormente, correspondentes as equacoes (3.48), (3.49) e (3.50).
Assim, testa-se a estrutura do problema 6.3 e 6.4 com as trés técnicas, e faz-se uma pequena
comparagdo quer entre si, mas também com o controlo automatico do comprimento do arco
desligado, isto é, com um comprimento de arco constante. As variaveis a serem comparadas sao:
tempo de processamento, n.° de iteragdes médias por incremento, n.° de incrementos e 0 comprimento
de arco médio. Vai-se usar a versao linear com o auxilio do critério 5, parametro de rigidez geral,
para a previsdo do sinal do incremento do fator de carga. Usou-se como valor inicial para o
comprimento do arco, 400, para o valor minimo, 300, e para 0 maximo, 500. Seguem-se na Tabela
2, 0s resultados desta experiéncia.

De acordo com os resultados, as técnicas 1 e 2, na atual implementacdo do cddigo, e para este
problema e estrutura em questdo, foram incapazes de responder corretamente a alteracdo da
linearidade da curva. Sendo que na 1.2 técnica, apds o 1.° incremento, a mesma fixa o comprimento
do arco para o valor minimo durante o resto do processamento, enquanto a 2.2 técnica estabelece no

valor méaximo, sendo que o n.° de incrementos e o consequente tempo de processamento seguem 0
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comportamento da técnica, ou seja, para um menor arco, mais incrementos sdo necessarios e, devido

a tal, maior tempo de processamento e vice-versa, embora seja de referir que ambas conseguiram

tracar a totalidade da curva.

Tabela 2 — Resultados das técnicas de controlo do comprimento do arco do problema 6.6.

o ) n.° iteragdes
TeCnlCa tprocessamento médio (S) no InCrementOS L. ALméle
médias
0
0,437 96 2,46 400
(AL constante)

1 0,601 128 2,40 300,8
2 0,359 77 2,52 498,7
3 0,454 97 2,60 396,2

A contrapartida 6bvia da técnica 2 é que, como o valor do arco € o maximo durante praticamente
todo o processamento, 0 método perde precisdo e, caso o valor maximo escolhido tivesse sido um
pouco maior, podia-se correr o risco de 0 método ndo se conseguir convergir em determinadas zonas
da curva e consequentemente ndo ser capaz de tracar toda a trajetoria. Salientando-se assim a
importancia da escolha dos valores para o0 comprimento do arco, tanto valores iniciais como minimos
€ maximos.

Assim, a técnica 3 foi a Gnica a conseguir estabelecer uma relagédo equilibrada entre o comprimento
do arco e a linearidade da zona da curva em questdo, oscilando entre valores minimos e maximos de
acordo com o anterior. Tal € resultado de que a equacéo (3.50) leva em consideracao o parametro de
rigidez atual, permitindo assim a técnica ser capaz de detetar se o ponto calculado da curva se
encontrava numa zona de maior linearidade ou ndo. A mesma consegue assim resultados gerais
idénticos a da técnica 0 ou Al constante, a qual mostrou resultados positivos para todos os problemas
testados neste trabalho, quando obviamente o comprimento escolhido era adequado ao problema em
questdo. De referir que a escolha de um comprimento de arco adequado nem sempre é uma tarefa
obvia, sendo influenciada por diversos fatores, como a versdo do MCCA, dimenses da estrutura e
até ao nivel de precisdo pretendido.

Assim, de acordo com este teste, a técnica 3 é viavel de ser utilizada desde que sejam escolhidos uns

comprimentos de arco inicial, minimo e maximo adequados.

6.7 Problema para testar as versées do Método do Controlo do
Comprimento do Arco
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Neste problema, vai-se agora voltar a estrutura da Figura 17 do problema 6.5, com a assimetria
aplicada, isto é, com as coordenadas da Tabela 1. Testar-se-d0 as versdes cilindrica e esférica para
as mesmas condi¢fes em que se aplicou a versao linear, usando o critério 5 para a previsdo do sinal

e o controlo do comprimento do arco desligado. Os resultados podem ser vistos na Figura 20.
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Figura 20 — Diagrama do problema 6.7 para 0 MCCA a) cilindrico, b) esférico, com comprimento
de arco igual ao do problema 6.5.

A versdo cilindrica, Figura 20 a), foi capaz de tracar toda a curva, embora com um tempo de
processamento cerca de 150 vezes superior ao da versao linear. Tal € consequéncia de que agora na
versao cilindrica e igualmente na esférica, o fator de carga iterativo é calculado a partir da equagédo
quadratica (3.33) e dai o substancial maior esforco computacional.

Por outro lado, a versao esférica, Figura 20 b), ndo é capaz de tracar na totalidade a curva, pois atinge
0 n.° de incrementos méaximo escolhido para o problema muito antes de o conseguir fazer. Isto
acontece porque agora o valor para o incremento do fator de carga é calculado a partir da equacao
(3.27), que agora conta com a contribui¢do de uma parte da equagdo que antes ndo era considerada,
pois ¢ = 1. Isto leva a que o incremento do fator de carga, A4, seja drasticamente menor, para um
igual comprimento de arco.

Para se conseguir tracar toda a curva com a versdo esférica, é necessario aumentar de forma bastante
generosa o comprimento do arco. Testou-se assim, com um valor de Al = 2000, e foi assim possivel
obter toda a curva de equilibrio, como se pode ver na Figura 21, embora o tempo de processamento

seja cerca de 600 vezes superior ao da versdo linear.
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E referido em (1) que a versdo esférica pode ter alguns problemas em zonas de maior declive de
curva, mas tal ndo aconteceu em nenhum dos testes feitos. Para além disso, para os testes realizados,
a versdo linear mostrou-se bastante competente, aliando ainda um rapido tempo de processamento,

ao contrario das versdes cilindrica e esférica.
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Figura 21 — Diagrama do problema 6.7 para 0 MCCA esférico, com Al = 2000.
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Capitulo 7

7. Conclusao e trabalhos futuros

A implementacdo de métodos de analise ndo-linear em programas com codigo MATLAB foi o
principal objetivo do trabalho. Para tal, estudou-se e implementou-se o Método do Controlo de Carga,
0 Método do Controlo de Deslocamento e, finalmente, o0 Método do Controlo do Comprimento do
Arco, nas suas versdes linear, cilindrica e esférica, para estruturas a duas dimensdes compostas por
elementos do tipo barra plano.

Complementarmente ao ultimo método, foram implementados cinco critérios para determinagdo do
sinal do incremento do fator de carga, assim como trés técnicas para controlo automatico do
comprimento do arco e uma reducgdo automatica do comprimento do arco quando necessario.

No Capitulo 6, foram estudados varios problemas numéricos para testar os métodos relativamente as
suas vantagens e desvantagens referidas na bibliografia.

De acordo com os resultados obtidos no capitulo anterior, para a implementacao feita neste trabalho,
verificou-se que:

- O MCC foi incapaz de ultrapassar corretamente pontos-limite de carga, devido a natureza do préprio
método. Tal resulta numa enorme desvantagem, relativamente a outros métodos, pois este € incapaz
de tracar a correta curva de equilibrio para além do regime estavel, ocorrendo assim o fendmeno do
“snap-through”.

- O MCD sofre de uma desvantagem idéntica ao método anterior, pois este perante um ponto-limite
de deslocamento realizou um salto dindmico em controlo de deslocamento ou “snap-back”, tendo
sido incapaz de determinar o comportamento da estrutura, imediatamente apds o ponto-limite de
deslocamento.

- Relativamente aos critérios de previsdo do sinal para o incremento do fator de carga do MCCA, o
1.° critério, do determinante de K, foi incapaz de ultrapassar pontos de bifurcacdo, ndo conseguindo
assim tracar toda a curva de equilibrio na presenca dos mesmos. Apesar de tal ser a partida uma
desvantagem, pode tornar-se o contrario, caso o objetivo da analise seja encontrar possiveis pontos

de bifurcacéo, tal como é referido em (29).
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O 2.° critério, assim como o 4.°, mostraram-se incapazes de ultrapassar pontos-limite de
deslocamento, o que como ja referido é uma enorme desvantagem, ndo apresentando assim nenhuma
diferenca significativa relativamente ao MCD, em termos préticos.

Ja 0 3. e 5.° critérios, mostraram-se aptos a ultrapassar tanto pontos-limite de carga e deslocamento,
como pontos de bifurcacéo.

- Em relacdo as trés técnicas de controlo automatico do comprimento do arco, apenas a 3.2 se mostrou
adequada, conseguindo oscilares entre 0s valores minimos e maximos, consoante a linearidade da
curva.

O uso de um comprimento de arco constante, em vez de uma das técnicas anteriores, mostrou-se
capaz de tracar a totalidade das curvas de equilibrio ao longo dos problemas testados, quando
acompanhado pelo critério 3 ou 5 para a determinacéo do sinal do incremento, e por um comprimento
de arco adequado. Realce-se que para o problema 6.6 0 comprimento de arco constante revelou
resultados idénticos, nos varios parametros calculados, aos da técnica 3.

- Finalmente, para o teste realizado no problema 6.7, a versao cilindrica mostrou-se capaz de tracar
toda a curva de equilibrio, de igual maneira a versao linear, quando as duas sdo sujeitas as mesmas
variaveis de pré-processamento, com a excegdo da variavel que dita a versdo do MCCA, como é
Obvio. Apesar de ambas terem sido capazes de tracar a curva, a versdo cilindrica foi acompanhada
por um tempo de processamento esmagadoramente superior a versdo linear, devido a necessidade de
resolver a equacdo quadratica (3.33).

A versdo esférica, comparativamente as versdes linear e cilindrica, necessitou de um maior n.° de
incrementos, ou de um comprimento de arco muito superior ao das anteriores, para ser capaz de tracar
toda a curva de equilibrio, mas quando tal é garantido conseguiu tracar totalmente a curva, quer com

0 critério 3 quer com 0 5 para a previsao do sinal.

Para trabalhos futuros, sera necessario realizar mais testes para melhor se compararem as diferentes
versdes do MCCA, principalmente em que situacBes as versdes cilindrica e esférica apresentam
vantagens relativamente a versdo linear. Assim como averiguar possiveis vantagens de um dos
critérios para a previsao do sinal, 3 ou 5, entre si. Também se podera implementar a formulacao de
elementos de trés dimensdes, tanto barras como vigas, reformulando a parte da animagéo para aceitar

tal, e permitindo assim analisar um maior espetro de problemas.

74



Bibliografia

1.

10.

11.

12.

13.

Leon S, Paulino G, Pereira A, Menezes |, Lages E. A Unified Library of Nonlinear Solution
Schemes. Applied Mechanics Reviews. 1 de Julho de 2011;64:040803.

Batoz J-L, Dhatt G. Incremental Displacement Algorithms for Non-linear Problems.
International Journal for Numerical Methods in Engineering. 1 de Janeiro de 1979;14:1262—
7.

Riks E. The Application of Newton’s Method to the Problem of Elastic Stability. J Appl
Mech. 1 de Dezembro de 1972;39(4):1060-5.

Wempner GA. Discrete approximations related to nonlinear theories of solids. International
Journal of Solids and Structures. 1 de Novembro de 1971;7(11):1581-99.

Crisfield MA. A fast incremental/iterative solution procedure that handles “snap-through”.
Computers & Structures. 1 de Junho de 1981;13(1):55-62.

Bergan PG, Horrigmoe G, Brakeland B, Sereide TH. Solution techniques for non—linear
finite element problems. International Journal for Numerical Methods in Engineering.
12(11):1677-96.

Feng YT, Peri¢ D, Owen DRJ. Determination of travel directions in path-following methods.
Mathematical and Computer Modelling. 1 de Abril de 1995;21(7):43-59.

Feng YT, Peri¢ D, Owen DRJ. A new criterion for determination of initial loading parameter
in arc-length methods. Computers & Structures. 3 de Fevereiro de 1996;58(3):479-85.

Kuo S-R, Yang Y-B. Tracing postbuckling paths of structures containing multi-loops.
International Journal for Numerical Methods in Engineering. 1995;38(23):4053-75.

Yuangi L, Zuyan S. Improvements on the arc-length-type method. Acta Mechanica Sinica -
ACTA MECH SINICA. 1 de Outubro de 2004;20:541-50.

Santana M. Desenvolvimento de sistema computacional via MATLAB/GUI (Graphical User
Interface) para analise geometricamente nédo linear de estruturas. [Internet] [Dissertacéo de
Mestrado]. [Ouro Preto]: Universidade Federal de Ouro Preto; 2015 [citado 23 de Outubro de
2020]. Disponivel em: http://www.repositorio.ufop.br/handle/123456789/5463

Galishnikova V, Dunaiski P, Pahl PJ. Geometrically nonlinear analysis of plane trusses and
frames [Internet]. SUN MeDIA Stellenbosch; 2009 [citado 23 de Outubro de 2020].
Disponivel em: https://scholar.sun.ac.za:443/handle/10019.1/101820

Rangel R. Educational Tool for Structural Analysis of Plane Frame Models with Geometric
Nonlinearity [Internet] [Dissertacdo de Mestrado]. [Rio de Janeiro]: Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro; 2019. Disponivel em: http://webserver2.tecgraf.puc-
rio.br/~Ifm/teses/RafaelRangel-Mestrado-2019.pdf

75



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

Posada M. Stability Analysis of Two-dimensional Truss Structures [Internet] [Dissertacdo de
Mestrado]. [Estugarda]: Universidade de Estugarda; 2007 [citado 23 de Outubro de 2020].
Disponivel em: https://pt.scribd.com/document/257434795/Stability-Analysis-of-
Twodimensional-Truss-Structures

Crisfield MA. Non-Linear Finite Elements Analysis V 1: Essentials v. 1. Volume 1 Edition.
Chichester: John Wiley &Sons; 1991. 364 p.

McGuire W, Gallagher RH, Ziemian RD. Matrix Structural Analysis. 2nd Edition. New
York: Wiley; 1999. 480 p.

Souza L, Castelani E, Shirabayashi W, Filho A, Machado R. Trusses Nonlinear Problems
Solution with Numerical Methods of Cubic Convergence Order. 5 de Maio de 2018;19.

Memon B, Su X. Arc-length technique for nonlinear finite element analysis. Journal of
Zhejiang University Science. 1 de Junho de 2004;5:618-28.

Feng YT, Owen DRJ, Peric D. On the sign of the determinant of the structural stiffness
matrix for determination of loading increment in arc-length algorithms. Communications in
Numerical Methods in Engineering. 1997;13(1):47-9.

De Souza Neto EA, Feng YT. On the determination of the path direction for arc-length
methods in the presence of bifurcations and «snap-backs». Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering. 1999;179(1-2):81-9.

Yang YB, Shieh M-S. Solution method for nonlinear problems with multiple critical points.
Aiaa Journal - AIAA J. 1 de Dezembro de 1990;28:2110-6.

Bellini PX, Chulya A. An improved automatic incremental algorithm for the efficient
solution of nonlinear finite element equations. Computers & Structures. 1 de Janeiro de
1987;26(1):99-110.

Shen ZY, Luo YF. Updating large rotations of space joints and revision technique for tracing
the equilibrium path in analysis of reticulated shells. Symposiums on New Space Structures.
1994;144-50.

Paula CF de. Estudo das descri¢fes Lagrangiana e Euleriana na analise ndo-linear geométrica
com o emprego do Método dos Elementos Finitos [Internet] [Dissertacdo de Mestrado].
Universidade de Sao Paulo; 1997 [citado 23 de Outubro de 2020]. Disponivel em:
http://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/18/18134/tde-21032018-084639/

Shuli S, Mingwu Y. Numerical implementation of pseudo-arclength algorithm in nonlinear
finite element analysis. Acta Mech Sinica. 1 de Maio de 1994;10(2):186-92.

Pinheiro L, Santos M, Silveira R. Anélise geometricamente ndo-linear de trelicas 2D e 3D
através do MEF. Em 2006.

Antonio Farani de Souza L, Castelani E, Shirabayashi W, Machado R. Métodos iterativos de
terceira e quarta ordem associados a técnica de comprimento de arco linear. Ciéncia &
Engenharia. 24 de Outubro de 2017;26:39-49.

Vasios N. Nonlinear Analysis of Structures. The Arc Length Method: Formulation,
Implementation and Applications. Harvard; 2015.

76



29. Alshalal I, Feng Z. Detection of symmetry breaking bifurcations using finite element analysis
packages. International Journal of Non-Linear Mechanics. 1 de Agosto de 2018;106.

77



78



AnNexos

79



Anexo A. Pré-processamento do problema 6.2

Para o MCC:

CoordTab=[00
11
2 0]*1000;
ConnTab=[12
23],
E =[210000
2100001];
A0 =[20
20];
Fe=][0
0
0
-1000000
0
0l;
n_inc = 100;
max_iter = 12;
conv = le-5;
Dof_blocked = [1
1
0
0
1
1J;

InicialDisp = zeros(6,1);

dof_plot = 4;
s=-1;

xmin = -100;
Xmax = 2100;
ymin = -1300;
ymax = 1100;

% tabela de coordenadas
% tabela de conectividades
% vetor com os médulos de elasticidade para cada elemento

% vetor das areas para cada elemento

% vetor das forcas externas

% n.° de incrementos desejados
% n.° maximo iteragdes desejadas
% valor para convergéncia

% graus de liberdade blogueados (1 bloqueado, 0 livre)

% vetor coluna de deslocamentos iniciais

% n.° do grau de liberdade do qual se pretende fazer o diagrama
% sentido do deslocamento esperado

% valor minimo para o eixo horizontal da animacao

% valor méximo para o eixo horizontal da animacéo

% valor minimo para o eixo vertical da animagao

% valor m&ximo para o eixo vertical da animagédo

Para o MCD, acrescentar:

delta_d =-20;
Alterar:
n_inc = 150;

% valor para o incremento de desl. a usar

% n.° de incrementos desejados
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Anexo B. Pré-processamento do problema 6.3

Para o MCC:

CoordTab=[0 0

50

100

150

200

250

300

353

35 8]*1000; % tabela de coordenadas
ConnTab=[12

23

34

45

56

67

78

89]; % tabela de conectividades
E = ones(8,1)*210000; % vetor com os médulos de elasticidade para cada elemento
A0 = ones(8,1)*20; % vetor das areas para cada elemento
Fe = [500000

eNeololololololoNoeNolNeNoelNolololo o)

I; % vetor das forgas externas
Dof_blocked = [0
1

ORrRrPrORFrRrPORFrOo
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1]; % graus de liberdade blogueados (1 bloqueado, 0 livre)
n_inc = 100; % n.° de incrementos desejados
max_iter = 12; % n.° maximo iteracdes desejadas
conv = le-7; % valor para convergéncia
InicialDisp = zeros(18,1); % vetor coluna de deslocamentos iniciais
dof_plot =1; % n.° do grau de liberdade do qual se pretende fazer o diagrama
s=1; % sentido do deslocamento esperado
xmin = -1000; % valor minimo para o eixo horizontal da animacao
xmax = 45000; % valor maximo para o eixo horizontal da animacéo
ymin = -1000; % valor minimo para o eixo vertical da animagao
ymax = 9000; % valor méximo para o eixo vertical da animagéo

Para o MCD, acrescentar:

delta_d = 50; % valor para o incremento de desl. a usar
Alterar:
n_inc = 1000; % n.° de incrementos desejados

Para o MCCA, acrescentar:

delta_L =400; % valor inicial para o comprimento do arco

delta_Lmin = 300; % valor min. para o comprimento do arco

delta_Lmax = 500; % valor max. para o comprimento do arco

Id=2; % n.° de iteracOes desejadas para se atingir a convergéncia

beta = 0.5; % pardmetro de proporcédo de redugdo do tamanho do arco
delta_CSP = 0.075; % incremento predeterminado do PRA/CSP (current stiffness parameter)
pred_sol = 3; % critério para o calculo do sinal do incremento do fator de carga
aut_step_sizing = 0; % controlo automatico do comprimento do arco
aut_step_sizing_type = 3; % critério para o controlo automético do comprimento do arco
method_version = 1; % versdo do método (1 para linear, 2 para cilindrica, 3 para esférica)
Manter:

n_inc = 1000; % n.° de incrementos desejados
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Anexo C. Pre-processamento do problema 6.4

Para o MCCA:

(alterar a variavel pred_sol, consoante o critério pretendido)

CoordTab=[0 0

50

100

150

200

250

300

353

35 8]*1000; % tabela de coordenadas
ConnTab=[12

23

34

45

56

67

78

89]; % tabela de conectividades
E = ones(8,1)*210000; % vetor com os modulos de elasticidade para cada elemento
A0 = ones(8,1)*20; % vetor das areas para cada elemento
Fe = [500000

[eNeololololNoNololNoNelNelNolNololololol

I; % vetor das forgas externas
Dof_blocked = [0
1

_ OPRF O
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1

1J;
n_inc = 1000;
max_iter = 12;
conv = le-7;

InicialDisp = zeros(18,1);

dof_plot =1;

s=1;

xmin = -1000;
xmax = 45000;
ymin = -1000;
ymax = 9000;

%

delta_L = 400;
delta_Lmin = 300;
delta_Lmax = 500;
Id=2;

beta = 0.5;
delta_CSP = 0.075;
pred_sol = 5;
aut_step_sizing = 0;

% graus de liberdade blogueados (1 bloqueado, 0 livre)
% n.° de incrementos desejados

% n.° maximo iteracdes desejadas

% valor para convergéncia

% vetor coluna de deslocamentos iniciais

% n.° do grau de liberdade do qual se pretende fazer o diagrama
% sentido do deslocamento esperado

% valor min. para o eixo horizontal da animag&o

% valor méx. para o eixo horizontal da animagao

% valor min. para o eixo vertical da animacéo

% valor méx. para o eixo vertical da animacéo

% valor inicial para o comprimento do arco

% valor min. para 0 comprimento do arco

% valor méx. para o comprimento do arco

% n.° de iteracOes desejadas para se atingir a convergéncia
% parametro de proporcao de reducdo do tamanho do arco

% incremento pré-determinado do PRA/CSP (current stiffness parameter)

% critério para o calculo do sinal do incremento do fator de carga
% controlo automatico do comprimento do arco

aut_step_sizing_type = 3; % critério para o controlo automético do comprimento do arco

method_version = 1;

% versdo do método (1 para linear, 2 para cilindrico, 3 para esférica)

Anexo D. Pre-processamento do problema 6.5

Para o MCCA:

(alterar a CoordTab consoante o indicado, assim como pred_sol consoante o critério pretendido)

CoordTab=[0 O
1 275
1 4
2 0]*1000;
ConnTab=[12
23
24];

% tabela de coordenadas

% tabela de conectividades
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E = [210000

210000
2100007; % vetor com os madulos de elasticidade para cada elemento
A0 =[20
10
20]; % vetor das areas para cada elemento
Fe=10
0
0
0
0
-1000000
0
0]; % vetor das forcas externas
Dof _blocked = [1
1
0
0
1
0
1
1]; % graus de liberdade blogueados (1 bloqueado, 0 livre)
n_inc = 5000; % n.° de incrementos desejados
max_iter = 12; % n.° maximo iteracdes desejadas
conv = le-7; % valor para convergéncia
InicialDisp = zeros(8,1); % vetor coluna de deslocamentos iniciais
dof_plot = 6; % n.° do grau de liberdade do qual se pretende fazer o diagrama
s=-1; % sentido do deslocamento esperado
xmin = -100; % valor min. para o eixo horizontal da animag&o
xmax = 2100; % valor méx. para o eixo horizontal da animagao
ymin = -5000; % valor min. para o eixo vertical da animacao
ymax = 4100; % valor méx. para o eixo vertical da animacéo
%
delta_L = 20; % valor inicial para o comprimento do arco
delta_Lmin = 10; % valor min. para 0 comprimento do arco
delta_Lmax = 30; % valor méax. para o0 comprimento do arco
Id=2; % n.° de iteracOes desejadas para se atingir a convergéncia
beta = 0.5; % parametro de proporcao de reducdo do tamanho do arco
delta_CSP = 0.075; % incremento predeterminado do PRA/CSP (current stiffness parameter)
pred_sol = 3; % critério para o calculo do sinal do incremento do fator de carga

aut_step_sizing = 0;

aut_step_sizing_type =1

method_version = 1;

% controlo automatico do comprimento do arco

; % critério para o controlo automético do comprimento do arco

% versdo do método (1 para linear, 2 para cilindrica, 3 para esférica)

Anexo E. Pré-processamento do problema 6.6

Para o MCCA:

(alterar a aut_step_sizing e aut_step_sizing_type consoante o pretendido)
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CoordTab=[0 0

50
100
150
200
250
300
353
35 8]*1000;

ConnTab=[12

E = ones(8,1)*210000;

23
34
45
56
67
78
89];

A0 = ones(8,1)*20;
Fe = [500000

0

[cNeolNoloNololelNoelNoelNolNolNololololNo

I

Dof_blocked = [0

PP ORORORPROROROR

% tabela de coordenadas

% tabela de conectividades
% vetor com os médulos de elasticidade para cada elemento
% vetor das areas para cada elemento

% vetor das forgas externas
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0

% graus de liberdade blogueados (1 bloqueado, 0 livre)
% n.° de incrementos desejados

% n.° maximo iteracdes desejadas

% valor para convergéncia

InicialDisp = zeros(18,1); % vetor coluna de deslocamentos iniciais

1

1J;
n_inc = 1000;
max_iter = 12;
conv = le-6;
dof_plot=1;
s=1;
xmin = -1000;
xmax = 45000;
ymin = -1000;
ymax = 9000;
%
delta_L =400;

delta_Lmin = 300;
delta_Lmax = 500;
Id=2;

beta = 0.5;
delta_CSP = 0.075;
pred_sol = 5;
aut_step_sizing = 1;

aut_step_sizing_type = 3;
method_version = 1;

% n.° do grau de liberdade do qual se pretende fazer o diagrama
% sentido do deslocamento esperado

% valor min. para o eixo horizontal da animacéo

% valor méx. para o eixo horizontal da animagao

% valor min. para o eixo vertical da animagéo

% valor méax. para o eixo vertical da animagéo

% valor inicial para 0 comprimento do arco

% valor min. para o comprimento do arco

% valor méx. para o comprimento do arco

% n.° de iteracOes desejadas para se atingir a convergéncia
% parémetro de proporcéo de reducdo do tamanho do arco

% incremento predeterminado do PRA/CSP (current stiffness parameter)

% critério para o calculo do sinal do incremento do fator de carga
% controlo automatico do comprimento do arco
% critério para o controlo automatico do comprimento do arco

% versdo do método (1 para linear, 2 para cilindrica, 3 para esférica)

Anexo F. Pré-processamento do problema 6.7

Para o MCCA:

(alterar method_type consoante o pretendido)

CoordTab=[0 O
1.05 275
1.05 4

2 0]*1000;

ConnTab=[12
23
24];
E =[210000
210000
210000];
A0 =20
10
20];
Fe=1[0
0

0
0

% tabela de coordenadas

% tabela de conectividades

% vetor com os modulos de elasticidade para cada elemento

% vetor das areas para cada elemento
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0

-1000000
0
0]; % vetor das forcgas externas
Dof_blocked = [1
1
0
0
1
0
1
1]; % graus de liberdade blogueados (1 blogueado, 0 livre)
n_inc = 5000; % n.° de incrementos desejados
max_iter = 12; % n.° méaximo iteragdes desejadas
conv = le-7; % valor para convergéncia
InicialDisp = zeros(8,1); % vetor coluna de deslocamentos iniciais
dof_plot = 6; % n.° do grau de liberdade do qual se pretende fazer o diagrama
s=-1; % sentido do deslocamento esperado
xmin = -100; % valor min. para o eixo horizontal da animacao
xmax = 2100; % valor max. para o eixo horizontal da animacao
ymin = -5000; % valor min. para o eixo vertical da animacao
ymax = 4100; % valor méx. para o eixo vertical da animagéo
%
delta_L = 20; % valor inicial para o comprimento do arco
delta_Lmin = 10; % valor min. para o comprimento do arco
delta_Lmax = 30; % valor max. para o comprimento do arco
Id=2; % n.° de iteracOes desejadas para se atingir a convergéncia
beta = 0.5; % parametro de proporcao de redugdo do tamanho do arco
delta_CSP = 0.075; % incremento predeterminado do PRA/CSP (current stiffness parameter)
pred_sol = 5; % critério para o calculo do sinal do incremento do fator de carga
aut_step_sizing = 0; % controlo automatico do comprimento do arco
aut_step_sizing_type = 1; % critério para o controlo automatico do comprimento do arco
method_version = 3; % versdo do método (1 para linear, 2 para cilindrica, 3 para esférica)
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Anexo G. Fluxograma do programa MCC

Criar diagrama &
animacdo da
estrutura.

Fim do programa.

Inicio do programa

Receber as varidveis do problema:
geometria, material, forcas externas
aplicadas, efc.

i

Calcular varidveis auxiliares como:
n.® de graus de liberdade, n.® de elementos,
vetor com todos os incrementos do fator de
carga A

Se n.® de incrementos
chegou ao valor maximo.

Ciclo for nos incrementos.
Selecionar o fator de carga A
para o incremento atual.

Se n.° de iteracbes

chegou ao valor maximo.

Ciclo for nas iteracdes.
Calcular a matriz Ky e o vetor F| globais.

Aplicar az condicbes de fronteira para obter
as versdes reduzidas de K- e F.

i

Calcular o vetor residuo .

Se a norma
der=e.

Calcular o deslocamento incremental 5d
e atualizar o vetor deslocamento d.
Passar para a proxima iteracdo.
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>
Guardar os valores
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diagrama e passar
para o proximo
incremento.




Anexo H. Fluxograma do programa MCD

Criar diagrama &
animacdo da
estrutura.

Fim do programa.

Sim

Inicio do programa

MCD.

Receber as variaveis do problema:
geometria, material, forcas externas
aplicadas, etc.

v

Calcular varidveis auxiliares como:
n.® de graus de liberdade, n.® de elementos,
incremento de deslocamento, elc.

Se n.” de incrementos
chegou ao valor méximo ou

A=A

Ciclo for nos incrementos.
Calcular o novo deslocamento de acordo
com o incremento de deslocamento.

Se n.” de iteracbes

chegou ao valor maximo.

Ciclo for nas iteragbes.
Calcular a matriz K+ e o vetor F, globais.
Aplicar as condices de fronteira para obter
as versdes reduzidas de Kre F|.

Calcular o vetor residuo r.

Se anorma
der=e

Calcular as variacies &d e A
Calcular os vetores
a*le A1

Passar para a proxima iteracfo.

J
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Criar diagrama e
animacdo da
estrutura.

Fim do programa.

Sim

Inicio do programa

MCCA.

Receber as variaveis do problema:
geometria, material, forcas externas
aplicadas, etc.

v

Calcular varidveis auxiliares comao:
n.® de graus de liberdade, n.® de elementos,
efc.

Anexo |. Fluxograma do programa MCCA

A

Se n.° de incrementos
chegou ao valor méaximo ou
A=1

[
»
b

Ciclo for nos incrementos.
Calcular a matriz K+ e o vetor F, globais.
Aplicar as condices de fronteira para obter
as versoes reduzidas de Ky e F.

v

Calcular &d+, CSPe G,
Determinar o sinal de A4, de acordo com o
critério escolhido.
Calcular Ad, seguido de Ad.
Atualizar os valores de A e d, de acordo com
os incrementos anteriormente calculados.

v

Ciclo for nas iteracdes.
Voltar a calcular a matriz K- e 0
vetor F| globais, relativamente aos novos
valores de Aed.
Aplicar as condicbes de fronteira para obter
as versbes reduzidas de Kt e F.

Ajustar o valor de A
consoante a técnica
definida.

|

Calcular o vetor residuo r.

Se a norma
der=e.
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Guardar os valores de A e
de d para o diagrama &
passar para o proximo

incremento.
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Aplicar a reducio do
comprimento do arco.
Avancar para o novo
incremento com os
valores de A eded
considerados no inicio
do incremento atual.

Linear

®=0
Calcular a, seguido
de 5A.

Se n® de iteraciies
maximas foi atingido.

Cilindrica
ou
esférica

Verséo do MCCA

@ = 0 para a versdo
cilindrica, @ = 1 para
versdo esférica.
Resolver
C104% + Co0A +C3 = 0
para calcular
GA e escolher araiz

Calcular 6d. adeguada.

Atualizar o valor

de Ad e Ad.

Passar para a
proxima iteracdo.
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