
 
 

 

Universidade de Aveiro 

Ano 2020 

Departamento de Matemática 

Vítor Duarte 
Rodrigues de Freitas 
 

Recursos Digitais para Matemática Aplicada às 
Ciências Sociais 
 
 
 

 

 

   

 



 
 

  

Universidade de Aveiro 

Ano 2020 

Departamento de Matemática 

Vítor Duarte 
Rodrigues de Freitas 
 

Recursos Digitais para Matemática Aplicada às 
Ciências Sociais 
 

 Dissertação apresentada à Universidade de Aveiro para cumprimento dos 

requisitos necessários à obtenção do grau de mestre em Matemática para 

Professores, realizada sob a orientação científica do Doutor João Pedro Cruz, 

Professor Auxiliar do Departamento de Matemática da Universidade de Aveiro. 

 

  



 
 

  

  
 

 

 

 

 

 

 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dedico este trabalho à memória de meu pai e à minha mãe, 

pela educação e pelos valores que me transmitiram. 

  



 
 

  

 

 
 
 

 
 

o júri   
 

presidente 
 

Doutora Andreia Oliveira Hall 

Professora Associada da Universidade de Aveiro 

  

vogais Doutora Irene Vitória Ribeiro Brito 

Professora Auxiliar da Universidade do Minho 

 
 
Doutor João Pedro Antunes Ferreira da Cruz (Orientador) 

Professor Auxiliar da Universidade de Aveiro 

 

  

 

                                                      

  

  

  

  



 
 
   

  

  
 

agradecimentos 

 
Quero dedicar estas primeiras linhas ao Prof. Doutor João Pedro Cruz que me 

aceitou como seu aprendiz e se predispôs a ajudar-me ao longo desta 

caminhada. Foi um privilégio trabalhar com ele, usufruindo da sua sabedoria, da 

sua disponibilidade em todos os momentos que necessitei da sua ajuda e do 

seu espírito tranquilizador. 

 

À minha mulher, Adelaide, pela paciência e pelo apoio incondicional que me 

deu, principalmente, nos momentos mais difíceis. 

 

Aos meus filhos, Andreia e Fábio, pelo entusiasmo com que receberam a notícia 

do meu regresso à Universidade de Aveiro e pelo carinho exteriorizado. 

 

Ao meu irmão, pela referência familiar e atenção sempre demonstrada. 

 

Aos meus amigos, por compreenderem as minhas ausências nas caminhadas e 

nos passeios de bicicleta. 

 
 

 

 

 

  

 

  



 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Caminante, no hay camino, 

se hace camino al andar. 

 

António Machado 

  



 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

palavras-chave 
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resumo 
 

 

Tendo como base de estudo o tópico Probabilidades no âmbito do plano 

curricular da disciplina de Matemática Aplicada às Ciências Sociais para o 11.º 

ano de escolaridade, exploramos possíveis potencialidades do software 

RStudio, em conexão com o Rmarkdown, na conceção de exercícios 

parametrizados, isto é, na criação de exercícios com um mesmo enunciado, e 

grau de dificuldade similar, a menos de parâmetros previamente definidos que 

serão gerados de forma aleatória. 

Com esta ferramenta computacional, construímos um total de 12 exercícios 

parametrizados de resposta aberta sobre conceitos do tópico Probabilidades 

acompanhados de uma proposta de resolução. Em uma dessas 

parametrizações, é possível a escolha prévia das soluções a partir das quais se 

determina quais os valores que devem constar no enunciado (exercício 

parametrizado invertido). 

O desenvolvimento deste recurso digital permite, a um docente com acesso aos 

ficheiros Rmarkdown e no seu próprio computador pessoal, a criação de 

documentos de suporte ao processo de ensino e aprendizagem, como sejam, 

fichas de exercícios ou provas de avaliação. 

Mais ainda, definimos um instrumento de avaliação adaptando o teste em duas 

fases. 
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abstract 

 
Based on the Probability topic included in the syllabus of the subject 

“Matemática para as Ciências Sociais” for 11th grade students, we explore 

potential abilities of the RStudio, working with the Rmarkdown, in creating the 

so called parameterized exercises. A parameterized exercise contains some 

previously defined parameters whose values are randomly generated leading 

to different exercises with similar statement and degree of difficulty. In our 

study, we consider open response type questions for the parameterized 

exercises. 

Using this computational tool, a total of 12 parameterized exercises about 

Probabilities accompanied by a resolution proposal are built. In one of these 

parameterizations, it is possible to previously choose the solutions from which 

it is determined which values should appear in the statement (inverted 

parameterized exercise). 

For any teacher with access to the Rmarkdown files, this digital resource on his 

own personal computer allows the creation of documents to support the 

teaching and learning process, such as exercise sheets or assessment tests. 

Furthermore, we propose to adapt the assessment test in two phases (“teste 

em duas fases”) using parametrized exercises in its construction. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Neste capítulo começamos por explicitar as motivações que nortearam a realização deste 

estudo, o qual tem como objetivo essencial explorar um instrumento digital para auxiliar 

professores e alunos no processo de ensino e aprendizagem, que nesta dissertação incidiu sobre o 

tema Probabilidades a nível do ensino secundário. Justificam-se as escolhas do tema curricular 

trabalhado (Probabilidades) e a ferramenta computacional eleita (RStudio). Procuramos 

descrever a lógica subjacente, os princípios e procedimentos que orientaram o nosso trabalho. No 

fim do capítulo, descrevemos a forma como a presente dissertação está estruturada. 

1.1 Motivação do estudo 

O desenvolvimento de novas e cada vez mais diversificadas ferramentas digitais no apoio 

ao processo de ensino e aprendizagem, com a finalidade de contribuir para um ensino mais 

inovador e uma aprendizagem mais motivadora, é uma realidade hoje em dia. Muitas dessas 

ferramentas encontram-se acessíveis para todos os agentes educativos mas, em geral, como meros 

utilizadores ou, permitindo a manipulação, esta pode não possibilitar o controlo total dos produtos 

criados pela ferramenta.  

Motivados por aprender e utilizar recursos digitais que auxiliem professores e alunos, não 

só no processo de ensino e aprendizagem, mas também na avaliação para as aprendizagens em 

Matemática, procedemos à exploração de uma ferramenta digital, de acesso livre, onde o professor 

pode ter um papel largamente ativo, criativo e autónomo, que lhe permita construir novas 

atividades distintas e diferenciadas. 

No âmbito do ensino da Matemática, importa usufruir de uma ferramenta computacional 

que seja versátil no cálculo algébrico e na escrita de fórmulas matemáticas, para além da 

componente gráfica que não foi objeto de exploração nesta dissertação. Neste enquadramento, 

optámos pela utilização do RStudio (RStudio Team, 2020), o qual integra o Rmarkdown que 

permite exportar os produtos criados para o formato WORD ou PDF, habitualmente usados pela 

classe dos professores na construção de documentos como sejam, por exemplo, fichas de exercícios 

ou provas de avaliação. O RStudio é um ambiente de desenvolvimento integrado no software R 
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(R Core Team, 2020) de acesso livre e de código aberto que trabalha com a linguagem de 

programação própria. 

 Com o objetivo de observar, na prática, possíveis potencialidades do RStudio na 

construção de documentos que auxiliem o professor de Matemática na sua atividade de docência, 

entre as diferentes áreas da Matemática, selecionámos o domínio Probabilidades inserido no tema 

Modelos de Probabilidade do programa da disciplina de Matemática Aplicada às Ciências Sociais 

(MACS), disciplina do Curso de Línguas e Humanidades dos Cursos Científico-Humanísticos, como 

disciplina bienal de opção (DGE, 2018). 

1.2 Enquadramento 

Um conjunto vasto de plataformas podem ser encontradas online que importa conhecer, 

em particular, o software RStudio. Porém, uma vez que optámos por abordar o tema de 

Probabilidades a nível das competências delineadas para a disciplina de MACS, convirá previamente 

contextualizar a criação desta disciplina no ensino. 

1.2.1 Conceção do programa da disciplina de MACS 

Com a publicação da Lei de Bases do Sistema Educativo (LBSE) através da Lei n.º 46/86, de 

14 de outubro, onde se estabeleceu o quadro geral do sistema educativo português, seguiu-se a 

Reforma do Sistema Educativo, concretizada no Decreto-Lei 286/89, de 29 de agosto. Neste 

diploma foram estabelecidos os princípios gerais que ordenaram a reestruturação curricular 

prevista no artigo 59º da LBSE. O ensino secundário passou a estar organizado em cursos 

secundários predominantemente orientados para o prosseguimento de estudos e em cursos 

secundários predominantemente orientados para a vida ativa, ou cursos tecnológicos (Ministério 

da Educação, 1993). Os respetivos planos curriculares dos cursos do ensino secundário passaram a 

integrar três componentes de formação: formação sociocultural ou geral, formação científica ou 

específica e formação técnica ou tecnológica. A disciplina de Métodos Quantitativos incorporava o 

conjunto de disciplinas da componente de formação específica, e era uma disciplina de um ano de 

frequência obrigatória num dos anos (10º, 11º ou 12º ano), nos casos em que os alunos não 

integravam a disciplina de Matemática no seu currículo. Desta forma, pretendia-se que qualquer 

aluno tivesse formação em Matemática independentemente da via de formação escolhida. 

O documento elaborado sobre o Programa de Matemática e Métodos Quantitativos já 

alertava, em 1989, para a importância do estudo da Estatística e da necessidade de alunos do 
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ensino secundário de áreas de estudos humanísticos terem contacto com números e gráficos: 

“Conhecimentos básicos de Cálculo, Estatística e Funções, são, hoje em dia, indispensáveis em 

numerosos ramos de atividade e na interpretação de fenómenos das ciências humanas. Um aluno 

que faz o seu curso secundário em áreas de estudos humanísticos, sem qualquer contacto com 

números e gráficos, fica com uma formação tão incompleta como um aluno de áreas científico-

tecnológicas que não tivesse frequentado qualquer disciplina de índole humanística” (DGEBS, 1991, 

p. 93). 

O programa da disciplina de Métodos Quantitativos contemplava, no tema Estatística e 

Probabilidades, os seguintes conteúdos temáticos: 

- Importância da Estatística; 

- Representação, interpretação e comparação de distribuições estatísticas; 

- Medidas de localização e de dispersão; 

- Distribuição bidimensional: estudo gráfico e intuitivo; 

- Evolução e importância do Cálculo das Probabilidades; 

- Lei dos grandes números; 

- Probabilidade de acontecimentos elementares equiprováveis: lei de Laplace; 

- Determinação da probabilidade de um acontecimento. 

 

 Apesar de se vincar esta necessidade e importância do estudo de Cálculo, Estatística e 

Funções, pelos alunos das áreas de estudos humanísticos, também se chamava a atenção para algo 

que caracterizava muitos dos alunos que escolhiam esta área de estudo: “temos de ter em conta 

um facto do conhecimento dos professores das áreas de letras: que muitos alunos as escolhem 

como fuga à disciplina de Matemática.” (DGEBS, 1991, p. 93). 

 No início deste século, em 2001, com a publicação do Decreto-lei 7/2001, de 18 de janeiro, 

aprovou-se a Revisão Curricular do Ensino Secundário. No entanto, esta implementação foi 

suspensa pelo Decreto-Lei 156/2002, de 20 de junho e só viria a ser consumada, com alterações, 

no ano letivo 2004/2005, com a publicação do Decreto-Lei 74/2004, de 26 de março. Surge, então, 

a disciplina de MACS que veio substituir a disciplina de Métodos Quantitativos. Com esta revisão 

curricular, a disciplina de MACS passou a fazer parte, apenas, do Curso Geral de Ciências Sociais e 

Humanas, como opção bienal, e do Curso Tecnológico de Ordenamento do Território e Ambiente, 

na componente de formação tecnológica, como trienal. Com a entrada em vigor do Decreto-Lei 

139/2012, de 5 de julho, as normas relativas ao funcionamento dos Cursos Tecnológicos 

mantiveram a sua continuidade até ao final do ano letivo 2013/2014. 

 Entretanto, o Decreto-Lei 139/2012, de 5 de julho, foi revogado pelo Decreto-Lei 55/2018, 

de 6 de julho, e de acordo com a necessária regulamentação através da publicação da Portaria n.º 
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226-A/2018, de 7 de agosto, a disciplina de MACS, atualmente, destina-se a alunos do Curso de 

Línguas e Humanidades dos Cursos Científico-Humanísticos, como disciplina bienal de opção, ou a 

alunos de outros cursos que, nos termos da legislação em vigor, optem por um percurso formativo 

próprio. 

 Esta disciplina foi criada como um enorme desafio uma vez que os seus autores referem 

que “muitas das rubricas não são muito habituais em Portugal” e que o seu programa “encontrará 

certamente dificuldades pelo facto de se dirigir a um conjunto de alunos que não tem sido 

suficientemente conquistado para a Matemática” (Silva, Martins, Martins, & Loura, 2001, p. 3). 

Porém, “mais do que pretender que os estudantes dominem questões técnicas e de pormenor, 

pretende-se que os estudantes tenham experiências matemáticas significativas que lhes permitam 

saber apreciar devidamente a importância das abordagens matemáticas nas suas futuras 

atividades” (Silva, Martins, Martins, & Loura, 2001, p. 1). E, nesse âmbito, o programa foi construído 

com uma estreita ligação entre os conteúdos a serem lecionados e os problemas da vida real. 

De todos os temas que constituem o programa de MACS, o de Estatística e Probabilidades, 

assume uma real importância, não só pelo número significativo de aulas propostas pelos autores, 

como pelos assuntos abordados em estrita ligação à vida quotidiana. 

Recentemente, houve uma acoplação ao programa de MACS com a definição das 

Aprendizagens Essenciais (DGE, 2018), articuladas com o Perfil dos Alunos à Saída da Escolaridade 

Obrigatória, no âmbito da entrada em vigor do Decreto-Lei n.º 55/2018, de 6 de julho. Neste 

documento normativo é definido na alínea b), do Artigo 3º, o conceito de Aprendizagens Essenciais 

como: 

“o conjunto comum de conhecimentos a adquirir, identificados como os conteúdos de 
conhecimento disciplinar estruturado, indispensáveis, articulados conceptualmente, 
relevantes e significativos, bem como de capacidades e atitudes a desenvolver 
obrigatoriamente por todos os alunos em cada área disciplinar ou disciplina, tendo, 
em regra, por referência o ano de escolaridade ou de formação”. 

 
No ponto 2, do Artigo 17º, do referido Decreto-Lei, é referido ainda que: 

“As Aprendizagens Essenciais constituem orientação curricular de base, para efeitos 
de planificação, realização e avaliação do ensino e da aprendizagem, em cada ano de 
escolaridade ou de formação, componente de currículo, área disciplinar, disciplina ou 
UFCD1”. 
 
O programa curricular da disciplina de MACS mantém-se, sem alterações, desde a sua 

homologação, em maio de 2001. 

 
1 Unidade de Formação de Curta Duração 
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1.2.2 Ferramentas digitais 

Um conjunto amplo de recursos digitais para Matemática é possível encontrar na internet. 

Trata-se de uma coleção, crescente e diversificada, de aplicações e softwares gratuitos, que 

permitem a alunos e professores usufruir de um vasto leque de exercícios e de testes (quizzes) 

previamente construídos, como também acompanhar a evolução das aprendizagens dos seus 

alunos, ou ainda, inclusivamente, elaborar os seus próprios exercícios e fichas de avaliação. 

Dando ênfase à disciplina de MACS, listamos de seguida alguns exemplos de aplicações, 

projetos e plataformas destinados a professores e a alunos, uns com maior ou menor difusão pela 

classe docente, outros desenvolvidos em ambiente empresarial ou no âmbito de projetos de 

investigação envolvendo instituições de ensino superior. 

 

Khan Academy 

A plataforma Khan Academy (Khan Academy, 2020), em Portugal, disponibiliza conteúdos 

de Matemática, traduzidos e adaptados ao contexto português por professores e investigadores 

sobre material original produzido por diversos especialistas. Tem em atenção as Aprendizagens 

Essenciais (DGE, 2018) e tem a validação da Sociedade Portuguesa de Matemática (SPM) e da 

Associação de Professores de Matemática (APM). Para além de vídeo-aulas abordando conteúdos 

dos programas curriculares das disciplinas de Matemática, para diferentes anos de escolaridade, e 

de MACS, para o 10.º e o 11.º ano de escolaridade, disponibiliza também questionários. Os 

questionários são constituídos por um conjunto variado de exercícios, caracterizados por questões 

de escolha múltipla, preenchimento de espaços ou representações gráficas interativas. A estratégia 

pedagógica associada a esta plataforma vai no sentido de aluno progredir passo-a-passo, 

conquistando pontos de questionário para questionário (no caso de se registar na plataforma) e 

observando as competências atingidas. Dá oportunidade ao aluno, se entender necessário, de 

aceder a um vídeo ou a uma pista nas situações em que demonstra dificuldade em resolver a 

questão proposta. O acesso a esta plataforma é gratuito. 

 

Escola Virtual e Aula Digital 

A Escola Virtual (Porto Editora, S.A., 2020) e a Aula Digital (LeYa, 2020), dos grupos 

editoriais Porto Editora, S. A. e Leya, respetivamente, são plataformas de estudo orientado que 

disponibilizam uma diversidade de recursos, tais como, vídeos-aula, exercícios interativos de 

diferentes conceções (escolha múltipla, seleção múltipla, verdadeiro ou falso, preenchimento de 

espaços, resposta curta, correspondência, ordenação e resposta em aberto), sínteses, testes 
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autocorretivos, análise de desempenho, entre outros, sobre os conteúdos do programa de 

Matemática dos diferentes anos de escolaridade, incluindo a disciplina de MACS, e exploram os 

conteúdos numa lógica de jogo e desafio. As soluções digitais disponíveis aumentam a panóplia de 

recursos referidos anteriormente consoante a licença de utilização seja gratuita ou sujeita a 

pagamento. 

 

Kahoot! 

É uma plataforma de aprendizagem (Kahoot, 2020), que é utilizada como recurso didático 

com o objetivo de verificar as aprendizagens dos alunos através de jogos baseados em questões de 

escolha múltipla. Permite uma abordagem pedagógica, na qual os alunos acedem às tarefas através 

de um dispositivo com ligação à internet e participam na atividade de forma individual ou em 

grupos. O utilizador pode usar as tarefas já disponíveis na plataforma Kahoot ou criar as suas 

próprias tarefas, mas está limitado na diversificação do género de exercícios devido à tipologia 

disponibilizada pela plataforma. Para os conteúdos da disciplina de MACS, a variedade de tarefas 

disponíveis em língua portuguesa é parca sendo mais abrangente em tarefas na língua inglesa. Nas 

versões cuja licença de utilização é sujeita a pagamento permitem mais tipos de perguntas e acesso 

a relatórios mais completos. 

 

Socrative 

É outra aplicação (Socrative, 2020) que permite, de uma forma divertida, verificar em 

tempo real as aprendizagens dos alunos sobre um determinado conteúdo lecionado. Desta forma, 

o professor tem a possibilidade de, rapidamente, descobrir as dificuldades dos alunos e encetar 

uma resposta para as colmatar. Nesta aplicação podem-se criar questões do tipo verdadeiro/falso, 

escolha múltipla ou ainda de resposta curta. Encontra-se também disponibilizada uma base de 

dados de testes maioritariamente em língua inglesa (https://quizshop.co/), não se observando uma 

classificação dos testes por tópicos, encontrando-se atualmente dispersos quanto aos domínios da 

disciplina de MACS. 

Nas versões sujeitas a pagamento possibilitam acesso a outro tipo de itens como, por 

exemplo, contagem decrescente na Corrida Espacial e acesso restrito com identificação de 

estudante. 
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Projeto HypatiaMat 

Ainda no contexto da escolaridade obrigatória, e para os alunos do ensino básico foi 

desenvolvido o Projeto HypatiaMat (HypatiaMat, 2020), com muitas aplicações concentradas nos 

conteúdos de Matemática do 1.º ano até ao 9.º ano. Disponibiliza os conceitos teóricos de forma 

resumida e exercícios de várias tipologias, como exemplo, escolha múltipla, preenchimento de 

espaços, construção de gráficos. No caso de o aluno apresentar dificuldades na resolução de um 

exercício ou problema poderá solicitar ajuda através do item pista. No fim da resolução das 

atividades é gerado um gráfico do desempenho do aluno que poderá ser enviado para qualquer 

endereço de e-mail. Apesar dos conteúdos disponibilizados estarem associados ao ensino básico, o 

tópico Organização e Tratamento de Dados com o item Probabilidades, direcionado ao 9º ano de 

escolaridade, poderá ser usado no âmbito da disciplina de MACS, no 11º ano de escolaridade, numa 

perspetiva de exploração de pré-requisitos e revisão de conceitos, uma vez que nesse item são 

abordados vários tópicos desta temática, e.g., acontecimentos, operações e relações entre 

acontecimentos, definição de Laplace, consequências da definição, propriedades, tabelas de dupla 

entrada e diagramas em árvore, com explanação teórica, exemplos e proposta de tarefas 

autocorretivas. O conteúdo desta plataforma pode ser acedido gratuitamente à exceção de alguns 

recursos e da monitorização (Backoffice), que carecem de protocolo com o Projeto HypatiaMat. 

 

Projetos da Universidade de Aveiro: PMatE, SIACUA e MEGUA 

O projeto PMatE/UA (PMatE/UA, 1989) é um projeto interdisciplinar desenvolvido desde o 

ano de 1989, sendo mais reconhecido pelas Competições Nacionais de Ciência (CNC). Tiveram o seu 

ponto de partida com a competição EquaMat, na disciplina de Matemática, para os alunos do 9º 

ano de escolaridade, de uma escola, no ano de 1991. Atualmente as competições são variadas e 

abarcam diferentes disciplinas, para alunos do 1º ciclo até ao ensino secundário. As questões 

apresentadas em cada nível de competição são do tipo de escolha múltipla, onde podem ser todas 

falsas, todas verdadeiras, ou combinações falso/verdadeiro. Também se destaca neste projeto a 

Plataforma de Ensino Assistido (PEA) que, para além de disponibilizar provas de treino para as CNC, 

possibilita testes de diagnóstico no início do ano letivo e a criação de provas, ambos com questões 

de escolha múltipla. No fim da realização de cada prova tem-se acesso aos resultados relativos à 

assertividade da cada resposta dada e o tempo da execução da prova. 

No que diz respeito ao sistema SIACUA (sigla de sistema interativo de aprendizagem por 

computador – Universidade de Aveiro) (https://siacua.web.ua.pt/) foi desenvolvido por forma a 

apoiar no estudo, de forma autónoma, os estudantes da Universidade de Aveiro. Apresenta 

https://siacua.web.ua.pt/
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conjuntos de questões parametrizadas do tipo verdadeiro ou falso e de escolha múltipla. Permite 

acesso à resolução de cada questão, passo a passo, no caso de resposta errada ou no caso de não 

se pretender submeter a resposta e, em alguns temas, ainda dá sugestões para revisão de conceitos 

prévios. Em cada conteúdo é apresentada uma barra horizontal de progresso de acordo com o 

desempenho observado. Este sistema tem materiais para a disciplina de MACS mas não estão a ser 

utilizados. 

O projeto MEGUA (SageMath, 2017); (Cruz, Oliveira, & Seabra, Exercise templates with Sage 

Math, 2012); (Cruz, Oliveira, & Seabra, 2016) construído sobre a plataforma do sistema gratuito de 

software matemático de código aberto SageMath (Software for Arithmetic Geometry 

Experimentation). O projeto MEGUA caracteriza-se por permitir a criação de bases de dados de 

exercícios parametrizados sobre os conteúdos de Matemática lecionados nos primeiros anos do 

ensino superior, e respetivas resoluções, escritos na linguagem tipográfica LaTeX e com a linguagem 

de programação Python. Segundo Cruz, Oliveira e Seabra  (2013), o objetivo é permitir aos alunos 

avaliar os seus conhecimentos e aos professores mais independência para se dedicarem a outro 

tipo de desafios e investir na qualidade do acompanhamento pedagógico dos seus alunos tendo 

em vista o sucesso educativo. 

 

Sistema Passarola 

O sistema Passarola é um sistema de geração de exercícios desenvolvido na Universidade 

do Minho (Brito, et al., 2018) que permite a geração de questões pela via da parametrização com 

recurso ao software "Maxima" (Maxima), das mais variadas áreas do conhecimento e com 

diferentes versões, o que possibilitará aos docentes gerar fichas de exercícios e testes todos 

diferentes para cada aluno. As perguntas geradas solicitam respostas cuja tipologia é diversificada 

e vão para além dos tipos simples como escolha múltipla ou soluções verdadeiro/falso. 

 

Outras aplicações e plataformas 

A par das anteriores ainda reunimos mais uma coleção de aplicações e plataformas 

existentes na internet, sendo certo que esta é uma coleção incompleta. Estas aplicações e 

plataformas disponibilizam instrumentos de avaliação e formas de apoio ao processo de ensino e 

aprendizagem, através da elaboração de cursos online ou de simples partilha de documentos, para 

as quais apresentamos uma simples descrição num apêndice a esta dissertação (Apêndice A.1), 

complementada com a tabela seguinte (Tabela 1) onde se resume algumas características de cada 

uma, nomeadamente, gratuitidade no acesso, instrumento de avaliação principal (Quizz/Teste),  
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emissão de um relatório de avaliação, utilização de técnicas de jogo na educação e se possui 

características de plataforma LMS (acrónimo que significa Learning Management System na qual o 

utilizador pode criar a sua disciplina e tarefas tais como fichas, mapas mentais, flashcards e notas, 

partilhar o material produzido com todos os utilizadores e monitorizar o seu desempenho). 

 

Tabela 1: Algumas características de plataformas de ensino e software educativo 

 

 

 
2 Com limites na utilização. 
3 Na versão paga. 

 Características 
Plataforma/ 
Software 

Grátis Quizz/ Testes Relatório 
Avaliação 

Sistema LMS Jogos 

Badaboom ✓ ✓ ✓  ✓ 
Behance      
Blackboard  ✓ ✓ ✓  
ClassMarker ✓

2 
✓ ✓

3   
Crowdsignal ✓

1 
✓ ✓   

Dribbble ✓     
EasytestMaker ✓

1 
✓ ✓

2   
FlexiquiZ ✓

1 
✓ ✓   

Gimkit ✓ ✓   ✓ 
GoConqr ✓ ✓ ✓ ✓  
Google Forms ✓ ✓ ✓   
Hotpotatoes ✓ ✓ ✓   
Mahara ✓     
Moodle ✓ ✓ ✓ ✓  
Nearpod ✓

1 ✓ ✓ ✓  
OnlineQuizCreator  ✓ ✓ ✓  
Pear Deck ✓

1 ✓ ✓   
Plickers ✓ ✓ ✓   
Proprofs  ✓ ✓ ✓ ✓ 
QuestionPro ✓

1 ✓ ✓ ✓  
Quibblo ✓ ✓ ✓  ✓ 
Quizalize ✓ ✓ ✓   
QuizStar ✓ ✓ ✓   
Quizizz ✓ ✓ ✓  ✓ 
Surveymonkey ✓ ✓ ✓   
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1.2.3 RStudio 

Trata-se de um software livre (RStudio Team, 2020) com ferramentas integradas para 

trabalhar com a linguagem de programação R a qual é amplamente usada por investigadores, de 

diversas áreas científicas, em estudos probabilísticos e estatísticos de fenómenos, realização de 

cálculos estatísticos, representações de uma diversidade de gráficos, em 2D e 3D, simulação de 

fenómenos, geração de dados (e consequente, parametrização de modelos), etc. O RStudio 

integra também o Rmarkdown que permite a criação de documentação em vários formatos. 

Tendo conhecimentos básicos de programação, a introdução à linguagem R não é difícil, 

sendo expectável erros iniciais de não se estar habituado (por exemplo: esquecer que o R distingue 

objetos designados pela mesma letra mas uma com letra maiúscula e outra com letra minúscula). 

A interface intuitiva e a disponibilização de instrumentos facilitadores de escrita de funções ou o 

nome de objetos já existentes no RStudio, torna o uso do RStudio mais atrativo relativamente 

à aplicação original de interface com a linguagem R. Por outro lado, a existência de fóruns de 

discussão com ilustrações de exemplos de utilização da linguagem R por uma comunidade bastante 

alargada de utilizadores dessa linguagem, investigadores, estudantes e outros de diversas áreas 

científicas, facilita ainda mais a escolha e o recurso ao R. Em geral, os utilizadores da linguagem R, 

quer usando a interface do RStudio ou apenas a consola do R, perante um problema, recorrem 

a essa comunidade colocando a questão usando a internet. A pergunta nunca é colocada na forma 

“o R permite fazer …[isto]…?” mas sim “Como o R pode fazer … [isto]?”. 

1.2.4 Objetivos 

O desafio de utilizar, no ensino obrigatório, uma ferramenta computacional em uso no 

ensino universitário, conduziu-nos à elaboração de exercícios parametrizados no âmbito da 

unidade didática Modelos de Probabilidade da disciplina de Matemática Aplicada às Ciências Socias 

(MACS) do 11º ano de escolaridade e à adaptação de um instrumento de avaliação conhecido por 

teste em duas fases (Leal, 1992) . 

Como acima listámos, um conjunto de plataformas online são disponibilizadas com várias 

possibilidades digitais que nos permitem obter exercícios e fichas de avaliação a fim de 

procedermos a uma recolha de informação/evidências sobre a evolução das aprendizagens dos 

alunos. Mas, por que razão há a necessidade de se avançar para mais uma forma de recolha de 

informação através da construção de exercícios parametrizados e fichas de avaliação para os 

alunos? A esta pergunta vamos dar como resposta a dissertação como um todo, mas realçamos, 
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desde já, o facto de que um exercício parametrizado, de acordo com Oliveira, Carvalho e Vieira 

(2004), é um “gerador de questões sobre um certo tema escolhido”. Portanto, ao parametrizarmos 

exercícios temos a possibilidade de contruir uma panóplia de questões. Apesar de algumas 

plataformas online apresentarem conteúdos de confiança e exercícios relacionados com a disciplina 

de MACS, e.g., Khan Academy, Escola Virtual, não controlamos o produto que nos é apresentado 

ou não podemos acrescentar novos exercícios. Noutras plataformas disponíveis, e.g., Socrative, 

Kahoot, estamos limitados na parametrização ou os exercícios disponíveis para a disciplina de MACS 

estão dispersos pelo domínio Estatística. E, de um modo geral, para utilizarmos as plataformas na 

sua plenitude, temos que adquirir licenças de utilização com expensas próprias. Por isso, ao 

parametrizarmos exercícios temos o domínio de todo o processo criativo, de todas as variáveis, 

gerando questões versáteis, adaptáveis a um grupo turma e a diferentes anos de escolaridade, 

podendo disponibilizá-los numa plataforma de Gestão da Aprendizagem (LMS) e com os quais 

podemos construir instrumentos de avaliação. Neste âmbito, pretendemos com esta dissertação 

dar um contributo para a utilização de um instrumento de avaliação ao qual designamos por Teste 

em Duas Fases Parametrizado. 

1.3 Estrutura da dissertação 

Esta dissertação é constituída por quatro capítulos para além deste capítulo introdutório. 

No Capítulo 2 apresentamos um conjunto de 12 exercícios parametrizados construídos com 

a ferramenta computacional RStudio e adequados para a disciplina de MACS, do 11º ano de 

escolaridade, relativos ao tema Modelos de Probabilidades. Este capítulo é precedido de uma breve 

abordagem aos conceitos matemáticos que são objeto de trabalho nos exercícios parametrizados. 

No Capítulo 3 abordaremos, sem se ser exaustivo, o assunto da avaliação formativa ou 

como atualmente se designa avaliação para as aprendizagens (ApA), tema que reiteradamente se 

encontra na órbita normativa e faz parte da ação pedagógica do professor, desde a década de 80 

do século passado, mas que tem dificuldade em se impor, e o instrumento de avaliação Teste em 

Duas Fases Parametrizado. 

Finalizamos com o Capítulo 4 onde elencamos as principais conclusões que resultaram do 

trabalho desenvolvido. 

Esta dissertação inclui, ainda, dois apêndices. Num deles, Apêndice A.1, consta um resumo 

das plataformas enumeradas na Tabela 1 e no outro, Apêndice A.2, o código fonte de dois exercícios 

parametrizados para ilustração do trabalho implementado na Secção 2.3. Os códigos fonte de todos 
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os exercícios encontram-se publicados no seguinte sítio https://github.com/vitordrfreitas/MACS/ 

da plataforma GitHub (GitHub).  

https://github.com/vitordrfreitas/MACS/
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CAPÍTULO 2 

Construção de exercícios parametrizados para MACS 

Iniciamos este capítulo com uma breve abordagem a um conjunto de conceitos 

matemáticos sobre os quais incidiu o nosso estudo, seguidos de uma breve explicação como criar 

um exercício utilizando as ferramentas do RStudio e, por fim, apresentamos um conjunto de 

exercícios parametrizados utilizando as referidas ferramentas. 

2.1 Tópicos de MACS escolhidos 

Nesta secção trataremos, de forma breve e ao nível do ensino secundário, os conceitos 

matemáticos que são objeto de trabalho nos exercícios parametrizados que foram construídos para 

a presente dissertação (Secção 2.3.2), os quais são relativos a conteúdos do tema Modelos de 

Probabilidade, para o 11.º ano de escolaridade, mais especificamente, Fenómenos Aleatórios, 

Argumentos de Simetria e Regra de Laplace, Probabilidade Condicional, Árvores de Probabilidades, 

Acontecimentos Independentes, Probabilidade Total e Regra de Bayes. 

 Para este propósito, recorremos a manuais clássicos, habitualmente recomendados na 

bibliografia de disciplinas de Probabilidades e Estatística lecionadas no ensino superior (Murteira, 

1990) e (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2010), e a dois manuais escolares (Longo & Branco, 

2011) e (Simões, 2016) cujos conteúdos, em termos científicos, foram acreditados por entidades 

científicas externas. 

Atendendo à sequenciação temporal com que habitualmente os itens referidos 

anteriormente são lecionados e à sua própria especificidade, poderemos dividi-los em três 

categorias ou classes, como assinalado na Tabela 2. Na classe “Introdutórios” teremos os objetos 

de suporte à definição de uma medida de Probabilidade, tais como o espaço de resultados e 

acontecimento. De seguida, passamos ao conceito fundamental, de base, lecionado no assunto 

Estatística e Probabilidade, que é a medida de Probabilidade e propriedades desta função. Por fim, 

destacamos conceitos subsequentes que podem ser desenvolvidos conduzindo, por exemplo, a 

uma nova medida de probabilidade, a probabilidade condicional e propriedades a ela associadas. 
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Tabela 2. Categorização dos conceitos matemáticos envolvidos no tópico Probabilidades para o 11.º ano de 
escolaridade. 

Classe de conceitos Conceitos envolvidos 

Introdutórios Fenómeno aleatório, Experiência aleatória e Espaço de resultados 

Acontecimento e operações de acontecimentos 

  

Fundamentais  Conceito de Probabilidade segundo Laplace e suas Propriedades 

  

Subsequentes Definição de Probabilidade Condicional e Teoremas associados 

Definição de Acontecimentos independentes 

 

Seguidamente, para cada uma das três categorias mencionadas na Tabela 2, listaremos os 

conceitos de forma sucinta. 

2.1.1 Conceitos introdutórios 

Um fenómeno diz-se aleatório quando o resultado de cada realização é, em oposição a um 

fenómeno determinístico, incerto, admitindo-se que é possível encontrar uma regularidade ou 

padrão desses resultados quando o fenómeno, que se assume ser repetível, se realiza um número 

elevado de vezes e nas mesmas condições.  

Uma experiência aleatória corresponde à realização de um fenómeno aleatório. Embora se 

caracterize por ser conhecido, a priori, o conjunto de todos os resultados possíveis de ocorrer na 

realização do fenómeno aleatório, o resultado de cada realização não é possível de ser previsto com 

exatidão já que este depende do acaso. 

O conjunto de todos os possíveis resultados que podem ocorrer na realização de um 

fenómeno aleatório, denotado habitualmente por Ω, é designado por Espaço de resultados ou 

Espaço dos possíveis ou Espaço amostral ou Espaço-amostra. Qualquer subconjunto desse 

conjunto/espaço representa um Acontecimento. Dependendo da cardinalidade desses 

subconjuntos, teremos o Acontecimento elementar (contém somente 1 elemento), o 

Acontecimento composto (contém pelo menos 2 elementos), o Acontecimento certo (contém todos 

os elementos do espaço de resultados; portanto, Ω é o acontecimento certo) e o Acontecimento 

impossível (sem elementos do espaço de resultados) o qual é usualmente denotado por 𝜙. 
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Sendo um acontecimento um conjunto, toda a álgebra de conjuntos pode ser transcrita 

para os acontecimentos surgindo então a Álgebra de Acontecimentos. Assim, dados dois 

acontecimentos 𝐴 ⊆ Ω e 𝐵 ⊆ Ω, definem-se os seguintes acontecimentos: 

• Acontecimento Reunião, 𝐴 ∪ 𝐵: diz-se que 𝐴 ∪ 𝐵 ocorre se e somente se pelo menos um 

deles, 𝐴 ou 𝐵, ocorre. 

• Acontecimento Interseção, 𝐴 ∩ 𝐵: diz-se que 𝐴 ∩ 𝐵 ocorre se e somente se ambos, 𝐴 e 𝐵, 

ocorrem simultaneamente. 

No caso particular de 𝐴 e 𝐵 não poderem ocorrer simultaneamente, i.e.,  𝐴 ∩ 𝐵 = 𝜙, 

diremos que 𝐴 e 𝐵 são Acontecimentos Disjuntos ou Mutuamente Exclusivos ou, ainda, 

Incompatíveis. 

• Acontecimento diferença, 𝐵\𝐴: diz-se que 𝐵\𝐴 ocorre se e somente se 𝐵 ocorre sem que 

𝐴 ocorra. 

No caso particular do acontecimento diferença ser Ω\𝐴, o qual ocorre se e somente se 𝐴 

não ocorre, designa-se por Acontecimento Contrário ou Acontecimento Complementar de 

𝐴 e é denotado usualmente por 𝐴 ̅ . 

 

Exemplo 1. De uma caixa contendo 30 saquetas de chá, indistinguíveis ao tato, com 5 sabores 

diferentes (12 de cidreira, 6 de camomila, 6 de limão, 5 de tília e 1 de frutos vermelhos), um jovem 

recolhe uma saquela ao acaso e sem ver. Nestas circunstâncias, a experiência aleatória corresponde 

ao ato do jovem selecionar uma saqueta de chá. Seguindo a Figura 1, onde cada retângulo simboliza 

uma saquela de chá, o espaço de resultados Ω corresponde ao conjunto constituído pelas 30 

saquelas de chá, sendo que: 

• 𝐴5 =“selecionar um chá de frutos vermelhos” é um acontecimento elementar; 

• 𝐴3 =“selecionar um chá de limão” é um acontecimento composto; 

• 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = 𝜙, para todo o 𝑖 ≠ 𝑗, já que o jovem não pode selecionar uma saquela de chá de 

dois sabores diferentes, em simultâneo; 

•  𝐴1 ∪ 𝐴2 = “selecionar um chá de cidreira ou de camomila” 

• 𝐴4
̅̅ ̅ = “selecionar um chá que não seja de tília”. 
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Figura 1. Ilustração da partição do espaço de resultados em cinco acontecimentos (identificáveis por cinco 
distintas tonalidades de cor cinzento) de acordo com o Exemplo 1. 

2.1.2 Conceitos fundamentais 

Na literatura especializada podemos encontrar vários conceitos para a Probabilidade. Para 

a disciplina de MACS, o estudo tem-se restringido ao conceito conhecido por clássico ou por regra 

de Laplace. De acordo com essa abordagem, dado um espaço de resultados Ω, com um número 

finito 𝑁 de elementos, todos igualmente possíveis, e um acontecimento 𝐴 ⊆ Ω  constituído por 𝑁𝐴 

elementos de Ω, a probabilidade de ocorrência de 𝐴, denotada por 𝑃(𝐴), é dada pelo quociente 

entre o número de casos favoráveis à ocorrência do acontecimento 𝐴 e o número total de casos 

possíveis que poderiam ocorrer na realização da experiência, ou seja, é o valor numérico dado pelo 

seguinte quociente: 

 

𝑃(𝐴) =
𝑛. º 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑛. º 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 =  

𝑁𝐴

𝑁
 (1) 

 

 Para assumir, como exigido na regra de Laplace, que todos os resultados elementares são 

“igualmente possíveis”, em geral, recorre-se ao Princípio da Simetria o qual garante tal propriedade 

ao afirmar que todos os resultados de objetos não viciados são igualmente possíveis, ou seja, os 

dois lados de uma moeda, as seis faces de um dado, etc. Contudo, a noção de “igualmente 

possíveis” é sinónimo de “igualmente prováveis” ou “equiprováveis”, pelo que o conceito clássico 

de Probabilidade representa apenas uma regra de cálculo e não representa propriamente uma 

definição. Isto deve-se ao carácter circular da Regra de Laplace que parte do pressuposto de que os 

resultados elementares são “equiprováveis” sem ainda se saber como calcular a probabilidade de 

qualquer acontecimento. Portanto, como verificar a veracidade do pressuposto da 

equiprobabilidade que surge no enunciado da regra de Laplace? A verificação de os resultados 

elementares serem equiprováveis é um assunto algo filosófico que é contornado argumentando 

com o Princípio da Razão Insuficiente que afirma que, se não há razões para acreditar que pelo 
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menos um dos resultados elementares é mais provável do que os restantes, então é admissível 

pressupor que são todos equiprováveis. 

 Resolvida a questão filosófica da equiprobabilidade no conceito clássico de Probabilidade, 

diversas propriedades para a função Probabilidade podem ser estabelecidas usando a fórmula (1). 

A seguir listamos um conjunto de resultados bastante úteis na resolução de exercícios. No que se 

segue, denotaremos por 𝑁𝐴 o número de casos favoráveis à realização de qualquer acontecimento 

𝐴 ⊆ Ω, com Ω ≠ 𝜙, e atenderemos a propriedades da cardinalidade dos conjuntos. 

 

Propriedade 1:   𝑃(𝐴 ̅) = 1 − 𝑃(𝐴), ∀ 𝐴 ⊆ Ω 

Demonstração: Uma vez que 𝐴 ̅ = Ω\𝐴 , então 𝑁𝐴̅ = 𝑁Ω − 𝑁𝐴 = 𝑁 − 𝑁𝐴, e portanto 

𝑃(𝐴 ̅) =
𝑁𝐴̅

𝑁
=  

𝑁−𝑁𝐴

𝑁
= 1 −

𝑁𝐴

𝑁
= 1 − 𝑃(𝐴). 

□ 

Propriedade 2:   0 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1, ∀ 𝐴 ⊆ Ω 

Demonstração: Necessariamente, para qualquer  𝐴 ⊆ Ω,  𝑁𝐴 ≥ 0 pois representa uma frequência 

absoluta. Também, 𝑁Ω = 𝑁 > 0, já que com Ω ≠ 𝜙. Logo,  𝑃(𝐴) =
𝑁𝐴

𝑁
≥ 0. 

Por outro lado, porque  𝐴 ⊆ Ω, então necessariamente 𝑁𝐴 ≤ 𝑁Ω. Logo, 𝑃(𝐴) =
𝑁𝐴

𝑁
≤ 1. 

□ 

Propriedade 3: 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ̅) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵),  ∀ 𝐴, 𝐵 ⊆ Ω 

Demonstração: Uma vez que 𝐴 ∩ 𝐵 ̅ = A\(𝐴 ∩ 𝐵) , então 𝑁𝐴∩𝐵̅ = 𝑁A − 𝑁𝐴∩𝐵, e portanto 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ̅) =
𝑁𝐴∩𝐵̅

𝑁
=  

𝑁A−𝑁𝐴∩𝐵

𝑁
= 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵). 

□ 

Propriedade 4: 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵),  ∀ 𝐴, 𝐵 ⊆ Ω. 

No caso particular de 𝐴 e 𝐵 serem acontecimentos disjuntos, então se terá: 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵). 

Demonstração: Comecemos por considerar o caso geral e notar que  (𝐴 ∪ 𝐵)\𝐴 = 𝐵\(𝐴 ∩ 𝐵). 

Logo, 𝑁𝐴∪𝐵 − 𝑁𝐴 = 𝑁B − 𝑁𝐴∩𝐵, e portanto 

𝑁𝐴∪𝐵−𝑁𝐴

𝑁
=  

𝑁B−𝑁𝐴∩𝐵

𝑁
. 

Ou seja, 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) − 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵), donde se deduz o pretendido. 

Se, em particular, 𝐴 e 𝐵 são acontecimentos disjuntos, então 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝜙 e, portanto, nesse caso, 

𝑁𝐴∩𝐵 = 𝑁𝜙 = 0, donde  

𝑁𝐴∪𝐵 − 𝑁𝐴

𝑁
=  

𝑁B

𝑁
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concluindo-se que 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵). 

□ 

Partindo do conceito Axiomático de Kolmogorov as quatro propriedades acima 

mencionadas poderiam também ser demonstradas. Esse conceito corresponde à definição de 

Medida de Probabilidade. Trata-se de uma função P que a cada acontecimento do espaço de 

resultados  Ω faz corresponder um número real, habitualmente denotado por P(A) e designado por 

probabilidade do acontecimento A, o qual verifica as seguintes condições denominadas Axiomas de 

Kolmogorov para espaços finitos: 

1) 𝑃(𝐴) ≥ 0, ∀ 𝐴 ⊆  Ω ; 

2) 𝑃(Ω)  =  1; 

3) Para quaisquer acontecimentos 𝐴 ⊆ Ω  e 𝐵 ⊆ Ω e incompatíveis, i.e., 𝐴 ∩ 𝐵 =  𝜙 , se 

tem 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵). 

 
Exemplo 2. Retomando o exemplo anterior ilustrado na Figura 1, e seguindo a contagem de 

“saquelas de chá”, teríamos que: 

• A probabilidade de o jovem selecionar casualmente um chá de frutos vermelhos é dada 

por: 𝑃(𝐴5) =
1

30
 ; 

• A probabilidade de o jovem selecionar casualmente um chá de limão é dada por: 𝑃(𝐴3) =

6

30
=

1

5
 ; 

• A probabilidade de o jovem selecionar casualmente um chá com sabor a cidreira ou a 

camomila é dada por 𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2) = 𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐴2) =
12

30
+  

6

30
=

3

5
, já que 𝐴1 e 𝐴2 são 

acontecimentos disjuntos; 

• A probabilidade de o jovem selecionar casualmente um chá de qualquer sabor exceto tília 

é dada por  𝑃( 𝐴4
̅̅ ̅ ) = 1 − 𝑃(𝐴4) = 1 −

5

30
=

5

6
 . 

2.1.3 Conceitos subsequentes 

Uma nova função probabilidade é introduzida quando existe um conhecimento a priori da 

ocorrência de um dado acontecimento, i.e., pretende-se calcular a probabilidade de um 

acontecimento sabendo que um outro acontecimento se realizou. Surge, assim, a noção de 

probabilidade condicionada. Dados dois acontecimentos 𝐴 e 𝐵 de um mesmo espaço de resultados 

Ω, com 𝑃(𝐵) > 0, define-se probabilidade de 𝐴 condicionada a 𝐵, e escrevemos 𝑃(𝐴|𝐵), como 

sendo 
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𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
 

Esta noção representa a probabilidade de ocorrência do acontecimento 𝐴 quando restringimos o 

espaço de resultados ao espaço definido pelo acontecimento 𝐵. Quando o conhecimento da 

ocorrência de 𝐵, tendo-se 𝑃(𝐵)  >  0 , não afeta a probabilidade de ocorrência de 𝐴, ou seja, 

𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐴) , neste caso diz-se que 𝐴 e 𝐵 são acontecimentos independentes. 

 

Exemplo 3. Consideremos o Exemplo 1 e o acontecimento “colocar açúcar no chá”, que o 

designaremos por 𝐵, do espaço de resultados Ω, conforme se encontra ilustrado no Figura 2. 

Segundo a Figura 2, facilmente se deduz que: 

• 𝑃(𝐵|𝐴1) =
4

12
=

1

3
 

• 𝑃(𝐵|𝐴2) = 𝑃(𝐵|𝐴3) =
4

6
=

2

3
 

• 𝑃(𝐵|𝐴4) =
1.5

5
=

3

10
 

• 𝑃(𝐵|𝐴5) = 0.5 

 

 

Figura 2. Ilustração dos acontecimentos descritos no Exemplo 3. 

 
Com base nas definições de Probabilidade Condicionada e de Independência, tem-se as seguintes 

propriedades que funcionam como ferramentas de cálculo, muito úteis na resolução de problemas. 

 

Propriedade 5 (Regra da multiplicação de probabilidades): Para todo o 𝐴, 𝐵 ⊆  Ω, tem-se 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐵) × 𝑃(𝐴|𝐵) 

 

Propriedade 6 (Condição necessária e suficiente de independência de acontecimentos): Para todo 

o 𝐴, 𝐵 ⊆  Ω, tem-se que 𝐴 e 𝐵 são independentes se e somente se 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) 
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Propriedade 7 (Regra de Bayes): Seja o espaço de resultados Ω constituído por uma partição de 𝑛 

acontecimentos, 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛; Portanto, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = 𝜙 , ∀ 𝑖 ≠ 𝑗, e 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑛 = Ω, com 

𝑃(𝐴1), 𝑃(𝐴2), ⋯ , 𝑃(𝐴𝑛) > 0.  Se 𝐵 é um acontecimento em Ω, com 𝑃(𝐵) > 0, então 

𝑃(𝐴𝑘|𝐵) =  
𝑃(𝐴𝑘)×𝑃(𝐵|𝐴𝑘)

𝑃(𝐴1)×𝑃(𝐵|𝐴1)+ 𝑃(𝐴2)×𝑃(𝐵|𝐴2)+⋯+ 𝑃(𝐴𝑛)×𝑃(𝐵|𝐴𝑛)
 , 

para qualquer 𝑘 = 1,2, ⋯ , 𝑛. 

 

 A Regra de Bayes resulta da aplicação direta da definição de Probabilidade Condicionada 

em que, no numerador, é aplicada a regra da multiplicação de probabilidades e, no denominador, 

é aplicada o seguinte resultado conhecido por Lei da Probabilidade Total, o qual é muito usado 

quando é mais fácil de conhecer a probabilidade de um acontecimento sob circunstâncias 

diferentes e incompatíveis. Concretamente, uma vez que, para uma partição do espaço de 

resultados Ω com 𝑛 acontecimentos, 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛, tem-se que  

𝐵 = (𝐵 ∩ 𝐴1) ∪ (𝐵 ∩ 𝐴2) ∪ ⋯ ∪ (𝐵 ∩ 𝐴𝑛) , 

e como os acontecimentos 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛 são disjuntos dois a dois, então, pela Propriedade 4 para 

acontecimentos disjuntos, resulta que 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴1) +  𝑃(𝐵 ∩ 𝐴2) + ⋯ + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴𝑛). 

Assim, aplicando a cada termo do segundo membro a regra da multiplicação de probabilidades, 

resulta o seguinte resultado (Propriedade 8). 

 

Propriedade 8 (Lei da Probabilidade Total): Seja o espaço de resultados Ω constituído por uma 

partição de 𝑛 acontecimentos, 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛; Portanto, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = 𝜙 , ∀ 𝑖 ≠ 𝑗, e 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ ⋯ ∪

𝐴𝑛 = Ω, com 𝑃(𝐴1), 𝑃(𝐴2), ⋯ , 𝑃(𝐴𝑛) > 0. Se 𝐵 é um acontecimento em Ω, então 

 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴1) × 𝑃(𝐵|𝐴1) +  𝑃(𝐴2) × 𝑃(𝐵|𝐴2) + ⋯ +  𝑃(𝐴𝑛) × 𝑃(𝐵|𝐴𝑛) 

 

Exemplo 4. Retomemos o exemplo anterior. Usando a regra de Bayes, podemos calcular a 

probabilidade de o jovem ter selecionado um chá de limão sabendo que colocou açúcar. Na prática, 

tal corresponde a aplicar a definição de probabilidade condicionada calculando, separadamente, o 

numerador e o denominador da sua expressão. Concretamente, temos que: 

• a probabilidade de o jovem ter selecionado uma saquela de chá de limão sabendo que 

colocou açúcar corresponde ao valor de  𝑃(𝐴3|𝐵); 

• 𝑃(𝐴3 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴3) × 𝑃(𝐵|𝐴3) =
1

5
×

2

3
=

2

15
 ; 

• Pela Lei da probabilidade total, e seguindo a Figura 2, resulta que 
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𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴1) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴2) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴3) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴4) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴5) 

= 𝑃(𝐴1)𝑃(𝐵|𝐴1) + 𝑃(𝐴2)𝑃(𝐵|𝐴2) + 𝑃(𝐴3)𝑃(𝐵|𝐴3) + 𝑃(𝐴4)𝑃(𝐵|𝐴4) + 𝑃(𝐴5)𝑃(𝐵|𝐴5) 

=
12

30
×

4

12
+

6

30
×

4

6
+

6

30
×

4

6
+

5

30
×

3

10
+

1

30
×  

1

2
=  

14

30
 =  

7

15
 . 

• Por definição de probabilidade condicionada, obtemos: 

𝑃(𝐴3|𝐵) =
𝑃(𝐴3∩𝐵)

𝑃(𝐵)
=

2

15
7

15

 = 
2

7
. 

 
 Relativamente à resolução de exercícios envolvendo probabilidades condicionadas, em 

geral, recorre-se a instrumentos/esquemas que auxiliam na visualização da formulação matemática 

do problema, como sejam, o diagrama de árvore, a tabela de contingência e o diagrama de Venn, 

como ilustraremos mais à frente nos Exercícios da Secção 2.3.2. 

2.2 Como criar um exercício usando o RStudio 

 Para a construção de exercícios parametrizados privilegiamos, nesta dissertação, a 

linguagem R e as ferramentas RStudio e Rmarkdown (RStudio Team, 2020). Assim, a criação 

de um exercício corresponde à elaboração de um documento escrito em Rmarkdown, entrelaçado 

com comandos do R específicos para a parametrização e execução de fórmulas com vista à 

obtenção de um enunciado (não único, com elementos aleatórios) e a respetiva resolução. Na 

Figura 3 esquematizamos, sinteticamente, a estrutura procedimental associada à criação dos 

exercícios construídos para a presente dissertação utilizando a interface RStudio. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 3. Etapas para a criação de um documento/exercício com o Rmarkdown. 

De acordo com a Figura 3, três fases estão então por detrás dos exercícios construídos. Na 

primeira fase, instalámos, por esta ordem, o R e a interface RStudio. As respetivas aplicações 

podem ser descarregadas gratuitamente em  https://cran.r-project.org/ e em https://rstudio.com/. 

• Instalar o software R; 

• Instalar a interface RStudio; 

• Instalar, caso não exista, o 

pacote Rmarkdown. 

Fase 1 

Instalar ferramentas base  
 

• Abrir um documento novo do 

Rmarkdown; 

• Preparar cabeçalho do 

documento 

(começa e termina com  - - - ); 

• Instalar e carregar os pacotes 

necessários. 

Fase 2 

Preparar documento 

 
• Escrever porções de códigos 

(chunks) em R 

(começa e termina com ```); 

• Escrever o texto (Enunciado + 

Proposta de resolução) 

(fica fora dos chunks e das partes 

comentadas do script). 

Fase 3 

Escrever as instruções 

 

https://cran.r-project.org/
https://rstudio.com/
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Ao abrir a interface RStudio podemos visualizar quatro painéis (Figura 4): à esquerda, acima 

temos o painel relativos aos documentos do R (scripts) que se encontram abertos, e abaixo 

temos acesso à  Console onde executamos o código e recebemos as saídas (outputs); e à direita, 

acima encontramos o Environment, painel com todos os objetos criados com a execução dos 

comandos escritos no script e executados na consola, e abaixo poderemos encontrar os gráficos 

construídos os quais serão apresentados no painel Plots. Agregado ao RStudio, por norma, 

temos acesso ao RMarkdown. Caso este não venha com o RStudio, instala-se executando os 

seguintes comandos: 

  > install.packages("rmarkdown") 

 > library(rmarkdown) 

 

Figura 4. Ilustração da interface RStudio 

A fase seguinte destina-se a preparar um documento do Rmarkdown, isto é, um 

documento com a extensão rmd. Em primeiro lugar, abrimos um novo documento (script) 

selecionando, no menu, File -> New File -> RMarkdown. Seguidamente, na parte superior do 

script criado, definimos o cabeçalho do documento com a introdução dos seguintes elementos: 

título, autor, data e, por fim, com a indicação do formato de output. Na Figura 5 ilustra-se 

o modelo que optámos para o cabeçalho e a correspondência com o documento gerado (output). 
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O cabeçalho deverá ser iniciado e encerrado com três traços “---”. Para o nosso caso, o formato de 

output selecionado foi o WORD, de entre os três possíveis: HTML, PDF, WORD. Embora os pacotes 

necessários a cada exercício específico surjam à medida que o código vai sendo desenvolvido, para 

melhorar organização, as referências a suas bibliotecas (library) encontram-se antes do código 

propriamente dito. Assim, na estrutura dos exercícios construídos, encontraremos os comandos 

que chamam tais pacotes a seguir ao cabeçalho sendo que, para a sua instalação, optámos por 

instalar, cada um, a partir da Console com recurso à função install.packages(). 

 

 

Figura 5. Exemplo de ficheiro em WORD gerado pelo RMarkdown 

Finalmente, a terceira e última fase destina-se a encetar a escrita da sequência de 

comandos do R conducente à geração da experiência aleatória descrita no enunciado do exercício 

e ao cálculo que permitam descrever uma possível estratégia de resolução, a qual será deixada 

como proposta de resolução do exercício, e por último, à escrita do enunciado parametrizado e 

uma sua resolução.  As porções de código em R construídas deverão estar entre símbolos formados 

por três acentos graves (i.e.:```), enquanto que todas as linhas não comentadas (i.e.: qualquer linha 

precedida pelo símbolo #) figurarão como texto no documento final produzido pelo Rmarkdown. 

Para gerar uma versão este documento, com formato de saída anteriormente escolhido (no nosso 

caso, WORD), selecionar, na barra superior, o item Knit. Assim, não havendo erros no script, 

obtém-se um documento com Enunciado e uma Proposta de Resolução. Este output pode ser 
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precedido pela sequência de comandos do R que o originou, caso se opte por considerar (echo 

= FALSE)na seguinte sequência de comandos: 

```{r setup, include=FALSE} 

knitr::opts_chunk$set(echo = FALSE) 

``` 

após o cabeçalho do documento. 

2.3 Exercícios parametrizados para MACS usando o RStudio 

Nesta secção iremos abordar, em pormenor, a parametrização de exercícios relacionados 

com alguns conteúdos da unidade didática Modelos de Probabilidade da disciplina de MACS, 11º 

ano de escolaridade, utilizando a interface RStudio que produz um documento em WORD através 

do RMarkdown, encontrando-se, em apêndice, o código do R para a programação de alguns 

exercícios (exemplos). Procuramos diversificar a tipologia dos exercícios, tendo em vista mostrar 

quão versátil é a linguagem R, finalizando-os com a apresentação de uma proposta de resolução. 

2.3.1 Tipologia dos exercícios parametrizados construídos 

A tipologia dos itens que integram os instrumentos de avaliação externa é definida de 

acordo com o tipo de resposta esperada (IAVE, I.P., 2019) sendo estes classificados por itens de 

seleção (escolha múltipla, associação, ordenação, verdadeiro/falso e completamento) e itens de 

construção (completamento, resposta curta, resposta restrita e resposta extensa). No trabalho que 

apresentamos optamos por parametrizar itens de construção nos formatos de resposta curta e 

resposta restrita. Nos itens de resposta curta, a resposta implica, por exemplo, a apresentação de 

uma palavra, de uma expressão, de uma frase, de um símbolo, de um número ou de uma fórmula.  

Nos itens de resposta restrita, a resposta implica, por exemplo, a apresentação de uma explicação, 

de uma previsão, de uma conclusão, de uma representação ou de uma construção gráfica, de 

cálculos ou de determinações gráficas.   

A parametrização de cada exercício pode ser dividida em dois formatos: uma 

parametrização associada à multiplicidade de enunciados que um mesmo exercício pode ter, à qual 

chamamos de Parametrização Primária e a parametrização associada à multiplicidade de 

enunciados de cada alínea ou subalínea do exercício, designada por Parametrização Secundária 

(Figura 6). 
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Figura 6. Parametrização do Exercício 

Recordemos que para a elaboração dos exercícios parametrizados utilizamos a linguagem 

de programação R, software livre, versátil, acessível, com grandes potencialidades, o qual se instala 

numa ampla variedade de plataformas: Linux, Macintosh e Windows. Utilizamos o interface 

RStudio e alguns pacotes (library) do R, que são extensões que contêm funções específicas 

para a realização de determinadas ações, como por exemplo, knitr ou phonTools, que nos 

permitiu programar e parametrizar um conjunto de exercícios no âmbito da unidade didática 

Modelos de Probabilidade, da disciplina de Matemática Aplicada às Ciências Sociais (MACS), do 11º 

ano de escolaridade, mais especificamente, sobre os conteúdos Acontecimentos, Regra de Laplace, 

Probabilidades em Experiências Compostas, Acontecimentos Independentes, Probabilidade 

Condicional, Lei da Probabilidade Total  e Regra de Bayes. Os arquivos em formato digital foram 

criados em RMarkdown. Na seguinte tabela (Tabela 3) sintetizam-se os conteúdos trabalhados em 

cada exercício, sendo certo que outros poderão ser abordados. 

 
Tabela 3. Conteúdos abordados na resolução dos exercícios 

 Exercício 

Conteúdo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

*Reunião de acontecimentos       ✓ ✓     
*Interseção de acontecimentos    ✓ ✓  ✓ ✓ ✓ ✓ ✓  
*Acontecimento diferença     ✓   ✓     
*Acontecimentos disjuntos     ✓  ✓      
*Acontecimento complementar ✓ ✓         ✓ ✓ 

*Regra de Laplace ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓  ✓ ✓  ✓ 

*Probabilidade Condicional     ✓   ✓ ✓ ✓ ✓  
*Lei da Probabilidade Total     ✓    ✓ ✓ ✓  
*Regra de Bayes          ✓ ✓  

 

Os exercícios que apresentamos têm diferentes graus de complexidade, com o objetivo de 

permitir aos alunos, com maiores dificuldades, apreender os conceitos mais simples e progredir na 
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aprendizagem. Por outro lado, optamos por explicitar uma proposta de resolução, sendo certo que 

existirão outras propostas alternativas. Nos exercícios mais acessíveis adotamos uma redação de 

forma mais concisa, com texto quanto baste, simulando o que habitualmente se escreve, em 

contexto de sala de aula, do que, propriamente, o que se lê num manual escolar. Nos exercícios 

mais elaborados, apresenta-se uma descrição mais detalhada esperando que essa explicitação 

possibilite e ajude o aluno a identificar as suas lacunas e erros ou a certificar-se da assertividade da 

sua resolução. 

 Todos os objetos que se utilizam nas experiências aleatórias descritas nos exercícios 

propostos são considerados não viciados e as experiências executam-se em condições normais. 

Diversificamos os exercícios parametrizados simulando diferentes experiências aleatórias, 

simples ou compostas, relacionando-os com os conteúdos referidos anteriormente. Para a 

descrição das experiências, contagem dos casos possíveis e dos casos favoráveis à ocorrência de 

um dado acontecimento, recorremos a estratégias e instrumentos variados, tais como, a contagem 

simples, tabelas de contingência, diagrama de Venn e diagrama em árvore. Desta forma, 

pretendemos também evidenciar e mostrar quão versátil é a linguagem R na parametrização de 

exercícios. 

O limite associado ao número de casos favoráveis e de casos possíveis envolvidos nas 

diferentes experiências aleatórias corresponde, de um modo geral, aos valores habituais, sendo 

certo que podemos alterar para outros valores, aumentando ou diminuindo o número de questões 

distintas dos exercícios parametrizados. 

Em cada um dos exercícios tivemos o cuidado de construir frases gramaticais, de acordo 

com as hipóteses possíveis, no singular ou no plural, utilizamos os símbolos = ou  consoante os 

resultados obtidos são exatos ou arredondados e procedemos à escrita das frações na forma 

irredutível. Também realçamos a cor cinzento, nesta dissertação, no enunciado de cada exercício 

gerado, as frases, palavras ou números que resultam dos acontecimentos ou elementos do espaço 

amostral que foram alvo de parametrização. 

Tendo em atenção os conteúdos abordados e a nossa experiência profissional, 

classificamos o nível de dificuldade de cada um dos exercícios propostos numa escala com três 

níveis de desempenho: fácil, intermédio e difícil. 
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2.3.2 Exercícios para MACS com proposta de resolução 

Exercício 1 

O Exercício 1 contempla um enunciado e duas alíneas pretendendo trabalhar o conceito 

clássico de probabilidade (Figura 7). Trata-se de uma questão que sugerimos como introdutória à 

aplicação da Regra de Laplace pois, a resolução proposta, baseia-se na contagem dos casos 

favoráveis à ocorrência de cada acontecimento, podendo ainda ser utilizada a propriedade da 

probabilidade do acontecimento complementar. 

Questão: Exercício 1 

De uma caixa com 8 bolas verdes, 8 vermelhas e 6 azuis, retirou-se aleatoriamente uma 
bola. 

Determine a probabilidade de: 

(a) A bola ser vermelha; 

(b) A bola não ser verde. 

Apresente os resultados sob a forma de fração irredutível e de percentagem. 

Proposta de resolução 

 
Verde Vermelha Azul Total 

Nº de 
bolas 

8 8 6 22 

(a) Seja A o acontecimento “a bola ser vermelha”. 

Número de casos possíveis: 22 

Número casos favoráveis: 8 

𝑃(𝐴) =
8

22
=

4

11
 ou 𝑃(𝐴) ≈ 36% 

(b) Seja B o acontecimento “a bola não ser verde”. 

1ª hipótese de resolução: 

Número de casos possíveis: 22 

Número de casos favoráveis: 14 

𝑃(𝐵) =
14

22
=

7

11
 ou 𝑃(𝐵) ≈ 64% 

2ª hipótese de resolução: 

𝑃(𝐵) = 1 - 𝑃(𝐵) 
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= 1 - 
8

22
 

= 
22

22
 - 

8

22
 

= 
14

22
=

7

11
 ou 𝑃(𝐵) ≈ 64% 

Figura 7. Exemplo gerado para o Exercício 1. Adaptado de (Neves, Faria, & Ribeiro, 2019) 

No enunciado do Exercício 1 é descrita a experiência aleatória e indicado o espaço amostral 

particionado em três acontecimentos fixos: “sair bola vermelha”, “sair bola verde”, “sair bola azul”. 

A parametrização primária encontra-se no número de resultados elementares que constituem cada 

um desses três acontecimentos (assumindo, para cada conjunto associado, um número máximo de 

10 elementos) e, subsequentemente, no número total de resultados elementares do espaço 

amostral. Assim, o número de enunciados distintos para a questão do Exercício 1 é de 103. 

Em cada uma das duas alíneas do Exercício 1, a parametrização secundária encontra-se na 

escolha de um de três acontecimentos. Logo, o número de enunciados distintos para cada alínea é 

de três. Consequentemente, a parametrização definida determina um total de 9000 questões 

distintas para o Exercício 1, nas quais também se contemplam as hipóteses de se gerarem, nas 

alíneas a) e b), acontecimentos complementares. 

O enunciado é relativo a uma experiência aleatória simples pelo que se espera que a 

compreensão do enunciado seja acessível à generalidade dos alunos. Tendo em conta os conceitos 

envolvidos, classificamos este exercício de fácil resolução. 
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Exercício 2 

Na tipologia e propósito, o Exercício 2 (Figura 8) assemelha-se ao Exercício 1 sendo que a 

característica que descreve os resultados elementares não é de natureza qualitativa (a cor) mas sim 

de natureza quantitativa (números) e, consequentemente, a condição que define cada 

acontecimento nas alíneas inseridas neste exercício envolverá propriedades desses números 

(paridade e relação de ordem). 

Questão: Exercício 2 

Num saco existem 8 bolas numeradas, indistinguíveis ao tato, com os seguintes números: 
5, 9, 9, 4, 3, 2, 3, 2 

A Maria vai tirar uma bola à sorte. 

Calcule a probabilidade de o número da bola ser: 

(a) par; 

(b) ímpar; 

(c) menor do que 6. 

Proposta de resolução 

(a) Seja A o acontecimento “sair uma bola com número par”: 

Número de casos possíveis: 8 

Número de casos favoráveis: 3, que são 4, 2, 2 

Probabilidade pedida: 𝑃(𝐴) =
3

8
 

(b) Seja B o acontecimento “sair uma bola com número ímpar”: 

Número de casos possíveis: 8 

Número de casos favoráveis: 5, que são 5, 9, 9, 3, 3 

Probabilidade pedida: 𝑃(𝐵) =
5

8
 

(c) Seja C o acontecimento “sair uma bola com número inferior a 6”: 

Número de casos possíveis: 8 

Número de casos favoráveis: 6, que são 5, 4, 3, 2, 3, 2 

Probabilidade pedida: 𝑃(𝐶) =
6

8
=

3

4
 

Figura 8. Exemplo gerado para o Exercício 2. Adaptado de (Thudichum, Passos, & Correia, 2015) 
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No enunciado do Exercício 2 encontra-se parametrizada a dimensão do espaço amostral 

(número de bolas dentro do saco, que poderá ser entre 6 a 10) e cada resultado elementar (poderá 

ser de 1 a 9) podendo ocorrer repetições, ou seja, poderão existir bolas numeradas com o mesmo 

número. Contabilizando os distintos valores que podem ocorrer teremos um total de ∑ 9𝑖10
𝑖=6  

enunciados diferentes. 

Relativamente à parametrização secundária apenas foi realizada na última alínea no 

conjunto das três propostas. Concretamente, escolhemos gerar tantas quanto o cardinal do espaço 

amostral. 

Ainda na parametrização secundária foi tida em conta a possibilidade de não existência de 

casos favoráveis, o que obrigou a incluir a parametrização de texto na Proposta de Resolução. 

Concretamente, na circunstância de não existência de casos favoráveis a frase “Não há casos 

favoráveis” foi incluída na Proposta de Resolução. Por exemplo, se a parametrização primária 

conduzir ao seguinte enunciado: 

Num saco existem 10 bolas numeradas, indistinguíveis ao tato, com os seguintes números: 
7, 4, 8, 8, 4, 7, 8, 8, 8, 5 

e, na parametrização secundária, na alínea (c) for gerado o enunciado: 

(c) menor do que 2 

então, a Proposta de Resolução da alínea c) será da forma: 

(c) Seja C o acontecimento “sair uma bola com número inferior a 2”: 

Número de casos possíveis: 10 

Não há casos favoráveis. 

Probabilidade pedida: 𝑃(𝐶) =
0

10
= 0. 

 

Embora o enunciado corresponda a uma experiência aleatória simples, a definição dos 

acontecimentos poderá tornar este exercício menos simples comparativamente ao anterior, 

dependendo das características do público alvo, mas ainda de fácil resolução. 

Quanto à programação da Proposta de Resolução, que se apresenta Figura 8, será 

importante aludir que para verificar a paridade dos números inteiros envolvidos foi avaliado se o 

resto da divisão por 2 é nula (par) ou não (ímpar). 
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Exercício 3 

No Exercício 3 a experiência aleatória é simples e consiste na extração de uma carta de 

jogar de um conjunto de seis cartas aleatoriamente geradas entre sete cartas distintas, a saber: rei 

de ouros, dama de espadas, seis de paus, três de copas, valete de ouros, ás de ouros e nove de 

espadas. Este conjunto de sete cartas constitui o universo para a geração do exercício e não o 

baralho completo de cartas. Tivemos o cuidado de ilustrar as cartas envolvidas na experiência 

através da sua imagem, a fim de minimizar o possível desconhecimento ou esquecimento do nome 

das cartas e dos naipes. Para a geração das seis cartas do universo da experiência aleatória partimos 

de um vetor com sete imagens de cartas e selecionámos aleatoriamente a posição da carta a excluir. 

Do vetor resultante com seis imagens definiu-se ao acaso a ordem das cartas a apresentar. Como a 

ordem das imagens das cartas pode ser diferente entre exercícios gerados, então podemos obter 7 

x 6 x 5 x 4 x 3 x 2 enunciados diferentes. Cada exercício contém três alíneas sujeitas a 

parametrização. Na Figura 9 é ilustrado um desses exercícios e a respetiva Proposta de Resolução. 

 

Questão: Exercício 3 

Estas cartas são baralhadas e voltadas para baixo. O Rodrigues tira uma carta à sorte. 

 

Fonte: Imagens elaboradas pelo autor. 

Calcule a probabilidade de: 

(a) Sair a carta rei de ouros; 

 

(b) Sair uma carta de cor preta; 

(c) Sair uma carta que não seja de ouros. 
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Proposta de resolução 

(a) Seja A o acontecimento “sair a carta rei de ouros”. 

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace. 

P(sair a carta rei de ouros) = 
𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 

O número de casos favoráveis é 0. 

O número de casos possíveis é 6. 

P(sair a carta rei de ouros) = 
0

6
= 0 

ou 

P(sair a carta rei de ouros) = 0% 

(b) Seja B o acontecimento “sair uma carta de cor preta”. 

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace. 

P(sair uma carta de cor preta) = 
𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 

O número de casos favoráveis é 3. 

O número de casos possíveis é 6. 

P(sair uma carta de cor preta) = 
3

6
=

1

2
 

ou 

P(sair uma carta de cor preta) = 50% 

(c) Seja C o acontecimento “sair uma carta que não seja de ouros”. 

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace. 

P(sair uma carta que não seja de ouros) = 
𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 

O número de casos favoráveis é 4. 

O número de casos possíveis é 6. 

P(sair uma carta que não seja de ouros) = 
4

6
=

2

3
 

ou 

P(sair uma carta que não seja de ouros) ≈ 67%. 

Figura 9. Exemplo gerado para o Exercício 3. Adaptado de (Thudichum, Passos, & Correia, 2015) 
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As três alíneas abordam o conceito clássico de Probabilidade tomando três características 

distintas da carta extraída: na primeira, especifica-se a carta; na segunda, a cor da carta; na terceira, 

o naipe da carta. Essas características foram alvo de parametrização. Assim, existem 7 

possibilidades distintas na alínea a), 2 na alínea b) e 4 na alínea c), perfazendo um total de 56 (= 7 

x 2 x 4) conjuntos diferentes de enunciados das três alíneas. 

Pela natureza do tópico abordado classificamos a resolução deste exercício como fácil. 
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Exercício 4 

Este exercício, ilustrado na Figura 10, apresenta uma experiência aleatória composta por 

duas simples e independentes entre si (“extração de uma bola de uma caixa” e “lançamento de um 

dado”). O espaço amostral pode ser apresentado sob diversas formas. Neste exercício optamos 

pela construção de uma tabela de contingência para descrevê-lo a fim de auxiliar na contagem dos 

casos favoráveis aos acontecimentos considerados nas três alíneas que constituem o exercício. 

Questão: Exercício 4 

Considere uma caixa com 3 bolas indistinguíveis ao tato, numeradas de 1 a 3. Considere 
também um dado equilibrado com as faces numeradas de 1 a 6. Lança-se o dado e tira-se, 
ao acaso, uma bola da caixa. Qual é a probabilidade de: 

(a) os números saídos serem ambos menores que 5; 

(b) sair pelo menos um 4; 

(c) obter o mesmo número na bola e no dado. 

Proposta de Resolução 

(a) Pretendemos saber a probabilidade de os números obtidos serem ambos menores que 
5. 

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace 

P(ambos os números menores que 5) = 
nº de casos favoráveis

nº de casos possíveis
 

Comecemos por construir uma tabela que nos permita verificar todas as hipóteses 
possíveis de resultado: 

 
Face1 Face2 Face3 Face4 Face5 Face6 

Bola 1 ( 1 , 1 ) ( 1 , 2 ) ( 1 , 3 ) ( 1 , 4 ) ( 1 , 5 ) ( 1 , 6 ) 

Bola 2 ( 2 , 1 ) ( 2 , 2 ) ( 2 , 3 ) ( 2 , 4 ) ( 2 , 5 ) ( 2 , 6 ) 

Bola 3 ( 3 , 1 ) ( 3 , 2 ) ( 3 , 3 ) ( 3 , 4 ) ( 3 , 5 ) ( 3 , 6 ) 

 

A caixa tem 3 bolas numeradas de 1 a 3 e o dado tem 6 faces também numeradas de 1 a 

6. 

Logo, o número de casos possíveis é dado por 3 x 6 = 18 

Pretendemos saber a probabilidade de, ao retirar uma bola do saco e lançar o dado, obter 
dois números menores que 5. 

Pela tabela podemos verificar que o número de casos favoráveis é 12 
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Logo, a probabilidade pedida é dada por: 

P(ambos os números menores que 5) = 
12

18
=

2

3
 

ou 

P(ambos os números menores que 5) ≈ 67% 

(b) Seja B o acontecimento “sair pelo menos um 4”. 

Pretendemos saber a probabilidade de, pelo menos, um dos números obtidos ser um 4. 

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace 

P(sair pelo menos um 4) = 
nº de casos favoráveis

nº de casos possíveis
 

Pela análise da tabela verificamos que o número de casos favoráveis é 3 

e o nº de casos possíveis é 18. 

Logo, a probabilidade pedida é dada por: 

P(sair pelo menos um 4) = 
3

18
=

1

6
 

ou 

P(sair pelo menos um 4) ≈ 17% 

(c) Seja C o acontecimento “obter o mesmo número na bola e no dado”. 

Pretendemos saber a probabilidade de ambos os números obtidos serem iguais. 

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace 

P(obter a mesma pontuação na bola e no dado) = 
nº de casos favoráveis

nº de casos possíveis
 

Pela análise da tabela verificamos que o número de casos favoráveis é 3 

e o nº de casos possíveis é 18. 

Logo, a probabilidade pedida é dada por: 

P(obter o mesmo número na bola e no dado) = 
3

18
=

1

6
 

ou 

P(obter o mesmo número na bola e no dado) ≈ 17% 

Figura 10. Exemplo gerado para o Exercício 4. Adaptado de (Figueiredo, 2014) 

A parametrização primária deste exercício está no número de bolas na caixa que pode ser 

um valor inteiro entre 1 e 6. A numeração das bolas tem início no número 1 e é consecutiva não 

havendo lugar a repetições. O dado é um objeto não parametrizado, com face numeradas de forma 

habitual, de 1 a 6. Assim, resultam 6 enunciados distintos. 
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As duas primeiras alíneas são objeto de parametrização nos acontecimentos a considerar 

no cálculo da sua probabilidade. Concretamente, cada acontecimento é definido por uma condição 

numérica, a qual pode assumir um de três valores possíveis: 4, 5, 6. Desta forma, o número de 

combinações de alíneas distintas é de 9. 

Classificamos este exercício com nível de exigência superior aos anteriores pois a 

construção do amostral do espaço amostral envolve a conjugação de duas experiências e na 

segunda alínea o acontecimento é descrito por uma condição envolvendo a expressão “pelo 

menos” que exige maior compreensão do seu significado no contexto da experiência aleatória. 

Relativamente à programação da Proposta de Resolução que se apresenta na Figura 10, 

importa destacar que a construção e apresentação da tabela de contingência foi realizada 

recorrendo à função kable() do pacote knitr. 
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Exercício 5 

Partindo de dois acontecimentos de interesse (“ser assinante do jornal Incrível” e “ser 

assinante do jornal Boato”), no Exercício 5 (Figura 11) dá-se ênfase a operações com esses 

acontecimentos e a correspondente contagem dos casos favoráveis com auxílio de um diagrama 

de Venn. Pretende-se que o aluno interprete várias operações com acontecimentos, 

nomeadamente, o conceito de interseção e reunião de acontecimentos, acontecimento 

complementar, acontecimento diferença e cálculo da probabilidade condicional. 

Questão: Exercício 5 

Na localidade de Aldeia de Cima existem dois jornais com publicação diária, o Incrível e o 
Boato. Realizou-se um estudo aos habitantes dessa localidade a fim de saber quais os 
jornais que assinavam. A partir de uma sondagem a 128 habitantes de Aldeia de Cima 
obteve-se a seguinte informação: 62 pessoas assinam o jornal Incrível, 30 pessoas assinam 
o jornal Boato e 16 assinam ambos os jornais. Desenha um diagrama de Venn que resuma 
a informação dada e responde às seguintes questões: 

(a) Quantas pessoas assinam o jornal Incrível e não o Boato? 

(b) Quantas pessoas assinam o jornal Boato e não o Incrível? 

(c) Quantas pessoas não assinam qualquer um dos jornais? 

(d) Qual a probabilidade de um habitante que participou na sondagem não assinar 
qualquer jornal? 

(e) O Sr. João que habita de Aldeia de Cima é assinante do jornal Incrível. Qual a 
probabilidade de ele assinar o outro jornal? 

Proposta de Resolução 

Vamos construir um diagrama de Venn com os dois conjuntos (acontecimentos) de 
interesse associados à população que foi sondada: 

𝐵 = "habitante ser assinante do jornal Boato"; 

𝐼 = "habitante ser assinante do jornal Incrível". 

De acordo com os dados do enunciado tem-se: 

#𝐵 = 30  #𝐼 = 62  #(𝐵 ∩ 𝐼) = 16 

Então, começamos por escrever no diagrama o valor 16 que corresponde ao número de 
assinantes de ambos os jornais. De seguida completa-se a informação relativamente ao 
número de assinantes, apenas, de cada um dos jornais aplicando as propriedades da 
cardinalidade de conjuntos: 

• Número de assinantes, apenas, do jornal Incrível: 

#(I ∖ B) = #I − #(B ∩ I) = 62 − 16 = 46; 
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• Número de assinantes, apenas, do jornal Boato: 

#(B ∖ I) = #B − #(I ∩ B) = 30 − 16 = 14; 

• Número de habitantes que participa na sondagem e não assina nenhum dos jornais: 

#(Ω ∖ (I ∪ B)) = #Ω − #(I ∪ B) = #Ω − (#I + #B − #(I ∩ B)) 

= 128 − (62 + 30 − 16) = 52 

 

De acordo com o diagrama de Venn facilmente podemos responder às questões: 

(a) 46 assinam apenas o Incrível. 

(b) 14 assinam apenas o Boato. 

(c) 52 não assinam qualquer um dos jornais. 

(d) Usando a regra de Laplace: 

P(𝑛ã𝑜 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑛𝑎𝑟 𝑞𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑒𝑟 𝑗𝑜𝑟𝑛𝑎𝑙) = 
52

128
=

13

32
 

(e) Aplicando a regra de Bayes: 

P(𝐵|𝐼) = 
P(𝐵∩𝐼)

P(𝐼)
 = 

16

128
62

128

 = 
16

62
=

8

31
 

Figura 11. Exemplo gerado para o Exercício 5. Fonte: Questão elaborada pelo autor 

A parametrização do enunciado está alocada na dimensão do número total de elementos 

do universo (amostra), na cardinalidade dos acontecimentos referidos anteriormente e da sua 

interseção, de acordo com a Figura 12. Na geração do valor total da amostra tomamos como valor 

mínimo a soma dos valores máximos para os casos favoráveis desses dois acontecimentos, i.e., 

𝑚í𝑛(#Ω)  ≥  𝑚á𝑥 (# 𝐼)   +  𝑚á𝑥 (# 𝐵), com vista a garantir que, para a alínea c), que reflete o 

acontecimento complementar do acontecimento reunião (“não assinar qualquer um dos jornais”), 

tenha um valor admissível para o número de casos favoráveis (não negativo). Logo, o número total 
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de enunciados com combinações diferentes de números para este Exercício 5 é de 50 x 30 x 20 x 

20. 

 

Figura 12. Esquema do diagrama de Venn do Exercício 5 

 Relativamente às cinco alíneas a parametrização está nas alíneas a), b), d) e e), sendo que 

na alínea b) depende do gerado na alínea a) que contém duas possibilidades que correspondem à 

referência, não repetida, dos dois acontecimentos. Na alínea d) a parametrização está no 

acontecimento para o qual é solicitado o cálculo da probabilidade. Optamos por gerar, apenas, duas 

possibilidades (“assinar os dois jornais” ou “não assinar qualquer jornal”). Na alínea e) a 

aleatoriedade está no acontecimento condicionado (acontecimento que se tem conhecimento a 

priori) e no acontecimento para o qual é solicitada o cálculo da probabilidade da sua ocorrência, 

ambos com dois atributos possíveis. Assim, obtemos 2 x 2 x 4 conjuntos diferentes de enunciados 

das cinco alíneas. 

 A dificuldade deste exercício reside na construção do diagrama de Venn a partir das 

condições dadas no enunciado. Uma vez contruída esta representação as contagens e o cálculo da 

probabilidade, aplicando a regra de Laplace, tornam-se acessíveis. Desta forma consideramos que 

o exercício é de dificuldade intermédia. 

No âmbito da programação da Proposta de Resolução (Figura 11), salienta-se a do diagrama 

de Venn com recurso à função draw.pairwise.venn() do pacote VennDiagram. 

Pese embora as questões sejam de fácil resposta, a complexidade deste exercício reside na 

construção do diagrama de Venn, pelo que, classificamos este exercício com grau de dificuldade 

intermédia.  
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Exercício 6 

No que diz respeito ao Exercício 6 (Figura 13) considera-se uma experiência aleatória 

(“extração simultânea de dois CD de um conjunto de CD”) que é equivalente à composição de duas 

experiências aleatórias simples: “extração de um CD” após “extração de um CD”, sem reposição 

(código no Apêndice A.2). Assim, o espaço amostral pode ser definido de duas formas distintas: ou 

tendo em conta os elementos extraídos (extração simultânea) ou tendo em conta a ordem pela 

qual os elementos são extraídos (extração, uma a uma, sem reposição). Na Proposta de Resolução 

optámos por esta segunda estratégia. 

Questão: Exercício 6 

A Maria gravou 5 CD, 2 de música rock e 3 com música popular, mas esqueceu-se de 
identificar cada um deles. Qual é a probabilidade de ao escolher dois CD ao acaso, um ser 
de música rock e o outro ser de música popular? 

Proposta de resolução 

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace 

P(os CD serem um de música rock e outro de música popular) = 
nº de casos favoráveis

nº de casos possíveis
 

Comecemos por construir uma tabela que nos permita verificar todas as hipóteses 
possíveis de resultado: 

 
Rock1 Rock2 POP1 POP2 POP3 

Rock1 - (R1,R2) (R1,P1) (R1,P2) (R1,P3) 

Rock2 (R2,R1) - (R2,P1) (R2,P2) (R2,P3) 

POP1 (P1,R1) (P1,R2) - (P1,P2) (P1,P3) 

POP2 (P2,R1) (P2,R2) (P2,P1) - (P2,P3) 

POP3 (P3,R1) (P3,R2) (P3,P1) (P3,P2) - 

O número de casos possíveis é 20 

O número de casos favoráveis é 12 

P(os CD serem um de música rock e outro de música popular) = 
12

20
=

3

5
 , ou 

P(os CD serem um de música rock e outro de música popular) = 60% 

Figura 13. Exemplo gerado para o Exercício 6. Adaptado de (GAVE, 2009) 

Na parametrização primária estão estabelecidos o número de elementos (CD) dos dois 

estilos de música (popular e rock). O número de CD de música popular varia entre 1 e 6 e o de rock 

entre 1 e 2.  A escolha destes valores teve em atenção a dimensão da tabela de contingência a 
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construir na descrição dos resultados elementares associados à realização da experiência aleatória. 

O Exercício 6 não contempla alíneas havendo um total de 12 enunciados diferentes. 

Embora este exercício e o anterior envolvam duas experiências aleatórias simples, o grau 

de dificuldade deste é superior pois as experiências são dependentes. O mesmo nível de exigência 

repercutiu-se na programação da Proposta de Resolução, nomeadamente, na elaboração da tabela 

de dupla entrada, com diagonal não preenchida, na definição do espaço amostral. 
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Exercício 7 

No Exercício 7 a experiência aleatória é simples e consiste na seleção de uma letra de uma 

palavra extensa, assumindo a equiprobabilidade de qualquer letra da palavra. A extensa palavra é 

gerada de um conjunto de três: OTORRINOLARINGOLOGISTA, MARAVILHA e 

INTERDISCIPLINARIDADE. Esta geração aleatória define a parametrização primária originando 3 

enunciados diferentes. Na Figura 14 ilustramos um exercício gerado formado por um enunciado e 

por cinco alíneas. 

Questão: Exercício 7 

Escolhe-se, ao acaso, uma das letras da palavra INTERDISCIPLINARIDADE sendo igualmente 
provável que saia qualquer uma delas. 

(a) Qual é a probabilidade de sair uma das letras N? 

(b) Qual é a letra do alfabeto que tem maior probabilidade de sair? Qual é essa 
probabilidade? 

(c) Qual é a probabilidade de sair uma vogal? 

(d) Qual é a probabilidade de sair uma letra E ou uma letra S? 

(e) Qual é a probabilidade de sair uma vogal ou uma das cinco primeiras letras do 
alfabeto? 

Proposta de resolução 

(a) Seja A o acontecimento “sair uma das letras N”. 

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace. 

P(sair uma das letras N) = 
𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 

O número de casos possíveis é 21 

O número de casos favoráveis é 2 

P(sair uma das letras N) = 
2

21
 ou P(sair uma das letras N) ≈ 10% 

(b) É a letra I pois é a que tem maior frequência absoluta. 

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace. 

P(sair letra mais provável) = 
𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 

ou seja, 

P(sair letra I) = 
5

21
 ou P(sair letra I) ≈ 24% 

(c) Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace. 
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P(sair uma vogal) = 
𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 

Uma vez que o número de casos favoráveis é 9, e a palavra INTERDISCIPLINARIDADE tem 
21 letras, 

P(sair uma vogal) = 
9

21
=

3

7
 ou P(sair uma vogal) ≈ 43% 

(d) Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace. 

P(sair a letra E ou uma letra S) = 
𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 

Os acontecimentos A = {sair uma letra E} e B = {sair uma letra S} são disjuntos ou 
incompatíveis. 

Então, 

P(𝐴 ∪ 𝐵) = P(A) + P(B) 

Logo, 

P(sair a letra E ou uma letra S) = P (sair uma letra E) + P(sair uma letra S) 

ou seja, 

P(sair a letra E ou uma letra S) = 
2

21
 + 

1

21
 = 

3

21
=

1

7
 

ou 

P(sair a letra E ou uma letra S) ≈ 14% 

(e) Neste exercício vamos apresentar duas formas de resolução: 

1ª opção: Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace. 

P(sair uma vogal ou uma das cinco primeiras letras do alfabeto) = 
𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑛º𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 

O número de casos favoráveis é 13 e o número de casos possíveis é 21. 

Então, 

P(sair uma vogal ou uma das cinco primeiras letras do alfabeto) = 
13

21
 

ou 

P(sair uma vogal ou uma das cinco primeiras letras do alfabeto) ≈ 62% 

2ª opção: Como os acontecimentos 

A = {sair uma vogal} e B = {sair uma das cinco primeiras letras do alfabeto} 

não são disjuntos ou incompatíveis, tem-se 

P(𝐴 ∪ 𝐵) = P(A) + P(B) - P(𝐴 ∩ 𝐵) = 
9

21
 + 

8

21
 - 

4

21
 = 

13

21
 

ou 
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P(sair uma vogal ou uma das cinco primeiras letras do alfabeto) ≈ 62% 

Figura 14. Exemplo gerado para o Exercício 7. Adaptado de (Longo & Branco, 2011) 

A parametrização secundária encontra-se em duas alíneas, a) e d), e depende da palavra 

gerada no enunciado. Tendo em conta o número de letras diferentes de cada palavra gerada no 

conjunto das três acima referidas, a saber, 9, 7 e 11, respetivamente, e que nas alíneas a) e d) é 

requerida a geração de uma e duas letras, sem repetição, respetivamente, o número total de 

enunciados distintos é dado por: 

9x(9x8) + 7x(7x6) + 11x(11x10) = 2152 

Relativamente aos conteúdos programáticos, as três primeiras alíneas estão destinadas a 

trabalhar, apenas, a Regra de Laplace, enquanto nas duas restantes é proposto trabalhar com 

interseção e reunião de acontecimentos disjuntos (alínea d)) e não disjuntos (alínea e)). 

Consideramos que se trata de um exercício com grau de dificuldade intermédia, por um lado, dado 

número de alíneas envolvidas, e por outro, a necessidade de interpretação do enunciado em 

termos de reunião ou interseção de acontecimentos. 

No que diz respeito à programação da Proposta de Resolução do Exercício 7 importa 

salientar que a frequência com que uma letra específica se encontra na palavra gerada para o 

enunciado do exercício foi realizada recorrendo à função str_count() do pacote stringr.  
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Exercício 8 

Trata-se de um exercício teórico onde o foco da aprendizagem está na aplicação da fórmula 

de definição da probabilidade condicional e operações com acontecimentos (Figura 15). Na 

proposta de resolução optámos por enfatizar o diagrama de Venn para esquematizar os 

acontecimentos e operações de acontecimentos envolvidos no cálculo da probabilidade 

condicional. 

Questão: Exercício 8 

Seja  o espaço amostral associado a uma certa experiência aleatória. Sejam A e B dois 
acontecimentos (𝐴 ⊆  e 𝐵 ⊆ ). 

Tem-se que: 

P(A) = 0.4; 

P(𝐴 ∩ 𝐵) = 0.07; 

P(𝐴 ∪ 𝐵) = 0.68. 

Qual é o valor da probabilidade condicional: 

(a) 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) ? 

(b) 𝑃(𝐵 ∣ 𝐴) ? 

Proposta de resolução 

Vamos construir um diagrama de Venn que resume a informação dada em termos de 
proporções (probabilidades) e não em termos de contagens. 

Começamos por escrever o valor 0.07 correspondente a 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵). 

De seguida completa-se a informação relativamente a 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵), fazendo 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0.4 − 0.07 = 0.33 

De modo idêntico a informação relativamente a 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴) , ou seja, 

𝑃(𝐵 ∩ 𝐴) = 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴) = 0.68 − 0.4 = 0.28 

 

Observando o diagrama resulta que 
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P(A) = 0.4; 

P(B) = 0.35; 

P(𝐴 ∩ 𝐵) = 0.07. 

Desta forma: 

(a) 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) = 
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
 = 

0.07

0.35
 = 0.2, ou seja, 20% 

(b) 𝑃(𝐵 ∣ 𝐴) = 
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐴)
 = 

0.07

0.4
 = 0.175, ou seja, 17.5% 

Figura 15. Exemplo gerado para o Exercício 8. Adaptado de (Neves, Faria, & Ribeiro, 2019) 

Neste exercício apenas temos parametrização primária e esta encontra-se em três 

acontecimentos: 

• A: com probabilidade a variar de 0.40 a 0.50; 

• A  B: com probabilidade a variar de 0.05 a 0.10; 

• A  B: com probabilidade a variar de 0.60 a 0.70. 

A precisão dos valores gerados está na ordem das centésimas pelo que, o número total de 

enunciados diferentes será de 11 x 6 x 11. 

Relativamente ao grau de dificuldade deste exercício, uma vez que envolve o uso da 

fórmula da probabilidade condicional e operações com acontecimentos, entendemos que o grau 

de dificuldade deste exercício é intermédio. 
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Exercício 9 

Neste exercício a distribuição dos elementos do espaço amostral é descrita por uma tabela 

de contingência 2 x 2, com base em dois acontecimentos (“ser fumador”, “ser masculino”) e os 

correspondentes acontecimentos complementares, contemplando os totais marginais. O exercício 

é constituído por 3 alíneas, sendo que, na última abordamos o conceito de probabilidade 

condicional, tendo em atenção cálculos efetuados nas alíneas anteriores. Na Figura 16 é 

apresentado um desses exercícios e a respetiva proposta de resolução. A parametrização primária 

encontra-se nas quatro células a, b, c e d, interiores da Tabela 4, com domínios de variação: a  

{3, . . . , 10}, b  {11, . . . , 20}, c  {2, . . . , 12} e d  {40, . . . , 55}, domínios estes que tiveram em 

conta os valores reportados na versão original do exercício. 

 

Tabela 4. Tabela de contingência geral para o Exercício 7 

 
Masculino (M) Feminino (F) 

Fumadores (S) a c 

Não Fumadores (𝑆) b d 

 

Assim, o número total de tabelas distintas (e, portanto, de enunciados) é igual a 8 x 10 x 11 x 16. 

Questão: Exercício 9 

Numa escola, há professores de ambos os géneros (masculino e feminino), uns fumadores, 
outros não. A tabela seguinte mostra o número de indivíduos em cada um dos casos: 

 
Masculino (M) Feminino (F) Totais 

Fumadores (S) 10 7 17 

Não Fumadores (𝑆) 14 52 66 

Totais 24 59 83 

Escolhendo um professor ao acaso, qual é a probabilidade de: 

(a) Ser do género feminino? 

(b) Ser fumador? 

(c) Ser fumador, sabendo-se que é do género feminino? 
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Proposta de resolução 

(a) Analisando a tabela de contingência verificamos que o número de indivíduos do género 
feminino é 59 e o número total de professores é 83. Então, 

P(ser do género 𝑓𝑒𝑚𝑖𝑛𝑖𝑛𝑜) = 
59

83
 

(b) Pela leitura da tabela de contingência verificamos que o número de fumadores é 17 
num total de 83 professores. Então, 

𝑃(𝑆) =
17

83
 

(c) Esta situação é uma probabilidade condicional uma vez que já conhecemos alguma 
informação que diz respeito ao resultado da experiência, o que vai reduzir os casos possíveis. 
Desta forma, ao afirmar-se que o professor é do género feminino, pela leitura da tabela, o 
número de casos possíveis é 59 (total marginal). O número de casos favoráveis é 7, porque 
é esse o número de fumadores do género feminino. 

Assim, 

P(ser 𝑓𝑢𝑚𝑎𝑑𝑜𝑟 sabendo que é do género 𝑓𝑒𝑚𝑖𝑛𝑖𝑛𝑜) = 
7

59
 

O valor da probabilidade da alínea c) também se pode obter de outra forma. Através da 
aplicação da definição de probabilidade condicional: 

𝑃(𝑆 ∣ 𝐹) = 
𝑃(𝑆∩𝐹)

𝑃(𝐹)
 = 

7

83
59

83

 = 
7

59
 

Figura 16. Exemplo gerado para o Exercício 9. Adaptado de (Longo & Branco, 2011) 

A parametrização secundária encontra-se nos acontecimentos reportados na tabela de 

contingência, sendo que, a alínea c) é dependente dos acontecimentos considerados nas alíneas 

anteriores. Desta forma, o número total de conjuntos diferentes das três alíneas é 4. Para a 

resolução da alínea c) a nossa proposta de resolução contempla duas abordagens: uma com base 

na interpretação de probabilidade condicional e a outra usando a definição de probabilidade 

condicional. 

Tratando-se de um exercício de probabilidade condicional, não é um exercício fácil. Entre 

os exercícios de probabilidade condicional consideramos que é mais acessível pelo facto do espaço 

amostral estar descrito por uma tabela de contingência, pelo que classificamos o exercício de 

dificuldade intermédia. 
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Exercício 10 

A experiência aleatória corresponde à composição de duas experiências simples não 

independentes (extração de dois elementos de uma caixa, um a um, sem reposição), sobre um 

universo (caixa) com dois tipos distintos de elementos (bolas vermelhas e amarelas). A 

parametrização no enunciado foca-se na geração do número de elementos de cada cor. Para a cor 

vermelha podemos ter 1 a 4 bolas e para a cor amarela 5 ou 6 bolas. Logo, o número de enunciados 

distintos é 4x2. Este exercício aborda a probabilidade condicional e a probabilidade da interseção 

sendo sugerido na proposta de resolução recorrer ao Diagrama em Árvore (Figura 17).   

Questão: Exercício 10 

Numa caixa opaca há 3 bolas vermelhas e 6 amarelas. Tiram-se ao acaso, sucessivamente 

e sem reposição, duas bolas da caixa. Calcule a probabilidade de: 

(a) A segunda bola ser amarela sabendo que a primeira era amarela; 

(b) A primeira bola ser amarela e a segunda ser amarela; 

(c) A segunda bola ser amarela; 

(d) A primeira bola ser amarela, sabendo que a segunda é vermelha. 

Proposta de resolução 

Sejam 

A1: “a primeira bola é amarela”; 

A2: “a segunda bola é amarela”; 

V1: “a primeira bola é vermelha”; 

V2: “a segunda bola é vermelha”. 

Vamos construir um diagrama em árvore em que as extrações são consecutivas e não 
independentes. 
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(a) Depois de extraída uma bola amarela ficam na caixa 8 bolas, correspondendo a 3 bolas 
vermelhas e 5 amarelas. Então, 

P(A2|A1) = 
5

8
 

(b) Utilizando a expressão da probabilidade da interseção: 

P( 𝐴1 ∩ 𝐴2) = P (A1) × P (A2|A1) = 
6

9
×

5

8
 = 

30

72
=

5

12
 

(c) P(A2) = P ( 𝑉1 ∩ 𝐴2 ) + P ( 𝐴1 ∩ 𝐴2 ) = 
3

9
×

6

8
 + 

6

9
×

5

8
 = 

18

72
 + 

30

72
 = 

48

72
=

2

3
 

(d) 𝑃(𝐴1 ∣ 𝑉2) = 
𝑃(𝐴1∩𝑉2)

𝑃(𝑉2)
 = 

6

9
×

3

8
3

9
×

2

8
+

6

9
×

3

8

 = 

18

72
3

9
×

2

8
+

6

9
×

3

8

 = 

18

72
6

72
+

18

72

 = 

18

72
24

72

 = 
18

24
=

3

4
 

Figura 17. Exemplo gerado para o Exercício 10. Adaptado de (Neves, Faria, & Ribeiro, 2019) 

O exercício é constituído por quatro alíneas estando parametrizada a seleção da cor na 

alínea a) e na alínea d). As cores consideradas no enunciado das alíneas b) e c) estão dependentes 

da geração ocorrida na alínea a). Uma vez que uma das cores tem maior frequência (amarela), para 

evitar que as quatro alíneas referissem sempre a mesma cor, para a alínea d) impôs-se que as cores 

em referência sejam distintas. Nestas condições podemos obter um total de 6 enunciados 

diferentes no conjunto destas quatro alíneas. Importa referir que dada a parametrização 

considerada a ocorrência de bola vermelha na 2ª extração pode ser um acontecimento impossível, 

situação em que foi gerada apenas uma bola vermelha no enunciado, e na alínea c) é abordada a 

Lei da Probabilidade Total enquanto que na alínea d) é trabalhado o Teorema de Bayes. 
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Classificamos este exercício como difícil, quer a nível dos cálculos e conceitos envolvidos, 

quer na formalização matemática do enunciado do problema. 

Relativamente à programação da Proposta de Resolução do Exercício 10 salientámos a 

execução do Diagrama em Árvore, no qual explicitamos em cada ramo as probabilidades de cada 

acontecimento, na forma de fração, recorrendo a funções dos pacotes Rgraphviz e 

latex2exp. 
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Exercício 11 

A formalização matemática deste exercício (Figura 18) é similar ao anterior, exceto que neste 

o espaço amostral está particionado não em dois, mas em três acontecimentos, estes relativos a 

três zonas do país: Zona Norte, Zona Centro e Zona Sul. Consequentemente, o correspondente 

diagrama em árvore conterá mais um ramo comparativamente ao do exercício anterior. A 

parametrização primária encontra-se nos valores de percentagem a assinalar sobre esses três 

acontecimentos, concretamente: 

• N: “selecionar um jornal impresso pela gráfica da Zona Norte”, que pode variar entre 35 e 

45; 

• C: “selecionar um jornal impresso pela gráfica da Zona Centro”, que pode variar entre 25 

e 35; 

• S: “selecionar um jornal impresso pela gráfica da Zona Sul”, cuja variação resulta do resto 

para atingir os 100%. 

Mais ainda sobre o acontecimento de interesse (“jornal ter defeito de impressão”) com 

atribuição de percentagem por zona, a variar do seguinte modo: 

• Para a Zona Norte, entre 2 a 6; 

• Para a Zona Centro, entre 7 a 10; 

• Para a Zona Sul, entre 1 a 4. 

Nestas circunstâncias o número total de possíveis enunciados distintos será de 11 x 11 x 5 x 4 x 4. 

Questão: Exercício 11 

Para uma melhor distribuição do produto, um jornal de publicação periódica de âmbito 
nacional é impresso em gráficas de três zonas distintas do país: Zona Norte (N), Zona 
Centro (C) e Zona Sul (S), nas quais se imprime, respetivamente, 44%, 30% e 26% da 
tiragem total. A percentagem de jornais com erros de impressão (i.e., ser defeituoso) ao 
ser impresso nas gráficas das Zonas Norte, Centro e Sul é, respetivamente, 2%, 7% e 3%. 

a) Qual é a percentagem de jornais defeituosos impressos pelas gráficas das três zonas? 

b) Se ao acaso for encontrado um jornal não defeituoso, qual é a probabilidade de ele 
ter sido impresso pela gráfica da Zona Sul? 
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Proposta de resolução 

Sejam os acontecimentos seguintes representados através do diagrama em árvore: 

N: “selecionar um jornal impresso pela gráfica da Zona Norte”; 

C: “selecionar um jornal impresso pela gráfica da Zona Centro”; 

S: “selecionar um jornal impresso pela gráfica da Zona Sul”; 

D: “selecionar um jornal com defeito”. 

~D: “selecionar um jornal sem defeito”. 

 

(a) 𝑃(𝐷) = 𝑃(𝑁 ∩ 𝐷) + 𝑃(𝐶 ∩ 𝐷) + 𝑃(𝑆 ∩ 𝐷) = 𝑃(𝑁) × 𝑃(𝐷|𝑁) + 𝑃(𝐶) × 𝑃(𝐷|𝐶) + 
𝑃(𝑆) × 𝑃(𝐷|𝑆) = 0.44 × 0.02 + 0.3 × 0.07 + 0.26 × 0.03 = 0.0088+ 0.021 + 0.0078 = 
0.0376 

A percentagem de encontrar jornais defeituosos no conjunto das três gráficas é de 3.76%. 

(b) Aplicando a regra de Bayes: 

𝑃(𝑆|𝐷) = 
𝑃(𝑆∩𝐷)

𝑃(𝐷)
 = 

𝑃(𝑆)×𝑃(𝐷|𝑆)

𝑃(𝐷)
 = 

0.26×0.97

0.9624
 ≈ 0.2620532 

A probabilidade de um jornal encontrado ao acaso ser produzido pela gráfica da Zona Sul, 
sabendo que é não defeituoso é, aproximadamente, 0.26. 

Figura 18. Exemplo gerado para o Exercício 11. Fonte: Questão elaborada pelo autor 
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A parametrização secundária encontra-se nas duas alíneas que constituem este exercício: 

• Na alínea a), 2 possibilidades distintas, que recaem sobre a característica “com defeito” e 

“sem defeito”; 

• Na alínea b), com 2 x 3 possibilidades que correspondem à característica “com e sem 

defeito” e às três zonas. 

Portanto, o número total de conjunto de enunciados das alíneas é de 2 x 2 x 3. 

Pelos tópicos abordados este exercício não é acessível, quer na esquematização matemática do 

enunciado quer na resolução pelo que o classificámos de difícil. 
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Exercício 12. Exercício parametrizado invertido 

No que diz respeito ao Exercício 12 (Figura 19), ao qual atribuímos a designação de Exercício 

parametrizado invertido, é uma variante do Exercício 1 com a parametrização secundária igual. 

Embora visivelmente os dois exercícios se mostrem iguais, quer no enunciado quer na resolução 

que é proposta, a estratégia de programação na parametrização primária de um exercício invertido 

(código no Apêndice A.2) parte da restrição imposta para o resultado final do exercício como se 

verá mais à frente. 

Questão: Exercício 12. Exercício invertido 

De uma caixa com 17 bolas verdes, 21 vermelhas e 12 azuis, retirou-se aleatoriamente 
uma bola. 

Determine a probabilidade de: 

(a) A bola ser verde; 

(b) A bola não ser vermelha. 

Apresente os resultados sob a forma de fração irredutível e de percentagem. 

Proposta de resolução 

Vamos construir uma tabela na qual organizamos os dados. 

 
Verde Vermelha Azul Total 

Nº de bolas 17 21 12 50 

(a) Seja A o acontecimento “a bola ser verde”: 

Número de casos possíveis: 50 

Número casos favoráveis: 17 

Probabilidade pedida: 𝑃(𝐴) =
17

50
 = 0.34 ou 𝑃(𝐴) = 34% 

(b) Seja B o acontecimento “a bola não ser vermelha”. 

Número de casos possíveis: 50 

Número de casos favoráveis: 29 

Probabilidade pedida: 𝑃(𝐵) =
29

50
 = 0.58 ou 𝑃(𝐵) = 58% 

Figura 19. Exemplo gerado para o Exercício 12. Exercício parametrizado invertido 
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No Exercício 12, a probabilidade de ocorrência de um dos três acontecimentos que 

particiona o espaço amostral é gerado a priori, sendo estabelecido que as probabilidades de 

ocorrência de cada um dos acontecimentos sejam sempre frações decimais de denominador 100 

ou frações irredutíveis equivalentes a frações decimais de denominador 100 e, consequentemente, 

os resultados das probabilidades sejam sempre números com duas casas decimais pertencentes ao 

intervalo [0, 1[, e em percentagem, sejam sempre números inteiros pertencentes ao intervalo 

[0%, 100%[, obtidos sem aplicação de regras de arredondamento ou truncagens. Já no exercício 

1, os resultados das probabilidades pedidas surgem de cálculos subsequentes da parametrização 

primária focada nos elementos do espaço amostral. Assim, no Exercício 1 nem sempre obteremos 

frações decimais de denominador 100 ou frações irredutíveis equivalentes a frações decimais de 

denominador 100 e, consequentemente, nem sempre os valores das percentagens serão números 

inteiros. Nesse caso há a necessidade de proceder à aplicação de arredondamentos, na dízima 

associada à fração obtida no cálculo das probabilidades da ocorrência dos acontecimentos, para 

apresentar o resultado final desejado, em percentagem, na forma de um número inteiro 

pertencente ao intervalo [0%, 100%[. 

Desta forma, o Exercício 12 impõe um desafio suplementar: parametrizar o resultado final, 

ou seja, estabelecer, a priori, as respostas com as restrições descritas acima. A estratégia usada 

baseia-se em utilizar a representação de números na base decimal. Assim, encetamos este repto 

gerando os algarismos das décimas (𝑏1) e das centésimas (𝑏2) de um número escrito na forma 

0, 𝑏1𝑏2 e, posteriormente, associamo-lo ao valor da probabilidade de ocorrência do acontecimento 

da alínea a), na forma de fração do tipo 
𝑏1𝑏2

100
 ou fração irredutível equivalente à fração anterior. 

Fixamos o valor máximo de casos possíveis em 100. Da decomposição em fatores primos do 

denominador 100, igual a 22 x 52, permite-nos afirmar que é suficiente tomar como número total 

de bolas existentes na caixa um elemento do conjunto  𝑇 =  {2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100}  

consoante a fração gerada  
𝑏1𝑏2

100
  seja irredutível ou não, i.e., se a fração anterior for irredutível esse 

número total é 100, caso contrário ter-se-á  
𝑏1𝑏2

100
 = 

𝑐1𝑐2

𝐶
 onde 𝐶 é um número do conjunto 𝑇 tal que 

𝑐1𝑐2 ≤ 𝐶. Desta forma está garantido que as restantes frações obtidas no cálculo da probabilidade 

de outro acontecimento sejam uma fração decimal (caso em que o total = 100) ou equivalente a 

uma fração decimal (caso em que o total  𝑇\{100} uma vez que o denominador não apresenta 

um fator primo distinto de 2 e de 5. E, por isso, as restantes frações corresponderão a uma dízima 

finita, no máximo, com duas casas decimais. 
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Uma vez que o exercício é ao contrário partiu-se da geração de um número do intervalo 

[0, 1[ com duas casas decimais, do tipo 0, 𝑏1𝑏2 que é atribuído à probabilidade de um dos três 

acontecimentos. Assim, a parametrização primária corresponde a um total de 100 x 3 enunciados 

diferentes. 

No que diz respeito à parametrização secundária esta é similar à do Exercício 1 assim como 

a classificação. A programação deste exercício é mais complexa do que o seu homólogo pelas 

restrições impostas, a priori, nos resultados pretendidos. 

A título de curiosidade um dos pontos a ter em atenção na programação está associado 

com a passagem do número gerado na forma 0, 𝑏1𝑏2  para a forma 𝑏1𝑏2  e este seja entendido pela 

linguagem R como número inteiro. Para lograr este propósito recorreu-se à função 

as.integer() sobre o número 𝑏1𝑏2. 
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2.3.3 Exercícios de pré-requisitos com proposta de resolução 

 Nesta secção são apresentados quatro exercícios parametrizados, Exercício 0.1 (Figura 20), 

Exercício 0.2 (Figura 21), Exercício 0.3 (Figura 22) e Exercício 0.4 (Figura 23) relacionados com a 

adição algébrica, multiplicação e divisão de números reais representados na forma de fração. 

Importa realçar que estes conceitos associados às operações com frações configuram-se como um 

pré-requisito necessário na resolução dos exercícios apresentados na secção anterior. Estas 

operações elementares com números representados na forma de frações são muito utilizadas nos 

exercícios que envolvem o cálculo de probabilidades e, dessa forma, se os cálculos suscitarem 

dúvidas, a resolução destes exercícios poderão permitir o seu esclarecimento. 

Os exercícios são constituídos por um simples enunciado, seguido de duas ou três alíneas 

onde se parametrizou cada termo de cada fração. Na proposta de resolução inclui-se uma regra 

para a realização do cálculo definido em cada alínea. 

Nos exercícios relativos à soma algébrica de frações, também parametrizamos o sinal 

operativo entre duas frações. Deste modo podemos obter ambas as alíneas com o mesmo sinal 

operativo ou alternado.  

Apresentamos, a seguir, um enunciado, de cada um dos exercícios. 
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Exercício 0.1 

Questão: Exercício 0.1 

Calcula, apresentando o resultado na forma de fração irredutível: 

(a) 
16

8
 - 

14

8
; 

(b) 
6

8
 - 

16

8
; 

Apresente os resultados sob a forma de fração irredutível 

Proposta de resolução 

Como os números representados na forma de frações têm o mesmo denominador 
(diferente de zero), a soma ou a diferença desses números é igual a uma fração com o 
mesmo denominador e o numerador é a soma ou a diferença dos numeradores das duas 
frações, ou seja, 

𝑎

𝑏
+

𝑐

𝑏
 = 

𝑎+𝑐

𝑏
 

ou 

𝑎

𝑏
−

𝑐

𝑏
 = 

𝑎−𝑐

𝑏
 

(a) 
16

8
 - 

14

8
 = 

2

8
=

1

4
 

(b) 
6

8
 - 

16

8
 = 

−10

8
=

−5

4
 

Figura 20. Exemplo gerado para o Exercício 0.1 
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Exercício 0.2 

Questão: Exercício 0.2 

Calcula, apresentando o resultado na forma de fração irredutível: 

(a) 
9

5
 + 

10

10
; 

(b) 
1

5
 - 

8

9
; 

Proposta de resolução 

Para calcular a soma ou a diferença de números representados na forma de frações 
devemos, em primeiro lugar, escrever frações equivalentes às anteriores com o mesmo 
denominador. Estas frações equivalentes podem ser obtidas multiplicando ambos os termos 
de cada uma das frações pelo denominador da outra, obtendo-se duas frações com o 
mesmo denominador que lhes são respetivamente equivalentes, ou seja, 

𝑎

𝑏
 + 

𝑐

𝑑
 = 

𝑎×𝑑

𝑏×𝑑
 + 

𝑏×𝑐

𝑏×𝑑
 

ou 

𝑎

𝑏
 - 

𝑐

𝑑
 = 

𝑎×𝑑

𝑏×𝑑
 - 

𝑏×𝑐

𝑏×𝑑
 

sendo a, b, c e d números reais, com b ≠ 0 e d ≠ 0. 

Posteriormente, como os números representados na forma de frações têm o mesmo 
denominador, a soma ou a diferença desses números é igual a uma fração com o mesmo 
denominador e o numerador é a soma ou a diferença dos numeradores das duas frações, 
ou seja, 

𝑎×𝑑

𝑏×𝑑
+

𝑏×𝑐

𝑏×𝑑
 = 

𝑎×𝑑+𝑏×𝑐

𝑏×𝑑
 

ou 

𝑎×𝑑

𝑏×𝑑
−

𝑏×𝑐

𝑏×𝑑
 = 

𝑎×𝑑−𝑏×𝑐

𝑏×𝑑
 

(a) 
9

5
 + 

10

10
 

= 
9×10

5×10
 + 

10×5

5×10
 

= 
90

50
 + 

50

50
 

= 
90+50

50
 

= 
140

50
=

14

5
 

(b) 
1

5
 - 

8

9
; 

= 
1×9

5×9
 - 

8×5

5×9
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= 
9

45
 - 

40

45
 

= 
9−40

45
 

= 
−31

45
 

 

Figura 21. Exemplo gerado para o Exercício 0.2 

 

  



 
 

62 
 

Exercício 0.3 

Questão: Exercício 0.3 

Calcula, apresentando o resultado na forma de fração irredutível: 

(a) 
6

2
×

8

6
; 

(b) 
2

3
×

9

10
; 

Proposta de resolução 

O produto de frações pode ser obtido multiplicando o numerador de uma fração pelo 
numerador da outra e o denominador de uma fração pelo denominador da outra, ou 
seja, 

𝑎

𝑏
 × 

𝑐

𝑑
 = 

𝑎×𝑐

𝑏×𝑑
 

sendo a, b, c e d números reais, com b ≠ 0 e d ≠ 0. 

(a) 
6

2
×

8

6
 

= 
48

12
=

4

1
= 4 

(b) 
2

3
×

9

10
 

= 
18

30
=

3

5
 

Figura 22. Exemplo gerado para o Exercício 0.3 
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Exercício 0.4 

Questão: Exercício 0.4 

Calcula, apresentando o resultado na forma de fração irredutível: 

(a) 
6

2
:

8

6
; 

(b) 
2

3
:

9

10
; 

(c) 
6

10
7

9

 

Proposta de resolução 

A divisão de frações pode ser obtida multiplicando a primeira fração pelo inverso da 
segunda fração, ou seja, 

• 
𝑎

𝑏
:

𝑐

𝑑
 = 

𝑎

𝑏
×

𝑑

𝑐
 = 

𝑎×𝑑

𝑏×𝑐
 

• 

𝑎

𝑏
𝑐

𝑑

 = 
𝑎×𝑑

𝑏×𝑐
 

sendo a, b, c e d números reais, com b ≠ 0, c ≠ 0 e d ≠ 0. 

(a) 
6

2
:

8

6
 

= 
6

2
×

6

8
 

= 
36

16
=

9

4
 

(b) 
2

3
:

9

10
 

= 
2

3
×

10

9
 

= 
20

27
 

(c) 
6

10
7

9

 = 

= 
6

10
×

9

7
 

= 
54

70
=

27

35
 

Figura 23. Exemplo gerado para o Exercício 0.4 
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CAPÍTULO 3 

Proposta de aplicação dos exercícios parametrizados 

 Neste capítulo contextualizamos o sistema de avaliação proposto e o enquadramento com 

as atuais orientações para a avaliação pedagógica. Posteriormente, e de acordo com essas 

orientações nas quais se advoga a necessidade de se diversificarem os instrumentos de avaliação, 

apresentaremos uma proposta para a avaliação das aprendizagens, suas vantagens e limitações, 

sendo certo que, a aplicabilidade dos exercícios parametrizados não se esgota nesse instrumento 

de avaliação. 

3.1 Avaliação para as aprendizagens na disciplina de Matemática Aplicada 

às Ciências Sociais 

No âmbito da criação da disciplina de Métodos Quantitativos, que precedeu a disciplina de 

MACS, fazia-se referência ao facto de que o ensino da disciplina e a avaliação teriam que se adaptar 

às características e às capacidades dos alunos que a frequentavam (DGEBS, 1991, p. 93). E, nesse 

sentido, já em 1991, preconizava-se que a avaliação tivesse uma função reguladora e orientadora 

do processo ensino-aprendizagem, sendo sistemática, intencional e contínua, e aconselhava-se, 

inclusive, uma alteração dos instrumentos de avaliação a utilizar, sendo sugeridos grelhas de 

observação, questionários, trabalhos individuais e de grupo, testes, entre outros. Também já 

explicitava a necessidade de o professor dar feedback ao aluno, i.é., que “o professor comunique e 

comente, com cada aluno, os resultados das sucessivas avaliações, para efeitos de correção ou 

reforço imediato e de valorização do esforço e progressão de cada um.” (DGEBS, 1991, p. 102). 

No âmbito do programa da disciplina de MACS, que substituiu a disciplina de Métodos 

Quantitativos, é referido que “as provas escritas (ou testes) tradicionais de questionamento sobre 

os conceitos matemáticos em si mesmos ou com exigência de prova do manejo de técnicas 

matemáticas ou de manipulação da simbologia matemática perdem sentido e oportunidade como 

instrumentos privilegiados para as tarefas de avaliação” (Silva, Martins, Martins, & Loura, 2001, p. 

9). Contudo, à data da elaboração do programa de MACS, era previsível que “MACS não fosse 

sujeita a exame nacional pelo que a proposta de uma avaliação menos tradicional, menos assente 

em testes, surgia aqui como mais consentânea. No entanto, assim não veio a acontecer, pois a 

disciplina acabaria também por entrar no elenco dos exames” (Silva, et al., 2019, p. 84) a partir do 
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ano 2006, e, consequentemente, por via desse facto, com alterações nas dinâmicas avaliativas 

preconizadas. 

Atualmente, e de acordo com a legislação em vigor para o Ensino Secundário sobre avaliação 

interna das aprendizagens (Decreto-Lei n.º 55/2018, de 6 de julho), reafirma-se, no ponto 5, do 

Artigo 24º, que “a avaliação formativa é a principal modalidade de avaliação” e, no ponto 1, que “a 

avaliação formativa assume caráter contínuo e sistemático, ao serviço das aprendizagens, 

recorrendo a uma variedade de procedimentos, técnicas e instrumentos de recolha de informação, 

adequados à diversidade das aprendizagens, aos destinatários e às circunstâncias em que 

ocorrem”. 

Estas ideias fundamentais já se afirmavam, no início dos anos 90 do século passado, na 

legislação da época, nomeadamente, nos pontos 18 e 19, do Anexo, do Despacho Normativo 98-

A/92, de 20 de junho (sistema de avaliação dos alunos do Ensino Básico): 

“18 – A avaliação formativa é a principal modalidade de avaliação do ensino básico e 

destina-se a informar o aluno, o seu encarregado de educação, os professores e outros 

intervenientes sobre a qualidade do processo educativo e de aprendizagem […];” 

19 – A avaliação formativa tem carácter sistemático e contínuo, baseando-se na 

recolha, pelo professor, de dados relativos aos vários domínios da aprendizagem que 

evidenciam os conhecimentos e competências adquiridos, as capacidades e atitudes 

desenvolvidas, bem como as destrezas dominadas.” 

e nos pontos 14 e 15, do Anexo, do Despacho Normativo 338/93, de 21 de outubro (regime de 

avaliação dos alunos do ensino secundário): 

“14 – A avaliação formativa consiste na recolha e tratamento, com carácter sistemático 

e contínuo, dos dados relativos aos vários domínios da aprendizagem que revelam os 

conhecimentos e competências adquiridos, as capacidades e atitudes desenvolvidas, 

bem como as destrezas dominadas. 

15 – A avaliação formativa destina-se a informar o aluno, o seu encarregado de 

educação, os professores e os restantes intervenientes sobre o desenvolvimento e a 

qualidade do processo educativo […]”. 

 Apesar destas orientações normativas, recorrendo a vários instrumentos de avaliação, no 

relatório Matemática 2001, refere-se que o uso do Teste escrito continua a ser o instrumento de 

avaliação privilegiado pela maioria dos professores de Matemática inquiridos (APM, 1998) seguido, 

por ordem decrescente, da Observação do trabalho na aula, Questões Orais, Trabalhos 

Escritos/Relatórios e, por fim, Projetos. Como recomendação, o grupo que elaborou o relatório 

Matemática 2001 sugere que os professores devem encontrar outras formas diversificadas de 
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recolha de dados para a avaliação dos alunos, para além dos testes. Fernandes (2020) também 

refere que os testes são os instrumentos mais utilizados nas escolas. No National Council of 

Teachers of Mathematics (2007) também se menciona o facto de que a avaliação é “centrada no 

uso de testes para certificar as aquisições dos alunos (…). A avaliação deverá ser mais do que um 

teste no final do período de ensino, com o intuito de verificar o desempenho dos alunos” (NCTM, 

2007, p. 23). Esta deverá ser realizada numa perspetiva de avaliar para aprender, ou seja, não deve 

apenas ser feita sobre o aluno, mas ser feita também para o aluno, de forma a orientar a sua 

aprendizagem (NCTM, 2007, p. 23). 

De acordo com o Assessment Standards do National Council of Teacthers of Mathematics 

(NCTM), “a avaliação é definida como o processo que inclui a recolha de evidência sobre o 

conhecimento matemático de um aluno, a sua aptidão para a usar, e sua predisposição para a 

matemática, e também o estabelecimento de inferências, a partir dessa evidência, para propósitos 

variados” (NCTM, 1999), ou seja, a avaliação é todo um processo que tem como objetivo ajudar à 

aprendizagem e através do feedback constitui uma estratégia facilitadora para o aluno tomar 

consciência dos seus erros e de os corrigir. Nesse sentido, fazendo nossas as palavras de Fernandes 

(2019), a “avaliação formativa está inexoravelmente associada à distribuição de feedback de 

elevada qualidade, é de natureza contínua e tem como fundamental propósito ajudar os alunos a 

aprender. Por este motivo, passou recentemente a ser designada como Avaliação para as 

Aprendizagens” (ApA). 

Não pretendemos transmitir a ideia que devemos evitar utilizar o tradicional teste de 

avaliação. O que defendemos é que não deve ser o único instrumento de avaliação utilizado tal 

como afirma Fernandes (2020).  E, por isso, o professor precisa de fazer uso de diferentes técnicas 

e instrumentos diversificados de recolha de informação para que possamos avaliar, nos alunos, 

outras capacidades, para termos outro tipo de visibilidade no que diz respeito às competências dos 

alunos. 

Vários instrumentos de avaliação têm sido alvo de estudo tais como, e.g., portefólio, 

relatório escrito e Teste em Duas Fases. Relativamente ao Teste em Duas Fases, e como o próprio 

nome refere, é realizado em duas fases, sendo constituído por questões de vários tipos, 

normalmente, por questões de resposta curta ou fechada, e perguntas de desenvolvimento ou 

abertas. Na primeira fase o aluno realiza o teste, individualmente, em sala de aula, após a qual o 

professor classifica o teste e dá feedback ao aluno sobre os erros mais graves. Na segunda fase, 

entrega-se o teste ao aluno e, num período de tempo acordado com o professor, o aluno volta a 

trabalhar o teste, em casa, refletindo sobre as alternativas possíveis para a resolução das questões. 
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Findo o prazo, o teste é devolvido ao professor que procede a nova classificação. Este processo 

termina com a atribuição de uma classificação final na qual é tida em atenção o desempenho do 

aluno nas duas fases do teste e a evolução das aprendizagens (Leal, 1992). 

As vantagens associadas à utilização deste instrumento de avaliação são descritas por Leal 

(1992) e Menino e Santos (2004) como tendo minimizado o stress no aluno que geralmente tem 

aquando da realização de um ficha de avaliação, uma vez que sabe que vai ter uma segunda 

oportunidade para olhar para os erros cometidos e procurar autonomamente uma estratégia para 

os superar, após o feedback dado pelo professor. 

Quanto às possíveis desvantagens foi referido por Leal (1992) ser muito mais trabalhoso 

para o professor e necessário despender mais tempo para a correção e classificação de ambas as 

fases. Menino e Santos (2004) também referem o volume de trabalho para o professor e o tempo 

despendido na aplicação e na classificação. 

Um outro aspeto que pretendemos realçar é a necessidade dos alunos se apropriarem da 

filosofia deste instrumento de avaliação e tomarem consciência de que devem pautar as suas 

atitudes num clima de respeito, honestidade e responsabilidade, ao ponto de entenderem que não 

terão benefícios se copiarem aquando da realização da segunda fase, tanto mais que, com a atual 

tecnologia à disposição, e.g., internet e smartphones, a cópia ou a ajuda por terceiros está à 

distância de um clique. Repare-se que, já em 1992, Leal reportava uma experiência de uma 

professora de Matemática com alunos do 11º ano de escolaridade onde esta refere que, numa 

turma, “houve quatro ou cinco alunos que compreenderam o espirito, mas todos os outros não 

fizeram mais do que copiar uns dos outros” (p. 252). Tendo consciência desta fragilidade da 

aplicação do Teste em Duas Fases, Leal salienta a necessidade de o professor que pretenda 

implementar este instrumento de avaliação, de ser persistente uma vez que com a repetição do 

processo acredita que essa fragilidade será minimizada. Também Martins, Saporiti, Neves, Bastos 

e Trindade (2003) ao reportarem a sua experiência com a realização de Testes em Duas Fases na 

disciplina de Métodos Quantitativos, com alunos do 10º e 11º anos de escolaridade, e de 

destacarem várias vantagens, mencionam, contudo, que há preocupação por parte dos professores 

sobre "o facto da 2ª fase poder ser copiada ou realizada por terceiros" (p. 46).  

Esta desconfiança associada à realização da 2ª fase poderá ser minimizada ou excluída por 

uma adaptação de tal forma que permita ao professor mitigar os constrangimentos referidos 

anteriormente e verificar que ela é efetivamente realizada pelo aluno.  

Este instrumento de avaliação adaptado que propomos passará a designar-se por Teste em 

Duas Fases Parametrizado que descrevemos na secção seguinte. 
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3.2 Teste em Duas Fases Parametrizado 

Ao longo desta dissertação referimos, várias vezes, a designação Exercício Parametrizado. 

Na Introdução desta dissertação definimo-lo como “gerador de questões sobre um certo tema 

escolhido” (Oliveira, Carvalho, & Vieira, 2004). Também Oliveira e Carvalho (2020) define-o como 

sendo “uma classe de exercícios, sobre um tópico curricular, com o mesmo objetivo didático e 

complexidade semelhante”. 

É com esta simbiose entre a definição de exercício parametrizado e a avaliação para as 

aprendizagens que propomos o instrumento de avaliação Teste em Duas Fases Parametrizado, uma 

adaptação do Teste em Duas Fases preconizado por Leal (1992). Como o nome indica, o Teste em 

Duas Fases Parametrizado também é constituído por duas fases. Na primeira fase, o professor 

distribui por cada aluno um teste com exercícios. E a primeira diferença face ao modelo proposto 

por Leal reside no facto de que cada teste é diferente de aluno para aluno uma vez que cada 

exercício parametrizado gera exemplos diferentes. Após a realização do teste, o professor recolhe-

o a fim de o avaliar ou classificar. Posteriormente, devolve o teste, a cada aluno, com feedback oral 

ou escrito. Ao longo de um período de tempo estipulado, poderá ser de uma semana, os alunos 

analisam os erros cometidos e procuram formas de os superar tendo em atenção o feedback 

elaborado pelo professor. Findo esse prazo, aplica-se a segunda fase. Novamente, em sala de aula, 

os alunos voltam a resolver, não o mesmo teste, mas um novo teste, com exercícios diferentes dos 

da primeira fase, para cada aluno, mas com o mesmo tipo de questão e complexidade semelhante. 

Desta forma, o aluno tem uma nova oportunidade de demonstrar o que sabe e é capaz de fazer. 

Terminada a segunda fase, o professor recolhe o teste realizado pelo aluno para avaliar ou 

classificar. A avaliação ou classificação final tem em atenção a evolução verificada entre as duas 

fases. 

Aquando da parametrização dos enunciados dos exercícios também elaboramos as 

respetivas propostas de resolução, com o objetivo de o professor disponibilizar, posteriormente, a 

cada aluno, uma proposta de resolução correta, em suporte papel ou em formato digital, via e-mail 

ou plataforma de aprendizagem. 

 A tipologia dos exercícios propostos em cada teste pode acompanhar a tipologia original 

do Teste em Duas Fases (questões fechadas, questões abertas e de ensaio) no entanto, nesta 

dissertação, a tipologia dos exercícios abordados foram itens de construção no formato de resposta 

curta e resposta restrita, de acordo com a tipologia de itens do IAVE (IAVE, I.P., 2019), podendo ser 

adaptado ao contexto turma/aluno(a), possibilidade resultante da versatilidade da linguagem R. 
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 Na tabela seguinte (Tabela 5) sintetizamos e comparamos algumas características dos 

instrumentos de avaliação mencionados: Teste em Duas Fases e Teste em Duas Fases 

Parametrizado. 

 

Tabela 5. Algumas características entre os instrumentos de avaliação 

 Características 

 Teste em Duas Fases Teste em Duas Fases 
Parametrizado 

1ª Fase 

 

Sala de aula Sala de aula 

2ª Fase 

 

Fora da sala de aula Sala de aula 

Tipo de Questões Resposta curta, aberta e de 
ensaio 

Itens de resposta curta e 
resposta restrita4 

Teste (enunciado) 

 

Igual em ambas as fases Diferente em ambas as fases 

Avaliação Tem em atenção a evolução 
entre as duas fases 

Tem em atenção a evolução 
entre as duas fases 

 

Em tese, as vantagens deste instrumento de avaliação concentram-se no facto de, durante 

a segunda fase, minimizar ou impedir a cópia e a realização da mesma por terceiros, uma vez que 

a mesma é realizada em sala de aula. Mas, para além disso, a vantagem fundamental deste 

instrumento de avaliação é o facto dos exercícios do teste da segunda fase não serem iguais aos da 

primeira, e continuarem a possuir complexidade semelhante. Desta forma, estamos a contribui 

para dar seriedade, maior consistência e valor ao desempenho do aluno neste processo avaliativo, 

tanto mais que os alunos desconhecem o modo como cada exercício está parametrizado. Por outro 

lado, a oportunidade que os alunos têm em recuperar aprendizagens não apreendidas ou 

consolidadas, entre as duas fases, considerando o feedback dado pelo professor é outra 

característica que vai ao encontro da aceção da avaliação para as aprendizagens. Outra vantagem 

deste processo advém da facilidade com que se obtém um teste ou exercício diferente, de aluno 

para aluno. Para tal, e numa perspetiva organizacional, podemos fazer corresponder a cada aluno 

o exercício ou teste gerado pela atribuição do número de ordem na turma ou do número 

 
4 Itens abordados nesta dissertação. 
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mecanográfico do aluno, introduzindo-o na função geradora de números que é definida no 

processo de elaboração dos exercícios parametrizados. 

 No que diz respeito à organização e aplicação do Teste em Duas Fases Parametrizado 

podemos evocar dois aspetos significativos: a disponibilidade de tempo e o volume de trabalho. 

Atente-se ao facto de que, ao longo deste processo, o professor terá que, previamente, constituir 

uma bolsa de exercícios parametrizados sobre determinados conteúdos, a fim de gerar os exercícios 

para ambas as fases, avaliar ou classificar os testes de ambas as fases num curto espaço de tempo 

e proceder a feedback escrito ou oral aquando da devolução ao aluno do teste da primeira fase. 

 A aplicação dos exercícios parametrizados não se esgota no instrumento de avaliação Teste 

em Duas Fases Parametrizado. Reiteramos a versatilidade da programação em linguagem R que 

nos permite disponibilizar, online ou em formato papel, exercícios isolados ou diferenciados, para 

uma utilização mais restrita, e.g., para os alunos praticarem numa aula de apoio ou em atividades 

de recuperação. Numa perspetiva mais ampla, e.g., podemos enquadrar o exercício parametrizado 

numa tarefa de trabalho para casa, para todos os alunos ou para a obtenção de feedback quanto à 

apreensão de um determinado conteúdo após a sua lecionação. 
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Capítulo 4 

Conclusões 

Ao longo da dissertação tentámos mostrar as razões pela quais avançámos para a 

parametrização de exercícios de Matemática e para a adaptação de um instrumento de avaliação, 

o Teste em Duas Fases Parametrizado, utilizando o software RStudio. 

Sendo exequíveis sobre quaisquer tópicos da Matemática, por conveniência de docência 

usámos, como suporte teórico, tópicos de Probabilidades contidos no programa curricular de MACS 

para o 11.º ano de escolaridade, sendo que alguns destes também podem ser referenciados em 

outras disciplinas de Matemática do ensino básico e secundário (e.g., Matemática do 9.º ou 

Matemática A do 12.º ano de escolaridade) ou ainda em disciplinas de licenciaturas em diversos 

cursos do ensino superior. 

 Relativamente ao software RStudio com o Rmarkdown, realçámos a polivalência desta 

ferramenta computacional ao permitir gerar enunciados de exercícios que podem envolver a 

escrita elegante de fórmulas matemáticas usando o LaTeX e/ou incorporar cálculos algébricos, com 

valores ou textos parametrizados. Estes enunciados podem ser facilmente exportados para WORD 

ou PDF transformando-os em fichas de trabalho, testes de avaliação ou outro material pedagógico 

que o professor considere pertinente criar para si ou disponibilizar aos alunos. Notemos que 

ficheiros em formato WORD ou PDF são frequentemente usadas pelos docentes no fornecimento 

de material pedagógico, quer seja através de documentação em formato impresso em papel, quer 

seja em formato digital enviado por e-mail ou usando plataformas digitais como sejam o moodle 

ou, mais recentemente, a plataforma Microsoft Teams.  

 Embora se reconheça a dificuldade inicial em se adquirir competências com a linguagem de 

programação R, os proveitos que daí advêm, com o domínio de todo o processo criativo, superam 

os constrangimentos iniciais. Algumas vantagens foram demonstradas com a criação de exercícios 

parametrizados: o controlo de todas as variáveis que se pretendam gerar assim como do seu 

domínio de variação (e.g., gerar um maior ou menor número de enunciados diferentes), a 

possibilidade de criar documentos com diversas finalidades (e.g., para aula prática, aula de apoio 

ou para avaliação), moldáveis (e.g., exercícios invertidos, com respostas satisfazendo algum critério 

predefinido) e adaptáveis ao contexto grupo-turma.  

 A criação de exercícios parametrizados não se esgota na geração aleatória de atributos ou 

valores sobre um conjunto predefinido de parâmetros. Na parametrização de exercícios, 
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experienciámos a metodologia designada por exercício parametrizado invertido, sendo esta outra 

forma muito interessante e desafiadora, na medida em que se acrescentam restrições ao tipo ou 

forma de resultado final que pretendemos obter (e.g., no cálculo da probabilidade de um 

acontecimento impedir que o resultado final obrigue a arredondamentos). Este processo será mais 

ou menos complexo, dependendo das restrições impostas e das variáveis em jogo. 

Importa referir que o tipo de questões parametrizadas possíveis de serem criadas usando 

o software RStudio com o Rmarkdown, não se limita a questões de resposta curta e resposta 

restrita como trabalhadas no Capítulo 3. Outros tipos de questões podem ser geradas, e.g., escolha 

múltipla, associação, ordenação, verdadeiro/falso ou completamento. 

Com a criação de exercícios parametrizados também realçamos a sua aplicabilidade como 

ferramenta computacional para suporte ao instrumento de avaliação que propomos e que 

designámos por Teste em Duas Fases Parametrizado. Este representa mais um contributo para o 

conjunto de instrumentos de avaliação à disposição do professor que, como se preconiza, deverão 

ser diversificados. O uso efetivo deste instrumento de avaliação bem como a sua implementação 

deverão ser objeto de investigação futuro. Ficámos pela intenção, apesar da enorme vontade na 

sua concretização, por causa das alterações das condições de trabalho com os alunos impostas pelo 

confinamento obrigatório devido à pandemia da Covid-19. 

Por fim, por detrás da criação de exercícios parametrizados está a motivação do criador, 

como referem também Cruz, Oliveira e Seabra (2018) num estudo realizado a alunos de mestrado. 

Motivação na criação por mais e melhores exercícios parametrizados, pelo seu uso e concretização 

num produto final. No âmbito da nossa experiência corroboramos totalmente com este sentimento 

tanto mais que, muitas vezes, quando pensávamos que a parametrização de um exercício estava 

finalizada acrescentávamos algo mais... mais um item, uma combinação de conceitos, um novo 

parâmetro a tornar aleatório, uma distinta estratégia de resolução, etc. A imaginação não tem 

limites! 
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A. APÊNDICE 

A.1 Breve descrição de outras aplicações e plataformas na internet 

Badaboom (http://palms.polyu.edu.hk/educational-apps/badaboom/) é uma plataforma 

baseada na Kahoot! na qual se podem realizar jogos em sala de aula com recurso a respostas a 

questionários de escolha múltipla que podem ser dadas através de um dispositivo com ligação à 

internet (Pedagogic & Active Learning Mobile Solutions (PALMS) Project, 2018). 

 

Behance, em https://www.behance.net/, é uma ferramenta da Adobe que permite criar 

portfólios online para exposição de trabalhos (Adobe, 2020). 

 

Blackboard, em https://www.blackboard.com/, é uma plataforma LMS  (Blackboard Inc, 

2020) com múltiplos recursos: troca de mensagens de correio eletrónico, fórum de discussão, 

glossário de disciplina, avaliação online, criação de exercícios de diversas tipologias sendo que, as 

perguntas de desenvolvimento podem utilizar a ferramenta de Math Editor Window. 

 

ClassMarker, em https://www.classmarker.com/, possibilita a criação de perguntas e testes 

cujas questões poderão ser complementadas com links online, documentos, imagens e vídeos. Os 

tipos de questão poderão ser, e.g., de Escolha Múltipla, Verdadeiro/Falso, Resposta Curta. No final 

da realização do teste podemos aceder a um feedback relativamente ao desempenho e à correção 

do teste mas, apenas, na versão de utilização paga (ClassMarker Pty Ltd, 2020). 

 

Crowdsignal, em https://crowdsignal.com/, ajuda a criar sondagens e questionários com 

relativa facilidade, dando possibilidade de usar vários tipos de questões e escalas de Likert (escala 

de resposta psicométrica muito utilizada em questionários de opinião), com exportação dos 

resultados para um ficheiro no formato EXCEL, WORD ou PDF (Automattic Company, 2020). 

 

Dribbble, em https://dribbble.com/, é uma plataforma onde se pode partilhar projetos e 

portfólios criativos relacionados com o design (Dribbble, 2020). 

 

EasytestMaker, em https://www.easytestmaker.com/, cria e publica testes online com 

classificação automática, e ainda relatórios de análise por resposta (EasyTestMaker, s.d.). 

http://palms.polyu.edu.hk/educational-apps/badaboom/
https://www.behance.net/
https://www.blackboard.com/
https://www.classmarker.com/
https://crowdsignal.com/
https://dribbble.com/
https://www.easytestmaker.com/
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Flexiquiz, em https://www.flexiquiz.com/, fornece a possibilidade de construir testes 

online, com questões de diversos tipos e, posteriormente, relatórios de análise (nextSpark Pty Ltd, 

2020). 

 

GimKit, em https://www.gimkit.com/, é um jogo com questões de escolha múltipla sobre 

as diferentes áreas do saber (Gimkit, 2020). 

 

GoConqr, em https://www.goconqr.com/, cuja designação junta duas palavras de origem 

inglesa: Go e Conquer, que significa, ir e conquistar, respetivamente, é um Sistema de Gestão de 

Aprendizagem (LMS na língua inglesa, acrónimo que significa Learning Management System) na 

qual o utilizador pode criar a sua disciplina e tarefas tais como fichas, mapas mentais, flashcards e 

notas, partilhar o material produzido com todos os utilizadores e monitorizar o desempenho de 

cada aluno (ExamTime Ltd, 2020). 

 

Google Forms, em https://www.google.com/intl/pt-PT/forms/about/, trata-se de uma 

ferramenta (Google Forms, 2020) incorporada no Google destinada à elaboração de questionários 

em formato digital. Tem a vantagem de permitir a obtenção automática de uma base de dados, em 

formato Excel, das respostas submetidas pelos alunos, os quais foram previamente convidados a 

participar por meio do fornecimento de um endereço (link do questionário). Esta plataforma tem a 

particularidade de permitir transformar o questionário na forma de um teste (quiz), com a grande 

vantagem de atribuir cotação a cada pergunta e subsequente classificação da resposta dada 

conduzindo assim, se desejado, a uma avaliação automática das respostas que constituem o 

questionário/teste, assim como o envio imediato (ou mais tarde) da classificação final do teste 

realizado. Questões de resposta curta e questões de escolha múltipla são possíveis de ser incluídas 

no teste, e com consequente cotação, validação e classificação de resposta (correta ou incorreta). 

Uma das desvantagens desta ferramenta é a escrita de enunciados e de respostas com fórmulas 

matemáticas. Para colmatar esta fragilidade da ferramenta, é possível usar o software EquatIO 

criado pela TextHelp com o objetivo de simplificar a escrita de expressões matemáticas. O 

EquatIO é uma extensão de Google Chrome que pode ser integrado no Formulário do Google 

permitindo a incorporação de fórmulas matemáticas em texto quer para enunciados de questões, 

quer para as respostas. Todavia, não possibilita que estas fórmulas sejam inseridas em texto 

seguido, sendo inserido no paragrafo seguinte ao texto onde se pretende introduzir a fórmula. 

https://www.flexiquiz.com/
https://www.gimkit.com/
https://www.goconqr.com/
https://www.google.com/intl/pt-PT/forms/about/
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HotPotatoes, em https://hotpot.uvic.ca/, é um software educativo que permite criar 

exercícios através de cinco ferramentas: JCloze: cria exercícios de preenchimento de espaços; 

JCross: cria exercícios de palavras cruzadas; JMatch: cria exercícios de combinação de colunas ou 

sequência correta de ações; JMix: cria exercícios de análise de sequências de palavras ou letras 

desordenadas; JQuiz: cria exercícios de escolha múltipla. Ainda existe The Masher, que permite 

agrupar numa só página um índice com ligações aos outros exercícios (páginas). A correção é 

efetuada automaticamente e os resultados podem ser enviados para o professor, por e-mail (Half-

Baked Software, 2020). 

 

Mahara, em https://mahara.org/ , é um sistema de gestão de portfólios eletrónicos que 

permite ao utilizador registar provas do que aprendeu ao longo de um período da sua vida, 

armazenando-as digitalmente (Catalyst.Net Limited, 2020). 

 

Moodle, em https://moodle.org/. A palavra era originalmente um acrónimo: Modular 

Object-Oriented Dynamic Learning Environment (Ambiente Modular de Aprendizagem Dinâmico 

Orientado para Objetos). É um sistema LMS que, para além de repositório de documentos, 

disponibiliza várias atividades, entre elas, o Chat que permite uma comunicação síncrona, em 

tempo real entre professores e alunos, e o glossário que permite aos participantes da disciplina 

criar dicionários, entre outros. Também destacamos a atividade Teste que permite aos professores 

criar testes com questões de diversos tipos (escolha múltipla, verdadeiro ou falso, resposta curta, 

comparação) (Moodle Pty Ltd, 2020). 

 

Nearpod, em https://nearpod.com/, é uma plataforma de ensino aprendizagem LMS na 

qual destacamos o facto de se poder criar apresentações, atividades de avaliação para os alunos 

com relatório de desempenho, e professores e alunos poderem trocar materiais. O acesso dos 

alunos é realizado através de um código (Nearpod, 2020). 

 

Online Quiz Creator, em https://www.onlinequizcreator.com/pt/, possibilita a criação de 

provas online, no qual se podem utilizar vários tipos de pergunta e obter informações relativamente 

aos resultados das mesmas, individualmente, por grupo, questão ou categoria. Ainda possibilita a 

partilhar de conteúdos de aprendizagem de forma organizada, permitindo que os utilizadores 

avancem na compreensão de um determinado tópico (Quizworks B.V., 2020). 

 

https://hotpot.uvic.ca/
https://mahara.org/
https://moodle.org/
https://nearpod.com/
https://www.onlinequizcreator.com/pt/
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Pear Deck, em https://www.peardeck.com/googleslides, é uma empresa de tecnologia 

educacional que disponibiliza uma aplicação na internet que possibilita  a criação de apresentações 

com perguntas interativas, questionários e sondagens, dando a possibilidade de os participantes 

poderem interagir usando o seu dispositivo com ligação à internet (Pear Deck, Inc., 2020). 

 

Plickers, em https://get.plickers.com/, é uma ferramenta disponível na internet podendo 

ser usada por qualquer dispositivo móvel com a qual se elaboram testes rápidos, com questões de 

escolha múltipla, verdadeiro ou falso, permitindo ao professor, com base nas respostas dos seus 

alunos através de cartões impressos, conhecer em tempo real o nível da turma quanto ao 

conhecimento de determinados conceitos. A aplicação gera e grava o desempenho individual dos 

alunos, criando gráficos e dados (Plickers, 2019). 

 

Proprofs, em https://www.proprofs.com/, disponibiliza a elaboração de quizzes através de 

diversos tipos de questões, e.g., múltipla escolha, verdadeiro ou falso, combinações, 

preenchimento de espaços em branco e caixas de selação. Também permite ser utilizada como 

Sistema de Gestão da Aprendizagem (LMS) e efetuar uma gestão de testes online (ProProfs.com, 

2020). 

 

QuestionPro, em https://www.questionpro.com, é um software de pesquisa online que 

ainda apresenta soluções relacionadas com aplicação de inquéritos com escala Likert, e testes 

online com relatórios finais (QuestionPro, 2020). 

 

Quibblo, em www.quibblo.com, é uma plataforma que admite a criação de questionários 

online e ver os resultados num gráfico (Polarity Technologies, 2020). 

 

Quizalize, em www.quizalize.com, uma ferramenta que possibilita a criação de 

questionários online e obter o desempenho de acordo com as respostas. Também permite utilizar 

os questionários que se encontram na base de dados (Zzish Ltd, 2020). 

 

QuizStar, em http://quizstar.4teachers.org/indexs.jsp,  ferramenta gratuita que possibilita 

a conceção de um questionário e analisar os resultados após a sua aplicação (QuizStar, 2020). 

 

https://www.peardeck.com/googleslides
https://get.plickers.com/
https://www.proprofs.com/
https://www.questionpro.com/
http://www.quibblo.com/
http://www.quizalize.com/
http://quizstar.4teachers.org/indexs.jsp
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 Quizizz,  em https://quizizz.com,  é um software que permite criar quizes e utilizá-los como 

jogo em sala de aula (Quizizz Inc., 2020). 

 

 SurveyMonkey, em https://pt.surveymonkey.com/, permite criar questionários online e 

obter os resultados (SurveyMonkey, 2020). 

 

Sway, em https://sway.office.com/, é um aplicativo que faz parte do pacote o Office e ajuda 

a criar excelentes apresentações, relatórios e projetos (Microsoft, 2020). 

 

A.2 Código fonte de exercícios parametrizados (exemplos) 

Apresentamos, seguidamente, e a título de exemplo, o código fonte de dois exercícios 

parametrizados: Exercício 6 e Exercício 12 – Exercício Parametrizado Invertido. Os códigos fonte 

dos restantes exercícios encontram-se publicados no seguinte sítio 

https://github.com/vitordrfreitas/MACS/ da plataforma GitHub (GitHub). 

Código fonte do Exercício 6 

Laplace 06 

Vítor Freitas 

01/12/2019 

 

Sumário 

Vítor Freitas, 2019. 

• exercício intermédio 

• exercício com tabela de dupla entrada 

• caso extração simultânea de dois CD 

Palavras-chave: Laplace, sem reposição, tabela de contingência 

Parametrização 

set.seed(20) #Chave da escolha dos parâmetros (semente) 
 
 

https://quizizz.com/
https://pt.surveymonkey.com/
https://sway.office.com/
https://github.com/vitordrfreitas/MACS/
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## DATA GENERATION 
#library("moments") 
library("phonTools") 
library("knitr")  
 
#caracterizacao da populacao 
nrcdrock <- sample(1:2,1)                 #número de CD rock 
nrcdpopular <- sample(1:6,1)              #número de CD musica popular 
nrcd <- nrcdrock+nrcdpopular              #número total de CD 
 
nrcasospossiveis <- (nrcd*(nrcd-1))       #número de casos possíveis 
nrcasosfavoraveis<-2*nrcdrock*nrcdpopular #número de casos favoráveis 
 
#definição da matriz 
par_rockpop <- matrix("-",nrcd,nrcd)      #começa matriz com "-" e defin
e par ordenado (cd,cd) em matriz "nrcd" por "nrcd" 
for (i in 1:nrcdrock) 
   { 
   for(j in 1:nrcdrock) 
      { 
     par_rockpop[i,j]= paste("(R",i,",","R",j,")",sep="")   #linha i, co
luna j, na matriz (tabela) 
       } 
      
   for(j in (nrcdrock+1):nrcd) 
      { 
     par_rockpop[i,j]= paste("(R",i,",","P",j-nrcdrock,")",sep="") 
      
       } 
    } 
 
for (i in 1:nrcdpopular) 
   { 
   for(j in 1:nrcdrock) 
      { 
     par_rockpop[i+nrcdrock,j]= paste("(P",i,",","R",j,")",sep="") 
       } 
      
   for(j in (nrcdrock+1):nrcd) 
      
      { 
     par_rockpop[i+nrcdrock,j]= paste("(P",i,",","P",j-nrcdrock,")",sep=
"") 
      
       } 
    } 
 
 
for (i in 1:nrcd) {par_rockpop[i,i]= "-"} 
       
 
#Definição da tabela 
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aux <- c("  Rock1","  Rock2","  POP1","  POP2","  POP3","  POP4","  POP5
", "  POP6") 
colnames(par_rockpop)<-aux[c(1:nrcdrock,1:nrcdpopular+2)] 
rownames(par_rockpop)=aux[c(1:nrcdrock,1:nrcdpopular+2)] 
tabeladuplaentrada <- as.table(par_rockpop) 
#tabeladuplaentrada 

#este procedimento escreve os pares (cd,cd) em linha 
 
kable(tabeladuplaentrada,align="c")     #cria a tabela no word, centrada 

 
Rock1 Rock2 POP1 POP2 POP3 

Rock1 - (R1,R2) (R1,P1) (R1,P2) (R1,P3) 

Rock2 (R2,R1) - (R2,P1) (R2,P2) (R2,P3) 

POP1 (P1,R1) (P1,R2) - (P1,P2) (P1,P3) 

POP2 (P2,R1) (P2,R2) (P2,P1) - (P2,P3) 

POP3 (P3,R1) (P3,R2) (P3,P1) (P3,P2) - 
numerador<- paste("\\text{nº de casos favoráveis}")    #escrever "nº cas
os favoráveis" no numerador 
denominador<- paste("\\text{nº de casos possíveis}")   #escrever "nº cas
os possiveis" no denominador 
 
 
#resolução 
 
pa <- nrcasosfavoraveis / nrcasospossiveis 
pa2 <- round( pa, 2) * 100 
 
if (pa*100 == pa2) 
  { 
  sinala <-  "=" 
  } else  
    { 
  sinala <- "\\approx" 
    } 
  fracao_a<-reduce.fraction(c(nrcasosfavoraveis,nrcasospossiveis)) 

#calcula fraçao irredutivel 
        fracao_a 

## [1] 3 5 

        str(fracao_a) #estrutura dos dados, para ver o que está 

##  num [1:2] 3 5 

        fracao_a[1] 

## [1] 3 

        fracao_a[2] 
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## [1] 5 

  if (fracao_a[1]==nrcasosfavoraveis) { 

#escreve a fração irredutível ou por partes 
  texto_a <- paste("\\frac{", nrcasosfavoraveis, "}{", nrcasospossiveis, 
"}") 
                            } else  
                     { 
         texto_a <- paste("\\frac{", nrcasosfavoraveis, "}{", nrcasospos
siveis, "} = \\frac{", fracao_a[1], "}{", fracao_a[2], "}") 
                      } 
   
         print(texto_a) 

## [1] "\\frac{ 12 }{ 20 } = \\frac{ 3 }{ 5 }" 

``` 

## Questão: Exercício 6 

A Maria gravou `r nrcd` CD, `r nrcdrock` de música rock e `r nrcdpopular` com música popular, 

mas esqueceu-se de identificar cada um deles. Qual é a probabilidade de ao escolher dois CD ao 

acaso, um ser de música rock e o outro ser de música popular? 

 

## Proposta de resolução 

   

Para determinar a probabilidade pedida utilizaremos a Regra de Laplace 

P(os CD serem um de música rock e outro de música popular) = $\frac{`r numerador`}{`r 

denominador`}$ 

 

Comecemos por construir uma tabela que nos permita verificar todas as hipóteses possíveis de 

resultado: 

 

`r kable(tabeladuplaentrada)` 

 

O número de casos possíveis é `r nrcasospossiveis` 

O número de casos favoráveis é `r nrcasosfavoraveis` 

P(os CD serem um de música rock e outro de música popular) = $`r texto_a`$ 

ou 

P(os CD serem um de música rock e outro de música popular) $`r sinala` `r pa2`\%$ 
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Código fonte do Exercício 12 - Exercício Parametrizado Invertido 

Laplace 12.0. Exercício parametrizado invertido 

Vítor Freitas 

08/02/2020 

Sumário 

Vítor Freitas, 2020. 

• exercício fácil 

• caso extração bola colorida de uma caixa, mas fixando o valor inteiro da 
probabilidade em percentagem 

Palavras-chave: Probabilidade, Laplace, exercício, contrário 

Parametrização 

set.seed(2017) #Chave da escolha dos parâmetros (semente) 
 
# DATA GENERATION 
library("knitr") 
library("phonTools") 
 
#caracterizacao da populacao 
 
#escolhe a cor da bola extraída 
corbola1<- c("verde","vermelha","azul") 
aux1<- sample(1:3,1) 
corbola1<-corbola1[aux1] 
 
#escolhe a cor da bola não extraída 
corbola2<- c("verde", "vermelha", "azul") 
aux3<-sample(1:3,1) 
corbola2<-corbola2[aux3] 
 
#gerar os algarismos b1 e b2 
b1<- sample(0:9,1)  
b2<- sample(0:9,1) 
 
#obter o número na forma decimal 
aux2<-b1*0.1+b2*0.01          #número na forma 0,bb 
 
#obter o número inteiro 
numerador<-as.integer(aux2*100)  #Apesar do número aux*100 ser inteiro é 
necessário impor as.integer 
 
#fixa o denominador 
denominador<- 100 
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#determina o número total de bolas 
fracao_a <- reduce.fraction(c(numerador, denominador)) 
if (fracao_a[1]== numerador) 
  {   
  total <- denominador    #nº total de bolas 
   } else 
    { 
    total <- fracao_a[2]  #nº total de bolas                                         
     } 
 
 
#Caso corbola1 (bola escolhida) seja verde 
if (corbola1 == "verde") 
  { 
  #nº de bolas verdes 
  nbverde<-as.integer(total*aux2)   #Apesar do número aux*100 ser inteir
o é necessário impor as.integer 
 
  #nº de bolas vermelhas e azuis 
  nbsobrantes<-total-nbverde           
  nbvermelha<-sample(1:nbsobrantes,1) 
  nbazul<-total-nbverde-nbvermelha 
  } 
 
 
#Caso corbola1 (bola escolhida) seja vermelha 
if (corbola1 == "vermelha") 
  { 
  #nº de bolas vermelhas 
  nbvermelha<-as.integer(total*aux2)   #Apesar do número aux*100 ser int
eiro é necessário impor as.integer 
 
  #nº de bolas verdes e azuis 
  nbsobrantes<-total-nbvermelha 
  nbverde<-sample(1:nbsobrantes,1) 
  nbazul<-total-nbverde-nbvermelha 
  } 
 
 
#Caso corbola1 (bola escolhida) seja azul 
if (corbola1 == "azul") 
  { 
  #nº de bolas azuis 
  nbazul<-as.integer(total*aux2) #Apesar do número aux*100 ser inteiro é 
necessário impor as.integer 
 
  #nº de bolas vermelhas e verdes 
  nbsobrantes<-total-nbazul 
  nbvermelha<-sample(1:nbsobrantes,1) 
  nbverde<-total-nbazul-nbvermelha 
  } 
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#texto para o caso de termos 1 bola verde 
if (nbverde == 1) 
  { 
  texto1 <- paste("bola verde") 
   } else 
     { 
     texto1 <- paste("bolas verdes") 
      } 
print(texto1) 

## [1] "bolas verdes" 

#texto para o caso de termos 1 bola vermelha 
if (nbvermelha == 1) 
  { 
  texto2 <- paste("vermelha") 
   } else 
    { 
    texto2 <- paste("vermelhas") 
     } 
print(texto2) 

## [1] "vermelhas" 

#texto para o caso de termos 1 bola azul 
if (nbazul == 1) 
  { 
  texto3 <- paste("azul") 
   } else 
    { 
    texto3 <- paste("azuis") 
     } 
print(texto3) 

## [1] "azuis" 

#Cria uma tabela com o número de bolas de cada cor 
tabela <- matrix(c(nbverde,nbvermelha,nbazul,total),ncol=4,byrow=TRUE) 
colnames(tabela) <- c("Verde","Vermelha","Azul", "Total") 
rownames(tabela) <- c("Nº de bolas") 
tabela <- as.table(tabela) 
 
 
#RESOLUÇÃO DA ALÍNEA a) 
if (corbola1 == "verde") 
  { 
  nrcasosfavoraveis1 <- nbverde 
   } 
 
if (corbola1 == "vermelha") 
  { 
  nrcasosfavoraveis1 <- nbvermelha 
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   } 
 
if (corbola1 == "azul") 
  { 
  nrcasosfavoraveis1 <- nbazul 
   } 
 
pa<- nrcasosfavoraveis1/total                                      #cálc
ulo da probabilidade da alínea a) 
pa2<- pa*100 
texto_bolaextraida1 <- paste("\\frac{", nrcasosfavoraveis1, "}{", total, 
"}") 
print(texto_bolaextraida1) 

## [1] "\\frac{ 17 }{ 50 }" 

#RESOLUÇÃO DA ALÍNEA b) 
if (corbola2 == "verde") 
  { 
  nrcasosfavoraveis2 <- nbvermelha + nbazul 
   } 
 
if (corbola2 == "vermelha") 
  { 
  nrcasosfavoraveis2 <- nbverde + nbazul 
   } 
 
if (corbola2 == "azul") 
  { 
  nrcasosfavoraveis2 <- nbverde + nbvermelha 
   } 
 
pb<-nrcasosfavoraveis2/total                                     #cálcul
o da probabilidade da alínea b) 
pb2 <- pb* 100 
fracao_b<-reduce.fraction(c(nrcasosfavoraveis2,total)) 
fracao_b 

## [1] 29 50 

str(fracao_b) 

##  num [1:2] 29 50 

fracao_b[1] 

## [1] 29 

fracao_b[2] 

## [1] 50 

if (fracao_b[1]== nrcasosfavoraveis2) 
  { 
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  texto_bolaextraida2 <- paste("\\frac{", nrcasosfavoraveis2, "}{", tota
l, "}") 
   } else 
     { 
     texto_bolaextraida2 <- paste("\\frac{", nrcasosfavoraveis2, "}{", t
otal, "} =\\frac{",fracao_b[1],"}{",fracao_b[2],"}") 
      } 
 
print(texto_bolaextraida2) 

## [1] "\\frac{ 29 }{ 50 }" 

``` 

 

## Questão: Exercício 12. Exercício parametrizado invertido 

De uma caixa com `r nbverde` `r texto1`, `r nbvermelha` `r texto2` e `r nbazul` `r texto3`, retirou-

se aleatoriamente uma bola.  

Determine a probabilidade de: 

**(a)** A bola ser `r corbola1`; 

**(b)** A bola não ser `r corbola2`. 

Apresente os resultados sob a forma de fração irredutível e de percentagem. 

 

## Proposta de resolução 

Vamos construir uma tabela na qual organizamos os dados. 

`r kable(tabela)` 

 

**(a)** Seja A o acontecimento "a bola ser `r corbola1`": 

Número de casos possíveis: `r total` 

Número casos favoráveis: `r nrcasosfavoraveis1` 

Probabilidade pedida: $P(A) = `r texto_bolaextraida1`$ = `r pa` ou $P(A) = `r pa2`\%$ 

 

**(b)** Seja B o acontecimento "a bola não ser `r corbola2`". 

Número de casos possíveis: `r total` 

Número de casos favoráveis: `r nrcasosfavoraveis2` 

Probabilidade pedida: $P(B) = `r texto_bolaextraida2`$ = `r pb` ou $P(B) = `r pb2`\%$. 

 


