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Palavras-chave

Resumo

Polinémios, nimero de zeros, localizacdo de zeros, férmulas resolventes,
construcdes com régua e compasso

Nesta dissertacdo apresentamos deducdes das férmulas resolventes das equa-
¢Bes de graus inferiores a cinco e os trabalhos de Abel e de Galois, concorren-
tes para a prova da n3o existéncia de férmulas congéneres para as equacdes
de grau superior, usando radicais.

Tratamos, usando fundamentos algébricos envolvendo o grau de uma ex-
tensdo de um corpo, a impossibilidade de algumas construcdes geométricas
usando apenas régua e compasso. Apresentamos ainda algumas regras para
a determinacdo do numero de zeros reais de um polinémio e sua locali-
zacdo. Sobre este assunto, propomos um guido de uma tarefa aplicada a
alunos do 112 ano de Ciéncias e Tecnologias como aplicacdo/extensio de
conteddos abordados no Programa da disciplina de Matemética A do Ensino
Secundario.






Keywords

Abstract

Polynomials, number of roots, location of roots, resolvent formulas, cons-
tructions with ruler and compass

In this dissertation we present deductions of the resolvent formulas for the
equations of degrees below five and the works of Abel and Galois, competing
for the proof of the non-existence of similar formulas for higher degree, using
radicals. Using algebraic foundations involving the degree of a field exten-
sion, we show, the impossibility of several geometric constructions with only
ruler and compass. We also present some rules for computing the number of
polynomial real roots as well as their location. On this subject, we propose
a script of a task for students of the «112 ano, Ciéncias e Tecnologias»
as an application/extension of the contents of the «Matematica A» course
Program.
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Capitulo 1

Introducao

Em maio de 2019, numa aula de Matematica A da turma do 10° CT4 da Escola Secun-
daria Lima-de-Faria- Cantanhede, surgia casualmente o primeiro contributo para o tema
desta dissertacao. Tratavamos o tema “Polinémios” e numa breve introducao histoérica
ao capitulo, os autores do Manual adotado (Novo Espaco, Matemdtica A, B. Costa e
E. Rodrigues, Porto Editora) faziam uma referéncia muito breve a Regra de Descartes
(1596-1650) para determinagao do ntumero de solugoes de uma equacdo. Nao muito tempo
depois, alguém, exterior a esta realidade do Ensino Secundério, questionava o autor desta
dissertacao se os alunos deste nivel de ensino conheciam a referida Regral

Foi este o segundo contributo para a escolha do tema: gostariamos que a disserta-
¢ao visasse polinomios, nomeadamente o estudo de regras (que desconhecéssemos) que
permitissem a determinacdo do numero dos seus zeros e os localizassem.

Se este objetivo fosse cumprido, dar-se-ia cumprimento, achavamos noés, aos objetivos
deste Mestrado: contribuir para a formacao continua so6lida, orientada para a resolucao
de problemas reais sentidos pelos professores na sua pratica letiva, bem como para o
aprofundamento de conceitos fundamentais.

Com esta dissertacao, pretendemos, para além de dar resposta & questao levantada
do conhecimento de regras para a determinagdao do ntmero e localizacdo de zeros de
polinémios, conhecer as férmulas resolventes de equagoes de grau inferior a 5 e explorar
as razoes que levam & ndo existéncia de uma congénere para as do quinto grau ou superior.
Analisamos também, como estes contributos algébricos justificam a impossibilidade de
algumas construgoes geométricas usando régua e compasso, famosas e muito antigas,
como é o caso da quadratura do circulo, por exemplo.

Organizamos o presente texto, da seguinte forma:

No capitulo dois apresentamos e revemos alguns conceitos e resultados béasicos mas
importantes, de dominios variados, necessarios a uma melhor compreensao do trabalho
aqui desenvolvido e que a ele servirdao de apoio.

No capitulo trés deduzimos as formulas resolventes das equagoes do segundo, terceiro
e quarto graus. Aqui, temos a oportunidade de ter contacto com saberes tao distintos
quanto aqueles que eram conhecidos quinze séculos a.C. (para as equagoes de grau um
e dois) e aqueles que foram desenvolvidos e disputados no século XVI por Scipione del
Ferro (1465-1526), Nicolo Tartaglia (1500-1557), Girolamo Cardano (1501-1576), entre
outros. Referimo-nos a resolucao de equacgoes de grau trés e quatro.

No capitulo quatro abordamos as equacoes do quinto grau, pauta-nos a prova do
Teorema de Abel (1802-1829)-Ruffini (1765-1833) e percorremos de forma especial e
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imprescindivel, os trabalhos de Evariste Galois (1811-1832), o responsével pela prova
da impossibilidade de resolver, de uma forma geral, uma equagao de grau superior a 5,
usando radicais. Refira-se que, ja antes, com apenas 19 anos, Abel havia provado que néo
existia férmula resolvente para equactes do quinto grau. Neste capitulo, sdo abordados
de forma suméria e utilitaria algumas nogoes e resultados acerca de extensées de corpos,
necessarios & prova pretendida.

No capitulo cinco analisamos como é que o grau de uma extensdo de wm corpo é uma
ferramenta til na prova da irresolubilidade geométrica, usando apenas régua e compasso,
de alguns problemas colocados pelos matematicos gregos antigos: duplicagdo do cubo,
trissecao do angulo, quadratura do circulo e inscricao de um heptagono regular numa
dada circunferéncia.

No capitulo seis apresentamos algumas regras (descobertas entre o século XVI e
XIX) que nos dao informacao a respeito do namero e localizacao dos zeros reais de um
polinémio, a saber: Regra de Budan (1761-1840)-Fourier (1768-1830), Regra dos sinais
de Descartes, Teorema de Sturm (1803-1855), Regra de Cauchy (1789-1857) e Regra de
Lagrange (1736-1813).

No apéndice A anexamos o roteiro da tarefa proposta aos alunos de duas turmas
do 11° ano do curso de Ciéncias e Tecnologias relacionada com alguns dos assuntos
abordados nesta dissertacao e que se coadunam com alguns domfnios por si estudados
nos anos de escolaridade ja frequentados.




Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados tteis para o trabalho desen-
volvido. Podem ser encontrados de forma mais detalhada com exemplos, demonstragoes
e resultados associados em [5], |7], [13], [14] e [15].

2.1 Nocoes basicas de Algebra abstrata

Nesta seccao elencamos, em especial, as defini¢des de algumas estruturas e subestruturas
algébricas (grupo, anel, corpo, por exemplo). Apresentamos ainda as no¢oes de relagao
de equivaléncia, de classe, de permutacao e de alguns morfismos.

Defini¢ao 2.1.1 (Grupo) Um grupo é um par (G;x), constituido por um conjunto G
e uma operacdo bindria x : Gx G — G, que satisfaz os sequintes ariomas:

o Associatividade: se a,b,c sao elementos de G entdo a x (bxc) = (a*b)*c

o Elemento neutro: existe um elemento e em G tal que axe = e *xa = a, para todo o
elemento a de G

e Inversos: para todo o elemento a de G existe um elemento o’ em G tal que axa’ =
axa=e

Se, além disso, axb = bxa, para todos 0s elementos a e b de G, o grupo (G *) diz-se
abeliano ou comutativo.

Defini¢ao 2.1.2 (Subgrupo) Subgrupo de um grupo G é um subconjunto nao vazio de
G que tem, ele proprio, estrutura de grupo relativamente & operacio que define o grupo

G.

Defini¢do 2.1.3 (Relac¢do de equivaléncia) Seja A um conjunto e seja R uma relagao
entre pares de elementos de A, isto €, R € um subconjunto de A x A. Quando, para a e
b e A, setem (a,b) € R, escreve-se aRb.

R ¢ uma relacdo de equivaléncia em A se se verificam, para quaisquer a,b,c € A:

e aRa (reflexiva)

e Se aRb entao bRa (simétrica)

e Se aRb e bRc entdo aRc (transitiva)

Defini¢do 2.1.4 (Classes de conjugacao) Dois elementos x© e y de um grupo G sdo
conjugados se grg~' =y, para algum g € G. A relagio de conjugacio € uma relagdo de
equivaléncia cujas classes de equivaléncia se designam por classes de conjugagao.
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Defini¢ao 2.1.5 (Subgrupo normal) Um subgrupo H de G diz-se normal se H é
reunido de classes de conjugacao.

Defini¢ao 2.1.6 (Anel) Um anel (A,+,-) é um conjunto A munido de duas operagies
bindrias, que denotaremos por + e - , tais que:

o(A;+) € um grupo abeliano (o seu elemento neutro é designado por zero do anel
e o inverso de cada elemento, designado por simétrico)

e a operagao - € associativa; ou seja, (a-b)-c=a-(b-c), para quaisquer a,b,c € A

e a operagao - ¢ distributiva relativamente a +, ou seja, a- (b+c¢) =a-b+a-ce
(b+c)-a=b-a+c-a, para quaisquer a,b,c € A.

Usaremos somente A para designar um anel arbitrdrio (A,+,-).

Um anel A diz-se comutativo se a operacdo - é comutativa. Chama-se anel com
tdentidade (ou anel unitdrio) se a operacio - possui um elemento neutro (chamado
identidade), ou seja, se existe um elemento 1 em A, tal que a-1 =1-a = a, para qualquer
a € A.

Se para quaisquer a,b € A, a-b=0=a=0Vb=0, diz-se que A é um anel sem
divisores de zero. A uwm anel comutativo, unildrio e sem divisores de zero, chama-se
um dominio de integridade.

Definigao 2.1.7 (Subanel) Subanel de um anel A é um subconjunto ndao vazio de A
que tem, ele proprio, estrutura de anel relativamente s operacoes que definem o anel A.

Defini¢ao 2.1.8 (Ideal) Um subanel I de A diz-se um ideal se, para cada a € A e cada
x €1, ax e xa pertencem a I.

Defini¢ao 2.1.9 (Ideal principal) O menor ideal de A contendo a é o ideal
<a>={za+na:x €A nel},

designado por ideal principal gerado por a .

Se A for também unitdrio, < a >= {za: x € A}.

Seja A um anel comutativo. Um ideal I de A diz-se principal se existe algum a € A
tal que I =< a >.

Defini¢ao 2.1.10 (Corpo) Se um dominio de integridade satisfaz a propriedade
Ya€e A,a#0,Fbe A:a-b=0b-a =1, entdo é um corpo.

Defini¢ao 2.1.11 (Subcorpo) Sendo L um corpo, K C L é um subcorpo de L quando
K ¢é um subconjunto nao vazio de L tal que (K, +) é um subgrupo de (L,+) e (K \{0},-)
¢ um subgrupo de (L \ {0}, -).

Defini¢ao 2.1.12 (Eztensao de um corpo)
Diz-se que um corpo L € uma extensao de um corpo K, se K ¢ um subcorpo de L.
A extensao € prépria quando L # K.

Defini¢ao 2.1.13 (Espaco vetorial) Seja V um conjunto e seja K um corpo. Diz-se
que V € um espago vetorial ou linear sobre K se estiverem definidas duas operagoes, uma
adicao (+) de elementos de V' e um produto escalar de elementos de K por elementos de
V (+) e cujo resultado é um vetor, que satisfacam as sequintes propriedades:
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e A adicao é comutativa.

e A adicdo € associaliva.

o 'm V existe um elemento neutro para a adi¢cdo.

e Para cada elemento v de V, existe em V wum simétrico de v.

o A multiplicacdo de elementos de K por elementos de V' ¢é distributiva em relacdo a
adicao de elementos de V.

o A multiplicacdo de elementos de K por elementos de V ¢é distributiva em relacdo a
adi¢cdo de elementos de K.

e O produto do elemento neutro do corpo K por qualquer elemento v de V € igual a

e Para quaisquer elementos v de V e a,b de K, tem-se a(bv) = (ab)v.
Sempre que K = R, o0 espaco vetorial V' diz-se um espaco vetorial real. Se K = C
ird ser um espago vetorial complexo.

Proposicao 2.1.14 Se L ¢ uma extensdo de K entdo I € um espago vetorial sobre K.

Demonstragao: Ver |7, pp. 231] O

Definigao 2.1.15 (Homomorfismo de anéis) Sejam A e A’ dois anéis. Uma fungao
f:A— A diz-se um homomorfismo de A em A’ se satisfaz as sequintes condigdes:

(1) f(z+ay) = f(x) +a f(y), Yo,y € A;

(ir) fx-ay)=f(@) a f(y),Yz,y € A

De notar que se usam apenas os simbolos + e - para representar as operagdes em
causa.

Se f for homomorfismo bijetivo, dizemos que f € um isomorfismo. Neste caso,
diz-se que os anéis A e A’ sdo isémorfos.

Os homomorfismos de A em A sao chamados de endomorfismos de A, jd os iso-
morfismos de A sobre si mesmo siao chamados de automorfismos de A.

Defini¢ao 2.1.16 (Permutagao) Seja I, = {1,2,...,n},n > 2. Uma permutacio o
dos elementos de I, é qualquer bijecao de I, em I,.

O conjunto de todas as bijegoes de I, em I, munido da operag¢ao da composi¢do de
fungdes é um grupo denominado grupo das permutagdes sobre I, e representa-se por
Sh.

Se o ¢ tal que o (a1) = ag, o(az) = 0?(a1) = a3, ..., o(a,_1) = o ay) = ar
e o(ay) = 0" (a1) = a1 entao, o diz-se um ciclo de comprimento r e representa-se por
(arag---ay).

Um ciclo de comprimento 2 diz-se wma transposi¢ao.

r—1 (

Definicao 2.1.17 Sejam a e b dois nimeros inteiros. Se a # 0 e existir um inteiro c tal
que b = ac, dizemos que a divide b, e escrevemos a | b.
Se a nao divide b, escrevemos a1 b.

Teorema 2.1.18 (Teorema Fundamental da Algebra) Seja P(t) um polindmio
nao constante sobre C. Entdo existe pelo menos um z € C tal que P(z) = 0. Dizemos
que z € um zero de P(t) ou que z é uma raiz da equagao P(t) = 0.
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Demonstracao: Ver |7, pp. 265] O

Teorema 2.1.19 (Teorema de Kronecker(1823-1891)) Seja K um corpo e p(x) €
K[x] wm polinémio de grau n > 1. Eziste uma extensao L de K onde p(x) se decompoe
num produto de termos lineares da forma

p(x) = (x = 1) (z —b2) - (x — On)

e escreve-se L = K(01,...,60,), onde 01,...,0, sio os zeros de p(x) em L.

Demonstragao: Ver [13, pp. 87, Teorema 3.13| O
Proposicao 2.1.20 Se uma equacio polinomial ag + a1x + ... + apax™ = 0, com q;
wteiros, 1 = 0,...,n, tem uma solu¢do racional, digamos g, com p e q inteiros primos

entre si, entdo p | ag € q | an.

Demonstragao: Seja %, com p e ¢ inteiros primos entre si, solu¢do da equacdo ag +
a1x + ...+ apx™ =0, com q; inteiros, ¢+ =0,...,n.

Entao, substituindo, temos a0+a1§+. .Fay (%)n = 0, com a; inteiros, i = 0,...,n.

Multiplicando ambos os membros por ¢%, temos: agq™ + a1pg™ ' + ...+ a,p"” = 0,
com a; inteiros, 1 = 0,...,n.

Ora, todos os termos da equacao, i exce¢do de a,p”, sdo multiplos de ¢, logo ¢ divide
anp”. Mas, p e ¢ sdo primos entre si, entao ¢ divide a,,.

Por outro lado, também temos que todos os termos da equacao, a excecao de apq”,
sao miultiplos de p, logo p divide agq™. Mas, p e g sdo primos entre si, entao p divide ag.

O

Teorema 2.1.21 (Férmula do Binémio de Newton (1643-1727)) Sejam x, y
elementos de um anel comutativo e n um inteiro ndo-negativo.
Tem-se que:

(l‘ 4 y)n — ZZ:O (Z)xn—kyk:'

2.2 Nocoes basicas de Analise

Nesta seccao, apresentamos resultados referentes a funcoes reais de variavel real e que
permitem averiguar a existéncia de zeros num determinado intervalo.

Incluimos ainda as férmulas de Moivre que nos permitem determinar uma poténcia
e as de um dado ntumero complexo.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Bolzano (1781-1848)) Se f ¢ uma fung¢do real de va-
ridvel real continua num determinado intervalo [a,b] entdo, para qualquer valor d com-
preendido entre f(a) e f(b), existe pelo menos um valor ¢ compreendido entre a e b tal
que f(c) =d.

Em particular, se f(a) x f(b) < 0, entao Jc €la,b[: f(c) = 0, isto é, f possui pelo
menos um zero no intervalo Ja,b|.




2.Preliminares

Teorema 2.2.2 (Teorema de Rolle (1652-1719)) Dada uma funcgao f continua, de-
finida num intervalo [a,b] e diferencidvel em ]a,b[, se f(a) = f(b), entdo existe um c em
la,b[ tal que f'(c) = 0.

Resulta deste teorema que:

1- se I for um intervalo de R e se f for uma funcao derivdvel de I em R, entdo entre
quaisquer dois zeros de f hd pelo menos um zero da deriwada f'.

2- se I for um intervalo de R e se f for uma funcdo derivdvel de I em R, entre dois
zeros consecutivos da deriwada [’ ndo pode haver mais do que um zero de f (podendo nao
existir nenhum,).

Defini¢do 2.2.3 (Conjugado de um nimero complexo) Seja z = a + bi,a,b € R.
Chamamos conjugado de z ao complexo a — bi que denotamos por Z.
Se z = pe'? € C, temos Z = pe™ .

Teorema 2.2.4 (Férmulas de Moivre (1667-1754)) Seja z = pe'® € C, nao nulo e
seja n natural.
Tem-se que:
1- 20— inf
i p € - 0+2kT

2-Yz=x/p e n k=0,1,...,n—1.
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Capitulo 3

Formulas resolventes

Desde sempre, e até as descobertas de Galois, que um dos principais objetivos da Algebra
classica foi resolver equac¢des polinomiais de grau n com coeficientes reais, exprimindo as
suas solucgdes, isto €, os zeros de um polindémio, em funcao dos seus coeficientes, usando um
ndmero finito de operagoes usuais (adigao, subtra¢ao, multiplicacdo, divisao e radiciagao).
Ao longo dos tempos e recuando ao primeiro milénio da era crista, encontramos tentativas
de encontrar féormulas que, usando as operacoes referidas, resolvam qualquer equacao
polinomial. Neste capitulo, apresentamos as conhecidas e que dizem respeito as equagoes
de grau inferior a cinco.

3.1 Equacoes lineares e do 22 grau

E frequentemente afirmado que foram os babilénios os primeiros a resolver equacoes qua-
dréticas, algo descabido ja que estes ndo possuiam a noc¢ao de “equagao”. O que desen-
volveram foi uma abordagem algoritmica para resolver problemas que, em terminologia
atual, dariam origem a uma equagdo quadrética. No entanto, todos os seus problemas
tinham solucoes positivas, ji4 que diziam respeito, na maioria dos casos, a medidas de
comprimentos.

Euclides (325 a.C. (?)- 265 a.C.) desenvolveu uma abordagem geométrica de proble-
mas que equivalia a encontrar um comprimento que, na notacao atual, era a solucao de
uma equacao quadratica.

Matemaéticos hindus e Brahmagupta (598-665) em particular, levaram os métodos dos
matematicos babilonicos mais longe e apresentaram métodos (quase atuais) que admitiam
solucoes negativas. Usaram abreviaturas para as incégnitas.

O arabe Muhammad al-Khwarizmi (7807-8507) classificou os diferentes tipos de equa-
¢oes quadraticas através de exemplos, dividindo-as em seis tipos. Estas eram compostas
por trés tipos de quantidades: raizes, quadrados de raizes e numeros, isto é, z, z2 e
nimeros. Dividiu entdo as equagoes nos seguintes tipos:

- quadrados iguais a raizes;

- quadrados iguais a nimeros;

- raizes iguais a nimeros;

- quadrados e raizes iguais a ntmeros (22 4 10z = 39, p.e.);

- quadrados e ntimeros iguais a raizes (z2 + 21 = 10z, p.e.);

- raizes e niimeros iguais a quadrados (3z + 4 = 22, p.e.).
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Al-Khwarizmi forneceu a regra para resolver cada um dos tipos de equagao, deu um
exemplo aplicando essencialmente aquilo que hoje chamariamos a férmula resolvente para
as equagoes do segundo grau. Apresentou a prova geométrica usando o “completamento
do quadrado”. Contudo, s6 em 1145, a Europa viu publicado o livro de Hiyya Ha-Nasi
(conhecido por Savasorda (1070-1136)) que continha a resolu¢do completa das equagoes
do segundo grau: Liber embadorum|21].

Passemos entdo a analise das equacoes de grau um.

Sejam a,b € C, a # 0. Temos a solucdo trivial: at +b=0 < t = —g.

Ja quinze séculos antes de Cristo, estas equacdes, bem como as do segundo grau
(nao reconhecidas como tal) eram resolvidas uma vez que os matematicos sabiam como
“completar um quadrado”. Este método foi dado a conhecer no Ocidente, no Renasci-
mento, através das tradugoes do livro Al-jabr wa’l mugabalah do matematico islamico
Muhammad al-Khwarizmi, publicado na primeira metade do século IX [13, pp. 55] [21].

Relativamente as equagoes do segundo grau, consideremos:

at? + bt +c=0,a,b,c e C,a #0.

Dividindo ambos os membros por a, obtemos:
t2+ byt +c1 =0, com by = g ec=:.
Por “completamento do quadrado”, vem:

2 2 2
t2+b1t+(%) z(%) T — <t+%1> _§—c1
Isto é,
b1 b2 b1 b?
t4 = =44/ 2L t= ——% /2L o
+2 1 cl — 5 1 c1

Simplificando e substituindo by e ¢; pelos valores correspondentes, obtemos a férmula,
resolvente por nés conhecida, isto é,

_ —bx Vb —dac

2a

t (3.1)

3.2 Equagoes ciibicas

E preciso recuar a 1515, a Bolonha, para encontrarmos del Ferro, o primeiro a descobrir
solugoes para algumas equagoes do 3° grau, numa época em nao eram ainda usados os
nimeros negativos.

De notar que as equacoes z3 +pxr = q, x3 = pr+gqe x> + q = px, com p e g nNimeros
positivos, eram vistas como diferentes tipos de equacdes e as ultimas eram frequente-
mente ignoradas por terem habitualmente uma solucao negativa. Estas s6 surgem com
Tartaglia e Cardano que a elas se refere com “solucgoes falsas”. Foi Cardano o pioneiro,
embora nao os entenda e deles duvide, no uso dos nimeros imaginéarios. S6 em 1572, em
Algebra, Rafael Bombelli (1526-1572) os introduz de forma consistente ao mesmo tempo
que explica como lidar com os nameros negativos. Voltando a del Ferro, refira-se que o
seu método de resolucdo de algumas equagoes ciibicas assentou na sua reducao a outra
sem termo de grau dois. Julga-se que assim pensou pelo facto de as outras serem muito
dificeis de resolver. Conta-se que, no leito da morte (1526), del Ferro tera revelado esta
solugao secreta ao seu aluno Antonio Maria del Fiore (séc. XV-XVI) que veio a ser con-
siderado um “mediocre matemético” [3]. Este tera feito saber que conhecia como resolver
algumas equagoes cibicas, sem no entanto revelar como.
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Esta divulgacao tera encorajado Tartaglia a descobrir o segredo. Em 1530, anunciou
que o havia conseguido para todas as do tipo z® + pxr = ¢, quando na verdade s6 teria
encontrado para algumas.

Del Fiore e Tartaglia encetaram assim uma “guerra” que os levou a um confronto
(fevereiro de 1535) no qual cada um propds ao outro trinta problemas: Tartaglia venceu
resolvendo-os em duas horas ja que (todos) eram equacdes do tipo 23 + pxr = ¢. Del
Fiore ndo acreditava que o seu rival as soubesse resolver. .. Tartaglia terad sido, depois,
chamado a casa de Cardano que para além de respeitado professor em Milao e Bolonha,
também era médico prestigiado, astrélogo, herege e jogador, para eventual arranjo de
patrono. Refira-se que Tartaglia ndo possuia fonte de rendimentos, talvez devido a sua
gaguez provocada por corte de sabre sofrido na tomada de Brescia (1512) pelos franceses

Em 1539, Cardano pediu a Tartaglia que divulgasse o seu método de resolugao das
referidas equagdes comprometendo-se a manter segredo antes dele o publicar, coisa que
nunca veio a acontecer. Tartaglia acedeu e Cardano e o seu jovem assistente Lodovico
Ferrari (1522-1565), que veio a descobrir a solucao para as equagdes do 4° grau (1541),
encetaram uma andlise do método que lhes foi revelado. Nessa tarefa, Cardano descobriu
que del Ferro teria encontrado a solucdo para as equacdes cubicas antes de Tartaglia.
Talvez o tenha descoberto através de uns apontamentos de del Ferro que lhe terao sido
cedidos pelo genro deste, Hannibal della Nave, onde estava a solugao. Refira-se que del
Ferro, hoje, mal é lembrado. Escudado nesta descoberta, Cardano rompeu o compromisso
com Tartaglia e publicou-a a par das solugoes para as equacgoes de 4° grau no livro Ars
Magna (1545), tido como marco do inicio da era moderna na Matematica e que fara do
seu autor o mais competente algebrista da época [3|. Alids, ocupando parte substancial
da obra ja que fez uma andlise detalhada dos treze tipos de equagdes cibicas as quais
falta o termo do 22 grau. J4 para as do 4° grau, apenas analisa algumas e apenas
possiveis. Como nao é de surpreender, esta revelacdo veio trazer uma azeda disputa com
Tartaglia que acusa Cardano de trai¢ao, insultando-o a ele e a Ferrari, seu fiel discipulo.
E é precisamente este que entra na “guerra” com mais emocdo: através de panfletos,
respondeu com as mesmas armas, defendendo o seu mestre que adota uma postura mais
discreta. Tartaglia vé-se assim, de novo, envolvido numa disputa publica, desta feita
com Ferrari. Decidem “confrontar-se” em agosto de 1548 em Milao: cada um propos ao
outro sessenta e dois problemas. Ferrari saiu vencedor indiscutivel levando o seu rival a
abandonar a cidade, logo ap6s o primeiro dia da disputa [8].

Voltemos as equacgoes do 3° grau e deduzamos a sua formula resolvente.

Qualquer equacao ciibica pode ser escrita na forma

34+ at’ +bt+c=0,a,b,ceC,

apds termos dividido ambos os membros pelo coeficiente do termo de maior grau. Para
obter uma equacdo equivalente da forma 3 + bit + ¢; = 0, basta fazer y = ¢ + 3
(transformacdo de Tschirnhaus (1651-1708)), isto ¢, fazendo t = y — §. Refira-se que
este matematico, conde, esperava com as suas transformacoes, encontrar um método
geral para a resolugao de equagoes de qualquer grau (n) eliminado todos os seus termos
exceto os de grau n e zero. Tschirnhaus estudou em Leyden e fundou uma inddstria de
vidro em Italia a fim de poder ai realizar as suas experiéncias com a luz. Foi apelidado
de “descobridor da porcelana” por ter contribuido para estabelecer fabricas do ramo em

Dresden.
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Voltand?? a “sua tran;formagao” e & equagao cubica inicial, temos:
(y—35)" +aly—5) +b(y—§)+c=0.
Usando a férmula do Binémio de Newton, teorema 2.1.21, no desenvolvimento do
cubo, vem:
3 2 3
(v—5)" =y’ —ay’ + 5 — 5.
Sendo assim, a equacédo inicial toma a formas:
a’y  d® 9 2%y a®

3 2 ab
— — - — — + by — — =0
Y ay+3 27+ay 3 +9+y 3+c ,

2 3 3

3 a a ab a
b—— —_— _— = — =
y+< 3>y+<9+c 3 27) 0

2 3 3 - L.
Fazendop=b—%eq= %G +c— %b — §-, temos que toda a equagao ctibica pode ser
transformada numa equagdo cubica da forma

ou ainda,

v +py+q=0. (3.2)

A reducgdo a forma (3.2) serda devida a Cardano uma vez que ele, em Ars Magna,
a usa em nove dos dez casos das equagoes cubicas com termo do 2° grau, nao fazendo
referéncia a qualquer nome. Refira-se que, no décimo caso (x3 +d= be), Cardano usa

2

a substituicao = = % uma vez que simplificaria os calculos. Tartaglia desconheceria
esta técnica uma vez que ele so se referia a equagoes do 3° grau sem termo do 2° grau,
como se poderd comprovar em poema que ele diz ter dado a Cardano com a solucao das
equagoes cubicas. |8, pp. 23-24].

Voltando a equagao (3.2) e para evitar algumas fragoes, podemos escrevé-la na forma:

v+ 3biy 4+ ¢1 = 0. (3.3)
Seja r uma solucao desta equacao.
Ora, sabemos que para a equacao quadratica t2 — rt — by = 0, existem solucdes m e
n (em geral, nimeros complexos) tais que:
m+n=rAmn= —b. (3.4)
Entdo, como r3 + 3bir + ¢; = 0, vem:
(m +n)> + 3(=mn)(m +n) + ¢; = 0.
Pela formula do Binémio de Newton, teorema 2.1.21, e atendendo a (3.4) temos
(m +n)* =m3 +n® — 3by7.
A equacdo (3.3) assume assim a forma m? + n3 + ¢; = 0, equivalente a afirmar que
m3 +nd = —¢. (3.5)

Por outro lado
m3n3 = (mn)® = (=b1)* = —b3. (3.6)
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3 3

Podemos entao afirmar que m?° e n° sdo solugdes da equagdo quadratica

t2 et — b3 =0, (3.7)
Pela formula resolvente (3.1), temos, sem perda de generalidade:

m3 — —c1 + /] + 4b3 N 3+ 4b3
2 ’ '

- 2

De notar que m3 e n? sdo ditos “conjugados”.

Sendo assim, m ¢ uma das raizes ciibicas de m? e n é uma das raizes ciibicas de n>.
Para simplificar, denotemos

s/ —c1 4+ /¢ +4b no @ —c1 — \/c} + 4b}
2 T 2 '

3

Por (3.4), temos:

s —c1 + /cF + 4b3 n i/—cl —\/cf + 4b3
2 2 ’

3

Sejam agora, my e nj raizes cubicas de m? e n3, respetivamente, tais que

ming = —bl. (3.8)

. . ~ ;2m jAm .
Ora, como as rafzes ctibicas complexas da unidade sio 1,w = €'3 e w? = e'3 , as raizes

ciibicas de m? sdo m1, miw e miw? e as de n3 sdo ni, niw e nqw?. De notar que, quando

m? e n3 sdo reais, entdo m e n sdo as suas raizes cubicas reais, respetivamente.

Como r = m + n, temos nove (3 x 3) possibilidades para o seu valor:

mi1 + ni; mi + niw; m1 + nw?; miw + ny; mw + nw; miw + nw?; mw? + n;
m1w2 + njw; m1w2 + n1w2.

Contudo, 86 trés verificam a condi¢do mn = —b;.

Vejamos:

miny = —by, por (3.7);

miniw = —biw;

miniw? = —bw?;

miwn, = —biw;

miwniw = —bw?;

miwnw? = —biw? = —by;

miw?n, = —biw?;

miw?niw = —bjw?® = —by;

m1w2n1w2 = —b1w4.

Pelo exposto, podemos estabelecer:

Teorema 3.2.1 (Férmula de Cardano) Sejam b,c € C.

As solucdes da equacdo t3 + 3bt + ¢ = 0 sdo m + n; mw + nw?; mw? + nw, sendo
. S - — v/ c2 3

m uma das raizes cibicas de C+++4b;
. L7 - —C— 2 3 .

n uma das raizes cibicas de %‘Mb tais que mn = —b;

2 Am
w=e3 ew?=¢"3.
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Esta é entao a Formula de Cardano, ndao por mérito de descoberta mas sim por
ter sido Cardano a publicé-la. Foi este método que levou ao desenvolvimento da teoria
dos numeros complexos, tendo sido Cardano o pioneiro na introdugdo dos ntimeros da
forma a + v/—b, com a e b, inteiros positivos. Todavia, fé-lo de forma, cautelosa e com
“um forte sentimento de culpa”. De notar que, no caso das equagoes quadraticas com
binémio discriminante negativo elas eram simplesmente consideradas impossiveis mas,
nas cubicas ndo ha como escapar aos nimeros complexos, ji que no método em causa
algumas solugoes reais obtém-se passando pelos ntimeros complexos como é o caso do
segundo exemplo a seguir apresentado (ver [13, pp. 57]).

Exemplo 3.2.2 Apliguemos o método, acima descrito na deducao da Formula de Car-
dano, na resolucio da equacio t3 —6t>+ 11t —6 = 0, onde, usando as mesmas notagoes,
temos: a = —6, b=11 e c = —6.
Transformemo-la na forma > +py+q = 0, fazendo y = t — 2, equivalente a t = y+2.
Para tal, atendendo a (3.2), basta fazer p = 11—% =—leq= (_96)3 —6— _6:?11 —

G- =o.
Sendo assim, a equacio dada é equivalente a y> —y = 0 (do tipo y> + 3byy + ¢ = 0,
com 3by = —1 e c; =0) e seja r uma sua solugao. Logo, temos

r—r=0. (3.9)

Por outro lado, sabemos que a equacdo quadrdtica t> —rt —by = 0 terd como solugoes
m e n, numeros complezos, tais que

m-+n=remn=—by. (3.10)

Substituindo em (3.8), vem: (m+n)® — (m+n) = 0. Efetuando cdlculos e tendo em
conta (3.9), temos
m3 +nd —3bir —r =0,

equivalente a m> +n® = 0, uma vez que33b1 = —1.
Ora, m*n® = (mn)® = (~b1)° = (3)° = .
Entiao, m> e n® sao solucées da equacio quadrdtica t> + Ot + % = 0, isto €, de

2+ 2% = 0. Tem-se entdo, sem perda de generalidade, que, m> = \/;z end = —\/; i.
De notar que a equagdo do 2° grau em causa, caso fosse completa, por exemplo, seria
resolvida pela jd exposta formula resolvente das equagdes deste grau.
Sejam my e ny, respetivamente, uma das raizes cibicas de m e n e que denotaremos

por my = { \/%ienlz 13/—1/% 1. De notar que my +n1 =0 emlnlz—blzé.

Ora, de acordo com o Formula de Cardano, teorema 3.2.1, as solucoes da equagdo
y3—y=0, comb= —% ec=0, sdo m+n, mw+nw? e mw? + nw, sendo m uma das

raizes ctbicas de \/% ) digamos ml, e n uma das raizes cibicas de — % 1, digamos
ni, com mn = 3, w=e%

Entao, my = \/ —\[ea eny = 1

Sendo asstm, my +ny = \/g<e 6 +e E) = 7 X 2608(6) =1, o que traduz que
y =1 € solugdo da equacio y> —y =0, logo t = 1+ 2 = 3 € solugio da equacio inicial.

2
1
S i= i
us




3.Formulas resolventes

15

Wl

0ra,m1w+n1w2:\/7 6e3+\/7 gea = (66+66):*1,0qu€

traduz que y = —1 ¢ solucdo da equacio y> —y =0, logot = —1 +2 =1 € solugio da
equagao inicial.

Finalmente, miw? +njw = \/ge’%ei%ﬂ + \/ge*i%e"%ﬂ = % (Gi% + ei%) =0, o que
traduz que y = 0 € solucdo da equacio y> —y =0, logo t = 04+2 = 2 € solugio da equacio
inicial.

Concluindo, as solugdes da equagio t3 —6t> + 11t —6 =0 sio 1, 2 e 3.

Exemplo 3.2.3 Consideremos a equacio x> — 152 —4 = 0.

Ora, 3b = —15, ¢ = —4, e ¢® + 4b> = 16 — 500 = —484.

Sendo assim, pela Férmula de Cardano, teorema 8.2.1, m ¢ uma das raizes cibicas
de 2++/—121 e n uma das raizes cibicas de 2—+/—121. Entdo uma das raizes da equacdo
Em-+n= \/2 ++v/—121 + \/2 — /=121 e seria considerada impossivel em R.

Contudo, ela possui trés raizes reais: 4, —2+ /3 e —2 — /3.

Comprovemos que 4 € raiz da equacdo em causa.

Ora, (2 + i)3 =2+1lie(2—- i)3 =2 — 114, logo 2 +1i e 2 — i, sdo respetivamente,
ratzes cubicas de 2 + 114 e de 2 — 114, por isso, 2+1+ 2 —i =4 € solugao da equagdo.

De notar que estas falhas de Cardano, alids por ele reconhecidas, vieram a ser ul-
trapassadas por Raphael Bombelli, por volta de 1560. Foi este matemdtico italiano o
primeiro a usar a notacdo para aquilo que hoje denotamos por i a que chamou “piu di
meno’(ver (15, pp. 58]).

Exemplo 3.2.4 Determinemos as trés solugoes da equacio y> + 6y + 2 = 0.

Temos 3b =6, ¢ =2 e ¢ + 4b3 = 4 + 32 = 36.

Logo, pela Férmula de Cardano, teorema 3.2.1, a raiz cibica real de m® é m = /2
e a raiz cibica real de n® é n = J/—A4.

Entdo, uma das raizes da equagio é /2 + /—4.

Outra é mw + nw?, igual a

V2 x2f>+<{°7§\/§+\/§{ﬂ>i

%ei%ﬂ + ﬂei% = (— + — 5 5
A terceira é mw? + nw, igual a

wei%ﬂ + \3/—7461;27” = (—f + f) + (— %ﬁ — \/3\3/1> )

2 2

Exemplo 3.2.5 Determinemos as trés solucdes da equagio y> — 6y + 2 = 0.
Temos 3b = —6, c=2 e c® +4b> =4 — 32 = —28.

Logo, pela Férmula de Cardano, teorema 3.2.1, uma das raizes cibicas de m3 ¢é

3 . . o7 . , 3 .
m= v/ —1+iV7 e uma das raizes cibicas de n®> é n = v/ —1 — i\/7.

Ora, m® = —1 4+ /Ti = /8¢, sendo 0 tal que cosf = —% e sin 0 = %.
3

Uma vez que n® € o conjugado de m?, temos n® = /8¢,
Entao, uma das raizes da equacao é

= VB + Yo = B 4 B = 2B ().

Notemos que mn = 2 = —b.
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As outras duas sergo mw -+ nw? e mw? =+ nw.

Comprovemos que m +n €, de facto, solu¢io da equacdo dada.
Temos que,

(m + n)3 —6(m+n)+2= (2\/5)3 cos® (g) — 6 % 2v/2cos (g) + 2, o que simplifica

para
5 (0 0
42 ( 4 cos 3 — 3 cos 3 + 2. (3.11)
Sabemos que

cos(3a) = cos(2a + a) = cos(2ar) cos @ — sin(2a) sina =
(cos? a — sin? &) cos a — 2sin® avcos v =
3 2a)cosa — 2(1 — cos? a) cosa =

cos®a — (1 — cos
cos® o — cosar + cos® o« — 2cosa + 2cos® v = 4cos® a — 3cosa, qualquer que seja o

valor de a. Isto €, cos(3a) = 4cos® a — 3 cos a.
Sendo assim, a expressao (3.10) toma a forma

4v/2cos +2 = 4/2 (—%) + 2 =0, como queriamos mostrar.

Exemplo 3.2.6 Consideremos a equacdo y> + 3y — 36 = 0 que admite 3 como solucio
dbvia (33 4+3 x 3 —36 =0). Temos 3b=3, c = —36 e ¢* + 4b> = 1296 + 4 = 1300.
Logo,pela Férmula de Cardano, teorema 3.2.1, uma das raizes da equacio é v/ 18 4+ /3254

V18 — /325 que parece longe do valor 3,...mas nio estd. Sendo vejamos: substituindo
na equacdo em causa, vem:

<§/18+\/ﬁ+ {’/18—\/ﬁ>g+3<{’/18+x/ﬁ+ {’/18—@)—36:0.

Pela formula do Bindmio de Newton, teorema 2.1.21, temos

18+\/ﬁ+3§/(18+\/ﬁ)2(18—\/ﬁ) +3§/(18+\/ﬁ) <18— 325)2
+18—\/ﬁ+3(§/18+\/ﬁ+ €/18—\/ﬁ> ~ 36 =0.

Equivalentemente, temos

36+3§’/(182 — 325) (18+\/ﬁ) +3§/(182 — 325) (18— \/ﬁ)+
3<{’/18+\/ﬁ+ {’/18\/%) —36=0.

De onde vem:

36 + 3v/324 — 325 ({’/18 + V325 + §’/18 — \/325> +
3 ({/18+ V325 + €/18 - \/325> —36=0.

Finalmente, obtemos o pretendido:

36 — 31/18 + /325 — 3{’/18 — /325 + 3{’/18 +1/325 +31/18 — V325 — 36 = 0,

que € uma afirmacao verdadeira.
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3.3 Equacoes do 42 grau

Cardano, na sua obra-prima Ars Magna, lista vinte tipos de equagoes do 4° grau para
as quais encontrou solugdo: dez casos ndo tém termo de grau trés e os dez restantes,
nao tém termo de grau um. FExemplifica, indicando que, quatro do primeiro tipo e
duas do segundo, sdo resoluveis pelo método de Ferrari. Apresenta ainda um tnico
exemplo com termos do 1° e 39 grau, 2 + 223 = = + 1, que é resolvida reduzindo-a
a sucessdo de duas equacoes quadraticas. No método apresentado na obra de Cardano
para a resolucao destas equacdes, nao é usada a transformacfo que as reduz a equacoes
sem termo de grau trés, como foi feito, de forma anéloga para as ciibicas, eliminando o
termo de grau dois. Se tal tivesse sido feito, juntamente com o método desenvolvido por
Ferrari, terfamos encontrado a solucao para todas as equagoes do 4° grau. Sendo assim,
pode instalar-se a duvida acerca do autor da ideia da reducdo da equacao & forma em
causa e da consequente solugao de qualquer equagao do 4° grau: Cardano, Ferrari ou
outro? Contudo, encontramos a afirmacgio de Cardano, em Ars Magna, que “é devida a
Ferrari, que a inventou a meu pedido”[[3], pp. 196]. Como afirmamos, o trabalho destes
dois matematicos teve como base a equacgdo escrita de forma a nao ter termo de grau
trés usando processo distinto do usado nas equacgoes do 3° grau, contudo mais tarde,
Lagrange fez notar que o método desenvolvido antes podia ser aplicado a uma equagao
do 4° grau completa que se resolve a custa de uma do 3° [8].

Refira-se ainda que, em 1637, Descartes, apresentou outro método de resolucao de
equagoes do 4° grau baseado na fatorizacao do polinémio na forma,

(y2 + ky + l) (y2 +my + n) e cujos coeficientes obedecem as condigoes: k + m = 0;
km+l+n=p,kn+lm=qeln=r|8].

Deduzamos agora a formula resolvente para as equacoes do 4° grau. Sejam a, b, ¢, d €
C. Qualquer equagao do 4° grau pode ser escrita na forma

a3+ b2 +ct+d=0,

apos termos dividido ambos os membros pelo coeficiente do termo de maior grau. Fazendo
y =t + ¢ (transformacgdo de Tschirnhaus), vem:

(y—%)4+a<y—%)3+b(y—%)2+c<y—%)+d=0-

Pela formula do Binémio de Newton,teorema 2.1.21, temos

Simplificando, vem

3a? ab a3 ac  a?b  3a*

4 2

h— 4= d——=4+-—_ 22 ) =
y+( 8>y+<c 2+8)y+< 4+16 256> 0

2 3 2 4
Fazendop:b—?’%,q:c—%b—i—%er:d—%—i—al—é’—%,temosquetodaa

equagao de grau quatro é da forma

vy +pyt +qy+r =0, (3.12)
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equivalente a y* + py? = —qy — 7.
“Completando o quadrado”, temos:

2 2
v o+ (5) = -r++(5)

2 2
Ou seja,
2 2
<y2+§) = —qy—r+pz, (313)

Introduzindo um parametro u, observamos que:

2 2
O s R I

Usando (3.13) no segundo membro desta igualdade, vem:

P \? p*
(y2+§+u) = —qy—r+z—|—2y2u—|—pu+u2
P2
= 2uy’ —qy+ (—r + " +putu?)

Seja u de modo que a tltima expressdo obtida seja um quadrado perfeito, isto é, da
forma (m —n)?.

Sendo assim, temos:

2uy? = m?, isto &, m = yv/2u

e

_ : £ o — Y
2mn = qy, isto &, n = 5>

Substituindo nesta tiltima expressao o valor de m , obtemos:

qy
2y 2u
q

2v/2u
2 _ g g

Assim, n é e teremos & = —r + % + pu + u?.
Se u # 0, vem que ¢ = —8ru + 2p?u + Spu? + 8u3, ou seja, obtemos a equacio do 3°

grau em u:

su? + 8pu® + (2p* — 8r)u — ¢* = 0. (3.14)

cujas solugoes (u) podem ser encontradas pela Formula de Cardano, teorema 3.2.1.
Encontrados os valores de u, para encontrar as solucoes da equagdo em y (3.12), basta

ter em conta que (y2 + L+ u)2 = (yﬁ— 2\?@>2.

Daqui, vem que:

Y4+ L+u=£yv2u— ﬁ), que sao equagoes do 2° grau em y, logo de facil
determinacao das respetivas solucoes.

Para resolver a equacdo inicial t* + at3 4 bt? + ct + d = 0 em ordem a ¢, basta fazer
t=y—1%.

Se u = 0 nao terfamos obtido (3.14) mas terfamos ¢ = 0, logo (3.12) seria uma
equacao biquadrada, podendo ser resolvida pela féormula resolvente das equacoes do 2°
grau. Assim, de novo, conseguimos resolver equagoes através de operagoes com radicais.
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Exemplo 3.3.1 Apliguemos o método acima descrito na resolucio da equagdo t* +t> +
t24+t+1 = 0, onde, usando as mesmas notagées, temos: a = b = ¢ = d = 1.
Transformemo-la na forma y* + py?> + qy +r = 0, fazendo y = t + %, equivalente a
t=1y— %.

Para tal, atendegldo a (3.142), basta fazer p =1 — 3X812 =2 q¢g=1-4 g =32
er =1-— & + 4 Xl — 32X516 = ggg Sendo assim, a equacao dada é equivalente a
y4+%y2+ y-l-ggg —O ou seja, Y +5 2——%y—%,

“Completando o quadrado”, temos

5\° 5 45
=——y— —. 3.15
<y * 16) 8/ 64 (3.15)

Introduzindo um pardmetro u, vem

Pt 2 +52+2 U P
16" v+ 15 AT

Atendendo a (3.15) e reordenando, temos (y2 + % + U)Q = 2uy? — %y + u+u
Seja u de modo que a ultima expressio obtida seja um quadrado perfezto zsto ¢, da
forma (m — n)2. Sendo assim, temos: m? = 2uy?, logo m = yv/2u. Por outro lado,

temos 2mn = %, logo n = ﬁ, depois de termos substituido o wvalor de m obtido.
Entao, temos n? = %, o que tmplica que 5%Su = —g—i + %u + u?. Obtemos assim,
pam w ndo nulo, a equagio do 8° grau 512u’ + 320u® — 360u — 25 = 0, equivalente
a ud + 5 u? — é‘—iu 52152 = 0 cujas solugoes podem ser encontradas pela Formula de
Cardano, teorema 3.2.1. Sao elas: uw = %, u= —% — % eu= —% + %.

Para encontrar as solugdes da equacio (3.12) em y, basta ter em conta que

o) (ol

que sao equagoes do 2° grau em y, logo de fdcil determinagdo das respetivas solugoes.
As equacgdes em causa sdo:

2By 418 52y 5y 185
Aplicando a formula resolvente das equagoes do 2° grau, obtemos:

y—ﬂ—‘u(sﬂ/g)i'y—ﬁ 2(5+v5) . m 10-2v5 . N
= 7z Z Py =

Tt — L y=—p -+ —tey=—3+
10—2v/5 -

1.

2

Para resolver a equagio inicial t* +t3> +t> +t+1 = 0 em ordem a t, basta fazer
2(5+v5 _
VS ( ). =—§i 1042\/51-'

t=y— 4, obtendo assim as solugoes = 7 iey
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Capitulo 4

Equacoes do 5° grau

4.1 Introducao

Sejam a, b, ¢, d, e € C. Qualquer equagao do 52 grau pode ser escrita na forma
O+ att* + b3+ ct?> + dt + e =0,

apds termos dividido ambos os membros pelo coeficiente do termo de maior grau. Usando
a transformagao de Tschirnhaus, y = t+ %, a equagao dada ¢ equivalente a v’ +py+qy?+
ry + s = 0. Contudo, usando métodos semelhantes ao usados para as de grau inferior,
nao houve sucesso na obtencao de uma férmula resolvente que use radicais, embora tenha
surgido matéria matemética muito interessante neste percurso.

No principio do século XIX, Abel usando trabalhos de Lagrange e de Ruffini, pro-
vou que existem equagdes do 52 grau cujas solugdes ndo podem ser obtidas através de
operacoes com radicais. Esta conclusao levantou o problema de como as reconhecer.

Foi Galois quem obteve conclusoes acerca do assunto e ainda sobre a impossibilidade
de resolver, por radicais, uma equacao de grau superior ou igual a 5.

Consideremos a equacao

p(x) = apx™ + n_12" '+ +az+ay =0, a; €C.

O conjunto dos elementos que se podem obter a partir dos coeficientes a; através de
adigoes, subtrages, multiplicacoes e divisdes forma um corpo K = Q (ag, ..., ay) .

O objetivo do método da obtengao de solugdes através de radicais é estender o corpo
K por juncao de radicais até obter um corpo IL que contenha as rafzes x1,...,x, da
equacao dada.

Por exemplo, na equacio =2 + a;x 4+ ag = 0, as raizes x1 e xy estio na extensio
Q(ap,a1) = Q(x122, 21 + x2) por juncao do radical

A = \/a% —4dag = \/(:L'l + 19)? — dx1x0 =

\/:1:% + 22129 + 75 — 4130 = \/(xl —19)2 = +(x1 — 12).

Neste caso, a extensao (radical) L = Q (ao7 ar, /a3 — 4a0) coincide com Q(z1,x2).

Galois provou que a resolubilidade de uma equacao por radicais depende das propri-
edades dos subgrupos dos grupos que ficaram associados ao seu nome.
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4.2 Resolubilidade de equacgées do 52 grau através de radi-
cais

Para abordar o método de encontrar solucoes de equagoes por radicais é necessério ter
alguns conhecimentos relativos as extensoes de corpos. Os conceitos e resultados necessa-
rios a esta tarefa serdo apresentados a medida que forem necessarios. As demonstracoes
da maioria dos resultados serdo omitidas, mas incluem-se as referéncias onde poderao ser
encontradas.

Teorema 4.2.1 (Abel-Ruffini) Ezistem polindmios de grau cinco que nao podem ser
resolivets por radicais.

Demonstragao: Ver [16, pp. 177, Teorema 15.10] O

Iremos, nesta seccao, desenvolver os conceitos necessarios para provar este teorema,
usando um exemplo particular. De notar que a argumentagdo usada é valida para qual-
quer outro polinémio de grau cinco com as mesmas propriedades que o considerado: ter
coeficientes em Q, ser irredutivel em Q e possuir exatamente trés zeros reais.

S3o exemplos de polinémios com estas caracteristicas: x® — 8x + 2, z° — 4z + 2,
225 — 10z + 5 e 2° — 622 + 5.

Para provarmos a irredutibilidade de um polinémio é 1til conhecer o seguinte critério:

Teorema 4.2.2 (Critério de Einsenstein (1823-1852)) Seja f(t) = ag+ait+ast>+
-+ apt™ um polinomio sobre 7.
Se existir um primo q tal que:
1- q 'f Qn
2-qlapi=0,...,n—1
3- ¢* t ao,
entdo, f € irredutivel em Q, isto €, ndo € produto de polindmios de graus menores.

Demonstragao: Ver [16, pp. 55-56, Teorema 3.19] O

Para a prova pretendida, isto é, para provarmos a existéncia de polinémios do 5°
grau irresoliiveis através de radicais, consideremos o polinémio p(x) = z° — 8z + 2, por
exemplo.

Ora, em p(z), temos ag = 2,a1 = —8,a2 =az3=a4 =0e¢ a5 = 1.

Para ¢ = 2, temos que:

211;2|(-8);2|0e22¢2.

Sendo assim, pelo Critério de Einsenstein, teorema (4.2.2), podemos concluir que p(x)
¢ irredutivel em Q, isto é, ndo é um produto de polinémios de graus inferiores.

Analisemos a seguinte tabela de valores de p(z):

x| -2 -10 1 2
z)|—-14 9 2 —5 18

Pelo Corolario do Teorema de Bolzano, teorema 2.2.1, e uma vez que p define uma,
funcdo continua, temos que em | — 2, —1[, em |0,1[ e em |1,2[, p admite zeros. Ora, a
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derivada p'(z) = 52* — 8 ¢ positiva exceto em }—i‘/é, </§[ (de notar que nos referimos

A raiz quarta real e positiva de %), ou seja, entre aproximadamente, —1.1247 e 1.1247.
Assim, pelo Teorema de Rolle, teorema 2.2.2, como entre dois zeros de p existe pelo
menos um zero de p’ e como p’ tem dois zeros, p tem exatamente trés zeros reais distintos,
digamos 601,02 e 03. Tem também dois zeros complexos conjugados, digamos 0y, 05.
Do Teorema de Kronecker, teorema 2.1.19, surge a seguinte definicdo que nos permi-
tird avancar na prova em causa:

Definicao 4.2.3 (Polinémio resolivel por radicais) Um polinémio p(z) € K[z] diz-
se resoluvel por radicais sobre K se existir uma extensao por radicais L de K onde p(x)
se decompée em fatores lineares.

Definicao 4.2.4 (Corpo de decomposi¢cao) Seja p(z) € K[z]. Chama-se corpo de

decomposigao de p(x) a menor extensao L de K, tal que p(z) se decompde, em L, num

produto de termos de grau um e L =K (01,...,0,), com 0; os zeros de p(z) em L.
Notemos que I € unico.

No caso do polinémio em anélise, temos que L = Q (61, 602,03,04,05) & o corpo de
decomposi¢ao de p(x).

Defini¢ao 4.2.5 (Automorfismos de Galois) Seja L. uma extensao de K. Um auto-
morfismo ® de L diz-se um K-automorfismo (ou de Galois) se deiza fizos os elementos
de K, isto é, ® |g= id.

O conjunto dos K-automorfismos de L, munido da operagao usual da composigao de
fungoes, forma um grupo:

Defini¢do 4.2.6 (Grupo de Galois de uma extensao) Chama-se grupo de Galois

de uma extensdo L de K, que se denota por Gal(L,K), ao grupo dos K-automorfismos
de L.

Definig¢ao 4.2.7 (Grupo de Galois de um polinomio) Seja p(z) € Klz]. Chama-se
grupo de Galois de p(z) sobre K (ou grupo de Galois da equagio p(x) = 0) que se denota
por Gal(p(x),K), ao grupo Gal(L,K), com L o corpo de decomposicao de p(z) sobre K.

Teorema 4.2.8 Se p(x) € K[x] tem n zeros distintos no seu corpo de decomposi¢ao L,
entio Gal(p(x),K) ¢é isdmorfo a um subgrupo do grupo simétrico S,, grupo de todas as
permutagoes (fungoes bijetivas) que podem ser efetuadas com n simbolos de K para a
composi¢do de fungdes.

No caso em apreco, o grupo de Galois em causa pode ser considerado um subgrupo
de S5.
Atendendo a 2.1.14, temos:

Defini¢ao 4.2.9 (Grau de uma extensao) Seja L. uma extensdo de K. O grau da
extensao L sobre K, denotado por [L : K] é a dimensao do espago vetorial L sobre K.

Defini¢do 4.2.10 (Elemento algébrico) Seja L uma extensdo de K e seja 6 € L.
Dizemos que 0 € algébrico sobre K se existe um polinémio (nao nulo) p(x) € K|x] tal que
p(0) = 0. Caso contrdrio, 6 é transcendente sobre K.
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Defini¢do 4.2.11 (Extensdo gerada e Extensdo simples) Seja L wma extensdo de
K. Se S C L, designamos por K(S) a extensao de K gerada por S, ou seja, o menor sub-
corpo de L que contém KUS. Se S ={61,...,0,} ouS = {0}, escrevemos simplesmente
K (61,...,0,) ou K(0) em vez de K(S). Neste dltimo caso, K(0) diz-se uma extensao
simples de K.

Proposicao 4.2.12 Seja L uma extensdo de K e seja 0 € I um elemento algébrico sobre
K. Seja I = {p(z) € K[z] : p(0) = 0} que é um ideal de K, jd que para cada k € K, x € I,
kx e xk € I. Existe um polinémio mdnico mg(x) (coeficiente de maior grau unitdrio),
dnico, tal que I =< my(x) >, isto é, ideal principal gerado pelo polindmio my(x).

Tem-se que:

1- mg(x) € irredutivel sobre K

2- Para cada p(x) € K[z],p(0) =0 se e s se mp(x) | p(x)

3- mg(z) € o polindmio mdnico, nao nulo, em K[z| de menor grau, que tem 0 por
zero.

Demonstragao: Ver [13, pp. 37, Teorema 2.7] e |13, pp. 66-67,Proposicao 3.4] O

Definigao 4.2.13 (Polinémio minimo) Seja L uma extensao de K e seja 0 € K.
Ao polinémio mg(x) cuja existéncia é assequrada pela Proposi¢ao 4.2.12, chamamos
polinémio minimo de 6 sobre K.

Exemplo 4.2.14 22 4+ 1 ¢ o polinémio minimo de i sobre R.
Exemplo 4.2.15 22 — 2 ¢ o polinémio minimo de v/2 sobre Q.

Teorema 4.2.16 Seja 6 algébrico sobre K, com polinomio minimo mg(x) sobre K. En-
tao, cada elemento A € K(0) tem uma expressao tinica na forma N = p(0), onde
p(z) € Klz] € tal que grau(p(z)) < grau(mg(x)), isto é, se grau(mg(xz)) = n, entdo
existem ag,ai, ..., an—1 € K, dnicos, tais que A\ = ag + a10 + - - + a,_16"1

Demonstragao: Ver [13, pp. 67, Teorema 3.5] O

Teorema 4.2.17 Se 0 € algébrico sobre K e grau (mgy(x)) = n,entdo
K(0): K] =ne{1,0,0% ...,60" '} ¢ uma base do espago vetorial K(0) sobre K.

Nota: O grau da extensao, [K() : K], coincide com o grau do polinémio minimo,
mg(z).

Exemplo 4.2.18 Seja p inteiro primo. Temos: [Q(\/p) : Q] =2 e {1,/p} € uma base
de Q (\/f)) sobre Q. Basta observar que x> —p € o polinémio minimo de /D sobre Q e
que tem grau dois.

Teorema 4.2.19 (Teorema da Torre) Sejam M D L D K extensoes sucessivas de um
corpo K. Entao M : K] = [M : L][L : K].
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Demonstragao: Ver [13, pp. 63-64, Teorema 3.2] O

Exemplo 4.2.20 Considere-se a extensao Q(v/2,v/3) de Q. Ora, Q(v/2,V/3) ¢ a exten-
sdo simples Q(v/2)(v/3) de Q(v/2).

Ora,

Q(V2,v3) : Q] = [Q(V2,V3) : Q2D : Q.

Para determinar [Q(v/2,v/3) : Q(+/2], pensemos no grau do polinémio minimo de /3
sobre Q (ﬁ)

Ora, Q (v2) = {a+bv2:a,be IR}

V3 & zero de 2% — 3 € Q[z] € Q(v/2)[x].

Sera que x? — 3 ¢ irredutivel sobre Q(v/2)?

Sim, porque os seus zeros (++/3) ndo pertencem a Q(v/2).

Vejamos que, para termos

(£V3) = a +bv/2,a,b € Q, implicaria 3 = a® + 2abv/2 + 212,

isto é, terfamos /2 = % € Q, para a,b # 0.

Se a = 0, viria 262 = 3, isto &, b = i@.

Se b =0, viria 3 = a?, isto ¢, a = £/3.

Obteriamos contradi¢des em ambos os casos, j4 que a,b € Q.

Portanto, 22 — 3 ¢ o polinémio minimo de v/3 sobre Q(v/2), logo

[Q(v/2,v3) : Q(v2)] = 2, sendo {1,+/3} uma base de Q(+/2)(v/3) sobre Q(v/2).

Pelo Exemplo 4.2.18, [Q(v/2 : Q] = 2, logo [Q(v/2,v3) : Q] = 2 x 2 = 4, atendendo
ao Teorema da Torre, teorema 4.2.19.

Voltemos a p(z) = 2° — 8z + 2 irredutivel sobre Q.

Temos, para qualquer zero 6 de p(z) que [Q(0) : Q] = 5.

Consequentemente, temos que [L : Q] é um multiplo de 5.

Sendo G = Gal(L,K) o grupo de Galois, entao |G| € um multiplo de 5 (|G| representa
a ordem de G, isto é o numero de elementos de G), uma vez que:

Defini¢ao 4.2.21 (Extensao normal) Diz-se que uma extensao finita I de um corpo
K ¢ uma extensdo normal se for um corpo de decomposi¢ao de algum polindmio de K|x].

Definigao 4.2.22 (Extensao separdvel) Um polinémio p(x) € Klz|, irredutivel sobre
K, diz-se separavel sobre K se ndo tiver raizes mailtiplas numa extensao de decomposicao,
isto é, um polinomio p(x) € K[z| é separavel sobre K se todos os seus fatores irredutiveis
o forem. Um elemento algébrico numa extensdo L. de K diz-se separavel sobre K se o
seu polindmio minimo for separdvel sobre K. Diz-se que uma extensao algébrica L de
um corpo K € uma extensdo separavel se qualquer 0 € I for separavel sobre K.

Definigao 4.2.23 (Extensao de Galois) Diz-se que uma extensao finita L de um corpo
K ¢ uma extensao de Galois se for normal e separavel.

Teorema 4.2.24 Seja I uma extensdo finita de K. Entdo:
(1) IGL.K)| < [L: K]
(2) Se L € uma extensao de Galois de K, entao |G(L,K)| = [L : K]
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Demonstragao: Ver [13, pp. 104, Teorema 3.21]) O

Vejamos agora um dos teoremas de Sylow (1832-1918):

Teorema 4.2.25 Seja p um nimero primo e p" a maior poténcia de p que divide a
ordem do grupo G. Entdao |G| = p™k, sendo p primo com k. O grupo G contém pelo
menos um subgrupo de ordem p™.

Demonstragao: Ver [15, pp. 30, Teorema 18.1] O

Por este resultado, vem que G C S5 contém um elemento de ordem 5, isto é, um ciclo
(permutacao ciclica) de comprimento 5.

Por outro lado, a aplicagdo z — Z de C, induz um Q-automorfismo de . que mantém
fixos os trés zeros reais de p(x) (01,602 e 03) e permuta os dois zeros complexos, a que
corresponde, digamos, a permutagao (45).

Conclusao: G contém um ciclo de ordem cinco e uma transposicao (ciclo de compri-
mento dois).

Teorema 4.2.26 Seja p um nimero primo. O grupo S, pode ser gerado por um ciclo de
ordem p e qualquer transposicao.

Demonstragao: Ver [4, pp. 5, Corolario 2.10]

Sendo assim, usando o teorema anterior, 4.2.26, vem que, G = Ss.
A questao inicial, de p(x) nao ser resolivel por radicais, advém precisamente de Sy
nao ser um grupo resolivel:

Defini¢ao 4.2.27 (Grupo resolivel) Um grupo G diz-se resoluvel se existir uma torre
de subgrupos {1} = Go € G; C G-+ C Gy—1 € G,, = G, tal que, para cada i €
{1,2,...,n},G;—1 € um subgrupo normal de G; e G;/G;_; € abeliano.

Nota: G;—1 é um subgrupo normal de G; se e 86 se 2G;—1 = G;_12, V2 € G;.
Conclusoes:
1- Subgrupos de grupos resoliveis sao resoluveis
2- Quocientes de grupos resoluveis sao resoliveis
3- Dado um subgrupo normal H de G, G é resoluvel se e s6 se H e G/H sao resoluveis.
Por exemplo, S3 é resolavel pois {id} C {id,(123),(132)} C Sz, mas, S5 ja nao é
resoluvel. (Demonstragao em [2, pp. 47, Proposigao 4.1.5])

Teorema 4.2.28 p(x) € K[x] € resolivel por radicais se e sd se Gal(p(x),K) € resolivel.

Demonstragao: Ver |2, pp. 46-47, Teorema 4.1.3] O

Concluindo, fica assim provado que o polinémio p(x) = x5 — 8x + 2 ndo ¢ resoltvel
por radicais, ficando assim demonstrado o Teorema de Abel-Ruffini, acima enunciado,
isto &, que existem polinémios do 5° grau nao resoltiveis por radicais.

Uma vez que S,, ndo é resolavel para n > 5 (Demonstracdo em |2, pp. 47, Proposi¢ao
4.1.5]), fica provado que nao ha férmulas resolventes para equagoes de grau maior ou
igual a 5.




Capitulo 5

Construcoes com régua e compasso

Neste capitulo vamos ver que ha construcdes geométricas que nao sao possiveis usando
somente régua (nao graduada) e compasso, uma vez que, na sua resolugao algébrica, dao
origem a solugoes de equacoes cujo grau nao é uma poténcia de base dois, como é o
caso da duplicacdo do cubo e da trissecdo do angulo, por exemplo; ou a ntmeros nao
algébricos, como ¢ caso da quadratura do circulo.

5.1 Os problemas dos gregos

Nesta sec¢do analisamos como é que o grau de uma extensao algébrica é uma ferramenta
de grande utilidade na resolucao de problemas geométricos famosos criados pelos gregos,
nomeadamente o da duplicacdo do cubo, da trissecdo de um angulo e da quadratura do
circulo.

Na Grécia antiga, muitos matematicos pretendiam exprimir geometricamente mui-
tas das suas ideias. Para Euclides (300 a.C.), por exemplo, por exemplo, s6 a reta e
a circunferéncia eram figuras geométricas perfeitas. Tal pressuposto limitava a dois,
os instrumentos permitidos nas construgoes geométricas: a régua (nao graduada) e o
compasso.

Mesmo com as suas indiscutiveis capacidades e feitos, os matematicos gregos da época
nao foram capazes de descobrir um método geométrico para construgoes aparentemente
simples, segundo as regras impostas. Nao é contudo de espantar ji que se trata de
construgbes impossiveis usando apenas os dois instrumentos permitidos: a régua nao
graduada e o compasso. Acresca-se o facto de ndo possuirem forma de o provar nem tao
pouco desconfiavam de tal impossibilidade. Sabiam contudo que, sem as limitagoes de
Platao (428/427 a.C.- 348/347 a.C.) as construgoes eram possiveis.

A prova da impossibilidade, obedecendo as regras de Platdo, s6 veio a ser revelada
nos finais do século XIX, exatamente com as extensdes de corpos.

5.1.1 A duplicagao do cubo

Este problema consiste na construcao de um cubo com o dobro do volume de um cubo
dado. Se tomarmos um cubo de aresta 1, pretendemos construir um outro cuja aresta
tenha de comprimento /2. Se tal fosse possivel, entdo um determinado espaco vetorial
teria a dimensao errada, como veremos.

27
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Uma referéncia a este problema aparece num documento supostamente escrito por
Eratostenes (276-194 a.C.) ao rei Ptolomeu II onde cita o poeta Minos que dava uma
sugestao errada para a constru¢ao de um novo tamulo para Glaucus (na mitologia grega,
um deus do mar que se tera tornado imortal por ter comido uma erva méagica):

O timulo que escolhestes é pequeno demais para tumulo real. Duplica-o [em volume]
sem lhe modificar a forma. Conseguirds isso se duplicares cada lado do timulo |13,
pp. 72].

Como sabemos, estava errado: nesse caso, o volume do novo timulo seria 23 vezes
maior. Este assunto tornou-se motivo de investigacdao entre os geémetras.

5.1.2 A trissecao do angulo

A trissecdo de um angulo arbitréario questiona a existéncia de um método de divisdao deste
em trés partes iguais. Sabemos que hé alguns angulos que podem ser trissetados. Seré
que todos o sdo?

Mostraremos adiante que, nao é possivel usando apenas régua e compasso, com o
angulo de amplitude 60 graus. Tal s6 poderia acontecer caso o ponto de coordenadas
(c0s20,0) fosse construivel, o que nao acontece ja que cos 20 é zero do polinémio 83 —
6z — 1 que é irredutivel sobre QQ, como veremos mais adiante aquando da andlise da
resolucao algébrica deste problema.

E provével que a origem deste problema esteja ligada a paixao dos gregos pela constru-
¢ao de poligonos regulares: a construcdo de um enedgono regular implica que a trissecao
do angulo seja possivel.

5.1.3 A quadratura do circulo

Este problema tem a ver com a construcdo de um quadrado cuja area seja igual & de
um circulo dado. Se partirmos de um circulo de raio 1 (cuja area é 7), pretende-se a
construgao de um quadrado cujo lado tenha comprimento /7.

Encontramos informacéao sobre o assunto no Papiro de Rhind, o manuscrito matema-
tico mais antigo que se conhece e que foi copiado por Ahmes (1680-1620 a.C.).

5.1.4 A construcao de um heptagono regular numa circunferéncia dada

Em 1837, Wantzel (1814-1848) provou, para além da impossibilidade da construgao de um
heptégono regular inscrito numa dada circunferéncia, a impossibilidade dos problemas da
duplicagao do cubo e o da trisse¢do do angulo ao provar a irredutibilidade, sobre o corpo
dos nimeros racionais, de polinémios convenientes. Em 1882, Lindemann (1852-1939)
provou a impossibilidade da quadratura do cfrculo quando provou a transcendéncia de w
sobre 0 mesmo corpo.

Antes destes, muitos matematicos e muitos curiosos abordaram estes problemas e a
eles se dedicaram. O namero de tentativas de resolucao foi de tal forma que, em 1775, a
Academia de Paris, decretou que, mais nenhuma solucdo destes problemas apresentada
por amadores seria analisada, evitando assim a perda de tempo dos seus funcionérios.

O tempo que demorou a serem resolvidos estes problemas, depois de colocados, deveu-
se ao facto de as construcoes em causa serem impossiveis usando apenas régua nao gradu-
ada e compasso e porque a demonstracao de tal impossibilidade assenta sobre argumentos
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algébricos (entdo desconhecidos), embora os problemas sejam geométricos. Os argumen-
tos necessarios & prova s6 comecaram a ser desenvolvidos no século XIX. Referimo-nos,
como j4 foi dito, as extensdes de corpos, nomeadamente & do corpo dos niimeros racionais.

5.2 As regras impostas pelos gregos

Relativamente as construgoes geométricas em causa, as regras impostas pelos gregos eram
muito restritivas:

A régua é usada como mero instrumento auziliar para tracar linhas direitas mas nio
para medir ou marcar distdncias.

Regra 1: A régua pode ser usada para tracar uma nova linha, com a extensao que
se pretenda, através de quaisquer dois pontos que facam (ja) parte da figura

Regra 2: O compasso pode ser usado para tracar novas circunferéncias, de dois
modos:

(a) Colocar uma das extremidades do compasso num dos pontos dados e a outra
extremidade noutro dos pontos dados e tragar a circunferéncia ou um seu arco;

(b) Colocar o compasso como em (a) mas, de seguida, mover, sem alterar a sua
abertura, uma das extremidades para um terceiro ponto da figura. Tracar ai uma cir-
cunferéncia (ou um seu arco) com este terceiro ponto como centro.

De notar que, primitivamente, com os gedmetras gregos o uso do compasso nao incluia
a regra 2 (b). Os gregos achavam que o compasso quando levantado, deixava de existir,
nao podendo por isso, ser usado para transferir comprimentos. Porém, prova-se que,
qualquer construgdo que se possa fazer com as regras 1, 2(a) e 2(b) pode realizar-se
somente usando 1 e 2(a). A diferenca é que no ultimo caso, podera exigir mais passos.

Conhecemos muitas construcoes que obedecem s regras estabelecidas, como por
exemplo: divisao de um segmento de reta num qualquer ntimero de partes iguais; tragado
de uma paralela ou de uma perpendicular a uma reta dada, passando por um ponto dado;
bissecao de um angulo; construcao de um angulo de amplitude 60, dados dois pontos;
inscricdo de um pentigono regular numa circunferéncia;. . .

Algumas destas construcoes figuram nos diversos volumes dos Elementos de Euclides
que sistematizou uma enorme variedade de construcoes possiveis de realizar com régua e
compasso. Por exemplo, a bissecdo de um angulo dado figura no Livro 1 (Proposicao 9)
e a inscrigao de um pentégono regular numa dada circunferéncia, no Livro 4 (Proposigao
11).

Analisemos uma construcdo cumpridora das regras impostas e que consta de [9] (cf.
[13, pp. 79]):

Exemplo 5.2.1 Dado wm segmento de reta de comprimento o > 0, € possivel construir
um segmento de reta de comprimento \/a.

Consideremos, em referencial cartesiano, A = (1,0) e B = (1 4+ «,0), extremos de
um segmento de reta e a origem O = (0,0).

Assinalemos o ponto de coordenadas (1,1) e o ponto médio M, do segmento de reta
[0B].

Construamos a circunferéncia de centro M e raio MB.

Tracemos a reta vertical definida por A e por (1,1).

A intersecdo da circunferéncia e desta reta dd-nos um ponto C que dista de A, \/a,
jd que:
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AM =132 —1;

MC = MB =12 (14io da circunferéncia).
Como AM° —I—EQ = MC’2, temos

(2 - 1)"+ A" = (H2)’,

isto ¢, (431)? + AC” = (142)*.
Stmplificando, vem:

——2 2 2_
ACT = 1+Qi+0‘ — Z’J“H, o que traduz que:

AC” = a, isto ¢, AC = \/a.

-2

-3

Figura 5.1: Construgdo de um segmento de reta de comprimento /o

5.3 A solucao algébrica dos problemas

Nesta seccao, iremos formular em termos algébricos, a geometria das construgdes em
causa com régua e compasso.

Consideremos o corpo R dos ntimeros reais e seja P uma qualquer parte do conjunto
dos pontos do plano R? de cardinal maior que um.

Defini¢ao 5.3.1 (Ponto construivel num passo) Um ponto P do plano diz-se cons-
truivel num passo a partir de P se P for a intersecio de duas retas, uma reta e uma
circunferéncia ou duas circunferéncias construidas a partir dos pontos de P, usando ré-
gua e compasso, de acordo com as regras (1) e (2) acima estabelecidas.

Mais geralmente, um ponto P do plano diz-se construivel a partir de P se existi-
rem Py, Ps,...,P, = P tais que P, € construivel num passo a partir de P e, para
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cada © = 2,3,...,n,P; é construivel num passo a partir de P;_q, fazendo P;_; = P U
{P1, P,...,Pi1}.

Exemplo 5.3.2 Bissecdo de um segmento de reta

Dados dois pontos A e B, construamos o ponto médio, C, do segmento de reta de A
a B que denotamos por [AB].

Consideremos P = {A, B}.

Meétodo de construcao:

(1) Coloquemos a ponta seca do compasso em A e estendamos a outra ponta até que
esteja exatamente em B. Desenhemos a circunferéncia e repitamos o processo colocando
a ponta seca do compasso no ponto B. Designemos por D e E os pontos de interseciao
das circunferéncias desenhadas. Ora, D e E sdo construiveis num passo a partir de
P={A, B}.

(2) Seja Py = PU{D,E}. Com o auziio da régua, tracemos o segmento de reta
[DE]. O ponto C pretendido é o ponto de intersegao de [AB] (construido também com o
auzdlio da régua) com [DE]. C € assim construivel num passo a partir de P;.

Concluindo, C' € assim construivel em dois passos a partir de P.

A estratégia para ultrapassar as limitagdes das construcgdes com régua nao graduada
e compasso é, em cada fase da construcao, associarmos o subcorpo de C gerado pelas
coordenadas dos pontos construidos que é também um subcorpo de R.

Seja K¢ o subcorpo de R gerado pelo conjunto {z,y € R : (z,y) € P}, com P uma
qualquer parte de R2. Para i > 1, se P; = (4, y;) entdo definamos K; = K;_1(z;,;), isto
é, juntemos ao subcorpo K;_; o conjunto {x;,y;}.

Desta construcgao, resulta a torre de subcorpos que acompanha a construcao preten-
dida:

KoCKiCKy C---CK, CR.

No exemplo acima, note-se que, quando A(0,0) e B(1,0), temos

P= {(0,0), (170)} e Ko = Q.

Ora, K =Q (\/3) = Ky, ja que, pelo Teorema de Pitagoras, temos D = (%, g),
E=(5-%)ec= (0.

O facto de as retas e as circunferéncias usadas para a construcao dos pontos Py, P, ..., P,
serem definidas, em R?, como sabemos, por equacdes de graus um e dois, do tipo

ar +by+c=0 (a,b,c €R) ez +y%+ax+by+c=0(a,b,ccR), respetivamente,
somos conduzidos ao lema:

Lema 5.3.3 Os nimeros reais x; e y; sao zeros em K; de polindmios de coeficientes em
K;_1 de grau um ou dois, em particular [K; : K,_1] € {1,2,4}.

Contudo, nunca toma o valor 4 ja que x; e y; pertencem a mesma extensao quadratica
de K;_1[17, pp. 79, Teorema 7.4].

Demonstracao: Como P; = (x;,y;) ¢ construivel a partir de P;_;, entdo ou é:

- a intersecao de duas retas definidas por pontos de P;_1

- a intersecao de uma reta e de uma circunferéncia definidas por pontos de P;_1

- a intersecdo de duas circunferéncias definidas por pontos de P;_;.

Demonstremos apenas o segundo caso (intersecao de uma reta e de uma circunferén-
cia).
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Seja P; um ponto de interse¢ao da reta [ definida pelos pontos A = (a1,a2) e B =
(b1,be) de P;_; e da circunferéncia de centro C' = (c1,¢2) € P e raio r dado pela
distancia entre os pontos U = (uy,u2) e V = (v1,v2) € P;_1, com U # V.

A reta [ pode ser definida por

b2 — ag

= b. 1
v=p ot (5.1)

Como A € [, temos ag = Z?:Z? a1 + b, ou seja, b = ag — Z?:Zi a1. Substituindo em

. _ ba—a . T—a1 __ Yy—a
(5.1), temos: y = (z — a1) F2=2 + ag, ou seja, ;== = Z=2 com a1 # b1 e ag # b.
Por outro lado, a circunferéncia pode ser definida por (z — c1)? + (y — ¢2)? = 2.

Sendo assim, P; = (x;,y;) € solugao do sistema

r—ay __ Y—az
bi—a1 =~ bo—ao

(0= 1)+ (y— c2)? =1

Y

com ay, ag, by, ba, 1, ¢, u1, uz,v1,v2 € Ki—g.
Ora, pelo Teorema de Pitagoras, 72 = (v1 — a1)? + (vo — a2)? € K;_1.
Resolvendo a primeira equagdo em ordem a y e substituindo na segunda, temos:

2
Yy = gi:gf (x — al) +as e (l‘ — 01)2 + (7172_(12 (J? — CL1> + a9 — CQ> =2,

bi1—aq

r; & entdo zero do polinémio quadrético (z —c;)?+ (2?:73?(1‘ —ay)+ag — 02)2 —r?e
Ki_l[x}.

Se este polinoémio for irredutivel sobre K;_;, entao [K;—_i(x;) : Ki—1] = 2, caso con-
trério, [Klfl(:m) : Kz',ﬂ =1.

Se resolvéssemos a primeira equagdo em ordem a z e substituissemos, terfamos, ana-
logamente, que y; seria zero de um polinémio quadratico em K,;_i[y], pelo que viria
também [K;_1(y;) : K;—1] € {1,2}.

Nos trés casos (intersecao de duas retas, de uma reta e de uma circunferéncia e de
duas circunferéncias), teremos [K;_1(x;) : Ki—1] e [Kij—1(y;) : Ki—1], para i = 1,2,...,n,
a tomar os valores 1 ou 2.

Uma vez que [K;—1 (2;,9:) : Ki—1 (23)] < [Ki—1(ys) : Ki—1], vem que

[Ki—1 (s, ys) : Kim1 ()] € {1,2}.

Sendo assim, como [K; : K;_1] = [K;—1 (24, v:) : Ki—1(x;)] [Ki—1(x;) : Ki—1], temos que
K; : Ki_1] € {1,2}. O

Daqui resulta que:

Teorema 5.3.4 Se o ponto P = (x,y) € IR? é construivel a partir de P entio [Ko(z) : Ko
e [Ko(y) : Ko| sao poténcias de base 2.

Demonstragdo: Por definicio, existe uma sequéncia finita de pontos de IR?, digamos
Py, P, ..., P, = P, tais que para ¢ = 1,2,...,n o ponto P;(x;,y;) ¢ construivel num
passo a partir de P;_.

Pelo lema 5.3.3, tem-se [K; : K;_;] € {1,2}.

Ora, K, : Ko] = [Kp, : Kpo1] [Kp—1 : Kyo] - -+ [Ky : Ky [Ky : Ko), pelo que
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K, : Ko] é¢ uma poténcia de base 2 (produto de poténcias de base 2).
Como [K,, : Ko] = [K;, : Ko(2)] [Ko(z) : Ko]; [Ky : Ko] = [Ky, : Ko(y)] [Ko(y) : Ko,
vem o pretendido. O

E este o resultado chave para a prova da impossibilidade de construcao, com régua
e compasso, dos problemas classicos atras referidos. Permitir-nos-4, assim, provar a
impossibilidade da construcao de muitos niimeros a partir dos racionais.

A duplicacao do cubo

Teorema 5.3.5 O cubo ndo pode ser duplicado usando construgdes com régua e com-
Passo.

Demonstracao: Dado um cubo de lado unitario e portanto de volume 1% = 1, conside-
remos como uma das suas arestas o segmento de reta de extremos (0,0) e (1,0).
Um cubo de volume duplo, 2, teria uma aresta de comprimento «, tal que o = 2.

A obtencao do cubo de volume 2 corresponde a construcdo, a partir de P = {(0,0), (1,0)}

de uma aresta de comprimento v/2, o que é equivalente & construcio do ponto (v/2,0)
partindo de P.

Como Ky = Q, se tal fosse possivel, teriamos que [Q(\S/i) : @] seria uma poténcia
de base 2. Mas, /2 é zero do polinémio =3 — 2, irredutivel em Q, pelo Critério de
Eisenstein, teorema 4.2.2, (para ¢ = 2, por exemplo: 2t 1;2 | 0;22 { (-=2)). Logo, o
polinémio minimo de v/2 sobre Q é z® — 2, logo [Q(V/2) : Q] = 3 (atendendo a 4.2.17),
que nao é uma poténcia de base 2.

Sendo assim, fica provado que o cubo nao pode ser duplicado. U

A trissecao do aAngulo

Teorema 5.3.6 O dngulo de amplitude 5 radianos ndo pode ser trissetado usando cons-
trugoes com régua e compasso.

Demonstracao:

Consideremos P = {(0,0), (1,0)} e Ky = Q. Construamos a circunferéncia c de centro
O = (0,0) que passa por A = (1,0). Se tracarmos arcos de raio [OA] e centros em O e
em A, obtemos o ponto B tal que [OAB] é equilatero, isto é AOB = %- Se fosse possivel
trissetar o angulo AOAB7 seria possivel, a partir de P, construir o ponto C' € R? tal que
AOC = % = T, isto ¢, o ponto (cos (§),0) € [OA]. Sendo assim, também seria possivel
construir o ponto (2 cos (%ﬁ) ,O) e teriamos que [Q (2 cos (g)) : Q] seria uma poténcia
de base 2, o que é falso.

J& provamos na Sec¢ao 3.2 que: cos(30) = 4 cos® § — 3 cos 0, qualquer que seja o valor
de 0. Assim, para 0 = 3, temos cos (3 ) = 4cos? (g) — 3 cos (g), isto é, cos (g) =
4 cos? (ﬁ) — 3 cos (E), isto é, % = 4 cos® ) — 3 cos (g)

Sendo assim, cos (g) é zero do polinémio

3

N

9 9

823 — 62 — 1 = 0. (5.2)
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-2 (1

Figura 5.2: Construcao de um angulo de amplitude g radianos

Fazendo 8 = 2cos (g), temos cos (g) = g e de (5.2), vem 8%3 — 6% —1 =0, ou seja,
3 —38—1=0,isto é, 2cos (g) ¢ zero do polinémio z3 — 3z — 1.

Mas, 23 — 3z — 1 € Q[x] é irredutivel sobre Q. Se tivesse zeros racionais, eles s6
poderiam ser 1 ou —1, atendendo & proposigao 2.1.20, o que ndo acontece.

Concluindo, por 4.2.17, temos:

[Q (2 cos (%)) : Q] = 3 que nao é uma poténcia de base 2, o que prova que o adngulo

™
de amplitude 3 radianos nao pode ser trissetado. O

A quadratura do circulo

Teorema 5.3.7 Ndo ¢ possivel fazermos a quadratura do circulo usando construgdes com
régua e compasso.

Demonstragao: Seja P = {(0,0),(1,0)}, considerando assim um circulo de raio 1,
isto é, de area .

O objetivo seria a construcao de um quadrado de drea m, isto é, de medida de lado
/7, isto é, a construcao do ponto (v/m,0) (ou(0,1/7)). Mas, se (y/m,0) fosse construivel
entdo [Q(y/m): Q] = 2", para algum n € Njy. Neste caso, terfamos que [Q () : Q]
dividiria 2". Como /7 é zero do polinémio 22 — 7, entdo [Q(y/7) : Q()] = 2. Por outro
lado, [Q(v/7) : Q] = [Q(v/7 : Q(m)][Q(7) : Q], portanto [Q(7) : Q] dividiria 2™ e terfamos
7 algébrico sobre Q, isto é, existiria um polinémio ndo nulo em Q que admitiria 7 como
zero. Tal é absurdo, como provou Lindemann em 1882, 7 é transcendente sobre Q, logo
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fica demonstrado o pretendido. O

A construcao de poligonos regulares

Teorema 5.3.8 Ndo ¢ possivel inscrever um heptdgono reqular numa circunferéncia
usando construgdes com Tégua e compasso.

Demonstragao: Seja P = {(0,0), (1,0)}, considerando assim uma circunferéncia de raio
1.

Os vértices do heptagono regular sao determinados p%lgs raizes da equacio z7 = 1,
isto é pelas raizes de indice 7 da unidade. Uma delas é €' 7. Sendo assim, serd possivel
inscrever um heptigono regular na circunferéncia, se o ponto (cos (27”) ,sin (27”)) for
construivel a partir de P, isto é, se cada uma das coordenadas do ponto o for.

Ora, 27 —1 =0 ¢ equivalente a (z — 1) (2 + 2% + 2* + 23 + 22 + 2+ 1) = 0.

Assim, as demais rafzes da equagdo 27 — 1 = 0 sdo as da equagio

D+t +r+1=0.

Se dividirmos ambos os membros por 22, nido nulo, obtemos
3 9 1 1 1
"+t tr+l+-—+—54+—5=0.
T T x

Equivalentemente, temos 2 + m% + 2% + m% +x + i +1=0.
Adicionando quantidades adequadas, podemos ter

g 1 1 1 5 1 1
"+ —=+3|lzt+- ) -3+ )|+ (2 +5+2-2)+(z+- | +1=0.
x x x x x

Isto ¢, (x+%)3—3(x+%)+(w+%)2—2+(1‘+l)+1:0.

x
Simplificando, temos (x + %)3 + (m + %)2 -2 (:c + %) —-1=0
Fazendoyzx—k%, vem 3% +y? — 2y —1=0.
Ora,2 sabemos que x é uma raiz de indice 7 da unidade. Seja z = ¢i7. Entao

=e 7.
27

Sendo assim, y = = + % = 2cos (7) Ora, se y é construivel, entdao cos (27”) também
é construivel, e reciprocamente. Por outro lado, se x é construivel, entao y = = + %
também o é. Logo, se provarmos que y ndo é construivel, provaremos que x também nao

8=

o é.

Assim, é suficiente mostrar que o polinémio 33 +y? — 2y — 1 ndo tem zeros racionais.
Se os tivesse, eles s6 poderiam ser 1 ou —1, atendendo & proposicao 2.1.20, o que ndo
acontece. Logo, o polinémio é irredutivel sobre Q.

Sendo assim, [Q (2 cos (27”)) :Q] = 3, que ndo é poténcia de 2, o que prova que
2 cos (27”) nao é construivel, isto é, o heptagono regular nao pode ser inscrito numa
circunferéncia usando régua e compasso [12]. U

E quanto ao caso geral de um poligono regular com n lados? Quando é que é possivel
inscrever um poligono regular numa circunferéncia, usando apenas régua e compasso?
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Defini¢do 5.3.9 (Poligono construivel) Um poligono diz-se construivel se todos os
seus vértices sio pontos construiveis de R2.

No caso n = 7, vimos que a construgao passava pela construgdo do ponto

(e (2) ()

Se inscrevermos um poligono regular com n lados na circunferéncia unitaria de centro
na origem do referencial (R?) e um dos vértices no ponto (1,0), entdo os outros vértices
serao os elementos do conjunto

{(cos (%) ,sin (%)) 0<k< n}

Se conseguirmos construir o ponto (cos (2%) ,sin (2%)), entao conseguimos construir
os outros a partir deste, usando régua e compasso.

Assim, o poligono ¢ construivel se e s6 se este ponto/vértice é construivel.

Os gregos foram capazes de construir, com régua e compasso, poligonos regulares com
3,4,5 e 6 lados, mas, como era de prever, nao o conseguiram fazer para o de 7 lados. E
pararam aqui. S6 em 1796, Gauss (1777-1855), com 19 anos e enquanto estudante da
Universidade de Gottingen, depois de ter deixado Brunswick, avancgou, construindo um
poligono regular com 17 lados, o maior passo na drea, desde os feitos dos matematicos
gregos. Publicou o seu resultado na Seccao VII (artigo 354) da sua famosa obra Dis-
quisitiones Arithmelicae dedicada & Teoria dos Numeros, a excecdo da seccao referida
[6][21]. Descobriu ainda uma condi¢ao suficiente para que um poligono regular de n lados

(n-gono) seja construivel com régua e compasso:

Teorema 5.3.10 O n-gono regular é construivel com régua e compasso se

[0}

n=2%oun=2%;-p, (5.3)

com a € N\ {1}, B € Ny, t € N e p; primos impares distintos da forma p; = 22" +1(r; €
No)/13, pp. 86].

O ntmero F, = 2% + 1,7 € Ny (n-ésimo ntmero de Fermat (1601-1665)) quando
primo, denomina-se um primo de Fermat.
Os cinco primeiros nameros primos de Fermat, por si mesmo descobertos, sao:

F.=22 41
3
5
17
257
65537

=W N = O3

Fermat conjeturou que qualquer ntmero F, é primo mas, em 1732, foi contrariado
por Euler (1707-1783) que mostrou que F5 = 22° 41 = 4294967297 = 641 x 6700417,
isto €, nao é primo.

Os tinicos numeros primos de Fermat conhecidos até ao momento sao os descobertos
pelo proprio.

Sendo assim, s6 se sabe que um poligono regular com p lados (p primo) é construivel
para p = 2,3,5,17,257,65537.
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Refira-se que as primeiras construcoes consistentes de um 257-gono se deveram a
Magnus Paucker (1787-1855) em 1822 e depois a Friedrich Richelot (1808-1875) em 1832
[22].

Assim, para n < 100, o n-gono regular é construivel se e s6 se é um dos seguintes
nameros:

3(= Fy); 4(= 2%); 5(= F1); 6(= 2 x 3); 8; 10; 12; 15; 16; 17; 20; 24; 30; 32; 34; 40;
48; 51; 60; 64; 68; 80; 85 e 96.

Exemplos:

96 = 25 x 3(3 = Fp)

85 =20 x5 x 17(5 = Fy;17 = FY)

80 =24 x 5(5 = Fy)

51 =20 x 3 x 17(17 = F3).

Refira-se que o poligono regular com 18 lados ndo é construivel com régua e compasso
jd que 18 = 2 x 3 x 3 e sendo assim o niamero primo 3 aparece duas vezes.

Se n nao tiver nenhuma das formas indicadas em (5.3), Wantzel, em 1837, provou que
a construgdo é impossivel num artigo no Journal de Mathématiques Pures et Appliquées,
habitualmente conhecido pelo nome do seu fundador Liouwville (1809-1889). Com este
artigo, tornou-se o primeiro a publicar as provas da impossibilidade de construgdo, com
régua e compasso, dos famosos problemas dos gregos. Mais tarde, as provas foram me-
lhoradas por Charles Sturm, contudo sem publicagdo. Em 1845, Wantzel, no aprofun-
damento do seu trabalho no dominio da resolucao de equacgoes, apresentou nova prova
da impossibilidade de resolver todas as equacoes algébricas por radicais. Escreveu na
introducdo que, embora a prova de Abel estivesse correta, entendia que era apresentada
de uma forma muito complicada e vaga, por isso tao pouco apreciada. Referia ainda os
estudos de Ruffini, muitos anos antes, que considerava ainda mais vaga e insuficiente.
Revelava que tinha sido também da reuniao das pesquisas destes dois matematicos que
havia chegado a uma prova que lhe parecia ser tao rigorosa que nao deixaria margem
para duvidas sobre esta parte tao importante da resolugdo de equagbes por radicais [21].
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Capitulo 6

Numero e localizacao de zeros reais
de um polinémio

Vimos, até aqui, que, para equagoes de grau superior a quatro, existem equagcdes que
nao podem ser resolvidas por radicais (Teorema de Abel). Sendo assim, nestes casos,
para além do recurso a processos graficos, teremos de usar métodos numéricos de apro-
ximagao das raizes que exigem uma aproximacao inicial de uma delas. Por isso, é de
particular importancia conhecer previamente o seu namero, a sua localizagao e/ou ainda
a sua separagao, por exemplo, em intervalos disjuntos. Neste capitulo, abordamos alguns
resultados que permitirdo cumprir estes objetivos.

Para a determinacao do niimero de zeros reais de um polinémio apresentamos:

- a Regra de Budan-Fourier que adquiriu o nome dos matematicos contemporaneos
Budan de Boislaurent e de Joseph Fourier que de forma auténoma e independente desen-
volveram dois teoremas diferentes mas equivalentes que permitiam determinar o nimero
maximo de zeros reais de um polinémio num determinado intervalo. Budan, um mate-
mético amador, revelou-o num livro de memorias em 1803, mas s6 o publicou passados
quatro anos. J4 Fourier terd usado a regra congénere num curso que ministrou em 1797.
S6 apoés a sua morte o resultado foi publicado (1831);

- a Regra dos sinais de Descartes, por ele descrita em 1636 no livro La Geométrie,
III, a obra a que se refere como aquela onde conseguiu demonstrar o que nas obras
Dioptrigue, Méléores apenas tentou fazer: que o “seu” Méthode era melhor que o vul-
gar. .. Considerado o “pai da filosofia moderna” apresentou uma “visdo cientifica trans-
formada do mundo” e foi responsavel por um novo ramo da Matematica que ligava a
Geometria a Algebra. O livro atras referido é considerado uma tratado sobre a teoria
elementar das equacoes abordando: a determinacao das suas rafzes racionais, o “baixar”
do grau conhecida uma das raizes, entre outros, nomeadamente, a regra que aqui explo-
ramos e que determina o nimero das suas raizes “verdadeiras”’ e “falsas”, isto é, positivas
e negativas. Refira-se ainda que nesta obra apresentou a resolugao algébrica de equagoes
do 32 e 4° graus e, finalizando, defendeu que apresentou “as construgoes mais simples
possiveis para problemas (...) em particular, a trisse¢cao do angulo e a duplicagao do cubo
(..).

Segundo J.F. Scott, autor de uma obra dedicada aos trabalhos de Descartes (1987),
este via Geometria e Algebra assim : Not only can questions of solvability and geometrical
possibility be decided elegantly, quickly and fully from the parallel algebra, without it they
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cannot be decided at all |3, pp. 229-237]|21].

- 0 Teorema de Sturm publicado em 1829 no seu famoso artigo Mémoire sur la réso-
lution des équations numériques. Hermite (1822-1901), que publicou a primeira prova da
transcendéncia do ntimero e, escreveu que este resultado teria a sorte de se tornar imedi-
atamente um classico e de conquistar um lugar inquestionavel no ensino da Matematica
e que por utilizar apenas nocbes elementares, era um exemplo raro de simplicidade e
elegancia.

Contudo Hermite estava errado. Nem as Regras de Budan e de Fourier, nem o
Teorema de Sturm encontraram lugar nos livros escritos alguns anos depois de serem
descobertos, o que prova que as modas na Matematica mudam e a solu¢ao de um problema,
que Lagrange considerava importante, ndo garantiu que alcancasse fama.

No que concerne a regras de localizacdo dos zeros, abordaremos:

- a Regra de Cauchy, matematico francés considerado a “estrela” da década de 1820-30,
filho de pais instruidos, estudou na Ecole Polytechnique e na Ecole des Ponts et Chaussées
o que lhe permitiu exercer engenharia. Foi proficuo na publicagio de artigos e trabalhos:
terd publicado 789. Um seu bidgrafo, Belhoste, em 1991, resumiu esta notével obra
referindo-se a ele como tendo uma enorme criatividade cientifica pois apresentou estudos
em todas as areas conhecidas da Matematica. Por exemplo, terd sido ele a comecar de
forma definitiva a histéria dos determinantes com um artigo de 1812 onde era clara a sua
preferéncia pela Matematica pura, apresentada de forma elegante e com provas muito
rigorosas. Mais tarde, em 1815, num outro artigo, aplica a teoria dos determinantes a
um problema de Geometria e a um de Fisica. Os seus contributos na drea das funcoes
de variavel complexa foram notérios, sendo considerado o fundador neste dominio. Foi
ilustre pedagogo na Ecole Polytechnique, onde os seus cursos eram famosos, conhecido
pela introducao impar do rigor nas demonstragdes e o principal divulgador, na Europa,
por exemplo, do diagrama de Wessel-Argand-Gauss para a representacdo de nimeros
complexos. Deu ainda ao calculo elementar o cardcter que tem hoje, tornou fundamental
o conceito de limite dando-lhe um cariz aritmético mais preciso, definiu de forma muito
clara a nocao de infinitésimo e de derivada e de forma satisfatéria definiu fungao continua.
Ser conservador valeu-lhe o exilio ja que se recusou a prestar juramento de fidelidade ao
rei Lufs Filipe quando Carlos X foi deposto. Era muito controverso e inimeras vezes
foi preterido em concursos para lugares de professor em universidades. Abel, em 1826,
escreveu: “Cauchy estd louco e ndo hd nada que possa ser feito por ele, embora, agora, ele
seja o unico que sabe como a Matemdtica deve ser feita”|3, pp. 353-359]|21].

- a Regra de Lagrange, nascido Giuseppe Lodovico Lagrangia, em Turim e por isso
reclamado italiano, embora considerado francés. Foi o mais velho de 11 filhos e teve
planeada uma carreira como advogado e que era do seu agrado. Contudo, a leitura de
um trabalho de Halley (1656-1742), que deu nome ao cometa, sobre o uso da dlgebra em
Otica, fé-lo entusiasmar-se pela Matematica. Foi um autodidata e em 1754, publicou o
seu primeiro trabalho matematico assinado com o nome de Luigi De la Grange Tournier.
Nele sentiu-se, de certa forma, o seu trabalho isolado, sem supervisdo matemaética. Tera,
todavia, enviado previamente os resultados a Euler (seu dileto conselheiro) e constatou
com desagrado, no més seguinte & publicacdo, que eles apareciam descritos na corres-
pondéncia entre Johann Bernoulli (1667-1748) e Leibniz (1646-1716). Com apenas 19
anos foi nomeado professor na Escola Real de Artilharia, em Turim, revelando assim o
reconhecimento da originalidade e profundidade na abordagem da grande variedade dos
temas que tratava. D’Alembert (1717-1783), todavia, achava que Turim possuia (em
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Lagrange) um tesouro cujo valor talvez nao soubesse. Em 1770, quando trabalhava em
Berlim, Lagrange apresentou o trabalho Reflexdes sobre a resolugdo algébrica das equa-
¢oes dedicado as razdes que justificam a resolubilidade, através de radicais das equacoes
de grau igual ou inferior a quatro [21].

6.1 Numero de zeros reais de um polinémio

As regras a seguir apresentadas permitem provar, para um dado polinémio, a existéncia
de um determinado numero de zeros em R ou num seu subconjunto. Esta informacao
vai permitir também localiza-los.

Consideremos um qualquer polinémio p(z) com coeficientes reais. Se este possuir
zeros complexos, sabemos que estes serdo em ndmero par, ji que os zeros complexos
conjugados aparecem aos pares: se & = a + bi € C ¢ um zero de um polinémio p(z) com
coeficientes reais também a = a — bi é zero de p(x).

Sendo assim, se p(x) for de grau n, impar, entdo terd um nimero impar de zeros
reais. Se, por outro lado, p(z) for de grau par, o nimero de zeros reais serd par.

Seja p(x) = apz™ + ap_12" ' + -+ a1x +ag, coma; €ER,i=0,1,...,nea, #0.

Definicao 6.1.1 Seja Vo nimero de variacoes de sinal dos coeficientes nao nulos de
p(x), seja V_ o nimero de variagdes de sinal dos coeficientes nao nulos de q(z) = p(—x),
seja N1 o nimero de zeros reais positivos de op(x) e N_ o nimero de zeros reais negativos

de p(x).

6.1.1 Regra de Budan-Fourier

Esta Regra aplica-se a um intervalo aberto e limitado e, com ela, ficaremos a saber o
naimero de zeros reais do polinémio nesse intervalo.

Sejam a,b € R e consideremos as sucessoes de derivadas:

p(a), p'(a), p'(a), ..., p™(a), com p(a) # 0

p(b), p'(b), p"(b),..., p™(b), com p(b) # 0.

Seja V, o ntmero de variagoes de sinal da primeira sucessao e Vj, o niimero de variagoes
de sinal da segunda.

Teorema 6.1.2 (Regra de Budan-Fourier) O nimero N de zeros reais do
polinémio p(x) no intervalo ]a,b[ nao excede o valor V, — Ve (Vo —V,) — N € par.

Demonstragao: Ver |11, pp. 244-246] (cf.[10, pp. 114])

Exemplo 6.1.3 Seja p(x) = z* — 1323 4 322 + 124z + 36.

Como p(z) ¢ de grau 4, pelo Teorema Fundamental da Algebra, teorema 2.1.18, possui
quatro zeros complezos, incluindo as suas multiplicidades. Como p(x) é de grau 4 (par),
entdo terd um numero par de zeros reais: 0,2 ou 4.

Aplicagao da Regra de Budan-Fourier no intervalo |—4,5], jd que p(—4) #0 e

p(5) #0 .
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Sinal em a = —4 | Sinal em a =5
p(z) = 2* — 1323 + 322 + 1242 + 36 + —
P (z) = 423 — 3922 + 62 + 124 - —
p(x) = 1222 — 78z + 6 + —
p"(x) = 24x — 78 — +
p@®(z) =24 + +
Voy=14 Vs=1

Ora, V_4 — Vs =4 —1=3. Logo, o nimero N de zeros reais de p(x) em |—4,5[ ndo
excede 3, isto é, N € igual a 0,1,2 ou 3. Mas, uma vez que (V_4 — V5)— N tem de ser par
eV_y—V5=3, N terd de ser 1 ou 3, jd que s6 (V_4 —V5)—1=2¢ (V4 —V5)—3=0
representam nimeros pares.

Portanto:

1) temos um zero real no intervalo e um ou trés fora do intervalo |—4, 5[

ou

2) temos trés zeros reais no intervalo e um fora do intervalo |—4, 5] .

6.1.2 Regra dos sinais de Descartes

Esta Regra relaciona o niimero de zeros reais de um polinémio com o nimero de variagoes
de sinal dos seus coeficientes.

Teorema 6.1.4 (Regra dos sinais de Descartes) Seja p(x) um polinémio de coefi-
cientes reais. Entao:

(a) o nimero Ny de p(x) ndo excede o nimero Vi de p(x) e Vi — Ny € par

(b) o nimero N_ de p(x) nao excede o nimero V_ de q(z) = p(—z) e V_ — N_ € par.

Demonstragao: Ver [11, pp. 247-249] (cf.[10, pp. 114]) O

Esta Regra é uma generalizacao da de Budan-Fourier e permite contabilizar os zeros
reais em intervalos da forma |—o0,0[ e ]0, +00] .

Exemplo 6.1.5 Consideremos de novo p(x) = x* — 1323 + 322 + 124z + 36.

Em p(x), o nimero de variagoes, V., dos sinais dos coeficientes é 2.

Logo, Ny <2 eV, — N4 € par.

Assim, como Vi =2, temos, Ny =2 ou Ny =0, isto €, p(x) ou tem dois zeros reais
positivos ou nenhum zero real positivo.

Por outro lado, como q(x) = p(—x) = z* + 132> + 322 — 124z + 36, temos V_ = 2,
donde N_ <2 e V_— N_ € par, isto €,

2— N_ € par, logo N_ =2 ou N_ = 0.

Resumindo a informacao obtida, p(x) verifica um dos sequintes casos:

- terd dois zeros reais positivos e dois zeros reais negativos

- terd dois zeros reais positivos e dois zeros complexos conjugados

- terd dois zeros reais negativos e dois zeros compleros conjugados

- terd quatro zeros compleros conjugados dois a dois.
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Conjuguemos estas informagoes com as obtidas na aplicacdo da Regra de Budan-
Fourier: o polinémio terd wm zero real no intervalo |—4,5[ e um ou trés zeros reais fora
dele ou terd trés zeros reais no intervalo |—4,5[ e um zero real fora dele.

Procuremos tirar conclusées a respeito do nimero e sinal dos zeros no intervalo
|—4,5]. Para tal, serd util a aplicagio da Regra de Budan-Fourier no intervalo |—4,0],
por exemplo.

Ora, o nimero de variagoes de sinal da sucessio das derivadas p(0), p' (0), p” (0),
P (0), P9 (0) ¢ Vy = 2.

Logo, o nimero N de zeros reais de p(x) em |—4,0[ nao excede Vg —Vy =4 -2 =2,
isto é, N terd de ser 0, 1 ou 2. Como 2 — N tem de ser par, temos N =0 ou N = 2,
isto €, em |—4,0] teremos nenhum ou dois zeros reais.

Contudo, pela Regra de Budan-Fourier aplicada no intervalo |—4, 5], concluimos que,
neste intervalo hd pelo menos um zero real, logo, no intervalo |—4,0] terdao de estar dois
2eros reais.

Como p(x) é um polindmio do 4° grau, terd entio dois zeros reais em |—4,0[ (nega-
tiwos, portanto) e nenhum zero real fora dele ou dois zeros reais em |—4,0[ e dois zeros
reais fora dele.

S6 o 4ltimo caso pode ocorrer atendendo as conclusdes tiradas da aplicacdo da Regra
dos sinais de Descartes, isto é, o polindmio p(x) terd dois zeros reais em |—4,0[, portanto,
dois zeros reais negativos e dois fora dele. Vejamos que estes dois tiltimos sao positivos.

Na aplicagio da Regra de Budan-Fourier no intervalo |—4,5[, concluimos que, neste
intervalo, p(x) teria um ou trés zeros reais. Isto traduz que, em ]0,5], existird um zero
real, isto €, um zero positivo, o que obriga, sequndo a Regra de Descartes, a que o outro
também o seja e o que traduz que p(x) terd dois zeros reais negativos e dois zeros reais
positivos.

Exemplo 6.1.6 Vejamos que a Regra dos sinais de Descartes se aplica a polindmios do
1 e do 2 graus.

Seja a(z) = ap + a1z, ap,ar € R\ {0}. Sabemos que o tinico zero real € —2%. Este
serd positivo se e s6 se o nimero de variagées de sinal dos coeficientes de a(x) for 1, isto
€, se ag e ay liverem sinais conlrdrios.

Seja b(x) = ag + a1x + azx?, ag,a1,as € R\ {0}.

Se ag > 0,a1 > 0,a2 >0 (ouag <0,a1 <0eay<0), Vi=0,logo, Ny =0, isto
¢, b(z) ndo terd zeros reais positivos. Ora b(—x) = ag — a1z + azx?, donde V_ = 2, por
isso N_ serd 0 ou 2, isto é, b(x) terd nenhum ou dois zeros reais negativos. Tal acontece,
como sabemos, se a% — 4agaz < 0 ou se a% — dagas > 0, respetivamente. No caso de
a? — dagay = 0, o polinémio terd um zero real negativo duplo.

Seap <0 eaz>0 (ouag>0eay<0) independentemente do sinal de ay, temos
que Vi =1, logo Ny < 1. Para Vi — Ny ser par, como Vi =1, vem Np = 1. Assim,
b(x) terd um zero real positivo. Analogamente, temos que b(x) terd também um zero real
negativo.

Seap > 0,a1 < 0eaz >0 (ouayg < 0,a1 >0 eay <0), temos que Vy = 2,
logo Ny < 2 e 2— Ny ¢é par. Sendo assim, b(x) terd nenhum zero real positivo,caso
a% — 4agay < 0; dois zeros reais positivos, caso a% — dapaz > 0 ou um zero real positivo
duplo, se a? — dagag = 0.

De notar que, neste caso, uwma vez que V_ = 0, ndo podem ezistir zeros reais negativos.
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Notemos ainda que: se ag = 0, temos um polinémio de grau 1 e se ag = 0, temos
sempre dois zeros reais distintos ou um duplo, no caso de a1 = 0.

Exemplo 6.1.7 Seja c(z) = 2™ + 28 — 32° + 24 + 2% — 222 + 2 — 2.

Temos Vi = 5. Logo, Ny <5, isto é, Ny =0,1,2,3,4,5. 5 — N4 € par quando, ou
Ny =1, ou Ny =3 ou Ny = 5. Assim sendo, c(x) terd um, ou trés ou cinco zeros reais
positivos.

Como c¢(—xz) = —z" + 28+ 325 4 2% — 23 — 222 — 2 — 2, temos V_ = 2. Logo, N_ < 2,
1sto €, N_=0,1,2. 2— N_ € par quando, ou N_ =0, ou N_ = 2.

Assim sendo, c(x) terd nenhum ou dois zeros reais negativos.

Em suma, o polinémio c(x) poderd ter: um zero real positivo e nenhum negalivo; um
zero real positivo e dois negativos; trés zeros reais positivos e nenhum negativo; trés zeros
reais positivos e dois negativos ou ainda, cinco zeros reais positivos e nenhum negativo
ou cinco zeros reats positivos e dois negativos.

Uma vez que o nimero mdzimo de zeros reais é sete e o grau do polindmio c(x) €
onze, podemos concluir que c(x) terd pelo menos quatro zeros complezos nao reais.

6.1.3 Teorema de Sturm

A regra de Budan-Fourier embora pratica e de simples aplicaciao tem a desvantagem de
se comportar de forma muito semelhante para polinémios do tipo p(z) e p(z) + ¢ (¢
constante), uma vez que tém derivadas iguais, contudo os zeros de ambos podem diferir
demasiado.

Um método mais preciso foi proposto por Sturm (1829) onde as derivadas sucessivas
sao substituidas pelos restos das divisdes de p por p’ (derivada de p) com algumas mo-
dificagoes. A regra de Sturm conduzir-nos-a & determinagdo do nimero exato de zeros
reais de um polinémio num certo intervalo, usando o ntimero de variacoes de sinal dos
valores de uma sucessao que definiremos mais adiante.

O algoritmo da divisao de polinémios

Teorema 6.1.8 Sejam a(x),b(z) € R[z]. Entdo existem polinémios inicos, q(x) e r(x)
tais que
a(x) = q(z)b(x) + r(z),
com r(z) =0 ou grau(r(z)) < grau(b(x)).
Ao polinémio r(x) chamamos polinémio resto da divisao de a(x) por b(x).

Demonstragao: Ver |1, pp. 27-28, Teorema 7.1| O

O algoritmo de Sturm

Seja a(z) € Rz]. A sucessao de Sturm ird ser construida usando o algoritmo da
divisao de polinémios, a partir de a(x) e sera do tipo, digamos (do(z), d1(x),d2(x),...)
e dar-nos-4 informacao a respeito dos zeros de a(z) a partir da variacao de sinais dos
polinémios que a constituem.

Defini¢ao 6.1.9 (Sucessao de Sturm) A sucessao de Sturm € definida por:




6.Ntmero e localizagao de zeros reais de um polindémio

45

e dito(x) = —rip1(x), sendo rip1(x) o resto da divisao de d;(x) por dit1(x).

E claro que, grau (do(z)) > grau(di(z)) > grau(ds(x)) > ---, o que traduz que a
sucessao ¢ finita.

Exemplo 6.1.10 Seja do(z) = 2 —x + 1 = a(x). Assim, di(z) = 322 — 1. Dividamos
do(x) por di(z). Obtemos:

R N = %x(?)xz—l) + (—%az+1)

Temos assim que da(x) = %:1; - 1.

Repetindo o processo (dy por dg), vem:

9 27 2 23
2— = — _ — — _
3x 1 (2x+4><3:p 1)+4.
Assim:

dg(l’) = —%.
A sucessdo de Sturm €, entao: (:1:3 —x+1,32% -1, %ZL‘ -1, —24—3).

Seré, como veremos mais adiante, determinando a diferenca do niimero de variacoes
de sinal que esta sucessdo assume nos extremos de um intervalo que estaremos aptos a
encontrar, a menos da sua multiplicidade, o nimero de zeros reais de um polinémio.

Exemplo 6.1.11 Seja do(z) = 2® — 3z +2 = a(z).
Ora, di(z) = 32% — 3.
Procedendo como no exemplo anterior, temos:
23— 3z +2= (322 -3) (3z) + (—2z + 2).
Sendo assim, da(x) = 22 — 2.
Prosseguindo, obtemos 322 — 3 = (2x — 2) (%:c + %) + 0, o que traduz que d3(z) = 0.
A sucessao de Sturm é: (:U3 —3x+2,322 3,20 — 2, 0).

O Teorema de Sturm e o niimero de zeros de um polinémio em determinado
intervalo

Teorema 6.1.12 (Teorema de Sturm) Seja a(x) € Rz] e z9g < z1.

Suponhamos que a(zg) # 0 # a(xy).

Entao, o nimero de zeros reais de a(x) no intervalo |xg,z1[, sem contar com a sua
multiplicidade, é dado por:

V (do(z0), d1(w0), d2(x0), -+ +) =V (do(z1), d1(21), d2(21), ),

onde V (bg, b1,ba,---) € o nimero de variagoes de sinal da sequéncia (by,b1,ba,---) e
do,d1,dsa, - 0s termos da sucessao de Sturm, definida em 6.1.9.
Demonstragao: Ver [1, pp. 29-30, Teorema 7.7] O
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Exemplo 6.1.13 Aplicacao do Teorema de Sturm a polinémios do 22 grau
Consideremos a(z) = az® + bz + ¢ = do(z) (a > 0).
Ora, o' (x) = 2ax + b = dyi(x).
Dividindo a(x) por o/ (x), temos
ar’ +br+c= 32+ L2) (2ax+b)+c—%.
Portanto,

do(x) = ax® + bz + ¢, di(z) = 2ax + b, dy(x) = —r(z) = yri
a
De notar que % —e=t 4;1“0.

Sendo assim, como a > 0, o sinal de % —c € 0 mesmo do do binomio discriminante
que, tal como sabemos, é A = b* — 4ac.

Para M > 0, suficientemente grande, temos, uma vez que a > 0:

do(—M) >0e do(M) >0

dl(—M) <0e dl(M) > 0.

Sendo assim,

(1) V (do(—=M), di(—M), do(—M)) é 1 ou 2, dependendo se o bindmio discriminante
(A) é negativo ou nao, respetivamente.

Por outro lado,

(2) V (do(M),d1(M),d2(M)) € 1 ou 0, dependendo se o binémio discriminante é
negativo ou nao, respetivamente.

Concluindo, se A > 0, a diferenca entre (1) e (2) ¢ 2 —0 = 2, o que confirma o
que conhecemos do sinal do binémio discriminante: a(x) tem 2 zeros reais se e sG se
b> — dac > 0. Por outro lado, se A < 0, a diferenca entre (1) e (2) é 1 —1 = 0,
confirmando que, quando o sinal do bindmio discriminante é negativo, o polinédmio ndao
tem zeros reais.

Analogamente se prova para a < 0.

Exemplo 6.1.14 Apliquemos o algoritmo de Sturm ao polinémio a(z) = x® + 322 — 1.

Dividindo do(x) = 23 + 322 — 1 por di(z) = 322 + 6z, temos

2?+ 322 — 1= (3o + ) (327 4 62) + (—2z — 1).

Prosseguindo nas divisdes , temos: 3z + 6z = (32 +9) 2z + 1) + (—9).

Sendo assim a sucessdo de Sturm é:

(ac?’ +32% — 1,322 + 62,22 + 1, %),

FEstudemos a variagdo de sinal destes polinémios em |—oo, +00|.

Temos, do(—o0) < 0, di(—00) > 0, da(—00) < 0 e d3z(—o0) > 0.

Logo, hd trés variacoes de sinal.

Temos ainda, do(+00) > 0, di(+00) > 0, da(+00) > 0 e d3(+00) > 0, dando lugar a
zero variagoes de sinal.

Entao, pelo Teorema de Sturm, a(z) = x3 + 3x2 — 1 tem trés zeros reais.

Para localizarmos estes trés zeros, basta atender a:

V (do(—3),d1(—3),d2(—3),d3(—=3)) =3 (—,+,—,+)

V (do(—2),d1(—2),d2(—2),d3(—2)) = 2 (+,0, —,+), uma vez que ocorre variagdo de
sinal do primeiro para o terceiro termo da sequéncia e deste para o quarto, jd que o
sequndo € nulo

V (do(=1), i (~1), da(~1)

yd3(=1)) =2 (+, -, = +)
V' (do(0),d1(0), d2(0), d3(0)) = 1

(— 0++)
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Vi(do(1),d1(1),d2(1),d3(1)) =0 (+,+,+,4).
Por isso, concluimos que um dos zeros reais estd no intervalo |—3,—2[, outro em
|—1,0[ € o outro em |0, 1].

6.2 Localizacao dos zeros de um polinémio

Apresentamos agora alguns resultados que nos permitirao localizar e separar os zeros de
um polinémio.

Teorema 6.2.1 (Regra de Cauchy) Consideremos um qualquer polinémio de coefici-
entes reais

p(z) = apa" +ap_12"  +- - +arx+ag,a0 # 0. Todos os zerosz; € C, j=1,...,n
de p(x), verificam:

-1
(1—|— max ak) <l|zj] <14+ max Ik
1<k<n | ag 1<k<n—1|ap
Demonstragao: Ver |20, pp. 146-147, lema 7] O

Teorema 6.2.2 (Regra de Lagrange) Seja p(x) = ap2™ +a,_12" 1+ ...+ a12 + ao,
um qualquer polindmio de coeficientes reais no qual a, > 0,a,-1 > 0,...,ama1 > 0, am <
0, isto €, ap, é o primeiro coeficiente negativo na sequéncia Gn, An_1, ... ,ag.

Entao, os zeros reais positivos (r) do polinémio p(x) sao magjorados por

1

n—m

r <1+ max
ap<0

ao

Demonstragao: Ver [19, pp. 7-8, Teorema I1.2] O

Analogamente, esta regra podem ser usada para encontrar limites superiores para
zeros negativos. Para tal, basta aplica-la ao polinémio p(—x). Para limitar inferiormente,

aplicamos as regras a p (%), para os zeros positivos e a p (—%), para os zeros negativos.

Exemplo 6.2.3 Seja p(z) = 2* — 132 + 322 + 1242 + 36.
Aplicagao da Regra de Cauchy:
a4 = 1,0,3 = —13,@2 = 3,@1 = 124, apg = 36.

Ora,
a| _ 124 3 13 1\ _ 124
Maxi<k<4 | gy = max {55 557 367 36} = 56 -
ak | 36 124 3 13\ _
maX1§k§3’;Z| _maX{T’T’TvT = 124.

Pela Regra de Cauchy, temos que todos os zeros (r) de p(z) verificam:

(1+ %)_1 <|r|<1+124 < & <|r| <125, isto €, todos os zeros do polindmio
p estao situados, no plano complexo, na coroa circular definida pelas circunferéncias de
rato interior % e rato exterior 125, centradas na origem.

Aplicagao da Regra de Lagrange:

Localizemos o0s zeros positivos (r*) do polinémio p(z).

Determinemos, em primeiro lugar, o seu limite superior:
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a4 = 1(> 0)

as = —13 (primeiro coeficiente negativo de p(x)).
= max {1—13} =13.

14+ 1375 = 1413 = 14,

Sendo assim,

Ora, maxg, <o

Ak
aq

rt < 14, (6.1)

Para determinar o limite inferior para o0s zeros positivos de p(x), procedemos de forma
andloga aplicando a Regra a p (%), isto €, a

(D' —13(1)° +3(1)2 41241 436 = L — 18 4 3 4 120 | 36— 3604 4 12423 +
322 — 13z + 1.

Temos assim:

ag = 36,a3 = 124,a2 = 3,a1 = —13,a9 = 1.

Ora, ay =36 (> 0).

a1 = —13 € primeiro coeficiente negativo de p (%)
Entao,
ag | __ 1317 _ 13
maxg, <0 a—’; = mazr {%} =35
Mas,

(14 (2)7) -om 2

Logo, de (6.1) e (6.2), temos 0,584 < rT < 14.

Analogamente se prova que —6 < r~ < —0,225, aplicando as regras a p(—x) =
ot +132% + 32% — 1242436 e a p (—1) = 362! — 12423 + 322 + 13z + 1.

Uma outra forma de localizar zeros de polindmios, uma vez que estes definem func¢ées
continuas, € a aplicagdo do Teorema de Bolzano, teorema 2.2.1.

Tendo em conta alguns valores de p(z), podemos confirmar as conclusées apresenta-
das, isto €, que 0s zeros reais positivos pertencem ao intervalo 10,584;14] e os negativos
a ]—6;—0,225].

z | p(z)
-3 | 123

-2 | =80
-1 =71

0 36

1 151

3 165

5 | —269

12 | 228

Podemos afirmar que em cada um dos intervalos |—3; —2[,]—1;0[,]3; 5] e ]5; 12[ existe

um unico zero real, o que é confirmado ainda pela andlise do grdfico da fung¢do polinomial
definida por p(x).
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Figura 6.1: Gréfico da funcio polinomial definida por p(z) = 2* — 1323 + 322 + 1242 + 36.
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Capitulo 7

Conclusoes

A primeira e principal conclusao desta dissertagdo terd de ser o enriquecimento pessoal
do seu autor, surgido da oportunidade de contactar com assuntos que envolvem uma
vastissima &rea de estudo, ainda por cima milenar. Sabemos que descobrir zeros de
polinémios vem de longe e tera sido a razio do nascimento da Algebra. O aumento do
grau do polinémio trouxe problemas acrescidos e a tentativa de encontrar os seus zeros
atravessou eras sucessivas de matematicos em dominios tao importantes e fiteis como é
o caso da resolucdo de equacdes.

A anélise da temaética foi uma mais-valia para quem tem interesse no aprofunda-
mento, no conhecimento e na investigacao da Matematica. No caso, acresce-se (ainda) o
facto de ter sido trazida durante a pratica letiva. Constituiu por isso, mais uma vez, a
oportunidade de estudar um tema novo, passados quase trinta anos da conclusdo de uma
licenciatura e longe da realidade, por vezes rotineira, dos Programas curriculares. Con-
tudo, o tema pode ser visto como uma extensao (apetecivel e natural) destes. Refira-se
ainda a necessidade de utilizar o sistema LaTeX, uma novidade agradavel que poderé vir
a ser 1til no futuro, também na pratica letiva.

Tivemos oportunidade de revisitar as formulas resolventes das equacSes de grau in-
ferior a cinco e com particular interesse analisar as disputas entre Tartaglia, Cardano e
seus discipulos, na defesa dos seus feitos e méritos. Interessante foi também conjugar os
contributos dados pelos diferentes mateméticos no mesmo sentido, como foi o caso de
Cardano, Ferrari, Descartes e Lagrange na resolucao das equacoes do quarto grau.

A questao da inexisténcia de féormula resolvente para equagoes de grau igual ou supe-
rior a cinco, foi para nés, neste trabalho, o maior desafio. A necessidade de possuir conhe-
cimentos acerca das extensdes de corpos e dos grupos de Galois, por exemplo, exigiu-nos
delinear um plano de demonstracao do Teorema de Abel-Ruffini com fases bem defini-
das e bem colocadas. Para esta prova, foi necessario envolver mais de vinte defini¢oes,
teoremas e proposicoes que envolviam conceitos desconhecidos ou h& muito esquecidos.
Nao desvalorizando o resultado de Abel, assente no trabalho de Ruffini e de Lagrange,
chamou-nos particular atengao (porque desconheciamos) a teoria do jovem Galois que
permitiu distinguir as equacoes de grau igual ou superior a cinco resoltveis (ou nao) por
radicais. Refira-se que as ideias de Galois s6 foram completamente divulgadas apos a
sua morte, com tiro no estémago, depois de um duelo com pistolas, defendendo a honra
de uma coquette, conhecida por Stephénie-Felicie Poterin du Motel, respeitdvel filha de
um médico. Uns dias antes, antevendo a sua morte, escreve a dois amigos, e confessa:
“Morro vitima de uma infame coquete. E numa rixa miseravel que a minha vida se ex-
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tingue. Oh! Porqué morrer por uma coisa tao trivial, por uma coisa tao desprezivel?”.
Deixa também uma carta a Chevalier, esta de teor matemético, na qual afirma: “Fiz
algumas descobertas em anélise. (...) Peca publicamente a Jacobi ou Gauss que déem a
sua opinido (...) da importancia destes teoremas. Mais tarde, havera, espero eu, quem
tirard vantagens de decifrar toda esta embrulhada”. Deve-se a Liouville, em julho de
1843, a publicacao dos trabalhos de Galois também em documento dirigido & Academia
das Ciéncias de Paris.

A “embrulhada” a que Galois se referia veio a revelar-se fundamental na criagdo da
teoria de grupos. Na tentativa de descobrir método que decidisse quais as equacoes do
52 grau resoluveis por radicais, descobre que “Tudo depende das simetrias da equagao”,
isto &, das permutagoes dos conjuntos das suas solucoes|18|.

Depois da (pessoalmente exigente) incursdo na teoria dos corpos, revelou-se de par-
ticular interesse a visita aos problemas classicos dos gregos e a prova da impossibilidade
da sua resolucdo usando apenas régua e compasso. Nesta prova apenas foram utiliza-
dos argumentos algébricos centrados no conceito de grau de uma extensao de um corpo.
Foi deveras curioso conhecer que, as condi¢des impostas pelos matemaéticos gregos nas
construcoes aparentemente simples mas impossiveis, s6 vieram a ter resposta no final do
século XIX. Isto é, eles ndo tinham como saber as razoes da impossibilidade!

Relativamente ao ntmero e localizacao dos zeros de um polinémio, ponto-chave mo-
tivador do que se veio a tornar o tema deste trabalho, tudo foi descoberta.

E claro que hoje nos parece 6bvio que uma primeira abordagem deste problema pas-
sard pela observacao do grafico da fun¢do polinomial associada, por exemplo. Contudo,
86 teremos acesso ao numero de zeros reais num determinado intervalo e sabemos que
tal pode nao ser nem o desejado nem o suficiente. Sendo assim, concluimos que existem
métodos, como os aqui abordados que sdo faceis de trabalhar e que dao resultados acei-
taveis. Entendemos que eram resultados em tudo aplicaveis como extensao aos alunos do
Ensino Secundario com quem trabalhévamos hé dois anos consecutivos (109 e 11° anos)
e que acabavam de estudar derivadas de funcdes polinomiais, entre outras.

Por assim ser, foi de particular relevincia a realizacao da tarefa de grupo proposta
aos alunos (Apeéndice A). Todos os alunos (cerca de 50) fizeram parte de um grupo e
apenas um nao foi avaliado por ndo ter cumprido o prazo de entrega. Analisando os
relatorios entregues julgamos ter havido interesse e empenho, refletidos nas classificacoes
obtidas: a média final situou-se entre 15 e 16 valores, repetindo-se o panorama no dominio
dos Conhecimentos e Procedimentos, avaliados na tarefa. A classificacdo minima obtida
foi 6,3 e a maxima 18,8 valores. Nesta tarefa tiveram oportunidade de aprender méto-
dos/resultados para determinar o ntimero e localizar os zeros reais de um polinémio/raizes
de uma equagao, investigar a respeito da biografia dos matematicos envolvidos (algo que
costuma ser do seu agrado), bem como usar tecnologia e software didaticos adequados e
por si escolhidos (calculadora grafica, GeoGebra, Python) para confirmagao de resulta-
dos obtidos por via algébrica. De todos os dominios avaliados nesta tarefa, mostraram
pior desempenho na Comunica¢do Matemdtica onde obtiveram média pouco superior a
10 valores. Revelaram, sem grande surpresa, dificuldade em transmitir/defender ideias
usando convenientemente linguagem matematica e/ou linguagem corrente.

Na tarefa proposta, nenhum dos grupos aceitou a sugestdo adicional e que visava
o uso do Teorema de Sturm, outra ferramenta para encontrar o nimero e localizar os
zeros de um polinémio. Teria sido interessante revisitar o algoritmo da divisao inteira de
polinémios, lecionado no 10° ano, dando-lhe uma utilidade pratica que serviria de fator
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de motivacao ao uso de algo que ndo apreciam muito.

Nas suas conclusoes ou na sua autovaliagao de final de periodo, os grupos ou os alunos
a titulo individual, referiram, a titulo de exemplo (sic):

“...) serviu de um grande exemplo em como se nos for dado as instrugées corretas
€ possivel aprender matérias totalmente novas por nossa inteira responsabilidade e de
forma auténoma”;

- “(...)(foi uma) forma de aprendermos mais sobre aquilo que nao aparece no (...)
programa (...) e que de outra forma provavelmente nao teriamos conhecimento (...) e
que pode vir a ser util no futuro”,

“(...)enquadra-se bem no nosso ano de escolaridade. Foi bastante pertinente, jd
que explordmos mais aplicagoes concretas de contetidos (...) tiwvemos oportunidade de
descobrir, raciocinar e comunicar Matemdtica”,

- “(...) oportunidade de explorar uma aplicagao de conteiidos conhecidos, por exem-
plo, derivadas das funcgées polinomiais, experencidmos outras metodologias de ensino e
fomos também capazes de usar tecnologia para encontrar respostas (...)"

- “(...) proporcionar wum momento de reflexo e de aprendizagem diferente de outros
por ser um aprofundamento de uma matéria curiosa (...) ultrapassando as Aprendiza-
gens Essenciais”,

- “(...) satmos um pouco da nossa drea de conforto e isto € muito importante na
nossa vida de estudante”.

Refira-se que esta tarefa foi proposta no meio do més de maio do presente ano letivo:
as aulas de Matematica A, em virtude do estado de calamidade, decorriam de forma
sincrona ou assincrona e os grupos terao desenvolvido o seu trabalho & disténcia. Faz
por isso sentido valorizar o comentério feito por um dos grupos (sic):

“(...)util, interessante, (...) oportunidade de ajudar uns aos outros. O grupo
(estava) unido mesmo estando separado”.

Das avaliagoes feitas pelos alunos a esta tarefa, ndo encontramos comentarios nega-
tivos. Talvez, como ja foi dito, porque a maioria dos alunos em causa, é de facto muito
empenhada, interessada e adere com facilidade &s propostas do professor. Aqueles que
acharam algo de desinteressante na tarefa, julgamos nao terem tido coragem de o incluir
no relatério, que era de grupo.

Importa talvez referir que, neste ciclo de dois anos (10° e 11%mno) estes alunos tiveram
a oportunidade de desenvolver outras tarefas (de grupo) do mesmo tipo e por isso, a
proposta no presente ano nao constituiu absoluta novidade na modalidade.

No 10° ano, aquando do inicio do estudo das funcoes, realizaram atividade experi-
mental relacionada com a quantidade de vela de aniversario ardida ao longo do tempo,
com vista a encontrar o modelo linear que melhor se lhe ajustasse. No 11° ano, foi-lhes
proposta uma atividade com o GeoGebra para dedugao das razoes trigonométricas, atra-
vés de uma situagao real (dngulo que uma escada encostada a uma parede forma com
o chdo). Logo a seguir e para complementar a sugerida no 10° ano, encontraram um
modelo trigonométrico para outra situacdo real (distancia de uma corda ao chao quando
esta é rodada por duas pessoas e uma terceira a ela salta).

Fica assim claro que tem sido intencdo do autor deste trabalho proporcionar aos
alunos momentos diversificados de aprendizagem e de avaliagdo. Desta experiéncia fica a
sensagao de que a faceta investigativa nela incluida foi usada e conseguida. A intervencao
dos alunos ultrapassou as rotinas (também uteis) contempladas nos Programas e nas
Aprendizagens Essenciais da disciplina, muitas vezes insuficientes e limitativas para uma
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aprendizagem séria e abrangente da Matematica.

Corroboramos assim as palavras de Carlos A. Braumann, professor durante décadas
da Universidade de Evora, no artigo de 2002, Divagacdes sobre investiga¢io matemdtica
e o seu papel na aprendizagem da Matemdtica:“(...) (...)".

Esta foi também a intengdo com a proposta apresentada aos alunos e julgamos que o
seu potencial matematico ficou algo mais musculado e as suas capacidades em enfrentar
desafios, enriquecidas.

Tudo isto vem, em pleno, ao encontro do estabelecido nos pressupostos e diretivas do
Ministério da Educacdo no ambito da definicdo das Aprendizagens Essenciais em arti-
culagao com o Perfil do aluno & saida do Ensino Secundério, em particular na disciplina
de Matematica A.

Destacamos:

- “(...) desenvolver competéncias matemdticas complezas pode requerer estratégias
de ensino diferentes(...)”,

- “Os estudantes devem ter oportunidades de descobrir, raciocinar, provar e comunicar
Matemdtica. Para isso é fundamental que (... ) se envolvam em discussées e atividades
estimulantes (...)" .

Por ultimo, a execugdo deste trabalho e a natural partilha de alguns dos conted-
dos nele abordados com dois ou trés colegas de profissdo, contribuiu para que o autor
pedisse entretanto a sua acreditacao como formador ao Conselho Cientifico-Pedagogico
da Formacao Continua. Julga poder vir a preparar e a sugerir uma A¢do de Formagao
sobre a temética abordada nesta Dissertagao, para professores de Matematica do Ensino
Secundério a um qualquer Centro de Formagao. Presentemente e nos ultimos tempos, a
formacao no dmbito especifico da Matematica tornou-se algo repetitiva ou rara, desmo-
tivando muitas vezes a sua frequéncia por vontade espontanea. Julgamos poder assim
contribuir de forma humilde para a diversificacao, fomentando assim (também) a pos-
sibilidade aos professores de sairem dos Programas e das Aprendizagens Essenciais. A
metodologia que se pretende usar é a da partilha e mais uma vez, citamos Braumann
que no ano 2000 afirmou:

“Aprender matemdtica sem forte intervencdo da sua faceta investigativa € como querer
aprender a conduzir um automdvel com uwm instrutor que apenas nos explica como se
conduz e nos deiza olhar para ele enquanto conduz. Isto nao chega.”
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Apéndice A
Roteiro da tarefa de grupo

A proposta de trabalho de grupo a seguir apresentada foi aplicada a duas turmas do 11°
ano do curso de Ciéncias e Tecnologia (CT) da Escola onde o autor desta dissertagao
leciona ha mais de dez anos. As turmas em causa, 11°CT2 e 11° CT4, sdo constituidas
por 22 e 26 alunos, respetivamente e no 10° ano tiveram o mesmo professor. A maioria dos
alunos revela motivagao e interesse na disciplina que justificaram a adequagao/pertinéncia
da tarefa, mesmo envolvendo contetidos que nao fazem parte do Programa da disciplina
de Matematica A do Ensino Secundario.

Escola Secundaria Lima-de-Faria- Cantanhede

Tarefa de grupo Matematica A- 11° CT maio 2020

Zeros reais de polindmios: nimero e localizagao.

A.1 Enquadramento e introducao

No 109 ano, precisamente ha um ano (para a maioria) tratdvamos o tema "Polinémios".
Nestas aulas, surgiram duas curiosidades:

C1- por que é que alguém, aparentemente sem célculo algum, afirmava que, por
exemplo, a equacio 22 — 5z 4 6 = 0 tinha 2 e 3 como solucdes?

C2- alguém reparou que, na pagina 94 do Volume 1 do Manual adotado (Novo Espago,
Matemdtica A, 10° ano, B. Costa e E. Rodrigues, Porto Editora), se encontrava uma
referéncia historica a Descartes (1596-1650) e a uma regra com o seu nome e que anunciava
determinar o nimero de solucdes da equacio 2" +a12" ' +asx" 2+ -+ ap_1x+a, =0,

por observagdo apenas dos sinais dos coeficientes dos seus termos . ..
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Juntando estes dois “incidentes” & pergunta que me foi feita, pela mesma altura, se os
alunos do Ensino Secundario conheciam a Regra de Descartes, decidi aprofundar o assunto
da determinacao do namero e localizacdo dos zeros reais de um polinémio. A custa desta
intencao, foi-me proposto também, analisar a existéncia de féormulas resolventes para
equacoes polinomiais de grau superior a dois.

Veremos, nesta atividade, como podem, por exemplo, os sinais dos coeficientes dos
termos de um polinémio, fornecer informagoes a respeito dos seus zeros reais. Refira-se
que, nesta tarefa, apenas nos dedicaremos a estes (reais): aprendera, no 12° ano, que héa
polinémios com zeros nao reais (complexos) quando conhecer o conjunto dos nimeros
complexos C. Vai, por exemplo, conhecer os zeros complexos do polinémio 22 + 1 que
sdo i e —i, sendo i a unidade imaginaria que verifica: i = —1.

Entenderemos assim a informagao dada no Manual ji referido que citamos: “A equa-
cao ot —423-1922+1062—120 = 0 tem a sequéncia de sinais dos coeficientes: +,—,—,+,—
Hé assim trés alterndncias de sinais, por isso, ela tem trés solugoes reais positivas e uma,
permanéncia de sinal, por isso tem uma solucao real negativa...”.

Também conheceremos uma Regra (de Budan-Fourier) que nos dara informagao a res-
peito da localizacdo dos zeros de um polinémio num intervalo de ntimeros reais aberto e
limitado, isto é, permite-nos saber entre que valores se encontram. Esta ultima, permitir-
nos-4 conhecer uma aplicagao das derivadas das funcoes polinomiais recentemente abor-
dadas.

Com esta tarefa, ficam assim cumpridos os objetivos:

- aprofundar alguns conhecimentos fora do Programa da disciplina de Matematica A,
constituindo assim uma oportunidade de estendé-lo a um assunto oportuno;

- explorar (mais) uma aplicagao concreta de conteidos conhecidos, como é o caso das
derivadas das fungoes polinomiais;

- diversificar metodologias de ensino (in AE/Articula¢ao com o perfil dos alunos, doc.
ME);

- fomentar oportunidades de descobrir, raciocinar e comunicar Matemética (também

em grupo) (idem);
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- usar tecnologia para encontrar/comprovar/complementar informacao e respostas.

(ibidem)

A.2 Descricao da tarefa

2.1 Modalidade A tarefa sera realizada em grupo. 11°CT2: 3 grupos de 4 alunos e 2

grupos de 5 alunos. 11°CT4: 4 grupos de 4 alunos e 2 grupos de 5 alunos.

2.2 Prazo e modo de entrega Cada grupo cumpre as tarefas propostas no presente
guido, depois de ter analisado os resultados e exemplos expostos, podendo/devendo
proceder a investigacoes complementares (cujas referéncias inclui) e colocar duvidas
ao professor. Elabora depois, respostas completas e fundamentadas que inclui num
relatério tnico que enviard ao professor, em formato pdf, até as 12 horas do dia

15 de junho.

2.3 Avaliacao Esta tarefa serd avaliada, de acordo com os critérios de avaliacdo em
vigor, nos dominios: Conhecimentos e compreensao de conceitos e procedimentos
matemdticos (CP-135 pontos); Raciocinio Matemdtico (RM-10 pontos); Resolugao
de problemas (RP-15 pontos); Comunicagdo Matemdtica (CM-20 pontos) e Mate-

mdtica e Tecnologia (MT-20 pontos).

A.3 Soma e produto das solucoes de uma equacao do 22

grau

Nesta parte da tarefa, pretendemos dar resposta & acima denominada Curiosidade 1
(C1). Nao fazendo parte do Programa da disciplina de Matematica do 9¢ ano, néo é raro
encontrar em Manuais deste nivel de escolaridade, alusao ao assunto. Por exemplo, no
Manual Matemdtica 9, Parte 1, M® A. Neves e outros, Porto Editora, podemos encontrar:

Considere a equagio (x — 1) (x +3) = 0, equivalente a v> + 2z — 3 = 0. A equagio
tem como solugoes x1 =1 e x9 = —3.

Repare que:




60

A Roteiro da tarefa de grupo

S=x1+w2=14+(-3)=-2eP =z xx3=1x(-3)=-3.

Sendo assim, em x> +2x — 3 = 0 temos 22 — Sx + P = 0. Isto é, o coeficiente do
termo de grau 1 € o simétrico da soma das solucdes e o termo independente, o produto
delas .

De uma forma geral, tem-se, para a # 0,

ax2+b:1:+c:O<:>x2+§x+§:O, ondeS:—g eP=2¢.

Esta propriedade aparece nos Manuais do 92 ano, especialmente pela sua utilidade
na verificagao das solugoes de uma equagao do 2° grau encontradas pela aplicacao da
férmula resolvente.

Proposta 1

Usando a propriedade atras apresentada , resolva os seguintes exercicios. Indique

todos os calculos que efetuar e todas as justificacdes necessarias.

1.1. (10 pontos) Comente a afirmacio: A equagio —x> — x + 20 = 0 admite (—5)
e 4 como solugées.

1.2. Escreva uma equagao do 2%rau que admita as solugdes:

1.2.1. (10 pontos) (—1) e

N[ =

1.2.2. (10 pontos) (—1) e 0.

A.4 Numero e localizacao de zeros reais de um polinémio

A.4.1 Regra dos sinais de Descartes

Esta Regra relaciona o ntimero de zeros reais de um polinémio com o ntimero de variagoes
de sinal dos seus coeficientes.

Seja p(z) = apz" + ap_12" '+ - +a1x +ag, coma; ER,i=0,1,...,nea, #0.

Definicao A.4.1 Seja V), o nimero de variagoes de sinal dos coeficientes nao nulos de
p(x), seja Ny o nimero de zeros reais positivos de p(x) e N_ o nimero de zeros reais

negativos de p(x).

Exemplo A.4.2 Se p(z) = z* — 1323 + 322 + 1242 + 36, entdo V, = 2 (a sequéncia de

sinais dos coeficientes é: +,-,+,+,+. Hd por isso, duas mudangas de sinal: do 1° para o
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22 e do 2° para o 3°).

Exemplo A.4.3 Se p(x) = z* — 423 — 1922 4 106z — 120, entdo V, = 3 (a sequéncia
de sinais dos coeficientes é: +,-,-,+,-. Hd por isso, trés mudangas de sinal: do 1° para

0 2%; do 3° para o 4° e do 4° para o 5°).

Teorema A.4.4 Regra dos sinais de Descartes
Seja p(x) um polindmio de coeficientes reais. Entao:
(a) o nimero N4 de p(z) nao excede o nimero V, e V,, — N4 € par
(b) o nimero N_ de p(x) ndo excede o nimero Vy, com q(z) = p(—x) e Vg — N_ €

par.

[2, pp. 114]

Proposta 2 (10 pontos)

Elabore um pequeno texto (maximo de 10 linhas) no qual apresente uma nota bio-
grafica de Descartes incluindo algo sobre o seu estudo no dominio no qual esta Regra se
enquadra.

Aplicacao da Regra dos sinais de Descartes

Exemplo A.4.5 Seja p(z) = 2* — 1323 + 322 + 1242 + 36.

Jad vimos atrds que V, = 2.

Logo, Ny <2 eV,—Ny épar. Isto é, Ny pode tomar os valores 0, 1 ou 2. Mas, para
2 — Ny ser par, Ny s6 pode ser 0 ou 2, o que quer dizer que p(x) ou ndo tem qualquer
zero real positivo ou tem dois zeros reais positivos.

Por outro lado, como q(z) = p(—x) = z* + 1323 + 32% — 1242 + 36, temos V, = 2.
Analogamente ao feito para p(x), temos que N_ sé pode ser 0 ou 2, isto é, p(z) ou ndao
tem qualquer zero real negativo ou tem dois zeros reais negativos.

Resumindo a informagao obtida relativamente ao nimero de zeros reais de p(x),
podemos afirmar que se verificard wm dos sequintes casos:

- ndo terd zeros reais nem positivos nem negativos (N =0 e N_ =0);

- ndo terd zeros reais positivos e terd dois zeros reais negativos (Ny =0 e N_ =2);
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- terd dois zeros reais positivos e ndao terd zeros reais negativos (Ny =2 e N_ =0);

- terd quatro zeros reais: dois positivos e dois negativos (Ny =2 e N_ =2).

Proposta 3: Aplicagao da Regra dos sinais de Descartes a polinémios do
12 e 22 graus (4 x 10 = 40 pontos)

Para cada um dos polinémios a seguir indicados:

1- determine os seus zeros reais;

2- confirme os seus resultados usando a Regra dos sinais de Descartes.

Proposta 4 (20 pontos) Determine o possivel ntumero de zeros reais positivos e
negativos do polinémio

r(r) =at + 2% - 32° + 2t + 23 — 222 + 2 - 2.

A.4.2 Regra de Budan-Fourier

A utilidade desta Regra é a mesma da de Descartes, contudo aplica-se a um intervalo
aberto e limitado, isto é, permite determinar o ntimero de zeros reais de um polinémio
num intervalo ]a, b[,a,b € R. Sendo assim, permite localizé-los.

Envolve as sucessivas derivadas da fungao polinomial que o polinémio p(z) em causa
define, os valores que elas tomam em a e b (extremos do intervalo) e o nimero de variagoes
de sinal de cada uma.

Isto €, ha que considerar as sucessoes das derivadas:

(1) p(a), p'(a). p"(a), p"(a). . ...p™(a), com p(a) # O

(2) p(b),p'(b),p"(0), " (1), - .., p™ (b), com p(b) # 0.

Designemos por V, e por V,, o namero de variagoes de sinal das sucessoes (1) e (2),

respetivamente.

Teorema A.4.6 Regra de Budan-Fourier
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O nimero N de zeros reais do polindmio p(x) no intervalo |a,b] nao excede o valor

Vo—Vy e (Vo —V3) — N € par.

2, pp. 114]

Aplicacao da Regra de Budan-Fourrier

Exemplo A.4.7 Seja p(r) = x* — 1323 + 322 + 1242 + 36.
Descubra-se o nimero (N ) de zeros reais de p(x) no intervalo |—4,5], jd que p(—4) #

0 ep(5) #0.

Sinal ema=—4 | Sinal ema =5
p(z) = 2* — 1323 + 322 + 1242 + 36 + _
p'(z) = 423 — 3922 + 62 + 124 — _
p'(z) = 122% — 78z + 6 i B
p"(z) = 242 — 78 _ L
p@W(z) =24 +
Voy=4 V=1

Ora, V_4—Vs=4-1=23.

Logo, o nimero N de zeros reais de p(x) em |—4,5[ nao excede 3, isto é, N é igual a
0,1,2 ou 3.

Mas, uma vez que (V_y — V5) — N tem de ser par e V_y — Vs =3, N terd de ser 1 ou

3, jd que s6 (Vo4 —V5) —1=2e (V_4 — V5) — 3 = 0 representam nimeros pares.

Proposta 5 (10 pontos)

Relativamente ao Exemplo 4.7, comprove o resultado obtido, usando tecnologia gra-
fica.

Proposta 6 (10 pontos) Elabore um pequeno texto (méximo de 10 linhas) no qual
apresente notas biograficas de Budan e de Fourier. Faca uma breve alusdo aos seus

estudos no dominio no qual esta Regra se enquadra.
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Proposta 7.1 Usando a Regra de Budan-Fourier, determine o niimero de zeros reais
de cada um dos polinémios seguintes nos intervalos indicados.

De seguida, usando tecnologia grafica, confirme os resultados obtidos, indicando va-
lores aproximados as centésimas para esses zeros, caso existam:

7.1.1 (15 pontos) a(z) = 22 — x + 1, no intervalo ]—1,2].

7.1.2 (20 pontos) b(z) = 2° — x* — 23 + 422 — x — 1, nos intervalos | -2, —1[,]—1,0]
e ]0,1].

Proposta 7.2 (45 pontos) Considere o polinémio ¢(z) = 2° — 3z* — 22 — 42 + 14.

Usando as Regras de Descartes e de Budan-Fourier, determine o ntimero de zeros
reais e localize-os (caso existam) em intervalos disjuntos, de modo que, em cada um,
esteja um e um 86 desses zeros.

Sugestao adicional facultativa Se tiver curiosidade (acrescida), investigue acerca
do Teorema,/ algoritmo de Sturm. Encontrard assim, outra regra para determinar
o namero de zeros de um polinémio e para os localizar. Para tal, vai também ter de
rever o algoritmo da divisdo de polinémios. Mais uma vez vai conhecer uma aplicagao

das derivadas das fungoes polinomiais. FIM.

O professor: Jodao Luis da Costa Nunes, maio 2020
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