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Resumo Dados composicionais são um caso especial de dados multivariados
que representam informação relativa na forma de log-razões entre
as componentes. Os vetores são constituídos por componentes
estritamente positivas, que têm como propriedades fundamentais
a invariância de escala, a invariância de permutação e a coerência
subcomposicional. As composições têm a sua representação num
subespaço designado de simplex, sobre o qual se define a chamada
Geometria de Aitchison.

Os outliers, ou observações atípicas, são dados que parecem desviar-
se substancialmente das demais observações da amostra da qual
este faz parte e sempre despertaram o interesse dos estatísticos. Os
métodos de deteção de outliers são geralmente classificados em dois
tipos: os métodos baseados em distância robusta e os métodos não
tradicionais. Os primeiros baseiam-se em calcular estimativas para a
média e covariância dos dados e depois calcular a distância robusta
dessas observações e os segundos evitam o uso da distância e optam
por fazer uma abordagem com mapas não lineares, uso dos vetores
próprios ou projeções, entre outros.

Até ao momento, os métodos numéricos e gráficos para detetar outliers
em dados composicionais baseiam-se na distância de Mahalanobis
robusta.

Neste trabalho, propõem-se duas outras abordagens, também base-
adas em distâncias robustas, para a deteção de outliers em dados
composicionais. O primeiro método é a Abordagem Comediana
(Comedian Approach) e o segundo método é a Atipicidade Ajustada
(Adjusted Outlyingness), que se baseia no Estimador de Stahel-
Donoho, não pressupondo qualquer tipo de distribuição a respeito dos
dados. Pretende-se então, aplicar esses métodos a dois conjuntos de
dados: um de dados epidemiológicos – a SIDA em Cabo Verde – e um
outro de qualidade de solos em Lisboa, Portugal, e tentar perceber se,
numa perspetiva composicional, existem observações atípicas ou não.





Keywords compositional data, outliers, Mahalanobis robust distance, comedian
approach, Stahel-Donoho estimator, adjusted outlyingness, epidemio-
logical data, soil quality

Abstract Compositional data are a special case of multivariate data which
represent relative information in the form of log-ratios between the
components. The vectors are constituted by components strictly
positive with fundamental properties the scale invariance, permutation
invariance and subcompositional coherence. Compositions are repre-
sented in a Euclidian subspace named simplex where the so-called
Aitchison Geometry is applied.

Outliers, or atypical observations, are data which seems to be subs-
tantially deviated from the other observations in the same dataset.
Outlier detection methods are usually classified into two types: robust
distance-based methods and non-traditional methods. The former are
based on the Mahalanobis distance calculated using robust estimates
for the mean and the covariance matrix. The later avoid the use of dis-
tance and prefer to use non-linear maps, eigenvectors or projections,
between others.

Until now, outlier detection methods in compositional data are based on
robust distance and Minimum Covariance Determinant for estimating
the covariance matrix. Besides numerical approach, these methodolo-
gies are also depicted on the graphical representations.

In this work, two other approaches are proposed to detect outliers in
compositional data. The first method is the Comedian Approach and
the second is the Adjusted Outlyingness. The last one is a modification
of the Stahel-Donoho Estimator and any type of distribution about the
data is assumed. These methods are applied on two real datasets:
epidemiological data related to AIDS in Cape Verde and geochemical
data related to soil quality in Lisbon (Portugal). Results show the
existence of atypical observations, in a compositional perspective.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Dados Composicionais

O interesse inicial da análise de dados composicionais surgiu no final do século
XIX, com Karl Pearson (1857-1936). No seu artigo ’On a Form of Spurious Correlation
which May Arise when Indices Are Used in the Measurement of Organs’, Pearson eviden-
ciou alguns perigos com a interpretação de correlações entre rácios cujos numeradores
e denominadores têm partes comuns afetando, consequentemente, o estudo de dados
composicionais. Por diversas vezes, a aplicação de métodos estatísticos standard, sem
levar em conta a estrutura composicional dos dados tem conduzido a resultados erró-
neos, o que alertou os cientistas e estatísticos para lidarem com maior cuidado com este
tipo de dados.

Apenas em 1986 com John Aitchison e a publicação do seu livro ’The Statistical
Analysis of Compositional Data’, que é tido como a principal referência sobre a análise
de dados composicionais, foram introduzidos os conceitos fundamentais no que à es-
trutura de dados composicionais diz respeito e, desse modo, a abordagem correta à sua
análise.

Já em 2018, Peter Filzmoser, Karel Hron e Matthias Templ publicaram o livro ’Ap-
plied Compositional Data Analysis with Worked Examples in R’ onde, além de enunciarem
os conceitos inerentes aos dados composicionais, apresentam exemplos práticos de da-
dos composicionais, utilizando o software R e diversas packages desenvolvidas para fazer
o tratamento e análise deste tipo de dados, algumas das quais desenvolvidas pelos pró-
prios autores do livro.

Os dados composicionais são um tipo de observações multivariadas que traduzem
informação de modo relativo, isto é, descreve como cada unidade amostral (indivíduo,
objeto) está constituída indicando como cada parte da composição - designada de com-
ponente - contribui para o seu todo. Usualmente, este tipo de dados pode ser visto
como percentagens ou proporções, mas também em outro tipo de unidades como, por
exemplo, mg/kg, mg/l ou partes por milhão (ppm). Apesar de proporções ou percen-
tagens remeterem para que a soma das partes seja uma constante (1 ou 100, respeti-
vamente), isso não se traduz numa obrigatoriedade, mas apenas numa conveniência

1
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[1; 2].

Definição 1.1.1 (Dados Composicionais). Seja x = (x1, . . . , xd) um vetor composto por d
partes de um todo, d ≥ 2, com xi > 0, i ∈ {1, . . . , d}. Então x pode ser visto como uma
observação composicional se x1 + · · ·+ xd = k, k ∈ R+.

De modo particular, a constante k toma o valor 1 quando se trata de proporções, e
100 quando se trata de percentagens.

Apesar de percentagens ou proporções remeterem, de modo intuitivo, para infor-
mação relativa, pode-se definir, de modo equivalente, dados composicionais como ra-
tios entre componentes (partes) [1].

Analisar dados sob a perspetiva composicional, onde cada variável representa uma
parte de um todo, pode ser de extremo interesse. São diversas as áreas nas quais a
perspetiva de contribuições relativas se apresenta como uma mais valia na análise de
dados: na Geologia pode ser empregue no estudo dos constituintes dos solos, na Eco-
nomia para a análise das componentes nos gastos das famílias, na Medicina pode ser
aplicada à composição do corpo (ex: gordura, ossos, músculos), na Indústria Alimentar
à composição dos alimentos, entre outras. Esta abordagem deverá ser utilizada sem-
pre que o interesse na análise dos dados recaia sobre a informação relativa em vez da
informação absoluta. Contudo, este tipo de análise pode ser complementada por uma
perspetiva absoluta dos dados, dependendo da sensibilidade de quem está a estudar
os dados, bem como o objetivo do estudo em questão.

Como os dados composicionais têm uma estrutura muito particular, os métodos
estatísticos de dados multivariados, podem conduzir a análises e interpretações ina-
dequadas. A solução que se utiliza para que os métodos estatísticos convencionais se
possam aplicar é trabalhar numa estrutura algébrico-geométrica que siga os princípios
dos dados composicionais (como sejam, invariante quanto à escala, invariante quanto
à permutação e coerência subcomposicional) que é conhecida, nos nossos dias, por Ge-
ometria de Aitchison, por ter sido introduzida no seu livro [3] e que permite interpre-
tar dados expressos como observações composicionais como se de coordenadas reais
se tratassem e, desse modo, as metodologias estatísticas comuns podem ser aplicadas
diretamente. Essas coordenadas são formadas por logratios de pares de partes compo-
sicionais e as suas agregações, nascendo, dessa forma, a metodologia designada por
logratio.

Apesar das vantagens que as técnicas baseadas em transformações logratios apresen-
tam para a análise de dados composicionais, essas técnicas não alcançaram o sucesso
que se esperava no seio dos estatísticos. Tal facto pode, possivelmente, ser explicado
devido à tendência natural de interpretar e analisar resultados em termos absolutos di-
recionando a investigação para este tipo de estudo e, consequentemente, a uma menor
à vontade na abordagem segundo a perspetiva relativa, necessitando que o raciocínio
seja direcionado para análises em termos de razões [4; 5].

Contudo, essa reticência inicial já não se verifica e, atualmente, o estudo de dados
composicionais está em expansão. No momento, existe, por exemplo, um grupo de
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investigação forte na Universidade de Girona, Espanha, um grupo em crescimento na
República Checa, em torno de Karel Hron, e um outro grupo forte à volta de Peter
Filzmoser em Viena, Áustria. Peter Filzmoser foi orientador de doutoramento de Karel
Hron. Importa ainda destacar os contributos de Michael Greenacre na análise de logra-
tios.

Hodiernamente, a análise de dados composicionais pode ser basicamente descrita
por três etapas ([3; 4; 5]):

• representação de dados em coordenadas logratios;

• uso de técnicas de análise estatística multivariada sobre os dados em coordenadas
logratios transformadas;

• interpretação dos resultados, quer nas coordenadas transformadas, quer nas co-
ordenadas originais.

O estudo aprofundado das transformações utilizadas, bem como toda a geometria
envolvendo dados composicionais será explorada no Capítulo 2.

1.2 Observações Atípicas

Observações atípicas, vulgarmente designadas em Estatística por outliers, podem
ser definidas, de forma concisa, como dados que se diferenciam drasticamente dos de-
mais. A definição de outlier, em particular de outlier em dados multivariados, não é fácil
sendo que podem ser encontradas na literatura especializada várias formas de carate-
rizar uma observação atípica. Algumas das mais comuns são:

"[An outlier is a point such that] in observing a set of observations in some prac-
tical situation one (or more) of the observations ’jars’ stands out in contrast to other
observations, as extreme value."[6; 7]

"An outlying observation, or ’outlier’, is one that appears to deviate markedly from
other members of the sample in which it occurs."[6; 8]

"An observation which deviates so much from other observations as to arouse sus-
picions that it was generated by a different mechanism."[6; 9]

Das definições anteriores pode-se concluir que um outlier é caracterizado pela sua
relação com as restantes observações que fazem parte de uma amostra, isto é, a sua de-
finição requer que a observação esteja integrada numa amostra. O seu distanciamento
em relação a essas observações é fundamental para se fazer a sua caracterização [10].
Todavia, nem sempre é fácil fazer a sua caraterização e termos como "destaca-se", "pa-
rece desviar-se" ou "levanta suspeitas", muitas vezes utilizados para caraterizar uma
observação que se desmarca das restantes, envolvem alguma subjetividade ou ideias
pré-concebidas dos dados por parte de quem os está a tratar [6].

A procura pelo incomum, não representativo, atípico, aberrante, estranho, anormal
sempre recebeu um grande interesse dos analistas de dados que desenvolveram mé-
todos, não só para simplesmente identificar as observações atípicas, mas também para
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acomodar estas numa variedade de situações. Os dois motivos para a procura de obser-
vações desviantes das demais são o interesse por elas próprias e a possibilidade dessas
observações desviantes poderem influenciar o resto dos dados e, consequentemente,
as conclusões da análise efetuada. Juntamente com a identificação ou acomodação dos
outliers, ter uma ideia de porquê e como eles surgem é importante. Barnett e Lewis, no
seu artigo [7], classificaram os tipos de variação dos dados em três grupos:

i. variabilidade inerente - é a variabilidade natural de qualquer conjunto de dados;

ii. erro de medição - inclui as limitações do instrumento de medição, bem como os
de gravação/digitação dos dados feito por quem recolheu os dados;

iii. erro de execução - inclui situações com observações que não são do interesse da
população ou situações onde uma amostra enviesada ou inadequada é utilizada.

Deste modo, uma observação tida como atípica deve permanecer no conjunto de da-
dos se a variabilidade da mesma se dever à inerente variação dos dados; caso se deva a
erros de medição ou execução, ela deverá ser devidamente identificada da amostra [6].

1.2.1 Outliers Univariados

Em dados univariados, isto é, em que apenas uma variável está em estudo, o con-
ceito de observação atípica parece ser relativamente fácil de definir: todos as observa-
ções que estejam "bastante afastadas" da maioria dos dados e que podem, potencial-
mente, não seguir o mesmo modelo, poderão ser outliers. Quer o tamanho da amostra
seja elevada ou não, usualmente recorre-se a metodologias gráficas para observar a
dispersão e forma dos dados, bem como a algumas estatísticas sumárias (mínimo, má-
ximo, média, mediana, moda, desvio padrão ou variância e quantis que se considerem
pertinentes para a análise) para caracterizar a estrutura dos dados.

No que diz respeito a metodologias gráficas, as mais comuns recorrem a representa-
ções gráficas da função de frequências (absoluta ou relativa) como sejam, por exemplo,
o dotplot (gráficos de pontos), diagramas de caule-e-folhas, ou ainda, à avaliação gráfica
do ajustamento de um dado modelo aos dados, como sejam os QQ-plots ou à visuali-
zação da distribuição dos dados como seja o box plot. Qualquer que seja a preferência
pela representação gráfica, todas elas são de interpretação relativamente fácil e podem
indicar observações como sendo, eventualmente, atípicas. Nas figuras 1.1a, 1.1b, 1.1c e
1.1d são exibidos exemplos das metodologias gráficas citadas usando a variável Argila
do conjunto de dados ’Arctic Lake’ contendo 39 observações o qual foi retirado do livro
de J. Aitchison [3].
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(a) Diagrama de caule
e folhas (steam and leaf
plot)

(b) Gráfico de pontos (dotplot)

(c) QQ-plot da distribuição Normal

(d) Box plot

Figura 1.1: Diversas representações gráficas do conjunto de dados ’Arctic Lake’, para a
variável Argila.

De todas as metodologias gráficas enunciadas, a mais popular é o box plot. A popu-
larização do uso deste gráfico deve-se a John Tukey [? ], apesar de haver indícios que
apontam para o seu uso em 1933, mais de 30 anos antes de Tukey, por parte de P. R.
Crowe [13].
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Figura 1.2: Box plot Clássico (ou de Tukey)

O box plot é uma representação gráfica de cinco medidas sumárias, de acordo com a
figura 1.2 e que permite traduzir informação acerca da zona de concentração ou disper-
são dos dados e simetria da distribuição dos dados. Na sua forma mais simples (figura
1.2), os traços verticais (bigodes) que limitam os traços horizontais assinalam o mínimo
e o máximo da amostra (valores extremos). Na caixa, que vai do quantil de ordem 1/4,
Q0.25, até ao quantil de ordem 3/4, Q0.75, estão contidas 50% das observações mais cen-
trais. A largura (i.e., altura) desta caixa é arbitrária. No interior dessa caixa coloca-se,
em geral com uma espessura maior do que a usada para os limites da caixa, um seg-
mento de reta sobre o valor de abcissa igual à mediana [14].

Com a ajuda do box plot, a dispersão dos dados pode ser avaliada recorrendo, para
tal, a duas medidas de dispersão:

• a amplitude do intervalo de variação:

H = max−min (1.1)

• a amplitude interquartil:
AIQ = Q0.75 −Q0.25 (1.2)

Geralmente, a preferência recai sobre a amplitude interquartil, uma vez que, ao con-
trário da amplitude do intervalo, é insensível à presença de outliers e, desse modo, mais
robusta.

Para estudar a simetria da distribuição, geralmente comparam-se a diferença entre
quartis consecutivos. Assim:

• se Q0.75−Q0.5 ≈ Q0.5−Q0.25, então é de crer que a distribuição seja aproximada-
mente simétrica;

• se Q0.75 −Q0.5 � Q0.5 −Q0.25, então é de crer que a distribuição seja assimétrica
à direita;

• se Q0.75 −Q0.5 � Q0.5 −Q0.25, então é de crer que a distribuição seja assimétrica
à esquerda.
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Figura 1.3: Box plot clássico (ou de Tukey) com representação de outliers.

O box plot da figura 1.3 contempla possíveis outliers - observações do conjunto de
dados que estão relativamente distantes da maioria das observações. Após calculada a
amplitude interquartil, podem ser definidos os limites que permitem classificar as ob-
servações mais afastadas das demais como outliers moderados ou como outliers severos.
Concretamente, são classificados como outliers severos se estiverem fora das barreiras
externas definidas como se segue:

• barreira externa inferior:
BEI = Q0.25 − 3AIQ, (1.3)

isto é, observações inferiores a este valor são considerados outliers severos;

• barreira externa superior:

BES = Q0.75 + 3AIQ, (1.4)

isto é, observações superiores a este valor são considerados outliers severos.

Estando dentro das barreiras externas, são classificados como outliers moderados se
estiverem fora das barreiras internas, sendo estas definidas como se segue:

• barreira interna inferior:
BII = Q0.25 − 1.5AIQ, (1.5)

isto é, observações inferiores a este valor são considerados outliers moderados;

• barreira interna superior:

BIS = Q0.75 + 1.5AIQ, (1.6)

isto é, observações superiores a este valor são considerados outliers moderados.

Resumindo, dada uma amostra univariada (x1, . . . , xn), uma observação xi, para
algum i ∈ {1, . . . , n}:

• não é considerada outlier se BII < xi < BIS;

• é considerada outlier moderado se BEI < xi ≤ BII ou BIS ≤ xi < BES;
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• é considerada outlier severo se xi ≤ BEI ou xi ≥ BES.

Há softwares que distinguem os dois tipos de outliers acima mencionados e outros
que não. Usualmente, em caso de distinção, os moderados são representados por um
círculo, ◦, e os severos por um asterisco ou uma pequena estrela, ∗ ou ? [14], de acordo
com a representação da figura 1.3.

Uma vez que estas regras não são dependentes do tamanho da amostra, isto é, o ta-
manho da amostra não é usado diretamente no cálculo dos outliers, a probabilidade de
serem declaradas observações atípicas quando, na verdade, não existe nenhuma, muda
com o número de observações e, por isso mesmo, a necessidade muitas vezes referida
na literatura da representatividade da amostra. Desse modo, o diagrama de extremos
e quartis difere das regras padrão de identificação de outliers, que são definidas com α
probabilidade de identificar observações discrepantes quando, efetivamente, não exis-
tem [6], como acontece, por exemplo, com os testes de hipóteses.

Hoaglin et al. em [15], concluíram que, apesar da sua fácil representação, a verdade
é que, na prática, o box plot tem uma probabilidade de 0.5 de declarar pelo menos um
outlier numa amostra de tamanho 75 gerada aleatoriamente de uma distribuição Nor-
mal. A tentativa de melhorar a eficácia na identificação de potenciais observações atí-
picas, vários investigadores introduziram ligeiras alterações ao critério acima descrito
de modo a reduzir a probabilidade de declarar, erroneamente, uma observação como
atípica (no sentido gaussiano) quando não é. Na verdade, uns tentaram levar em conta
o tamanho da amostra, fazendo-o depender do número de observações (ex: Hoaglin
e Iglewicz, [16]), outros tomaram em conta possíveis enviesamentos das distribuições
(ex: Kimber, [17]), entre outras abordagens que incluem regressão dos valores observa-
dos e modelos de funções de distribuição (ex: Van der Loo, [18]). No Capítulo 3 serão
introduzidas outras metodologias que permitem utilizar a ideia do box plot, aplicado a
outras distribuições e, desse modo, avaliar quais as observações que são, de facto, atí-
picas, tomando um modelo mais adequado aos dados.

1.2.2 Outliers Multivariados

Em dados multivariados, onde cada observação é constituída por d partes, onde
d ≥ 2, a deteção de observações atípicas torna-se consideravelmente mais difícil, uma
vez que as metodologias gráficas funcionam para d = 2 e, possivelmente para d = 3,
mas para dimensões d > 3, há a impossibilidade de se representar graficamente os da-
dos como um todo. Por vezes, é comum fazerem-se representações de cada variável
separadamente ou, então, representações por pares de variáveis [6]. Contudo, como
num espaço d-dimensional, d ≥ 2, há um infinidade de direções que cada observação
pode tomar, mesmo com aquelas alternativas visuais, não é possível ter-se uma real
percepção do que é um outlier, pois, ao contrário do que acontece nos dados univari-
ados, em que só há duas direções possíveis para uma dada observação se afastar do
conjunto dos dados, um sem número de direções de um espaço d-dimensional dificulta
esse processo.
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Não sendo possível a visualização de um espaço de dimensão d > 3, uma das pro-
postas mais abordada na literatura especializada para a identificação de observações
atípicas em dados multivariados com d > 2 é baseada na distância de Mahalanobis [19],
reduzindo o problema a um espaço univariado. Esta distância, que recebeu este nome
em homenagem ao matemático indiano Prasanta Chandra Mahalanobis, é invariante
à escala, ou seja, não depende da escala das medições [20], ao contrário da distância
Euclidiana, que se encontra ilustrada na figura 1.4.

Figura 1.4: Distância Euclidiana entre dois pontos do plano.

Definição 1.2.1 (Distância de Mahalanobis). Seja X = [xij ] uma matriz com n observações
d-dimensionais. A distância de Mahalanobis da observação xi é dada por:

DM(xi) =

√
(xi − x̄)TS−1(xi − x̄) (1.7)

onde x̄ e S são o vetor de médias e a matriz de covariâncias amostrais do conjunto de dados X,
respetivamente.

Exemplo 1.2.1. Considere-se o conjunto de dados ’Arctic Lake’, usando as variáveis Lodo e
Argila, ambas expressas em percentagens. Na figura 1.5 visualiza-se este conjunto de dados
através de um gráfico de dispersão.

Figura 1.5: Representação gráfica das variáveis Lodo e Argila do conjunto de dados
’Arctic Lake’.
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Para ilustração do cálculo da distância de Mahalanobis, tome-se a observação assinalada a
azul na figura 1.5 ; a vermelho está representado o vetor da média amostral, x̄.
Sabendo que, nesta amostra:

• xi = [41.5 26.8]T

• x̄ = [45.69 30.11]T

• S =

[
102.453 103.077
103.077 294.205

]

pode-se então proceder ao cálculo da distância de Mahalanobis:

DM(xi) =

√
(xi − x̄)TS−1(xi − x̄)

=

√([ 41.5
26.8

]
−
[

45.69
30.11

])T [ 102.453 103.077
103.077 294.205

]−1 ([ 41.5
26.8

]
−
[

45.69
30.11

])
=

√[
−4.19
−3.31

]T [
102.453 103.077
103.077 294.205

]−1 [ −4.19
−3.31

]

=

√[
−4.19
−3.31

]T [
0.0150 −0.005
−0.005 0.005

] [
−4.19
−3.31

]
=
√

0.176

≈ 0.42

A distância de Mahalanobis da observação xi indica o quão longe ela está do cen-
tro do conjunto de dados, ou seja, do vetor de médias, levando em conta a estrutura
dos dados no espaço d- dimensional, isto é, a matriz de covariâncias. Todavia, é bem
conhecida na literatura que esta abordagem sofre do efeito de máscara, isto é, múl-
tiplas observações atípicas não apresentam, necessariamente, valores elevados para a
distância de Mahalanobis. Isto deve-se ao facto de o vetor de médias e a matriz de cova-
riâncias amostrais não são estatísticas suficientemente robustas: um pequeno número
de observações desviantes irá atrair o vetor de médias (uma vez que todas as observa-
ções são tidas com o mesmo peso) e inflacionar a matriz de covariância amostral na sua
direção [19], como se ilustra no seguinte exemplo.

Exemplo 1.2.2. Considere-se o conjunto original de 12 dados bidimensionais representados no
gráfico de dispersão da figura 1.6a. A vermelho assinala-se a média amostral.
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(a) Conjunto de dados. (b) Conjunto de dados ao qual foi adicio-
nada uma observação atípica (assinalada a
cinzento).

Figura 1.6: Influência de outliers num conjunto de dados. O conjunto de dados originais
representado a azul, o ponto que representa a média a laranja e o outlier introduzido a
cinzento.

Como é possível observar na figura 1.6b, a simples introdução de uma observação atípica faz
com que o vetor de médias se desloque, sendo atraído pelo outlier. Numericamente, a introdução
desta nova observação afetou o vetor de médias e a matriz de covariância amostral. Deste modo,
o vetor de médias e a matriz de covariâncias sofreram alterações passando de (figura 1.6a):

m(a) =

[
1.97
4.83

]
, S(a) =

[
0.393 0.831
0.831 1.888

]
a (figura 1.6b):

m(b) =

[
1.86
4.99

]
, S(b) =

[
0.516 0.540
0.540 2.078

]
Assim, tomando a observação x = (3.1, 7.2), pertencente ao conjunto de dados, e calculando

a sua distância de Mahalanobis nos dois casos obtêm-se:

DM(a)(x) = 1.803

DM(b)(x) = 1.879

Uma vez que as estatísticas média amostral e matriz de covariâncias amostral são
influenciáveis pela introdução de observações atípicas, é necessário conhecer estimado-
res que sejam menos afetados por "pertubações" nos dados ou modelos, nomeadamente
que sejam robustas.

Definição 1.2.2 (Estatísticas robustas). As estatísticas robustas são uma extensão das estatís-
ticas paramétricas clássicas que especificamente levam em consideração o facto que os assumidos
modelos paramétricos usados pelos investigadores são apenas uma aproximação [21].

Exemplo 1.2.3. Sejam x1 = {2, 4, 5, 8} e x2 = x1 ∪ {15} = {2, 4, 5, 8, 15}, conjunto obtido
a partir de x1 com a adição de uma nova observação, dois conjuntos de dados. Deste modo
obter-se-á:
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→ média: x̄1 = 4.75;

→ mediana: x̃1 = 4.5

→ média: x̄2 = 6.8;

→ mediana: x̃2 = 5

Pelo exemplo anterior, pode-se concluir que a média não é um estimador robusto do
parâmetro de localização central da população onde foi recolhida a amostra, uma vez
que a inserção de mais um elemento na amostra implicou um maior desvio na estima-
tiva da média, enquanto que a mediana pode ser considerada uma estatística robusta,
uma vez que a inserção de uma nova observação em pouco altera o valor da estimativa.

Associado às estatísticas robustas, importa referir outros conceitos-chave como o
ponto de rutura (do inglês breakdown point) [6].

Definição 1.2.3 (Ponto de rutura). O ponto de rutura é uma medida usada para descrever a
resistência dos estimadores robustos na presença de outliers. É dada pela fração de contaminação
arbitrária de valores extremos, quer elevados, quer pequenos, que podem ser introduzidos na
amostra antes de o valor do estimador se tornar arbitrariamente grande.

Definição 1.2.4 (Ponto de rutura para a média amostral). Seja µ̂ um estimador para a
média populacional, função do conjunto de n observações, X. O breakdown point para µ̂ é dado
por:

ε∗n(µ̂,X) = min
m

{m
n
, sup

X̃
||µ̂(X̃)− µ̂(X)|| =∞

}
(1.8)

onde X̃ é o conjunto de observações corrompidas, obtidas ao substituir as observações verdadeiras
por valores arbitrários.

Pela definição anterior, pode-se concluir que o ponto de rutura para um estimador
da média (populacional) é a menor fração da amostra que pode ser corrompida em que
a distância entre a verdadeira média amostral e a média da amostra corrompida se tor-
nar arbitrariamente grande.

De modo análogo pode ser definido o ponto de rutura para o estimador da matriz
de covariância.

Definição 1.2.5 (Ponto de rutura para o estimador da matriz de covariância). Seja Σ̂ o
estimador para a covariância do conjunto de observações X. O ponto de rutura para Σ̂ é dado
por:

ε∗n(Σ̂,X) = min
m

{m
n
, sup

X̃
D
(

Σ̂(X̃), Σ̂(X)
)

=∞
}

(1.9)

onde X̃ é o conjunto de observações corrompidas, obtidas ao substituir as observações verdadeiras
por valores arbitrários e D(A, B) = max{|λ1(A)−λ1(B)|, |λd(A)−1−λd(B)−1|} , com λi(A)
o valor do i-ésimo valor próprio ordenado de A.

Pela definição de ponto de rutura para o estimador da matriz de covariâncias, pode-
se concluir que corresponde à menor fração da amostra que pode ser contaminada por
observações atípicas antes que a diferença entre os maiores valores próprios da ver-
dadeira matriz de covariâncias estimada e da matriz de covariâncias da amostra cor-
rompida se torne arbitrariamente grande ou, de modo equivalente, a diferença entre os
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menores valores próprios das duas estimativas se torne muito próxima de zero.

Combinando as definições anteriores, será adequado ter estimativas para as estatís-
ticas relevantes cujo ponto de rutura seja elevado e, desse modo, menos sensível a ou-
tliers. Estimativas com essas características dizem-se com um elevado ponto de rutura,
preferencialmente o mais próximo de 50%, que corresponde ao limite teórico. Todavia,
os estimadores média e matriz de covariâncias amostrais clássicos têm um ponto de
rutura de 1

n100%, onde n é o tamanho da amostra, e que é bastante inferior ao expetá-
vel (para n > 2), ao valor do limite teórico, tendendo para zero quando o tamanho da
amostra aumenta indefinidamente.

Outra importante medida de robustez é a função de influência (do inglês influence
function). A função de influência é uma medida de dependência no valor de uma das
observações da amostra, quando apenas essa observação é contaminada.

O ideal será que uma contaminação infinitesimal numa determinada observação da
amostra tenha uma reduzida influência no estimador, isto é, se se tiver um estimador
robusto, a função de influência será limitada.

Além das propriedades desejáveis já enunciadas para um estimador robusto falta
destacar a invariância afim (do inglês affine equivariance). Esta propriedade envolve a
transformação nos dados, permitindo que, caso a origem ou a escala da variável ori-
ginal seja alterada (por exemplo, por uma centralização dos dados), não haja perda de
coerência nas conclusões, isto é, elas são as mesmas face à nova origem ou escala.

Definição 1.2.6 (Estimador de localização invariante afim). Um estimador de localização
µ̂ ∈ Rd diz-se invariante afim se e apenas se, para qualquer b ∈ Rd e qualquer matriz não
singular A(d×d) ,

µ̂(AX + b) = Aµ̂(X) + b (1.10)

onde X se refere à matriz dos dados d-dimensional.

Definição 1.2.7 (Estimador de escala invariante afim). Um estimador de escala Σ̂, matriz
semidefinida positiva diz-se invariante afim se e apenas se, para qualquer b ∈ Rd e qualquer
matriz não singular A(d×d),

Σ̂(AX + b) = AΣ̂(X)AT (1.11)

onde X se refere à matriz dos dados.

Geometricamente, pode-se concluir que aplicar uma transformação linear ou uma
rotação à matriz dos dados não terá qualquer efeito no estimador invariante afim, no
sentido em que este estimador capta a transformação realizada nos dados tornando-se
indistinguível usar o estimador sobre os dados transformados ou efetuar a transforma-
ção sobre o estimador aplicado aos dados originais.

Ao longo dos anos, diversos métodos têm sido propostos para detetar observações
atípicas. Estes métodos são, geralmente, divididos em dois grupos:
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• métodos baseados em distância robusta - usam estimativas robustas para estimar
o vetor de médias e a matriz de covariâncias populacional e, de seguida, é cal-
culada a distância de Mahalanobis usando essas estimativas robustas. As obser-
vações cuja a sua distância exceda o valor crítico ou de corte (no caso dos dados
serem provenientes de uma distribuição Normal, esse valor é obtido por uma
distribuição χ2);

• métodos não tradicionais - estes métodos evitam o uso da distância robusta de
Mahalanobis e optam por utilizar técnicas de clustering, projeções, entre outras.

1.3 Software Utilizado

Os cálculos e a maioria dos gráficos apresentados foram realizados com recurso ao
software R, versão 3.6.1, no ambiente RStudio versão 1.2.1335.

As packages utilizadas foram: robCompositions, matlib, robustbase, mvoutlier,
aplpack, StatDA, foreign, VIM, dplyr, ggplot2, mrfDepth, Matrix,
gridExtra, maps, mapdata, rworldmap, ggmap, car.

Algumas imagens foi também elaboradas com recurso à aplicação e ao website Des-
mos (https://www.desmos.com/) e ao Microsoft Power Point.

https://www.desmos.com/


Capítulo 2

Dados Composicionais

2.1 Noções Básicas de Dados Composicionais

Vetores com componentes, todas positivas, a expressar proporções ou percentagens
são dados composicionais, isto é, observações que traduzem informação relativa [1],
[23]. Apesar de serem observações multivariadas, onde uma análise absoluta pode ser
feita, deve ver-se como dados composicionais sempre que a preferência da análise delas
recai sobre o relativo.

Definição 2.1.1 (Dados Absolutos). Dados absolutos referem-se à contagem dos dados brutos,
sem nenhuma operação que não seja a contagem ou a de medida [24].

Definição 2.1.2 (Dados Relativos). Dados relativos são dados obtidos através da combinação
de dados absolutos com uma determinada operação que permita a sua comparação com outros
dados do mesmo tipo [24].

Exemplo 2.1.1. Segundo dados do website PORDATA, em 2019 1, os dados por sexo dos alunos
matriculados no ensino superior eram:

Dados Absolutos:

Total Masculino Feminino
385247 176660 208587

Dados Relativos:

Total Masculino Feminino
100% 45.86% 54.14%

Assim, na comparação a informação absoluta interpreta-se usando a diferença en-
tre os valores. Neste caso, em 2019, havia mais 31927 pessoas do sexo feminino no
ensino superior do que do sexo masculino; contudo, em termos relativos, há mais
8.28%(= 54.14% − 45.86%) de pessoas do sexo feminino que do sexo masculino ma-
triculadas no ensino superior.

Se a informação está a ser analisada em termos relativos, é irrelevante se os dados
estão representados como percentagens ou proporções: os rácios entre as componentes
mantêm-se inalterados [1]. Contudo, a análise estatística dos dados deve levar em con-
sideração o espaço amostral onde os dados estão inseridos [5].

1Fontes/Entidades: DGEEC/ME-MCTES, PORDATA Última atualização: 2019-10-01
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Um dos argumentos geralmente usados para a necessidade de uma abordagem di-
ferente na análise com os dados composicionais deve-se ao facto que este tipo de dados
não ser coerente com a geometria Euclidiana e, desse modo, o uso de técnicas estatísti-
cas usuais numa estrutura de dados, que pertence a uma parte restrita do espaço real
com as respetivas operações associadas, pode levar a resultando incoerentes e que não
estão de acordo com a realidade dos dados [5]. Assim, os dados composicionais se-
guem a designada Geometria de Aitchison do simplex.

Definição 2.1.3 (Simplex). Seja x = (x1, . . . , xd) uma composição com d partes.
O simplex de dimensão d é definido como:

Sd = {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : xi > 0,
d∑
i=1

xi = 1} (2.1)

Na figura 2.1, é ilustrado o conceito de simplex para composições de dimensão d = 2
e d = 3.

(a) (b)

Figura 2.1: Representação do simplex (a) de dimensão 1 em R2 e (b) de dimensão 2 em
R3, delimitado pelas linhas a azul.

Assim, os d vértices do simplex correspondem aos vetores unitários e1 = (1, 0, . . . , 0),
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ed = (0, . . . , 0, 1), que são vetores em Rd. O simplex Sd, defi-
nido em (2.1), corresponde a um subconjunto de dimensão d − 1. Este espaço é de
particular interesse na análise em dados composicionais, uma vez que é onde se encon-
tra contido o espaço amostral destes dados [1].

Apesar de definição de simplex ser dada como a soma das d componentes, estrita-
mente maiores que zero, somarem a unidade, ela pode ser generalizada para qualquer
constante positiva k.

Sd = {x = (x1 . . . , xd) ∈ Rd : xi > 0,

d∑
i=1

xi = k} (2.2)
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De facto, como será mostrado de seguida, a escolha de k, a constante de soma, é
irrelevante, uma vez que é invariável quanto à escala [1]. Por exemplo, é análogo dizer
que no ensino superior, no ano 2019, havia 45.86% de pessoas do sexo masculino no
ensino superior (onde k = 100) ou que a proporção de pessoas do sexo masculino é de
0.4586 (onde k = 1). Assim, a ideia a reter deste pequeno exemplo é que a mudança
de escala ou a multiplicação por uma constante positiva não modifica o conteúdo da
informação. Isto sugere que a mesma informação pode ser traduzida como classes de
equivalência de vetores proporcionais [4].

Definição 2.1.4 (Composições como classes de equivalência). Sejam x,y dois vetores em
Rd+, onde Rd+ denota o espaço real d−dimensional com componentes positivas; logo, xi, yi >
0,∀i ∈ {1, . . . , d}.
Os vetores x e y dizem-se composicionalmente equivalentes se existir um escalar λ ∈ R+ tal
que x = λy, isto é, as composições x = (λy1, . . . , λyd) e y = (y1, . . . , yd) contêm a mesma
informação relativa, ∀λ ∈ R+.

A figura 2.2 ilustra o conceito de composições como classe de equivalência.

Figura 2.2: Composição de duas partes, onde x1 e y1 são equivalentes, bem como x e
y, pois estão localizados na mesma linha de projeção. y e y1 correspondem às projeções
no simplex.

Desse modo, qualquer que seja o vetor escolhido de uma classe de equivalência, ele
pode ser usado como representante dessa mesma classe, utilizando um fator de escala
adequado. De modo a facilitar a análise, é escolhido um representante da classe de
equivalência, pela normalização dos vetores, de modo a que a soma das componentes
seja igual a um determinada constante k, podendo k tomar qualquer valores em R+.
Assim, pode ser introduzido o conceito de operação de fecho (do inglês closure operator)
[5], [4].
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Definição 2.1.5 (Operação de fecho). Seja x = (x1, . . . , xd) um vetor em Rd. O fecho de x,
para uma dada constante k ∈ R+, é definido por:

Ck(x) =
(

k×x1∑d
i=1 xi

, . . . , k×xd∑d
i=1 xi

)
(2.3)

Ao aplicar a operação de fecho a uma dada composição x, cria-se num novo vetor
composicional, com o mesmo número de elementos e cuja soma dos mesmos perfaz k,
o que faz com que se duas composições, x e y, são equivalentes então Ck(x) = Ck(y) [5].
De facto, se x e y são composições equivalentes, então x = λy e, portanto, o fecho de x
para a constante k é dada por:

Ck(x) = Ck(λy)

=
(

k×λy1∑d
i=1 λyi

, . . . , k×λyd∑d
i=1 λyi

)
=
(

λ×k×y1
λ
∑d
i=1 yi

, . . . , λ×kyd
λ
∑d
i=1 yi

)
=
(

ky1∑d
i=1 yi

, . . . , kyd∑d
i=1 yi

)
= Ck(y)

Desse modo, tem-se Ck(x) = Ck(λy).

Exemplo 2.1.2. Tome-se o conjunto de dados ’Arctic Lake’, disponível em [3].
Considere-se a observação que corresponde à profundidade de 10.4m, constituída por 3 sedimen-
tos: Areia (x1), Lodo (x2) e Argila (x3).
Seja x = (77.5, 19.5, 3). A soma das 3 partes é x1 + x2 + x3 = 77.5 + 19.5 + 3 = 100. Então
o fecho da composição x para k = 1 é:

y = C1(x)

=
(

1×77.5
100 , 1×19.5100 , 1×3100

)
= (0.775, 0.195, 0.03)

onde a composição resultante y satisfaz a condição y1 + y2 + y3 = 1 = k. Tem-se que x e y são
composições equivalentes já que pode escrever-se x = 100y.

Esta caraterística de soma constante confere aos dados composicionais particulari-
dades que os distingue de outros dados multivariados e, por esse motivo, é que estes
dados se inserem no simplex.

Uma composição que seja resultante de uma operação de fecho é equivalente a que
lhe deu origem, pois está na mesma classe de equivalência. Contudo, por vezes apenas
algumas partes da composição é que tem o verdadeiro interesse para quem a está ana-
lisar, o que é designado por subcomposição.

Definição 2.1.6 (Subcomposição). Seja x = (x1, . . . , xd) uma composição com d partes e seja
S = {s1, . . . , sp} um conjunto de índices que indica as partes selecionadas para a subcomposi-
ção.
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Uma subcomposição xs, com p partes, é obtida pela aplicação da operação de fecho ao subvetor
(xs1 , . . . , xsp) de x.

Exemplo 2.1.3. Retomando a composição do exemplo 2.1.2, pode-se formar uma subcomposição
apenas selecionando as partes de interesse: areia e argila. Assim, a composição original é x =
(0.775, 0.195, 0.03). O conjunto dos índices corresponde a S = {1, 3}. Como x1 + x3 =
0.775 + 0.030 = 0.805, então a subcomposição será dada por:

xs = C(x1, x3)

=
( 0.775

0.775 + 0.030
,

0.030

0.775 + 0.030

)
=
(0.775

0.805
,
0.030

0.805

)
= (0.963, 0.037)

2.2 Princípios da Análise Composicional

Conforme visto na seção anterior, os dados composicionais e as suas operações não
se encontram no espaço Euclidiano usual e sim no simplex. Para conseguir operar com
estes dados, foi necessário conceber o conceito geométrico que permitisse isso: a desig-
nada Geometria de Aitchison [1] .

Assim, é necessário estabelecer os princípios que qualquer método estatístico deve
cumprir de modo a que possa ser aplicado a composições [2]. Esses três princípios são:

• invariância de escala;

• invariância de permutação;

• coerência subcomposicional.

2.2.1 Invariância de Escala

Um dos princípios da análise composicional é a invariância de escala. Nos dados
composicionais, o valor absoluto das partes da composição não é relevante, uma vez
que composições na mesma classe de equivalência contém, essencialmente, a mesma
informação [4]. Um exemplo disso é a composição de uma amostra de solo: a mesma
amostra pode ser vista como a percentagem dos constituintes (onde a soma das partes
é 100) ou como as miligramas de cada sedimento numa amostra de 1 grama (onde
a soma das partes é 1000). Assim, se se designar por x a composição em termos de
percentagens e por y a composição do peso em miligramas dos constituintes tem-se
que y = 10x. Assim, estas duas composições diferem apenas de um fator de escala,
λ = 10, mas a sua análise será idêntica, independente do valor de λ. Essa propriedade
é designada por invariância de escala (do inglês scale invariance).

Definição 2.2.1. Seja f uma função definida em Rd+. Diz-se que f é uma função invariante
quanto à escala se, ∀λ ∈ R+ e para qualquer composição x em Sd, satisfaz:

f(λx) = f(x) (2.4)
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Assim, a função é invariante quanto à escala se a imagem de vetores composicio-
nalmente equivalentes por meio de f é sempre a mesma [4]. Deste modo, se as partes
estiverem escritas na forma de log-ratios, então f é invariante quanto à escala [2].

2.2.2 Invariância de Permutação

Outro dos princípios da análise composicional é a invariância de permutação, isto
é, as conclusões que se obtêm de uma análise composicional não devem diferir se a
ordem das partes da composição for alterada. Assim, qualquer permutação das partes
deverá ter o mesmo resultado e em nada afetará os resultados organizar as partes do
modo mais conveniente possível.

Exemplo 2.2.1. Considere-se novamente a observação que corresponde à profundidade de 10.4
m, constituída por 3 sedimentos: areia (x1), lodo (x2) e argila (x3), escrita como: x = (x1, x2, x3) =
(77.5, 19.5, 3). Se, por conveniência, for necessário permutar as partes da composições, para que
argila esteja em primeiro, ter-se-á uma nova composição, xA = (x3, x1, x2) = (3, 77.5, 19.5).
Esta permutação das partes em nada altera a informação que se obtém do vetor composicional.

2.2.3 Coerência Subcomposicional

O terceiro e último princípio da análise composicional é a coerência subcomposi-
cional: subcomposições (como estabelecido na definição 2.1.6) devem-se comportar
como as projeções ortogonais fazem na análise real convencional [2].Concretamente, a
análise sobre um conjunto de partes de uma composição - subcomposição - não deverá
depender das partes que não foram selecionadas, pelo que o resultado da análise de
uma subcomposição não pode contradizer os resultados obtidos com a composição [4],
isto é, os resultados da subcomposição deverão ser coerentes com os da composição
completa.

As duas principais implicações práticas deste princípio são:

• a distância entre duas composições deve ser maior, ou pelo menos igual, à distân-
cia entre duas quaisquer subcomposições - dominância subcomposicional;

• caso uma parte não informativa seja retirada, os resultados deverão manter-se.

Exemplo 2.2.2. Sejam x = (77.5, 19.5, 3) e y = (9.5, 53.5, 37) duas observações do conjunto
de dados ’Artic Lake’ à profundidade de 10.4 e 47.1 metros, respetivamente, que correspondem
a duas composições do solo.
Tome-se as subcomposições constituídas pelos sedimentos areia e argila. Assim, tem-se: xA =
(77.5, 3) e yA = (9.5, 37). Assim:

d(x,y) =
√

(77.5− 9.5)2 + (19.5− 53.5)2 + (3− 37)2 ≈ 82.28

d(xA,yA) =
√

(77.5− 9.5)2 + (3− 37)2 ≈ 76.03

O mesmo aconteceria com quaisquer composições que fossem selecionadas e respetivas sub-
composições.
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Levando todos estes princípios em consideração e usando técnicas que sejam ade-
quadas a dados composicionais, tem-se a garantia que a escolha de uma subcomposi-
ção não altera a relação entre as partes, uma vez que a ordem pela qual as partes estão
representadas não interessa, mas sim a proporção que cada parte representa [4].

2.3 Geometria de Aitchison no Simplex

Como foi explicado na seção 2.1, o espaço amostral onde se inserem os dados com-
posicionais é o simplex e a estrutura geométrica das composições é designada por Ge-
ometria de Aitchison [1]. O objetivo agora é definir uma estrutura de espaço vetorial
no simplex e, para tal, é necessário definir algumas operações básicas. Essas operações
correspondem à adição de dois vetores e à multiplicação de um vetor por um escalar no
espaço simplex. Para distinguir estas operações das da Geometria Euclidiana, é usada
uma notação distinta [1].

Definição 2.3.1 (Perturbação). Sejam x = (x1, . . . , xd) e y = (y1, . . . , yd) duas composições
em Sd. A perturbação de x por y é definida por:

x⊕ y = C(x1y1, . . . , xdyd) (2.5)

onde C(.) refere-se à operação de fecho.

Exemplo 2.3.1. Sejam x = (0.775, 0.195, 0.03) e y = (0.095, 0.535, 0.37) duas composições.
A perturbação de x por y é dada por:

x⊕ y = (0.775, 0.195, 0.03)⊕ (0.095, 0.535, 0.37)

= C(0.775× 0.095, 0.195× 0.535, 0.03× 0.37)

= C(0.074, 0.104, 0.011)

=
( 0.074

0.074 + 0.104 + 0.011
,

0.104

0.074 + 0.104 + 0.011
,

0.011

0.074 + 0.104 + 0.011

)
=
(0.074

0.189
,
0.104

0.189
,
0.011

0.189

)
= (0.392, 0.55, 0.058)

Em geral, como se pode observar no exemplo 2.3.1, duas composições no sim-
plex, quando aplicando a perturbação, resulta numa composição no mesmo espaço.
No exemplo, 0.392 + 0.55 + 0.058 = 1.

Definição 2.3.2 (Potenciação). Sejam x = (x1, . . . , xd) uma composição em Sd e α uma
constante em R. A potenciação de x por α é uma composição definida como:

α� x = C(xα1 , . . . , xαd ) (2.6)

onde C(.) refere-se à operação de fecho.
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Exemplo 2.3.2. Seja y = C(0.095, 0.535, 0.37) uma composição e α = 3 um escalar. A poten-
ciação de x por α é dada por:

α� y = (0.0953, 0.5353, 0.373)

= C(0.0009, 0.1531, 0.0507)

=
( 0.0009

0.0009 + 0.1531 + 0.0507
,

0.1531

0.0009 + 0.1531 + 0.0507
,

0.0507

0.0009 + 0.1531 + 0.0507

)
=
(0.0009

0.2047
,
0.1531

0.2047
,
0.0507

0.2047

)
= (0.0044, 0.7479, 0.2477)

Em geral, como se pode observar no exemplo 2.3.2, a potenciação de uma compo-
sição no simplex resulta numa composição no mesmo espaço. No exemplo 0.0044 +
0.7479 + 0.2477 = 1.

As operações de perturbação e potenciação são, na verdade, suficientes para definir
no simplex um espaço vetorial e, consequentemente, verificar-se-ão as propriedades
usuais (comutatividade, associatividade, distributividade).

Teorema 2.3.1. (Sd,⊕,�) é um espaço vetorial.

Demonstração. (Sd,⊕) tem a estrutura de grupo comutativo, isto é, para x , y, z ∈ Sd, as
seguintes propriedades verificam-se:

1. propriedade comutativa: x⊕ y = y⊕ x
Tome-se x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd). Então:

x⊕ y = (x1, . . . , xd)⊕ (y1, . . . , yd)

= C(x1y1, . . . , xdyd)
= C(y1x1, . . . , ydxd)
= y⊕ x

2. propriedade associativa: (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y⊕ z)
Tome-se x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd), z = (z1, . . . , zd). Então:

(x⊕ y)⊕ z =
(

(x1, . . . , xd)⊕ (y1, . . . , yd)
)
⊕ (z1, . . . , zd)

= C(x1y1, . . . , xdyd)⊕ (z1, . . . , zd)

= (x1y1, . . . , xdyd)⊕ (z1, . . . , zd)

= C
(

(x1y1)z1, . . . , (xdyd)zd

)
= C

(
x1(y1z1), . . . , xd(ydzd)

)
= (x1, . . . , xd)⊕ C(y1z1, . . . , ydzd)

= (x1, . . . , xd)⊕
(

(y1, . . . , yd)⊕ (z1, . . . , zd)
)

= x⊕ (y⊕ z)
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3. existência de elemento neutro: n, definido como:

n = C(1, . . . , 1) =
(1

d
, . . . ,

1

d

)
que verifica a igualdade n⊕ x = x⊕ n = x:

n⊕ x =
(1

d
, . . . ,

1

d

)
⊕ (x1, . . . , xd)

= C
(x1
d
, . . . ,

xd
d

)
=
(x1
d
, . . . ,

xd
d

)
=

1

d
(x1, . . . , xd)

= C(x1, . . . , xd)
= x

onde n corresponde ao baricentro do simplex e é único, visto que a operação ⊕ é
comutativa. A igualdade x = x⊕ n verifica-se de modo análogo.

4. existência do inverso de um elemento x, x−1:
Tome-se x−1 como a composição que resulta da operação de potenciação da com-
posição x pelo escalar α = −1. Desse modo, tem-se:

α� x = (−1)� x

= C(x−11 , . . . , x−1d )

Além disso, pela propriedade do elemento neutro, tem-se:

x⊕ x−1 = n = x−1 ⊕ x

Na verdade, tem-se:

x⊕ x−1 = (x1, . . . , xd)⊕ (x−11 , . . . , x−1d )

= (x1, . . . , xd)⊕ (
1

x1
, . . . ,

1

xd
)

= C(x1
1

x1
, . . . , xd

1

xd
)

= C(x1
x1
, . . . ,

xd
xd

)

= C(1, . . . , 1)

= n

A igualdade x−1 ⊕ x = n verifica-se de modo análogo.

A operação de potenciação satisfaz as propriedades de um produto externo. Para x,
y ∈ Sd e α, β ∈ R, verificam-se as seguintes propriedades:
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1. propriedade associativa: α� (β � x) = (α� β)� x
Tome-se x = (x1, . . . , xd). Então:

α� (β � x) = α� C(xβ1 , . . . , x
β
d )

= α� C
( xβ1∑

xβi
, . . . ,

xβd∑
xβi

)
= C

(
xβα1

(
∑
xβi )

α
, . . . ,

xβαd
(
∑
xβi )

α

)
=

(
xβα1

(
∑
xβi )

α
, . . . ,

xβαd
(
∑
xβi )

α

)
=

1

(
∑
xβi )α

(
xβα1 , . . . , xβαd

)
= C(xαβ1 , . . . , xαβd )

= (α� β)� (x1, . . . , xd)

= (α� β)� x

2. propriedade distributiva em relação à perturbação: α� (x⊕y) = (α�x)⊕ (α�y)
Tome-se x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd). Então:

α� (x⊕ y) = α�
(

(x1, . . . , xd)⊕ (y1, . . . , yd)
)

= α� C(x1y1, . . . , xdyd)

= α�
( x1y1∑

xiyi
, . . . ,

xdyd∑
xiyi

)
=
( x1y1∑

xiyi

α
, . . . ,

xdyd∑
xiyi

α)
= C

(
(x1y1)

α, . . . , (xdyd)
α
)

= C
( (x1y1)

α∑
(xiyi)α

∑
(xiyi)α∑
(xiyi)α

, . . . ,
(xdyd)

α∑
(xiyi)α

∑
(xiyi)α∑
(xiyi)α

)
= C(xα1 yα1 , . . . , xαdyαd )

= (xα1 , . . . , x
α
d )⊕ (yα1 , . . . , y

α
d ), por definição de ⊕

=
(
α� (x1, . . . , xd)

)
⊕
(
α� (y1, . . . , yd)

)
, por definição de �

= (α� x)⊕ (α� y)
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3. propriedade distributiva em relação à adição: (α+ β)� x = (α� x)⊕ (β � x)
Tome-se x = (x1, . . . , xd). Então:

(α+ β)� x = (α+ β)� (x1, . . . , xd)

= C(xα+β1 , . . . , xα+βd )

= C(xα1x
β
1 , . . . , x

α
dx

β
d )

= C(xα1 , . . . , xαd )⊕ C(xβ1 , . . . , x
β
d )

=
(
α� (x1, . . . , xd)

)
⊕
(
β � (x1, . . . , xd)

)
= (α� x)⊕ (β � x)

4. existência de elemento neutro: 1� x = x.
O elemento neutro é único e corresponde a α = 1, já que:

1� x = C(x11, . . . , x1d) = x

�

Uma estrutura de espaço vetorial Euclidiano pode ser obtido ao definir o conceito
de norma, produto interno e de distância entre composições do simplex Sd. Apresenta-
se, de seguida, essas definições no sentido de Aitchison [1].

Definição 2.3.3 (Produto Interno de Aitchison). Sejam x = (x1, . . . , xd) e y = (y1, . . . , yd)
duas composições em Sd. O produto interno de Aitchison é definido como:

〈x,y〉A =
1

2d

d∑
i=1

d∑
j=1

ln
xi
xj

ln
yi
yj

(2.7)

Exemplo 2.3.3. Sejam x = (0.775, 0.195, 0.03) e y = (0.095, 0.535, 0.37) duas composições
em S3. O produto interno de Aitchison de x por y é dado por:

〈x,y〉A =
1

2× 3

3∑
i=1

3∑
j=1

ln
xi
xj

ln
yi
yj

=
1

6
× (−12.231)

= −2.039

Definição 2.3.4 (Norma de Aitchison). Seja x = (x1, . . . , xd) uma composição em Sd. A
norma de Aitchison é definida como a raiz quadrada do produto interno de x por si mesmo, isto
é:

‖x‖A =
√
〈x, x〉A =

√√√√ 1

2d

d∑
i=1

d∑
j=1

(
ln
xi
xj

)2
(2.8)
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Exemplo 2.3.4. Sejam x = (0.775, 0.195, 0.03) e y = (0.095, 0.535, 0.37) duas composições
em S3. A norma de Aitchison de x e de y é dada por:

‖x‖A =

√√√√ 1

2× 3

3∑
i=1

3∑
j=1

(
ln
xi
xj

)2
=

√
1

6
× 31.962

= 2.308

‖y‖A =

√√√√ 1

2× 3

3∑
i=1

3∑
j=1

(
ln
yi
yj

)2
=

√
1

6
× 9.944

= 1.287

Analogamente às operações usuais no espaço real, é também possível realizar a ope-
ração de perturbação com o inverso de uma composição resulta numa nova operação,
designada por diferença da perturbação e denotada com o sinal 	. Concretamente:

x⊕ y−1 = x⊕
(

(−1)� y
)

= (x1, . . . , xd)⊕ C(y−11 , . . . , y−1d )

= (x1, . . . , xd)⊕ C
( 1

y1
, . . . ,

1

yd

)
= (x1, . . . , xd)⊕

(
1
y1∑d
i=1

1
yi

, . . . ,
1
yd∑d
i=1

1
yi

)
=

(
Big(

x1
1
y1∑ 1

yi

∑ xi
yi∑ 1
yi

, . . . ,
xd

1
yd∑ 1

yi

∑ xi
yi∑ 1
yi

)

=
( x1 1

y1∑ xi
yi

, . . . ,
xd

1
yd∑ xi
yi

)
= C

(x1
y1
, . . . ,

xd
yd

)
= (x1, . . . , xd)	 (y1, . . . , yd)

= x	 y

No caso particular em que x = y e com a diferença de perturbação, prova-se que o
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elemento neutro corresponde à perturbação de uma composição com o seu inverso:

x⊕ x−1 = x⊕
(

(−1)� x
)

= (x1, . . . , xd)⊕ (x−11 , . . . , x−1d )

= C
(x1
x1
, . . . ,

xd
xd

)
= C(1, . . . , 1)

= n

Definição 2.3.5 (Distância de Aitchison). Sejam x = (x1, . . . , xd) e y = (y1, . . . , yd) duas
composições em Sd. A distância entre x e y é definida como:

d(x,y)A = ‖x	 y‖A =

√√√√ 1

2d

d∑
i=1

d∑
j=1

(
ln
xi
xj
− ln

yi
yj

)2
(2.9)

Exemplo 2.3.5. Sejam x = (0.775, 0.195, 0.03) e y = (0.095, 0.535, 0.37) duas composições
em S3. A distância entre x e y é dada por:

d(x,y)A =

√√√√ 1

2× 3

3∑
i=1

3∑
j=1

(
ln
xi
xj
− ln

yi
yj

)2
=

√
1

6
× 66.369

= 3.326

Estes conceitos permitem estabelecer uma estrutura de espaço vetorial linear Eucli-
diano que é designada por Geometria de Aitchison. Estas definições são baseadas em
logaritmos dos rácios (em inglês logratios) entre as partes dos dados composicionais [1].

Uma das consequências do uso de logratios é que, como a soma das partes compo-
sicionais é irrelevante, qualquer composição na mesma classe de equivalência origina
o mesmo logratio, isto é, o logratio da composição x = (x1, . . . , xd) e de todas as que se
encontram na mesma classe, xλ = λx = (λx1, . . . , λxd), ∀λ > 0 , é igual, uma vez que:

ln
λxi
λxj

= (lnλ+ lnxi)− (lnλ+ lnxj)

= lnλ+ lnxi − lnλ− lnxj

= ln
xi
xj

(2.10)

De modo análogo, e uma vez que se usa as log-razões no cálculo do produto interno,
obtém-se:

〈x, xλ〉A = 〈x, x〉A = ‖x‖2A (2.11)

d(x, xλ)A = d(x, x)A (2.12)
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Para a equação (2.11) verifica-se que:

〈x, xλ〉A =
1

2d

d∑
i=1

d∑
j=1

ln
xi
xj

ln
λxi
λxj

=
1

2d

d∑
i=1

d∑
j=1

ln
xi
xj

ln
xi
xj
, pela equação (2.10)

= 〈x, x〉A

=
1

2d

d∑
i=1

d∑
j=1

ln
xi
xj

ln
xi
xj

=
1

2d

d∑
i=1

d∑
j=1

(
ln
xi
xj

)2
=

( √
1
2d

∑d
i=1

∑d
j=1

(
ln xi

xj

)2 )2

= ‖x‖2A

Para a equação (2.12) tem-se:

d(x, xλ)A =

√√√√ 1

2d

d∑
i=1

d∑
j=1

(
ln
xi
xj
− ln

λxi
λxj

)2

=

√√√√ 1

2d

d∑
i=1

d∑
j=1

(
ln
xi
xj
− ln

xi
xj

)2
, pela equação (2.10)

= d(x, x)A = 0

Tal como acontece com os conceitos métricos, os resultados das operações de pertur-
bação e potenciação também não dependem da constante das composições [1]. Além
disso, a estrutura geométrica de Sd satisfaz as propriedades usuais, tal como a compa-
tibilidade da distância com a perturbação e potenciação, isto é, ∀x,y, z ∈ Sd e λ ∈ R,
tem-se:

d(x⊕ z,y⊕ z)A = d(x,y)A (2.13)

d(α� x, α� y)A = |α| d(x,y)A (2.14)

Além da compatibilidade da distância, outras propriedades típicas de um espaço
Euclidiano são igualmente válidas no simplex, Sd [25].

1. Desigualdade de Cauchy-Schwartz:

|〈x,y〉A| ≤ ‖x‖A · ‖y‖A (2.15)
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2. Teorema de Pitágoras, se x,y são ortogonais, isto é, 〈x,y〉A = 0, então:

‖x	 y‖2A = ‖x‖2A + ‖y‖2A (2.16)

3. Desigualdade Triangular:

d(x,y)A ≤ d(x, z)A + d(z, x)A (2.17)

Tal como ocorre na geometria Euclidiana, usando a norma e o produto interno de
Aitchison, é possível estabelecer o ângulo α entre dois vetores composicionais. Assim,
o ângulo no simplex entre as composições, x e y, é dado à custa da seguinte relação [5]:

cosα =
〈x,y〉A

‖x‖A · ‖y‖A
(2.18)

Exemplo 2.3.6. Usando os valores do produto interno, calculado no exemplo 2.3.3, e das nor-
mas, calculadas em 2.3.4, para as composições x e y, tem-se:

cosα =
〈x,y〉A

‖x‖A · ‖y‖A
=

−2.039

2.308× 1.287
= −0.686

Logo, α = arccos(−0.686) = 133.31◦

2.4 Transformações de Dados Composicionais

Frequentemente, a análise de dados composicionais é associada com a aplicação de
uma transformação apropriada e, de seguida, a utilização dos métodos estatísticos con-
vencionais como se dados multivariados comuns se tratassem. Apesar de, numa pers-
petiva prática, ser verdade muitas vezes, a dificuldade com este tipo de pensamento é
a interpretação de resultados. Após a aplicação de uma transformação, não se está a
trabalhar mais com as composições originais, mas sim com as suas transformações e,
por isso, a interpretação dos resultados deve levar isso em consideração [5], levando
em conta o significado e o propósito da transformação [1].

Uma transformação pode também ser vista como a representação de uma composi-
ção num sistema de coordenadas, com respeito à geometria de Aitchison. Assim, resta
estabelecer o que significa uma transformação em termos de representação em coorde-
nadas [1]. A transformação a ser aplicada aos dados composicionais tem por base a
análise estatística das log-razões (do inglês Logratio Analysis). Esta abordagem surgiu
da importância reconhecida do princípio de invariância de escala, cuja aplicabilidade
exige que se trabalhe com razões entre as componentes, que anula a constante de escala
[4], demonstrada na equação 2.10. A transformação log-razão é uma correspondência
biunívoca em R e o tratamento matemático de um quociente é mais fácil em termos do
seu logaritmo e, por essa razão, Aitchison propôs a adoção de uma técnica de transfor-
mação envolvendo logaritmos de razões das componentes [4].

Uma dada composição x = (x1, . . . , xd) pode originar diversas transformações das
suas componentes. Assim, coloca-se a questão de qual a transformação log-razão que
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se deve escolher. Posto isto, há a necessidade de introduzir o conceito de log-contraste
(do inglês logcontrast), que pode ser considerado como uma combinação linear no sim-
plex [5].

Definição 2.4.1 (Log-contraste). Sejam x = (x1, . . . , xd) uma composição em Sd e a =
(α1, . . . , αd) ∈ Rd, com α1 + · · · + αd = 0, o vetor dos coeficientes, αi ∈ R, ∀i ∈ {1, . . . , d}.
Um log-contraste de x é uma combinação linear definida como:

aT ln x =
d∑
i=1

αi lnxi (2.19)

O log-contraste é invariante quanto à escala, um dos princípios da análise composi-
cional. Assim, ∀k > 0, tem-se:

Log-razão:R2 → R

(x, y)→ ln
x

y
, y 6= 0, x, y > 0

aT ln(kx) =
d∑
i=1

αi ln(kxi)

=

d∑
i=1

αi

(
ln k + lnxi

)
=

d∑
i=1

αi ln k︸︷︷︸
const.

+

d∑
i=1

αi lnxi

= ln k ×
d∑
i=1

αi︸ ︷︷ ︸
=0

+
d∑
i=1

αi lnxi

=
d∑
i=1

αi lnxi

= aT ln x

Com o intuito de evitar a ambiguidade dos log-contrastes, que pode acontecer, por
exemplo, na comparação de log-contrastes, surge o conceito de log-contrastes ortogo-
nais.

Definição 2.4.2 (Log-contrastes ortogonais). Seja x uma composição em Sd e sejam a =

(α1, . . . , αd), b = (β1, . . . , βd) ∈ Rd dois vetores de coeficientes, com
∑d

i=1 αi = 0 e
∑d

i=1 βi =
0 com αi, βi ∈ R, ∀i ∈ {1, . . . , d}.
Dois log-contrastes, aT ln x e bT ln x, são ortogonais se e só se aTb = 0.
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Geralmente, muitas das dificuldades relacionadas com a análise de dados composi-
cionais podem ser ultrapassadas escolhendo o log-contraste apropriado. Essa escolha
depende do problema e da interpretação da composição [4], pois, não há nenhuma re-
gra que estabeleça, à partida, que uma transformação seja melhor que as outras. Toda-
via, é essencial que a transformação selecionada analise, de forma adequada, os dados
de modo a que essa escolha apenas dependa do problema, da interpretação da compo-
sição e dos objetivos da análise [5].

Os dados composicionais induzem o seu próprio espaço amostral: eles são repre-
sentados no simplex, com a geometria de Aitchison, que apresenta diferenças substan-
ciais em relação à geometria Euclidiana usual. Por esse motivo, os métodos estatísticos
standard utilizados na geometria Euclidiana não podem ser diretamente aplicados às
composições [26]. Como solução para esse problema, existe uma família de transfor-
mações log-razões que permitem expressar os dados composicionais do simplex no
espaço real Euclidiano [26], [5].

Em 1986, John Aitchison introduziu a primeira transformação de log-razão desig-
nada por log-razões aditiva, (do inglês additive log-ratio), abreviada de alr. Todavia,
esta transformação não era isométrica, isto é, as distâncias entre as composições em co-
ordenadas transformadas não são iguais às distâncias entre as composições originais.
Assim, numa tentativa de ultrapassar esse inconveniente, foi introduzida uma nova
transformação, baseada na média geométrica das partes das composições designada
de transformação de log-razões centradas (do inglês centered log-ratio), abreviada de clr.
Contudo, nem a transformação alr nem a clr podem ser diretamente associadas a um
sistema de coordenadas ortogonal no simplex, o que levou a que, em 2003, a trans-
formação de log-razões isométrica (do inglês isometric log-ratio), abreviada de ilr, fosse
proposta por Egozcue e colaboradores [27]. A transformação ilr que é uma isometria
entre Sd e Rd−1, ultrapassando, desse modo, os problemas das outras transformações
[26].

2.4.1 Transformação alr

Definição 2.4.3. Seja x uma composição de d partes no simplex Sd.
Designa-se por transformação de log-razões aditivas de x, relativamente à k-ésima componente
e denota-se por alrk(x), à transformação: x ∈ Sd → x(k) ∈ Rd−1, para algum k ∈ {1, . . . , d},
definida por:

x(k) = alrk(x)

= (x
(k)
1 , . . . , x

(k)
d−1)

=
(

ln
x1
xk
, . . . , ln

xk−1
xk

, ln
xk+1

xk
, . . . , ln

xd
xk

)
(2.20)

Exemplo 2.4.1. Seja x = (11.4, 52.7, 35.9) uma composição. A transformação de log-razões
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aditivas de x, alr(x), relativamente à 2ª componente é dada por:

x(2) = alr2(x)

= (x
(2)
1 , x

(2)
3 )

=
(

ln
11.4

52.7
, ln

35.9

52.7

)
= (−1.53,−0.38)

Na transformação xk, fixa-se uma das componentes do vetor como denominador da
log-razão, neste caso a componente xk. Contudo, qualquer uma das partes da composi-
ção pode ser a escolhida como a variável razão nas coordenadas. Assim, selecionando
qualquer outra parte para denominador, obter-se-ia uma nova transformação alr. Neste
caso em particular, uma vez que a composição x tem d partes, seria possível obter d di-
ferentes transformações alr. Deste modo, a escolha da componente a utilizar depende
do contexto, mas também da adequação dos resultados para a visualização e explora-
ção de todos. Por exemplo, ao realizar um estudo sobre a diversidade dos solos em
diversos pontos do país, o investigador pode ter interesse em conhecer as log-razões
dos constituintes do solo em relação ao chumbo e, por isso, o chumbo ser a parte da
composição do solo selecionada como razão.

No caso de uma matriz X(n×d) de dados composicionais com composições definidas
por xi = (xi1, . . . , xid) nas linhas da matriz, para i ∈ {1, . . . , n}, a matriz de coordenadas
alr, relativamente à k-ésima componente dos dados é formada pelas linhas dadas por:

x(k)i = alrk(xi)

=
(

ln
xi1
xik

, . . . , ln
xi,k−1
xik

, ln
xi,k+1

xik
, . . . , ln

xid
xik

)
(2.21)

De notar que a matriz resultante da transformação alr tem dimensão n × (d − 1).
Uma vez que ln(xikxik ) = 0 e, pelo princípio da coerência subcomposicional, que diz que
qualquer parte não informativa pode ser retirada sem que isso afete os resultados, uma
vez que a coluna de zeros que seria obtida não traduzia, na prática, qualquer infor-
mação, ela é eliminada da matriz da transformação, tal como acontece com os vetores
composicionais alr-transformados.

Nas coordenadas alr, as operações de perturbação e potenciação continuam a ser
válidas, isto é, para x, y ∈ Sd, c ∈ R e ∀k ∈ {1, . . . , d}, tem-se:

alrk(x⊕ y) = alrk(x) + alrk(y) (2.22)
alrk(c� x) = c · alrk(x) (2.23)

Verifique-se para o caso k = 3.

Sejam x, y ∈ S3, c ∈ R. Tome-se, sem perda de generalidade, como denominador a
segunda componente.
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• Perturbação:

alr2(x⊕ y) = alr2
(

(x1, x2, x3)⊕ (y1, y2, y3)
)

= alr2 C(x1y1, x2y2, x3y3)

= alr2
( x1y1
x1y1 + x2y2 + x3y3

,
x2y2

x1y1 + x2y2 + x3y3
,

x3y3
x1y1 + x2y2 + x3y3

)
=
(

ln

x1y1
x1y1+x2y2+x3y3

x2y2
x1y1+x2y2+x3y3

, ln

x3y3
x1y1+x2y2+x3y3

x2y2
x1y1+x2y2+x3y3

)
=
(

ln
x1y1
x2y2

, ln
x3y3
x2y2

)
=
(

ln
x1
x2

+ ln
y1
y2
, ln

x3
x2

+ ln
y3
y2

)
=
(

ln
x1
x2
, ln

x3
x2

)
+
(

ln
y1
y2
, ln

y3
y2

)
= alr2(x) + alr2(y)

• Potenciação:

alr2(c� x) = alr2 C(xc1, xc2, xc3)

= alr2
( xc1
xc1 + xc2 + xc3

,
xc2

xc1 + xc2 + xc3
,

xc3
xc1 + xc2 + xc3

)
=
(

ln

xc1
xc1+x

c
2+x

c
3

xc2
xc1+x

c
2+x

c
3

, ln

xc3
xc1+x

c
2+x

c
3

xc2
xc1+x

c
2+x

c
3

)
=
(

ln
xc1
xc2
, ln

xc3
xc2
,
)

=
(

ln
(x1
x2

)c
, ln
(x3
x2

)c)
=
(
c ln

x1
x2
, c ln

x3
x2
,
)

= c ·
(

ln
x1
x2
, ln

x3
x2

)
= c · alr2(x)

Contudo, o produto interno, a norma e a distância de Aitchison não preservam as
suas propriedades com esta transformação, por exemplo, 〈x,y〉A 6= 〈alrk(x), alrk(y)〉A.
Além disso, a interpretação das coordenadas alr conduz a interpretações que podem
ser imprecisas em termos das suas coordenadas originais, uma vez que a interpreta-
ção de uma coordenada não pode ser feita em termos de uma parte, pois, para cada
componente de x(k), a informação que se obtém é apenas em relação à parte xk, mas
desconhece-se a log-razão entre as demais partes [1].

Uma vez que as coordenadas alr são obtidas uma a uma, é possível regressar à
composição original. Para tal, define-se a inversa da transformação alr, alr−1. Fixe-se
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xd como denominador da log-razão. Assim, a inversa da transformação alrd, denotada
por alr−1d , é definida por alr−1 : x(d) ∈ Rd−1 → x ∈ Sd.

alr2(x) =
(

ln
x1
x2︸ ︷︷ ︸
y1

, ln
x3
x2︸ ︷︷ ︸
y3

)

Então:

y1 = ln
x1
x2
⇔ exp y1 =

x1
x2
⇔ x1 = x2 exp y1

y3 = ln
x3
x2
⇔ exp y3 =

x3
x2
⇔ x3 = x2 exp y3

x1 + x2 + x3 = 1⇔ x2(exp y1 + 1 + exp y3) = 1⇔ x2 =
1

exp y1 + 1 + exp y3

Deste modo, generalizando para todas as partes e simplificando a notação, tem-se:

• para j ∈ {1, . . . , d}, j 6= k:

xj =
exp(x

(k)
j )

exp(x
(k)
1 ) + · · ·+ exp(x

(k)
k−1) + 1 + exp(x

(k)
k+1), · · ·+ exp(x

(k)
d )

• para j = k:

xj =
1

exp(x
(k)
1 ) + · · ·+ exp(x

(k)
k−1) + 1 + exp(x

(k)
k+1), · · ·+ exp(x

(k)
d )

Apesar da simplicidade da transformação alr, as suas principais desvantagens são a
sua subjetividade na escolha da variável razão, pois cada escolha dá origem a diferen-
tes composições para a mesma composição original, e o facto desta transformação ori-
ginar um sistema de coordenadas não ortogonal. Por este motivo, esta transformação
não satisfaz o princípio de invariância de permutação e, por isso, a análise de dados
composicionais, através deste tipo de transformação, pode levar a conclusões pouco
adequadas [5].

2.4.2 Transformação clr

Como tentativa de ultrapassar as limitações que a transformação alr apresenta, Ait-
chison propôs a transformação de log-razões centradas, onde cada composição de d
partes dá origem a um vetor de d coordenadas clr.

Definição 2.4.4. Seja x uma composição de d partes no simplex Sd.
Designa-se por transformação de log-razões centradas de x, clr(x), a transformação clr: x ∈
Sd → y ∈ Rd, definida por:

y = clr(x)

=
(

ln
x1

d

√∏d
j=1 xj

, . . . , ln
xd

d

√∏d
j=1 xj

)
(2.24)
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Exemplo 2.4.2. Seja x = (11.4, 52.7, 35.9) uma composição que representa a constituição da
amostra a 60.1 m de profundidade do conjunto de dados ’Arctic Lake’.

Uma vez que 3

√∏3
j=1 xj = 3

√
11.4× 52.4× 35.9 = 24.84, então a transformação de log-razões

centradas de x, clr(x), é dada por:

y = clr(x)

= clr(11.4, 52.7, 35.9)

=
(

ln
11.4

27.84
, ln

52.7

27.84
, ln

35.9

27.84

)
= (ln 0.41, ln 1.89, ln 1.29)

= (−0.89, 0.64, 0.25)

Também é possível estabelecer a transformação inversa, clr−1: y ∈ Rd → x ∈ Sd
definida por:

clr−1(y) = C(exp(y1), . . . , exp(yd))

=
( exp y1

exp y1 + · · ·+ exp yd
, . . . ,

exp yd
exp y1 + · · ·+ exp yd

)
(2.25)

No caso de uma matriz X(n×d) de dados composicionais com as composições de-
finidas por xi = (xi1, . . . , xid) nas linhas da matriz, para i ∈ {1, . . . , n}, a matriz de
coordenadas clr é formada pelas linhas dadas por:

yi = clr(xi)

=
(

ln
xi1

gm(xi)
, . . . , ln

xid
gm(xi)

)
(2.26)

onde gm(xi) designada a média geométrica da composição xi, isto é:

gm(xi) = d

√√√√ d∏
j=1

xij (2.27)

Numa matriz, cada linha, que corresponde a uma composição, é dividida pela mé-
dia geométrica da própria composição. Além disso, quer a composição original, quer
a composição resultante da aplicação da transformação clr, têm o mesmo número de
partes e, por isso, a matriz resultante tem a mesma dimensão que a matriz original.

Assim, em comparação com a transformação alr, a clr não apresenta subjetividade
na escolha da razão, uma vez que é sempre a média geométrica da composição, que
trata cada componente simetricamente [1], uma vez que compara com uma quanti-
dade global. Todavia, seria possível substituir o denominador por qualquer constante
positiva, pois esta não unicidade é consistente com o conceito de composições como
classes de equivalência [28]. Além disso, apresenta também vantagens em relação à
transformação alr no que diz respeito à interpretabilidade, uma vez que se interpreta a
log-razão de cada parte em relação a um todo.
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Contudo, a transformação também apresenta algumas desvantagens. A principal é
que a soma das partes da composição clr transformada é zero, isto é:

d∑
j=1

yj =
d∑
j=1

ln
xj

gm(x)

=
d∑
j=1

ln
xj

d

√∏d
j=1 xj

=

d∑
j=1

lnxj −
d∑
j=1

ln d

√√√√ d∏
j=1

xj

=
d∑
j=1

lnxj −
d∑
j=1

1

d
ln
( d∏
j=1

xj

)

=
d∑
j=1

lnxj −
1

d
× d× ln

( d∏
j=1

xj

)

=
d∑
j=1

lnxj − ln(x1 × · · · × xd)

=
d∑
j=1

lnxj − (lnx1 + · · ·+ lnxd) = 0 (2.28)

Esta particularidade da transformação clr é que os dados nesta representação são co-
lineares e, por isso, a composição transformada estará contida no hiperplano {(y1, . . . , yd) ∈
Rd : y1 + · · ·+ yd = 0}, o qual passa pela origem de Rd e é ortogonal ao vetor (1, . . . , 1).

(a) d = 2 (b) d = 3

Figura 2.3: Espaço das transformações clr numa composição com (a) 2 e com (b) 3 ele-
mentos.

Deste modo, se se pensar numa matriz de composições, ao expressar cada observa-
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ção como dados clr-transformados, a matriz resultante não tem caraterística completa e
a respetiva matriz de covariância será singular [1]. Esta propriedade da transformação
clr é uma desvantagem no que a deteção de observações atípicas diz respeito, uma vez
que impossibilita a obtenção da inversa da matriz de covariâncias e, consequentemente,
o cálculo da distância de Mahalanobis, habitualmente usada.

Outra desvantagem da transformação clr é que o facto de se usar a média geomé-
trica da composição como denominador da log-razão não garante que a média geomé-
trica da composição coincida com a média geométrica das eventuais subcomposições
e, por isso, não há garantias que satisfaça o princípio da coerência subcomposicional.

Exemplo 2.4.3. Seja x = (11.4, 52.7, 35.9) uma composição. Tome-se a subcomposição consti-
tuída pela retirada da primeira parte da composição x, xs = (52.7, 35.9).

• média geométrica de x: gm(x) = (11.4× 52.7× 35.9)
1
3 = 27.84

• média geométrica de xs: gm(xs) = (52.7× 35.9)
1
2 = 43.50

Tal como acontece na transformação alr, a transformação clr também permite redu-
zir as operações de perturbação e potenciação à soma e ao produto usuais em Rd. Deste
modo, se x1, x2 ∈ Sd, c ∈ R, tem-se:

clr(x1 ⊕ x2) = clr(x1) + clr(x1) (2.29)
clr(c� x1) = c · clr(x1) (2.30)

Com as coordenadas clr, é possível estabelecer uma estrutura de espaço métrico no
simplex. Define-se:

〈x1, x2〉A = 〈clr(x1), clr(x2)〉 (2.31)
‖x1‖A = ‖clr(x1)‖ (2.32)

d(x1, x2)A = d(clr(x1), clr(x2)) (2.33)
(2.34)

Uma vez que a definição de produto interno de Aitchison e distância de Aitchison
se verificam para a transformação, os coeficientes representam uma isometria: todos os
conceitos métricos do simplex mantém-se após aplicar a transformação clr.

2.4.3 Transformação ilr e Coordenadas Pivô

A terceira transformação é a ilr, proposta em [27]. A classe das coordenadas das log-
razões isométricas forma uma base ortogonal no simplex, que é um dos pontos fulcrais
na Geometria de Aitchison.

Definição 2.4.5 (Base Ortonormal no Simplex). Seja Sd um simplex de d partes. O conjunto
de vetores {e1, . . . , ed−1}, ej ∈ Sd e j ∈ {1, . . . , d− 1}, é uma base ortonormal de Sd se:
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i. 〈ej , ek〉A = 0, para j 6= k;

ii. ‖ej‖A = 1, j ∈ {1, . . . , d− 1}.

Assim, o vetor resultante da transformação ilr estará em Rd−1 e uma implicação
prática é que, deste modo, evita a singularidade da matriz de covariâncias que ocorre
com as coordenadas clr, mas existe uma infinidade de possibilidades para definir um
sistema de bases ortonormal.

Exemplo 2.4.4. Sejam b e b′ dois conjuntos de vetores pertencentes ao simplex S3. Seja b =
{e1, e2} uma base ortonormal de S3 com:

• e1 = C
(
e

2
√
6

6 , e−
√

6
6 , e−

√
6

6

)
=
(

e
2
√

6
6

a1
, e
−
√
6
6

a1
, e
−
√

6
6

a1

)
• e2 = C

(
e0, e

√
2

2 , e−
√
2
2

)
=
(

e0

a2
, e
√
2

2

a2
, e
−
√
2
2

a2

)
onde a1 = e

2
√
6

6 + e
−
√

6
6 + e

−
√
6

6 e a2 = 1 + e
√
2
2 + e

−
√
2

2 .

A média geométrica de e1 e e2 são dadas, respetivamente, por:

• gm(e1) =
3

√
e
2
√
6

6

a1
× e−

√
6

6

a1
× e−

√
6

6

a1
= 1

a1

3

√
e

2
√
6

6 × e−
√
6
6 × e−

√
6
6 = 1

a1

√
e0 = 1

a1

• gm(e2) =
3

√
e0

a2
× e

√
2

2

a2
× e−

√
2

2

a2
= 1

a2

3

√
e0 × e

√
2

2 × e−
√
2

2 = 1
a2

√
e0 = 1

a2

Seja b′ = {e′1, e′2} uma outra base ortonormal de S3 com:

• e′1 = C
(
e−
√
2
2 , e0, e

√
2
2

)
=

(
e−
√
2
2

a′1
, e

0

a′1
, e
√
2
2

a′1

)

• e′2 = C
(
e

3
6 , e

−
√
18

6 , e−
3
6

)
=

(
e
3
6

a′2
, e
−
√

18
6

a′2
, e

3
6

a′2

)
A média geométrica de e′1 e e′2 são dadas, respetivamente, por:

• gm(e′1) =
3

√
e−
√
2

2

a′1
× e0

a′1
× e

√
2

2

a′1
= 1

a′1

3

√
e
−
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2

2 × e0 × e
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2
2 = 1
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√
e0 = 1
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• gm(e′2) =
3

√
e
3
6

a′2
× e

−
√
18

6
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3
6

a′2
= 1
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√
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2
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√
18

6 + e
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Em primeiro lugar, para a base b, pode-se notar que:

clr(e1) =

(
ln

e
2
√
6

6

a1

gm(e1)
, ln

e−
√
6
6

a1

gm(e1)
, ln

e−
√

6
6

a1

gm(e1)

)

=
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e
2
√
6

6
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1
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, ln
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6
6
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√
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6
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=
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2
√
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6 , ln e−
√
6

6 , ln e−
√
6

6

)
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√
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6 ,−
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√
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clr(e2) =

(
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a2

gm(e2)
, ln

e

√
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gm(e2)
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2
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De modo análogo, para a base b′, pode-se notar que:

clr(e′1) =
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Assim, para a base b, tem-se:

〈e1, e2〉A = 〈clr(e1), clr(e2)〉

= 〈
(2
√

6

6
,−
√

6

6
,−
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6

6

)
,
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√
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Para a base b′, tem-se:
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Pode-se agora definir as coordenadas ilr-transformadas.

Definição 2.4.6. Sejam x uma composição em Sd e o conjunto de vetores {e1, . . . , ed−1} ∈ Sd
uma base ortonormal desse espaço. Designa-se por transformação de log-razões isométricas de x
em relação à base {e1, . . . , ed−1} e denota-se ilr(x) , a transformação ilr: x ∈ Sd → z ∈ R−d
definida por:

z = ilr(x) (2.35)
= (z1, . . . , zd−1) (2.36)

com zj = 〈x, ej〉A ou, de modo equivalente, zj = 〈clr(x), clr(ej)〉, j ∈ {1, . . . , d− 1}.
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Qualquer transformação do tipo ilr baseia-se na escolha de uma base ortonormal
do hiperplano H: {y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd : y1 + · · · + yd = 0} (exemplificado na figura
2.3). Desse modo, qualquer transformação do tipo ilr baseia-se na escolha de uma base
ortogonal do hiperplano H, que é formado pela transformação clr. Nesta base, a com-
posição x ∈ Sd passa a ser descrita por vetores não colineares transformados por ilr [5],
ultrapassando, assim, um dos principais inconvenientes da transformação clr.

Uma matriz de dados composicionais X(n×d) também pode ser representada pela
sua transformação ilr. Deste modo, tem-se a chamada matriz das coordenadas pivô
Z(n×(d−1)), com i = {1, . . . , n}, a qual é formada pelos elementos da forma:

zij =

√
d− j

d− j + 1
ln

xij

d−j
√∏d

k=j+1 xik

, j = {1, . . . , d− 1} (2.37)

As coordenadas ilr obtidas da forma expressa em (2.37), que resulta de uma escolha
particular para uma base, são geralmente designadas de coordenadas pivô, o que se
torna intuitivo uma vez que uma das partes é definida como sendo o pivô e aparece
somente na primeira coordenada. Assim, a escolha da parte que irá ter o papel de pivô
é de extrema importância, uma vez que define o sistema de coordenadas como um todo
[1]. Se se tomar, por exemplo, x1 como pivô, as coordenadas ilr serão da forma:

z1 =

√
d− 1

d
ln

x1

d−1

√∏d
k=2 xk

z2 =

√
d− 2

d− 1
ln

x2
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√∏d
k=3 xk

. . .

zd−2 =

√
2

3
ln

xd−2√
xd−1xd

zd−1 =

√
1

2
ln
xd−1
xd

Exemplo 2.4.5. Utilizando a mesma composição que no exemplo 2.4.2, x = (11.4, 52.7, 35.9),
a sua transformação ilr com pivô x1 é dada por:

z = ilr(x)

= ilr(11.4, 52.7, 35.9)

=
(√3− 1

3
ln

x1
3−1
√
x2 × x3

,

√
3− 2

3− 1
ln

x2
3−2
√
x3

)
=
(√2

3
ln

11.4√
52.7× 35.9

,

√
1

2
ln

52.7

35.9

)
= (−1.09, 0.27)

Como já foi referido, as coordenadas pivô têm a particularidade de a parte x1, sele-
cionada para pivô, apenas aparecer na primeira coordenada, z1 [1]. Todavia, o mesmo
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não acontece para as restantes partes: x2 aparece nas coordenadas z1 e z2, x3 aparece
nas coordenadas z1, z2 e z3 e por assim adiante. Isolando a primeira parte de uma co-
ordenada, i.e., z1, é de interesse, uma vez que ela sumariza toda a informação relativa,
em termos de logaritmos, acerca de x1. Note-se que:
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Assim, z1 pode ser interpretada como a dominância relativa de x1 em relação às
outras partes, "em média". Se:

• z1 > 0→ x1 é dominante em relação à média geométrica das outras partes;

• z1 < 0→ x1 não é dominante em relação à média geométrica das outras partes;

• z1 = 0→ x1 está balanceada em relação à média geométrica das outras partes.

Esta interpretação, contudo, apenas pode ser feita para a primeira coordenada e é
sobretudo nela que o interesse se deve focar, pela quantidade de informação que traduz.

É possível obter a primeira coordenada dos coeficientes clr-transformados, y1 =
ln x1

d
√∏

xj
, a menos de um fator de escala a partir da primeira coordenada da trans-

formação ilr z1 dada pela equação (2.37), com j = 1, ou seja, (**). Observando (**),
conclui-se que:

z1 =

√
d− 1

d
y1 (2.38)

pelo que

y1 =

√
d

d− 1
z1 (2.39)
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Exemplo 2.4.6. Do exemplo 2.4.2, para a composição x = (11.4, 52.7, 35.9) tem-se que y1 =
−0.89 e do exemplo 2.4.5, para a mesma composição, tem-se que z1 = −1.09. Assim, verifica-se
que:

z1 = −1.09 =

√
3

2
×−0.89 =

√
3

2
y1

A relação 2.39 pode fazer crer que se trata apenas de um fator entre as duas trans-
formações. Tal só se verifica entre a primeira componente de uma transformação com a
primeira componente da outra transformação. Enquanto que a parte x1 da composição
está, exclusivamente, na primeira coordenada de z, x1 aparece em todas as coordena-
das de y, na média geométrica, que é o denominador da log-razão.

Tal como acontece nas outras transformações de dados composicionais, é possível
estabelecer a inversa da transformação ilr e, desse modo, regressar às partes originais
da composição. A inversa da transformação ilr, denotada por ilr−1: z ∈ Rd−1 → x ∈ Sd
é dada por:

• para j = 1:
x1 = exp

(√
d−1√
d
z1

)
• para j = {2, . . . , d− 1}:
xj = exp

(
−
∑j−1

k=1
1√

(d−k+1)(d−k)
zk +

√
d−j√
d−j+1

zj

)
• para j = d:
xd = exp

(
−
∑d−1

k=1
1√

(d−k+1)(d−k)
zd

)
De realçar que, em Sd, podem ser definidas inúmeras bases ortonormais. Devido à

diversidade de bases possíveis, cada uma delas dará origem a diferentes coordenadas
ilr-transformadas [1].

A base ortonormal de vetores correspondente às coordenadas pivô definidas como
na equação 2.37 é dada por:

vj =

√
d− j

d− j + 1

(
0, 0, . . . , 0, 1,− 1

d− j
, . . . ,− 1

d− j

)
(2.40)

para j ∈ {1, . . . , d− 1}, onde as primeiras j − 1 entradas são zero. Esses vetores, vistos
como colunas numa matriz V = [v1 . . . vd−1] de dimensão d × (d − 1), são formados
pelos coeficientes clr da base composicional original (definição 2.4.5). Daí pode-se tirar
imediatamente uma relação entre os coeficientes clr e as coordenadas pivô [5]:

y = Vz e z = VTy (2.41)

Esta relação linear é verdadeira para quaisquer coordenadas ilr, e não apenas para
as coordenadas pivô [5].
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Tal como ocorre com os coeficientes clr, também as coordenadas ilr representam
uma isometria. Deste modo, se x1, x2 ∈ Sd, c ∈ R, tem-se:

ilr(x1 ⊕ x2) = ilr(x1) + ilr(x1) (2.42)
ilr(c� x1) = c · ilr(x1) (2.43)

Todos os conceitos métricos também se mantém se se tomar as coordenadas ilr de-
finindo:

〈x1, x2〉A = 〈ilr(x1), ilr(x2)〉 (2.44)
‖x1‖A = ‖ilr(x1)‖ (2.45)

d(x1, x2)A = d(ilr(x1), ilr(x2)) (2.46)
(2.47)

Até ao momento, o pivô considerado foi sempre a primeira parte da composição x,
x1. Contudo, de um ponto de vista prático, nem sempre é a primeira parte da compo-
sição que tem interesse de ser comparada com as demais - uma outra parte pode ser a
que suscita o interesse na análise. Nesse caso, basta realizar uma permutação e colocar,
na primeira posição, a parte da composição que, efetivamente, tem a primazia do inte-
resse no estudo. Assim, se a parte xl é que, efetivamente, faz mais sentido estabelecer
uma comparação com as demais partes, a composição pode ser reescrita como:

x(l) = (xl, x1, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xd) (2.48)

De realçar que as demais partes da composição não têm a sua ordem alterada. Par-
tindo da permutação da composição estabelecida na equação (2.48), é possível estabe-
lecer as coordenadas pivô:

z
(l)
j =

√
d− j

d− j + 1
ln

x
(l)
j

d−j
√∏d

k=j+1 x
(l)
k

, j = {1, . . . , d− 1} (2.49)



Capítulo 3

Métodos de Deteção de Outliers
Multivariados

3.1 Abordagem Comediana

A Abordagem Comediana (do inglês Comedian Approach) é um método de deteção
de observações atípicas multivariadas que usa a comediana (do inglês comedian) como
medida alternativa de dependência entre duas variáveis aleatórias.

Definição 3.1.1 (Comediana). Sejam X1 e X2 duas variáveis aleatórias. A comediana de X1

e X2 é definida como:

COM(X1, X2) = med[(X1 −med(X1))(X2 −med(X2))] (3.1)

onde med denota a mediana. Para obter a comediana amostral seja xj = (x1j , . . . , xnj), j ∈
1, 2, o vetor de n observações amostrais da população Xi. Define-se comediana amostral como:

COM(x1, x2) = medi[(xi1 −med(x1))∗(xi2 −med(x2))] (3.2)

onde ∗ denota o produto elemento a elemento.

Exemplo 3.1.1. Tome-se, novamente, o conjunto de dados ’Arctic Lake’ como referência para o
exemplo.
Sejam x1 e x2 os vetores amostrais das variáveis Lodo e Argila, respetivamente. O valor da
comediana amostral para as variáveis em questão é:

COM(x1, x2) = med[(xi1 −med(x1))∗(xi2 −med(x2))]

= med
(

[19.5− 48 . . . 47.8− 48][3− 34.9 . . . 52.2− 34.9]
)

= med
(

[−28.5 . . . − 0.2][−31.9 . . . 15.3]
)

= med (909.15, . . . ,−3.06)

= 9.18

45
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Este conceito generaliza a definição de Desvio Absoluto Mediano (em inglês Median
Absolute Deviation e abreviado como MAD), para duas variáveis.

Definição 3.1.2 (Desvio Absoluto Mediano). Seja X uma variável aleatória. O Desvio Ab-
soluto Mediano, conhecido simplesmente como MAD de X , é dado por:

MAD(X) = med(|X −med(X)|) (3.3)

onde med denota a mediana. Relativamente ao conceito amostral, dada uma amostra x =
(x1, . . . , xn) de uma população X , define-se MAD amostral como:

MAD(x) = med(|x1 −med(x)|, . . . , |xn −med(x)|) (3.4)

Exemplo 3.1.2. Sejam x1 e x2 os vetores com os valores amostrais das variáveis Lodo e Argila do
conjunto de dados ’Arctic Lake’, respetivamente. O valor amostral do Desvio Absoluto Mediano
para cada uma das variáveis é:

MAD(x1) = med|(x1 −med(x1)|
= med|19.5− 48|, |24.9− 48|, . . . , |48− 48|, |47.8− 48)|)
= med(28.5, 23.1, . . . , 0, 0.2)

= 48

MAD(x2) = med|(x2 −med(x2))|
= med(|3− 34.9|, |3.2− 34.9|, . . . , |49.5− 34.9|, |50.2− 34.9|)
= med(31.9, 31.7, . . . , 14.6, 15.3)

= 11.9

A MAD é uma medida robusta de variabilidade de uma amostra univariada que
traduz a mediana dos resíduos dos dados, sendo os resíduos medidos pela diferença
de cada observação à mediana das observações. O MAD, como é uma medida robusta,
é mais resistente a outliers (observações atípicas) que o desvio padrão. Além disso,
esta medida tem a propriedade desejável do seu ponto de rutura (breakdown point) ser
de 50%, que tem o valor máximo possível, uma vez que seria necessário que sensivel-
mente metade dos dados fossem inflacionados, isto é, que tendessem para o infinito
para que a mediana fosse afetada [29] e, desse modo, alterar o valor do MAD.

É possível generalizar o MAD ao estabelecer uma relação entre este e a comediana.

Teorema 3.1.1. A comediana é igual ao quadrado de MAD quando se considera X = Y .

Demonstração.

COM(X,X) = med
(

(X −med(X))(X −med(X))
)

= med((X −med(X))2)

= med(|X −med(X)||X −med(X)|)
= med(|X −med(X)|)med(|X −med(X)|)
= MAD(X) MAD(X)

= MAD2(X)
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Neste sentido, é possível estabelecer um paralelismo entre MAD e comediana com o
desvio padrão, σ, e a covariância a qual satisfaz a condição σ2 = COV(X,Y), para X=Y.
A covariância requer a existência dos dois primeiros momentos das variáveis aleató-
rias X e Y , isto é, da média (primeiro momento) e da variância (segundo momento
centrado), enquanto que a COM(X,Y ) existe sempre [6]. Como a comediana é, efeti-
vamente, uma mediana, herda o ponto de rutura dela, tendo, deste modo, também o
maior ponto de rutura possível.

A comediana obedece às seguintes propriedades:

• simetria→ COM(X,Y ) = COM(Y,X);

• invariante quanto à localização→ COM(X,Y + b) = COM(X,Y ), ∀b ∈ R;

• invariante quanto à escala→ COM(X, aY ) = aCOM(Y,X),∀a ∈ R.

Hall e Welsh, no seu artigo Limit Theorems for the Median Deviation [30], fazem a de-
monstração, sob certas condições (nomeadamente, a função de distribuição ser suave e
sem ser estabelecida a hipótese de simetria) de duas caraterísticas importantes do es-
timador do MAD: a sua consistência e a sua normalidade assintótica. Concretamente,
dada uma amostra aleatória, X1, . . . , Xn, de uma população X , o MAD amostral, de-
notado por M̂AD(.), é um estimador consistente do parâmetro populacional, MAD(.).
O estimador é consistente pois aproxima-se do parâmetro à medida que o tamanho
amostral aumenta, isto é, o estimador, converge em probabilidade para o parâmetro.
Formalmente, tem-se:

lim
n→+∞

Pr(|M̂AD−MAD| > ε) = 0,∀ε > 0 (3.5)

Relativamente à normalidade assintótica significa que, com o aumento do tamanho
da amostra, o estimador, convenientemente normalizado, tende, em distribuição, para
uma lei gaussiana, nomeadamente [29]:

√
n(M̂AD(X)−MAD(X))

d∼ N
(

0,
1

4A2

(
1 +

B

f(F−1(12))2

))
(3.6)

onde f e F referem-se, respetivamente, à função densidade de probabilidade e à função
distribuição de probabilidade, com:

• A = f(F−1(12) + MAD(X)) + f(F−1(12)−MAD(X)) > 0,

• C = f(F−1(12)−MAD(X))− f(F−1(12) + MAD(X)),

• B = C2 + 4Cf(F−1(12))
(

1− F (F−1(12) + MAD(X))− F (F−1(12)−MAD(X))
)

Para a convergência acontecer, é necessário que M̂AD −MAD decresça mais rapi-
damente do que cresce

√
n, ou seja, tem de ir para 0 mais depressa do que cresce

√
n

[14].
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De modo semelhante, resultados análogos foram definidos para a comediana.

Com base na definição de comediana, surge, como medida alternativa de coeficiente
de correlação, baseando-se no uso da mediana e não do valor esperado, a correlação
mediana (em inglês, median correlation):

Definição 3.1.3 (Correlação Mediana). Sejam X e Y duas variáveis aleatórias. A correlação
mediana entre X e Y é definida como:

δ(X,Y ) =
COM(X,Y )

MAD(X)MAD(Y )
(3.7)

a qual toma valores no intervalo δ ∈ [−1, 1]. Similarmente às definições anteriores, a correlação
mediana amostral é dada por:

δ(x,y) =
COM(x,y)

MAD(x)MAD(y)
(3.8)

para quaisquer vetores amostrais x e y ∈ Rd.

Exemplo 3.1.3. Tome-se os valores obtidos nos exemplos ?? e 3.1.2. Dado que COM(x1, x2) =
9.18, MAD(x1) = 48 e MAD(x2) = 11.9, obtém-se:

δ(x1, x2) =
COM(x1, x2)

MAD(x1)MAD(x2)

=
9.18

48× 11.9

≈ 0.016

A correlação mediana toma valor 1 ou −1 quando as variáveis são completamente
dependentes e, opostamente, toma valor 0 quando elas são independentes.

Generalizando o conceito de comediana para dados multivariados, é possível obter
a matriz das comedianas.

Definição 3.1.4 (Matriz de Comedianas). Seja X(n×d) a matriz de dados relativa às variáveis
Xj , com j ∈ {1, . . . , d}. Então, a matriz de comedianas, de dimensão d× d, é definida como:

COM(X) = [COM(Xj1 , Xj2)]j1,j2∈{1,...,d} (3.9)

Do mesmo modo, é possível definir a matriz de correlações comedianas δ.

Definição 3.1.5 (Matriz de Correlações Comedianas). Seja X(n×d) a matriz de dados rela-
tiva às variáveis Xj , com j ∈ {1, . . . , d}. Então, a matriz de correlação comediana, de dimensão
d× d, é definida como:

δ = D COM(X) D (3.10)

onde D é uma matriz diagonal diag
( 1

MAD(X1)
, . . . ,

1

MAD(Xd)

)
.
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Apesar destas estimativas terem um elevado ponto de rutura, surge um problema
no que à matriz de comedianas diz respeito, uma vez que, embora seja uma alternativa
robusta à matriz de covariância, não é, em geral, (semi)definida positiva. Para ultra-
passar esse obstáculo, Sajesh e Srinivasan em [31], sugerem um procedimento de três
etapas para ultrapassar essa inconveniência e, desse modo, obter estimativas robustas
para a localização e dispersão.

i. Calcular os valores próprios, λj , e os vetores próprios, ej , com j ∈ {1, . . . , d}, de
δ(X) e designar por E a matriz cuja colunas são os vetores próprios e por Λ =
diag(λ1, . . . , λd), com λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λd, tal que δ(X) = EΛET ;

ii. Seja D a matriz diagonal diag
( 1

MAD(X1)
, . . . ,

1

MAD(Xd)

)
. Calcula-se então:

Q = D−1E

zi = Q−1xi

com i ∈ {1, . . . , n};

iii. As estimativas robustas para a localização, m(X), e para a dispersão, S(X), são
dadas por:

m(X) = Ql (3.11)

S(X) = QΓQT (3.12)

onde:

* Γ é uma matriz diagonal cujas entradas são dadas por (MAD(Zj))
2;

* l = (med(Z1), . . . ,med(Zd));

* Zj é a j−ésima coluna Q.

É possível fazer uma melhoria nestas estimativas, utilizando um processo iterativo,
substituindo S por δ e repetir as etapas enumeradas anteriormente.

Conhecidos os estimadores robustos para a localização e dispersão, o interesse é
verificar se, de facto, uma observação é ou não atípica (outlier). Um dos procedimentos
mais usados é recorrer à distância de Mahalanobis que, sob a normalidade dos dados
d− dimensionais, segue uma distribuição de qui-quadrado com d graus de liberdade.
Em contexto robusto, recorre-se à distância de Mahalanobis robusta, definida como:

RD(xi,m) = rdi = (xi −m)TS−1(xi −m), i = {1, . . . , n} (3.13)

com m e S definidos como nas equações 3.11 e 3.12, respetivamente.

Tendo sido calculada a distância robusta das observações, é necessário estabelecer
como utilizá-la para definir uma observação como discrepante. Para tal, é necessário
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definir um valor de corte (do inglês cut off value) de modo a determinar potenciais ou-
tliers. O valor de corte é dado por:

cv = 1.4826×
χ2
d;1−α ×med(rd1, . . . , rdn)

χ2
d;0.5

(3.14)

onde α refere-se à probabilidade de erro do tipo I que se está disposto a cometer, χ2
d;1−α

e χ2
d;0.50 referem-se, respetivamente, aos quantis 1−α e 0.5 da distribuição qui-quadrado

com d graus de liberdade e 1.4826 é um fator de correção, que corresponde ao inverso
do valor do quantil 0.75 da distribuição Normal standarizada, de modo a que a MAD
não seja enviesada [32].

Assim, uma observação é declarada como outlier se RD(xi,m) > cv.

Ao usar o valor de corte definido em 3.14 para a distância robusta de Mahalanobis
(equação 3.13) pode ser definida uma função de peso e as estimativas robustas para a
localização e dispersão obtidas. Estas estimativas são definidas positivas e aproxima-
damente invariantes afins. Além disso, essas estimativas para a localização e dispersão,
obtidas pela comediana, têm um ponto de rutura elevado, que ajuda na deteção de um
grupo vasto de observações atípicas (outliers). Por estudos prévios realizados, pode-
se afirmar que a eficiência deste método usando a distância de Mahalanobis robusta
aumenta com o aumento da dimensão do conjunto de dados [19].

3.2 Estimador de Stahel-Donoho Ajustado

3.2.1 Estimador de Stahel-Donoho

O estimador de Stahel-Donoho proposto, de forma independente, por Stahel ([33])
e Donoho ([34]), é usado no cálculo de distâncias robustas e, desse modo, verificar se
uma dada amostra tem ou não outliers.

Esses estimadores, para a localização e dispersão, são calculados atribuindo um
peso decrescente às observações que estão distantes em relação a alguma projeção dos
dados no espaço univariado.

Definição 3.2.1 (Atipicidade de Stahel-Donoho). A atipicidade segundo Stahel-Donoho de
uma observação xi (do inglês Stahel-Donoho Outlyingness), pertencente a uma matriz de dados
X(n×d), é dada pelo valor numérico:

SDOi = sup
a∈Sd

|aT xi − t(aTX)|
V (aTX)

, i ∈ {1, . . . , n} (3.15)

onde t e V são, respetivamente, os estimadores para a localização e dispersão e Sd = {a ∈ Rd :
‖a‖ = 1}, o conjunto das direções univariadas.
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Se, como alternativa às medidas de localização e dispersão usuais (vetor de médias
e matriz de covariância), se optar por utilizar medidas robusta, como a mediana e o
MAD, ter-se-á [35]:

SDOi = sup
a∈Sd

|aT xi −med(aTX)|
MAD(aTX)

(3.16)

Após determinar a atipicidade, é possível calcular os estimadores ponderados para
a localização, t(X), e dispersão, V (X) [19], [36]:

t(X) =

∑n
i=1w(ri)xi∑n
i=1w(ri)

(3.17)

V (X) =

∑n
i=1w(ri)(xi − t(X))(xi − t(X))T∑n

i=1w(ri)
(3.18)

onde w : R+
0 → R+ é uma função de pesos, positiva e decrescente. Há várias funções

que podem ser utilizadas com este intuito: funções de peso de Huber, funções de perda
logarítmica (do inglês log loss functions), funções quadráticas de perda, funções logísti-
cas de perda, funções de perda exponencial, entre outras [37].

Quanto maior a atipicidade de uma observação, menor deverá ser o peso a atribuir
a essa observação, isto é, uma observação tida como outlier terá um peso inferior que
uma observação que esteja no conjunto predominante (não atípicas).

Se os dados são provenientes de uma distribuição Normal d−dimensional, prova-se
que os SDOi seguem assintoticamente uma distribuição χ2

d [35]. Deste modo, pode-se
classificar-se como outlier a observação xi se o seu respetivo SDOi ultrapassa o valor
χ2
d;1−α, com α sendo a probabilidade de cometer um erro de tipo I previamente fixada.

Todavia, a identificação de outliers pela medida SDO é afetada dos dois mesmos pro-
blemas que os métodos baseados na distância de Mahalanobis:

• Geralmente assume-se que as observações xi provêm de uma distribuição Nor-
mal d−dimensional. Quando não se tem conhecimento sobre a forma das obser-
vações, a distribuição que os SDOi seguem é, em geral, desconhecida (apesar de
ter que ser limitada à esquerda por zero e enviesada à direita) pelo que o uso do
quantil de ordem 1−α da distribuição χ2

d para a identificação de outliers pode não
ser válida;

• A medida SDO apenas é adequada para dados elípticos simétricos, pois depende
do MAD que, como medida de dispersão, assume que os dados estão dos dois
lados da mediana.

Apesar destes problemas, esta abordagem, se as condições se verificarem (por exem-
plo, a população ser proveniente de uma distribuição Normal p−dimensional), é bas-
tante robusta uma vez que o estimador tem um ponto de rutura que tende assintotica-
mente para 50% [35].

A maior dificuldade na utilização desde método recai sobre o cálculo dos valores de
atipicidade (SDO). Este cálculo depende das projeções, a, que são uma infinidade. Se
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pensarmos que os dados têm dimensão d = 2, os vetores de projeções são aqueles que
têm origem no centro do referencial e extremidade um dos pontos da circunferência
unitária, logo há uma imensidade de possíveis vetores que se podem selecionar (figura
3.1).

Figura 3.1: Representação, em R2, de cinco direções a selecionadas (a azul) do conjunto
S2.

Na prática, não se consegue trabalhar com uma infinidade de projeções. Por norma,
estipula-se como número de projeções a utilizarm = 250d, numa tentativa de equilíbrio
entre eficácia do método e tempo computacional [32].

Inicialmente, não havia nenhum método satisfatório para calcular as medidas SDO
e, desse modo, este método não possuía aplicação prática para detetar observações atí-
picas. Contudo, mais tarde, Gasko e Donoho propuserem um método que usa este tipo
de estimador para identificar pontos de influência em regressão múltipla [19].

3.2.2 Atipicidade Ajustada

De modo a ultrapassar um dos maiores obstáculos deste método, que é partir do
pressuposto que os dados são provenientes de uma distribuição elíptica e simétrica, por
vezes usam-se transformações de simetria numa ou, eventualmente, em todas as variá-
veis. Algumas das transformações mais comuns são a logarítmica ou a Box-Cox. Esta
abordagem é usada sobretudo quando a transformação destas variáveis tem significado
físico. Todavia, estas transformações necessitam de um maior pré-processamento, não
são invariantes afins e, nem sempre, se consegue interpretar o seu significado. Além
disso, a transformação Box-Cox é baseada no Método de Máxima Verosimilhança e,
consequentemente, não é robusta a observações atípicas [32].

Para levar em consideração um possível enviesamento dos dados, que pode ser
observado por gráficos de dispersão univariados, para se ter uma ideia de como os da-
dos se comportam, Hubert e Van der Veeken, no seu artigo Outlier Detection for Skewed
Data [32], propõem um ajuste ao estimador SDO, de modo a permitir a assimetria nos
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dados. Esta nova medida é designada por Atipicidade Ajustada (em inglês Adjusted
Outlyingness, abreviada como AO). Este método baseia-se no box plot ajustado para da-
dos enviesados e, essencialmente, define, para cada variável, escalas diferentes para as
observações que estão à esquerda e à direita da mediana.

O box plot clássico, proposto por Tukey, tem por base a distribuição Normal e declara
como outliers moderados as observações que distam entre 1.5 e 3 vezes da distância in-
terquartil, AIQ, (isto é, a diferença entre os quantis de ordem 0.25 e 0.75) - observações
fora do intervalo [Q0.25 − 1.5×AIQ;Q0.75 + 1.5×AIQ] - e como outliers severos as ob-
servações que distam 3 ou mais vezes da distância interquartil - observações fora do
intervalo [Q0.25 − 3 × AIQ;Q0.75 + 3 × AIQ]. De facto, o box plot é uma ferramenta de
visualização bastante útil, mas que pode não dar uma ideia concreta de quais serão as
potenciais observações atípicas no caso de distribuições com caudas pesadas ou envie-
sadas.

(a) Distribuição Normal (b) Distribuição Qui-Quadrado

Figura 3.2: Gráficos das funções de densidade provenientes de uma amostra aleatória
(n = 500) e respetivos box plots de (a) uma distribuição Normal N (0, 1) e de (b) uma
distribuição qui-quadrado χ2

3.

Como visto na figura 3.2, o box plot não é uma boa opção para dados provenientes
de distribuições assimétricas, como o caso da distribuição Qui-quadrado. Desse modo
e, após diversas tentativas que se revelaram pouco adequadas (por exemplo, o SIQR
box plot, por Kimber, em 1990, e Aucremanne, em 2004 [39]) surgiu o box plot ajustado.
O box plot ajustado difere do box plot clássico por definir as barreiras de modo diferente
utilizando, para tal, medcouple.

Para medir o enviesamento de uma amostra univariada x = (x1, . . . , xn), proveni-
ente de uma distribuição contínua e unimodal, é utilizada a estatística robusta medcou-
ple (MC) [39]. A medcouple é uma medida de enviesamento definida como a mediana de
diferenças (normalizadas) de desvios das observações à esquerda e à direita da mediana
(de notar que, para o cálculo da mediana, as observações precisam de estar ordenadas).
De modo formal, pode-se definir medcouple como:

MC = med
xi≤Q0.50≤xj

h(xi, xj) (3.19)

onde Q0.50 corresponde à mediana amostral e, para xi 6= xj , a função kernel h é dada
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por:

h(xi, xj) =
(xj −Q0.50)− (Q0.50 − xi)

xj − xi
, xi, xj ∈ x (3.20)

A medcouple é uma estatística não paramétrica (i.e., estatística sobre a qual não
se tem conhecimento sobre a distribuição da população) que pertence à classe das
estatísticas-L: estatísticas que são uma combinação linear das estatísticas de ordem, isto
é, que são extraídas dos dados ordenados. Por exemplo, a estatística de primeira ordem
corresponde ao mínimo e a estatística de n−ésima ordem corresponde ao máximo.

Esta estatística, sendo não paramétrica, tem a vantagem de ser calculada para qual-
quer distribuição. Além disso, tem um ponto de rutura de 25%, isto é, cerca de um
quarto da amostra pode ser contaminada sem que o estimador entre em rutura [38].

A medcouple toma valores compreendidos entre −1 e 1. A distribuição é tanto mais
simétrica quanto mais próximo o valor MC estiver de 0; pelo contrário, quanto mais
assimétrica, mais perto em valor absoluto a MC está de 1. Deste modo:

−1 ≤MC < 0 → distribuição enviesada à esquerda
MC = 0 → distribuição simétrica
0 < MC ≤ 1 → distribuição enviesada à direita

(3.21)

Contudo, o cálculo desta estatística não é trivial. Os algoritmos mais comuns para
cálculo da medcouple são de dois tipos:

• algoritmo naïve;

• algoritmos rápidos, como por exemplo o comparar um valor com a matriz kernel
da função h definida em 3.20.

O box plot standard tem a sua cerca (fence) definida pelo intervalo:

[Q0.25 − 1.5 AIQ;Q0.75 + 1.5 AIQ] (3.22)

Utilizando a função h definida em 3.20, os novos limites da cerca podem ser defini-
dos como:

[Q0.25 − hi(MC) AIQ;Q0.75 + hs(MC) AIQ] (3.23)

onde hi e hs referem-se aos valores da função para o limite inferior e limite supe-
rior, respetivamente. Além disso, é necessário estabelecer que, no caso particular de
MC = 0, isto é, de não haver enviesamento e, por isso, a distribuição ser simétrica,
tem-se hi(MC) = 1.5 = hs(MC). Estes valores permitem que a cerca seja assimétrica e,
desse modo, é possível obter o box plot ajustado.

Neste sentido, foram estudados três modelos diferentes de cerca:

1. modelo linear, com limites:
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• hi(MC) = 1.5 + a1 MC

• hs(MC) = 1.5 + a2 MC

2. modelo quadrático, com limites:

• hi(MC) = 1.5 + a1 MC + b1 MC2

• hs(MC) = 1.5 + a2 MC + b2 MC2

3. modelo exponencial, com limites:

• hi(MC) = 1.5 ec1MC

• hs(MC) = 1.5 ec2MC

com a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ R. Estas constantes são calculadas de modo a que a percen-
tagem de observações atípicas declaradas seja aproximadamente de 0.7% [39] e, para
tal, são testadas diversas distribuições de modo a que a escolha seja o mais adequada
possível, tendo em conta esse critério.

Para descobrir as constante acima, é necessário estabelecer os quantis da cerca. Uma
vez que a regra é declarar 0.7% das observações como possíveis outliers, pode-se então
definir α = 0.0035 e β = 0.9965 como os valores para os quantis que definem a cerca.
Deste modo, as constantes para o modelo linear podem ser calculadas como:

{
Q0.25 − (1.5 + a1 MC)AIQ ≈ Qα
Q0.75 − (1.5 + a2 MC)AIQ ≈ Qβ

⇔

a1 ≈
1

MC

(
Q0.25−Qα

AIQ − 1.5
)

a2 ≈ 1
MC

(
Qβ−Q0.75

AIQ − 1.5
) (3.24)

De modo análogo pode-se obter as constantes para o modelo quadrático e para o
modelo exponencial.


Q0.25 − (1.5 + a1 MC + b1 MC2)AIQ ≈ Qα
Q0.75 − (1.5 + a2 MC + b2 MC2)AIQ ≈ Qβ
b1, b2 6= 0

⇔


a1 + b1MC ≈ 1

MC

(
Q0.25−Qα

AIQ − 1.5
)

a2 + b2MC ≈ 1
MC

(
Qβ−Q0.75

AIQ − 1.5
)

b1, b2 6= 0

(3.25)

No caso particular de a1, a2 = 0, o modelo quadrático reduz-se a:


b1 ≈ 1

MC2

(
Q0.25−Qα

AIQ − 1.5
)

b2 ≈ 1
MC2

(
Qβ−Q0.75

AIQ − 1.5
)

b1, b2 6= 0

(3.26)

Para o modelo de cerca exponencial, tem-se:
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{
Q0.25 − (1.5 ec1MC)AIQ ≈ Qα
Q0.75 − (1.5 ec2MC)AIQ ≈ Qβ

⇔

{
ec1MC ≈ Q0.25−Qα

1.5AIQ

ec2MC ≈ Qβ−Q0.75

1.5AIQ

⇔

c1 ≈ 1
MC ln

(
Q0.25−Qα
1.5AIQ

)
c2 ≈ 1

MC ln
(
Qβ−Q0.75

1.5AIQ

)
(3.27)

Dos três modelos, o mais utilizado, por apenas conter um parâmetro para estimar
(para cada lado da cerca) e ser aquele que apresenta um melhor desempenho nas várias
distribuições testadas em [39], é o exponencial.

Por motivos de robustez e para facilidade do modelo, os valores obtidos por esti-
mativa para c1 = −3.79 e c2 = 3.87 foram arredondados, por defeito, para c1 = −4
e c2 = 3, de modo a que a cerca seja menor e, desse modo, mais robusto o modelo.
Estes valores não são iguais, uma vez que, no estudo para os obter, apenas foram con-
sideradas distribuições simétricas ou enviesadas à direita. De modo equivalente, para
distribuições enviesadas à esquerda, as constantes são definidas por c1 = −3 e c2 = 4.

Assim, as cercas para os box plots ajustados são dadas, para MC > 0 e para MC < 0,
respetivamente, por:

[Q0.25 − 1.5e−4MC;Q0.75 + 1.5e3MC] (3.28)

[Q0.25 − 1.5e−3MC;Q0.75 + 1.5e4MC] (3.29)

Retomando a definição de atipicidade de Stahel-Donoho robusta de uma observa-
ção xi, definida em 3.16 e não levando em consideração as direções, tem-se:

SDOi =
|xi −med(X)|

MAD(X)
(3.30)

Partindo deste conceito, pode-se introduzir então a definição de atipicidade ajus-
tada (AO).

Definição 3.2.2 (Atipicidade Ajustada). Seja x = (x1, . . . , xn) uma amostra univariada de
tamanho n. A atipicidade ajustada (em inglês Adjusted Outlyingness) de xi ao valor numérico
dado por:

AO(xi) = AOi =


xi−med(X)
w2−med , xi > med(x)

med(X)−xi
med−w1

, xi < med(x)

(3.31)

onde w1 e w2 referem-se, respetivamente, ao limite inferior e ao limite superior da cerca do box
plot ajustado.

Esta definição permite que, por exemplo, duas observações que estejam à mesma
distância da mediana, uma à esquerda e outra à direita, tenham valor AO diferente.
Isto deve-se ao facto de, com escalas diferentes, o mesmo valor ter significados distin-
tos e uma das observações ser declarada como atípica e a outra, com a mesma distância
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da mediana, não ser considerada como outlier.

Tal como a Stahel-Donoho Outlyingness, a AO é invariante quanto à localização e
quanto à escala, pois não é afetada pela mudança do centróide dos dados ou escala dos
mesmos [39].

Generalizando para observações multivariadas o conceito de Adjusted Outlyingness
para uma matriz de dados d−dimensionais X(n×d), onde xi corresponde a uma obser-
vação, i ∈ {1, . . . , n}, tem-se:

AOi = AO(xi) = sup
a∈Sd

(aT xi) (3.32)

Tal como acontece no estimador SDO, não é possível calcular as projeções sobre to-
das as direções na AO. Depois de calculado o valor de atipicidade ajustado para cada
observação, pode-se então decidir se ela é ou não um outlier. No caso da AO, em que se
está a assumir que os dados podem não ser provenientes de uma distribuição simétrica
(por exemplo, a distribuição Normal), ou seja, é uma abordagem livre de distribui-
ção, logo a distribuição das AO não tem de seguir uma distribuição χ2

d, como acontece
quando se assume que eles são provenientes de uma distribuição Normal d− dimensi-
onal; contudo, esta será enviesada à direita e limitada à esquerda em zero.

Depois de calculados as AO para o conjunto de dados em X, pode ser construído
o box plot ajustado com esses valores e declarar uma observação multivariada como
atípica se ultrapassar o limite superior da cerca do outlier ajustado, sendo o valor de
corte (cut off value) definido como:

cv = Q0.75 + 1.5e3MCAIQ (3.33)

Assim, as observações xi que tenham valor de AO maior ao cv são declarados como
outliers.

3.3 Aplicabilidade de Métodos Baseados em Distância Robusta
a Dados Composicionais

3.3.1 Aplicabilidade à Abordagem Comediana

Para aplicar a Abordagem Comediana (do inglês Comedian Approach) aos dados
composicionais, é necessário verificar que todas as condições se verificam para as trans-
formações composicionais. Neste caso em particular, a transformação utilizada será a
clr.

Em primeiro lugar irá demonstrar-se que as medidas utilizadas na Abordagem Co-
mediana podem ser calculadas com os dados clr-transformados.

Seja X(n×d) uma matriz de dados composicionais. Para qualquer composição xi =
[xi1xi2 . . . xid] (linha da matriz X), a transformação clr conduz a ter:
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clr(xi) = clr (xi1, . . . , xid)

=

(
ln xi1

d
√∏d

k=1 xk
, . . . , ln xid

d
√∏d

k=1 xk

)
=
(

ln xi1
gm(xi)

, . . . , ln xid
gm(xi)

)

A mediana da j−ésima componente, Xj , dos dados clr-transformados é dada por:

med(Xj) = med
(

ln
x1j

gm(x1)
, . . . , ln

xnj
gm(xn)

)
Deste modo, pode ser definida a comediana das variáveis clr-transformadas como:

COM(Xj , Xk) = med
(

(Xj −med(Xj))(Xk −med(Xk))
)

= med
(( (

ln
x1j

gm(x1)
, . . . , ln

xnj
gm(xn)

)
−med

(
ln

x1j
gm(x1)

, . . . , ln
xnj

gm(xn)

) )
( (

ln x1k
gm(x1)

, . . . , ln xnk
gm(xn)

)
−med

(
ln x1k

gm(x1)
, . . . , ln xnk

gm(xn)

) ))
= med

( (
x′1j , . . . , x

′
dj

)
∗
(
x′1k, . . . , x

′
dk

) )
onde x′ij = ln

xij
gm(xi)

−med
(

ln
x1j

gm(x1)
, . . . , ln

xnj
gm(xn)

)
.

De modo análogo pode verificar-se que a transformação clr pode ser aplicada na
MAD:

MAD(Xj) = med
(
|Xj −med(Xj)|

)
= med

( ∣∣∣ ( ln
x1j

gm(x1)
, . . . , ln

xnj
gm(xn)

)
−med

(
ln

x1j
gm(x1)

, . . . , ln
xnj

gm(xn)

) ∣∣∣ )
= med

(
|x′1j |, . . . , |x′dj |

)

Após provar que a comediana e a MAD podem ser calculadas em dados clr-transformados,
irá estabelecer-se a correlação mediana.

δ(Xj , Xk) =
COM(Xj , Xk)

MAD(Xj) MAD(Xk)

=
med

( (
x′1j , . . . , x

′
dj

)
∗
(
x′1k, . . . , x

′
dk

) )
med

(
|x′1j |, . . . , |x′dj |

)
med

(
|x′1k|, . . . , |x′dk|

)
=

med
(
x′1jx

′
1k, . . . , x

′
djx
′
dk

)
med

(
|x′1j |, . . . , |x′dj |

)
med

(
|x′1k|, . . . , |x′dk|

)
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Uma vez que existe a comediana entre duas variáveis numa matriz clr-transformada,
pode-se estabelecer, de modo análogo, a matriz comediana, COM(X), em que cada en-
trada ajk corresponde ao valor de COM(Xj , Xk), com j, k ∈ {1, . . . , d}. Recorde que
ajj = COM(Xj , Xj) = MAD2(Xj).

De modo semelhante, pode-se estabelecer a matriz de correlação comediana para a
transformação clr.

δ = D COM(clr(X))D

= diag
(

MAD(Xj)
−1
) a11 . . . a1d

...
...

...
ad1 . . . add

diag
(

MAD(Xj)
−1
)

= diag
(

MAD(Xj)
−1
)

a11
MAD(X1)

. . . a1d
MAD(Xd)

...
...

...
ad1

MAD(X1)
. . . add

MAD(Xd)



=


a11

MAD2(X1)
. . . a1d

MAD(X1) MAD(Xd)

...
...

...
ad1

MAD(Xd) MAD(X1)
. . . add

MAD2(Xd)



=

 1 . . . a1d
MAD(X1) MAD(Xd)

...
...

...
ad1

MAD(Xd) MAD(X1)
. . . 1



onde D é uma matriz diag
(

MAD(X1)
−1, . . . ,MAD(Xd)

−1
)

= diag
(

MAD(Xj)
−1
)

.

Uma vez que todas as medidas e matrizes da Abordagem Comediana são possíveis
de calcular com dados clr-transformados, as estimativas robustas para a localização,
m, e para a dispersão, S, podem ser calculadas e, desse modo, utilizando a distância
robusta de Mahalanobis, os eventuais outliers do conjunto de dados clr-transformados
detetados.

3.3.2 Aplicabilidade à Atipicidade Ajustada

Ao contrário da Abordagem Comediana, na qual foi utilizada a composição clr, pela
sua vantagem no que à interpretabilidade dos resultados diz respeito, na Atipicidade
Ajustada, essa transformação não pode ser utilizada neste método. A particularidade
de a soma de uma observação, com a transformação clr, somar zero impede a utilização
deste método.
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Seja x uma observação de tamanho d. A sua transformação clr corresponde a:

y = clr(x) = (y1, . . . , yd), com yj = ln
xj

d

√∏d
k=1 xk

(3.34)

Então, obtém-se:

d∑
j=1

yj = y1 + · · ·+ yd = 0 (3.35)

como demonstrado na equação (2.28).

Desde modo, as observações de uma composição clr têm uma grande consequên-
cia: não é possível considerar somente um dos coeficientes clr para análise sem levar os
demais em consideração. Isto traduz-se numa limitação numa análise univariada, por
exemplo [1].

Uma implicação prática da soma coeficientes desta transformação ser zero é que,
numa matriz com n observações onde todas elas somam zero, não se terá independên-
cia linear.

Definição 3.3.1 (Dependência Linear). Seja {u1, . . . ,un},uj ∈ Rd.
Diz-se que o conjunto de vetores é linearmente dependente se existem escalares α1, . . . , αn,

não todos nulos, tais que:

n∑
i=1

αiui = α1u1 + · · ·+ αnun = 0 (3.36)

Assim, se existirem pelo menos dois vetores que sejam combinação linear de um
outro, eles não serão linearmente independentes.

Proposição 3.3.1. Seja M ∈M(n×n)(R).
Então det(M) = 0 se e só se as colunas de M são linearmente dependentes em Rn (com a
estrutura de espaço vetorial sobre R).

Assim, se as colunas são linearmente independentes, pelo menos alguma é com-
binação linear de outras. Desse modo, pode-se concluir que det(M) = 0, usando as
propriedades dos determinantes relativamente às colunas [40] e, desse modo, a carate-
rística será menor que o número de colunas da mesma (relação análoga para as linhas,
uma vez que det(M) = det(MT )).

No caso em que a matriz não é quadrada, isto é n × n, a caraterística da matriz é
dada por:

carM ≤ min{n, d} (3.37)

onde n corresponde ao número de linhas e d ao número de colunas da matriz. No caso
de haver linhas ou colunas linearmente dependentes ter-se-á:

carM < min{n, d} (3.38)
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Assim, a matriz resultante dos coeficientes clr não é full rank, isto é, a sua carate-
rística não corresponde a carM = min{n, d}, e, por isso, a correspondente matriz de
covariância é singular (o determinante é zero e, por isso, não invertível). Neste caso
em particular, a caraterística da matriz das observações clr transformadas é carM =
min{n, d} − 1. Habitualmente, o número de componentes é inferior ao número de ob-
servações e, nesse caso, pode ser dado por carM = d− 1.

De uma forma gráfica, é possível visualizar o problema desta composição. Como é
possível visualizar na figura 2.3, o espaço de uma composição com d = 2 elementos é
um espaço de dimensão 1 e o espaço de uma composição com d = 3 elementos é um
espaço de dimensão 2 e, desse modo, não é possível gerar todo o espaço com os coefi-
cientes clr.

Pelo facto de as composições não gerarem o espaço completo e formarem um hiper-
plano, a opção recai sobre as coordenadas ilr para o método da Atipicidade Ajustada.
Estas têm a vantagem de formar uma base ortonormal no hiperplano formado pelos
coeficientes clr e existe uma infinidade de possibilidades de definir tal sistema ortogo-
nal [1].

Os coeficientes clr são centrados, mas o mesmo não se passa com as coordenadas ilr.
Por esse motivo, o uso da Atipicidade Ajustada (AO), inspirada no box plot ajustado, é
uma escolha que não pressupõe qualquer comportamento univariado sobre os dados.

No cálculo da Atipicidade Ajustada é utilizada a medcouple (MC) - medida de envie-
samento de uma amostra univariada. Uma vez que, para utilizar a MC, não é necessário
ter conhecimento prévio sobre a distribuição e é sempre possível de a calcular e, desse
modo, o uso de dados composicionais não constituí um obstáculo ao uso desta meto-
dologia.

Uma vez que a escolha do pivot implica que a interpretação feita dos resultados
seja diferente e de modo a que nenhuma escolha seja preterida em relação às demais,
optou-se por calcular a AO em relação a todas as transformações ilr possíveis, isto é, irá
realizar-se as d pivotagens e, daí, tirar as devidas conclusões. Além disso, uma vez que
este método escolhe as direções segundo as quais será realizada a procura de outliers
de forma aleatória, de modo a tentar evitar que o acaso de uma direção classifique uma
observação como atípica, irá repetir-se este processo de procura diversas vezes e, assim,
ter resultados mais robustos.
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Capítulo 4

Metodologias Gráficas

Quando se tenta descrever um conjunto de dados multivariados, em particular, um
conjunto de dados composicionais, as medidas descritivas, como o vetor de médias ou
a matriz de covariâncias, não são por si por si só informativas, uma vez que, por exem-
plo, um vetor de médias ou qualquer outro na sua classe de equivalência traduzem
exatamente a mesma informação, devido às propriedades do simplex. Contudo, com
os métodos usuais, eles são vistos como vetores diferentes, uma vez que é analisado o
seu valor absoluto e, por isso, um vetor e o mesmo vetor a menos de uma constante
c ∈ R+, correspondem a vetores diferentes, mas na perspetiva composicional, eles per-
tencem à mesma classe de equivalência.

A representação gráfica de um conjunto de dados é, sem dúvida, um método muito
vantajoso em qualquer análise exploratória de dados, visto que permite a quem está a
realizar a análise visualizar tendências nos dados [5]. No âmbito dos dados composi-
cionais, as metodologias gráficas usualmente utilizadas são os diagramas ternários, os
gráficos de dispersão univariados e os biplots. Além disso, pode-se também utilizar o
bagplot para visualizar a dispersão dos dados.

4.1 Diagrama Ternário

Os diagramas ternários são uma representação de dados composicionais, com a res-
trição das observações representadas terem soma constante. Com a operação de fecho,
é possível que todas as observações de um conjunto de dados tenham a mesma soma
das partes. Para representação nos diagramas ternários, as constantes k geralmente uti-
lizadas são 1 e 100, correspondendo respetivamente a proporções e percentagens.

Um diagrama ternário corresponde a uma representação no plano bidimensional
do simplex de dimensão 3, S3 (representado na figura 2.3b), e que é, frequentemente
utilizado na área das geociências. Quando os dados são caraterizados por mais de três
elementos, estes são amalgamados em três componentes [41] (por exemplo, agrupar
elementos presentes nos solos pelos suas caraterísticas: semimetais, metais alcalinoter-
rosos, metais alcalinos, etc).

63
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Definição 4.1.1 (Diagrama Ternário). Um diagrama ternário é uma representação dos pontos
em S3 num triângulo equilátero de vérticesX1, X2, X3. Dada uma composição x = (x1, x2, x3),
esta é representada a uma distância x1 do lado oposto do vértice X1, a uma distância x2 do lado
oposto ao vértice X2 e a uma distância x3 do lado oposto ao vértice X3.

Figura 4.1: Diagrama ternário.

Na figura 4.1, as bordas do diagrama ternário correspondem às marginais (rela-
tivamente aos vértices opostos às bordas) nulas na representação em R3 e os vértices
representam composições com uma parte igual a k e as restantes iguais a zero. No que
diz respeito ao centro do conjunto de dados ele é representado no baricentro do dia-
grama (ponto de intersecção das medianas de um triângulo).

Para construir um diagrama ternário em coordenadas cartesianas, é necessário fixar
os vértices do triângulo. A sua ordenação deverá ser feita no sentido contrário ao dos
ponteiros do relógio. Assim, X1 = (u0, v0) que corresponde à origem, X2 = (u0 + 1, v0)

e X3 = (u0 + 1
2 , v0 +

√
3
2 ), que na primeira coordenada corresponde ao ponto médio

de u0 e u0 + 1 e a segunda coordenada a v0 + tan 60◦ = v0 +
√
3
2 . Assim, para fazer a

representação de uma composição de três partes, x = (x1, x2, x3) com x1+x2+x3 = k, é
necessário conhecer as suas coordenadas cartesianas, que são obtidas pela combinação
linear convexa das coordenadas dos vértices, isto é [5]:

(u, v) =
1

k
(x1X1 + x2X2 + x3X3)

Exemplo 4.1.1. Tome-se, uma vez mais, como exemplo, o conjunto de dados ’Arctic Lake’. Seja
x = (53.4, 36.8, 9.8) uma composição desse conjunto de dados constituída por areia, lodo e argila
respetivamente. Neste caso em particular k = 53.4 + 36.8 + 9.8 = 100 e , por isso, cada lado
do diagrama pode ser dividido em 100 partes iguais e, com as linhas paralelas respetivamente
ao lado oposto a cada vértice, assinalar o valor correspondente a cada coordenada. Deste modo,
tem-se:



4.Metodologias Gráficas 65

Figura 4.2: Representação de uma composição num diagrama ternário.

Na figura 4.2, marcaram-se as linhas auxiliares correspondentes às constantes para cada
uma das partes da composição. Assim, a laranja está assinalada a linha da constante 53.4% para
a areia, a vermelho está assinalada a linha da constante 36.8% para a lodo e a verde está assina-
lada a linha da constante 9.8% para a argila. Na prática, apenas seriam necessárias duas dessas
linhas, pois, após definida a constante de fecho, a representação da terceira parte da componente
fica completamente estabelecida.

Para interpretar corretamente um diagrama ternário, pode-se recorrer da proprie-
dade de que os segmentos ortogonais que ligam um determinado ponto do diagrama
ternário aos seus lados - as alturas desse ponto - têm soma constante igual a k [4]. Por
consequência, se uma dada composição tiver a sua representação muito próxima de
uma aresta do triângulo isso implica a dominância das partes que formam essa aresta
e, de modo equivalente, se uma certa composição estiver próxima de um vértice, isso
significa a dominância da parte associada a esse vértice. Deste modo, para analisar da-
dos composicionais representados num diagrama ternário, deverá estar-se atento aos
seguintes padrões [4]:

i. se as composições concentram-se num vértice isso indica a dominância da parte
associada a esse vértice;

ii. se as composições distribuem-se ao longo de uma aresta isso indica a dominância
das partes associadas a essa aresta;

iii. se as composições concentram-se em torno do baricentro do simplex isso implica
que as partes representadas têm proporções aproximadamente iguais;

iv. se as composições formam um padrão linear paralelo a um dos lados isso sig-
nifica que as proporções da parte associada ao vértice oposto nas composições é
(aproximadamente) constante;
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v. se as composições formam um padrão linear (aproximadamente) perpendicular a
um dos lados isso significa que as partes associadas a esse lado são (aproximada-
mente) proporcionais (reduzida variabilidade relativa);

vi. se as composições estiverem dispersas no diagrama, indica que as partes apresen-
tam elevada variabilidade relativa entre si.

Exemplo 4.1.2. De modo análogo, é possível representar todo o conjunto de dados ’Arctic Lake’
num diagrama ternário. Neste caso em particular, opta-se por k = 1, mas qualquer outra
constante daria origem a um diagrama ternário equivalente.

Figura 4.3: Representação do conjunto de dados ’Arctic Lake’ num diagrama ternário.

Assim, por observação do diagrama ternário da figura 4.3, pode-se concluir que cerca de
metade das composições estão muito do lado que tem como extremidades a argila e o lodo e,
por isso, uma maior proporção dessas partes e uma pequena proporção de areia; as restantes
observações, ligeiramente mais dispersas, estão próximas do lado cujas extremidades são a areia
e lodo e, por isso, uma maior proporção dessas partes em oposição à argila, que aparece em
proporções muito pequenas nessas composições.

4.2 Gráfico de Dispersão Univariado

Os gráficos de dispersão univariados consideram o conjunto de dados composicio-
nal ilr-transformados no espaço Euclediano. Assim, cada parte da composição é repre-
sentada de forma univariada paralelamente com a primeira coordenada pivô para cada
uma das observações. Há duas possibilidades de representação deste tipo de gráficos
[1]:

• gráficos de dispersão de cada uma das variáveis ilr-transformadas (z(l)1 , l = 1, . . . , d),
um gráfico para cada pivô. No eixo dos xx está o índice das composições coloca-
das aleatoriamente (figura 4.4);
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• gráficos de dispersão das coordenadas paralelas, onde as partes em cada obser-
vação são unidas por segmentos de reta entre as diversas variáveis (figura 4.5).

Nas figuras 4.4 e 4.5 ilustram-se os gráficos supra referidos com os dados do con-
junto ’Arctic Lake’.

Figura 4.4: Gráficos de dispersão univariados para os elementos constituintes do solo.

Figura 4.5: Gráficos de dispersão das coordenadas paralelas para os elementos consti-
tuintes do solo.

No gráfico da figura 4.4, a disposição das composições no eixo horizontal é arbitrá-
ria, de modo a não impor nenhum enviesamento, não tendo qualquer tipo de interpre-
tação [1].

Quer no gráfico da figura 4.4, quer o da figura 4.5, as observações estão representa-
das numa gradação de cores. Isso acontece porque estes gráficos são feitos com recurso
à package mvoutlier que, para a matriz das coordenadas pivô, Xj (matriz que con-
sidera a primeira coordenada da respetiva transformação ilr), calcula para cada linha
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a mediana e, de seguida, calcula a distância de cada coordenada pivô à sua mediana.
Além da mediana, calcula também o valor da média e se o valor da mediana for supe-
rior ao da média, significa que mais de 50% das distâncias calculadas têm valor superior
à média e são assinaladas a vermelho. Isto significa que as proporções das observações
em relação às restantes destaca-se. É também possível usar símbolos de acordo com os
pontos de corte para os quantis Q0.25, Q0.5 e Q0.75 e o valor de corte para o quadrado
da distância de Mahalanobis. Observações que ultrapassam o valor de corte são, usu-
almente, assinaladas com uma cruz. Neste caso em particular, optou-se não utilizar a
opção dos símbolos para a distância de Mahalanobis.

4.3 Bagplot

O bagplot, também designado de box plot bivariado, é uma generalização do box
plot para dados bivariados. Este gráfico baseia-se também no conceito de contornos de
profundidade. Assim, o contorno de profundidade k contém as observações que têm
profundidade de localização maior ou igual a k.

O bagplot consiste em três polígonos concêntricos, chamados de bolsa (do inglês
bag), cerca (do inglês fence) e ciclo (do inglês loop). O saco é o polígono mais interior e
contém 50% dos dados, a cerca é a linha poligonal do polígono exterior e que separa os
inliers (observações não atípicas) dos outliers e o ciclo é a região que contém os pontos
exteriores ao saco mas dentro da cerca [43].

Exemplo 4.3.1. Tome-se, uma vez mais, o conjunto de dados ’Arctic Lake’. Utilizando as
variáveis ’Areia’ e ’Lodo’, é possível construir o respetivo bagplot.

Figura 4.6: Bagplot e respetivos box plots para as variáveis Areia e Lodo do conjunto de
dados ’Arctic Lake’.
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Pela observação da figura 4.6, é possível observar o saco, região representada a azul
escuro e que contém 50% das observações, o ciclo, representado a azul claro, e a cerca,
que corresponde às linhas exteriores do polígono do ciclo. Neste bagplot são conside-
rados dois outliers (pontos representados a vermelho), que são os pontos que estão no
exterior da cerca.

Dentro do saco, representado por um asterisco vermelho está a mediana de Tukey -
ponto com a maior profundidade do semiespaço, que está contida numa região laranja,
definida pelos vértices do polígono da região central. Pelo tamanho do saco, pode-se
concluir que existe uma grande variabilidade dos dados, mais da areia do que do lodo,
e que a correlação entre a areia e o lodo é negativa, o que faz sentido, uma vez que ao
aumentar-se a quantidade de areia presente numa amostra de solo, a quantidade de
lodo será menor.

Tal como acontece no box plot univariado, o bagplot também permite visualizar di-
versas caraterística dos dados: a sua localização (a mediana de profundidade), disper-
são (o tamanho do saco), correlação (a orientação do saco), enviesamento (a forma do
saco e do ciclo) e as caudas (os pontos perto da fronteira do ciclo) e os outliers [43].
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Capítulo 5

Aplicação de Metodologias de
Deteção de Outliers

Os outliers são dados que se diferenciam drasticamente dos demais, por algum mo-
tivo, e que podem, eventualmente, causar anomalias nos resultados obtidos numa aná-
lise estatística que não os contemple como observações atípicas [47]. Também, por si só,
despertam interesse uma vez que, sabendo que, alguma observação é tida como atípica
em relação às restantes, irá procurar-se motivos para que justifiquem essas circunstân-
cias.

Neste Capítulo, o objetivo é, utilizando as metodologias numéricas descritas no Ca-
pítulo 3, aliadas a metodologias gráficas tipicamente usadas no âmbito dos dados com-
posicionais, detetar potenciais outliers em dois conjuntos de dados reais. Serão conside-
rados:

* Dados epidemiológicos: este primeiro conjunto de dados refere-se ao problema
epidémico do HIV/SIDA numa área geográfica heterogénea - o arquipélago de
Cabo Verde [11].

* Dados da qualidade dos solos: este segundo conjunto de dados é referente à qua-
lidade do solo e a sua eventual contaminação por hidrocarbonetos aromáticos
policíclicos, HAP, em Lisboa, Portugal [48].

5.1 Dados Epidemiológicos

5.1.1 Contextualização do Problema

Acredita-se que o Vírus da Imunodefiência Humana (VIH/HIV) tenha surgido no
centro-oeste da África durante o início do século XX e oficialmente reconhecido pelo
Centro de Controle de Prevenção de Doenças, nos Estados Unidos da América nos anos
80 [49]. O HIV é um vírus que invade o sistema imunitário e destrói as suas defesas,
enfraquecendo, desse modo, a capacidade do organismo combater doenças e infeções
e, em casos extremos, provocar a morte [50].

71
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Uma confusão que é frequentemente associada a esta doença é entre HIV (Vírus
da Imunodeficiência Humana) e SIDA (Síndrome de Imunodeficiência Adquirida). Na
verdade, são diagnósticos diferentes – a infeção por VIH pode conduzir a uma doença
ou síndrome, condição conhecida como SIDA. Deste modo, pode ter-se uma infeção
por VIH sem adquirir SIDA, sendo muitas as pessoas com infeção por VIH que vivem
durante anos sem desenvolver SIDA. A SIDA ocorre quando o VIH condiciona danos
importantes ou severos no sistema imunitário e é uma condição complexa, com sinto-
mas que variam de doente para doente, dentro dos quais se destacam a tuberculose, a
pneumonia, outras infeções e, ainda, certos tipos de neoplasias (cancro) [51].

O HIV transmite-se, na maioria das vezes através de relações sexuais (quer por sexo
vaginal, anal ou oral), mas também por partilha de seringas ou outro tipo de mate-
rial perfurante e ainda de mãe para filho, durante a gravidez, nascimento ou amenta-
ção, uma vez que este vírus encontra-se nos fluídos corporais (sémen, fluídos vaginais
e anais, sangue e leite materno). Assim, apesar do que muitos ainda erroneamente
julgam o HIV não se transmite por beijos, saliva, contato com pele intata e saudável,
partilha de itens pessoais (como talheres, sanitas, toalhas ou piscinas) ou contato com
animais ou insetos [50].

Até ao momento, não existe uma cura ou vacina para a SIDA. Contudo, os trata-
mentos realizados com antirretrovirais (ARV) têm apresentado melhorias na qualidade
da saúde dos doentes, prolongam a vida e reduzem o risco da transmissão do HIV.
Apesar das vantagens que este tipo de tratamento tem nos pacientes, como não são
uma cura, eles não voltarão a ser completamente saudáveis e têm efeitos secundários,
além de serem tratamentos dispendiosos [52] e, por esse motivo, criam uma desigual-
dade no que diz respeito ao acesso ao tratamento nos diversos pontos do globo. Os
países menos desenvolvidos, como os que se situam no continente Africano, quer pela
falta de cuidados de saúde, quer pela falta de informações e conhecimento sobre como
prevenir o HIV, bem como a carência económica generalizada, são os possuem maiores
número de novos casos. Segundo dados do UNAIDS 1, Programa Conjunto da ONU
para o HIV/SIDA, em 2018 houve 1.7 milhões de novos casos no mundo deste vírus,
dos quais 1.08 milhões foram no continente africano, o que corresponde a 63.5% do to-
tal de novos casos.

Em relação à SIDA, e segundo o modelo epidemiológico SICA [54], a população é
dividida em quatro grupos de indivíduos mutuamente exclusivos:

• indivíduos suscetíveis (S);

• indivíduos infetados pelo HIV sem sintomas clínicos de SIDA, mas capazes de
transmitir o HIV a outros (I);

• indivíduos infetados por HIV em tratamento com carga viral remanescente baixa
(estado crónico) (C);

• indivíduos infetados com HIV com sintomas clínicos de SIDA (A).

1dados disponíveis em https://www.unaids.org/en)

https://www.unaids.org/en
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Neste estudo, pretende-se analisar, na perspetiva composicional, dados resultantes
deste modelo SICA à realidade do arquipélago de Cabo Verde. Este país, de língua
oficial portuguesa e com 4033km2 de área, situa-se a cerca de 570 km da costa da África
Ocidental e é constituído por 10 ilhas, das quais apenas 9 são habitadas.

Figura 5.1: Ilhas habitáveis do Arquipélago de Cabo Verde.

Em 2015, Cabo Verde ocupava o 122º lugar no ranking de 187 países no Índice de
Desenvolvimento Humano (IDH). A esperança média de vida, estimada em 71 anos, é
a mais elevada da África subsaariana. Em 2011, 94% das crianças com menos um ano
de idade foram vacinadas. Da mesma forma, o resultado da educação situa Cabo Verde
no nível mais alto da África subsaariana: a taxa de alfabetização de adultos é estimada
em 87%, embora ainda existam diferenças entre homens e mulheres [53].

De acordo com o Ministério da Saúde de Cabo Verde, em 2007, na subregião do
Oeste Africano, Cabo Verde foi um dos países com os melhores indicadores de saúde
da população, graças a um esforço persistente que consistiu na criação de infraestru-
turas, desenvolvimento da força de profissionais de saúde, organização dos serviços,
alocação cuidadosa de recursos e leis que suportam a institucionalização do sistema de
saúde, o que, para uma nação com poucos recursos financeiros, traduz-se num grande
esforço. Contudo, este arquipélago ainda apresenta desigualdades no acesso às espe-
cialidades de saúde, particularmente nas suas ilhas e mais periféricas (Fogo, Brava e
Santo Antão), que enfrentam maiores dificuldades [53].

Mesmo assim, Cabo Verde é tido como um exemplo a seguir no que diz respeito ao
continente africano, pela medidas implementadas nos últimos anos de modo a evitar
a propagação do HIV na população. Algumas dessas medidas foram a integração de
conteúdos sobre o VIH nos programas curriculares de todas as escolas primárias e se-
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cundárias, a solidariedade e cooperação com o Governo do Brasil através da doação de
medicamentos antirretrovirais, a possibilidade de as mulheres gestantes poderem rea-
lizar o teste nas consultas de pré-natal e a ampliação dos testes anónimos e voluntários
na população, entre outras [55]. Com uma população mais instruída e sensibilizada
para o problema, a taxa de contágio tem vindo a decrescer nos últimos anos.

5.1.2 Análise e Discussão de Resultados

Relativamente às quantidades S, I, C, e A referidas anteriormente, a população das
ilhas de Cabo Verde segundo dados de 2015, é composta de acordo com a tabela 5.1
([54; 55]):

Ilhas S I C A Total
Santo Antão 40388 10 93 9 40500
São Vicente 80763 32 186 19 81000
São Nicolau 12381 7 29 3 12420

Sal 33642 22 78 8 33750
Boa Vista 14404 10 33 3 14450

Maio 9657 5 16 2 9680
Fogo 35735 15 82 8 5840
Brava 5681 5 13 1 5700

Santiago 293084 303 676 87 294150

Tabela 5.1: Distribuição da população de Cabo Verde por ilhas e grupos em relação ao
HIV, nas variáveis SICA

Como é possível observar na Tabela 5.1, as ilhas têm um número de habitantes
muito diverso: enquanto que a ilha Brava tem apenas 5700 habitantes, Santiago, a maior
ilha do arquipélago tem 294150 habitantes. Contudo, uma vez que a análise realizada
será na perspetiva composicional, os valores absolutos, por si só, não são o foco de in-
teresse.

Começa-se pela representação dos dados usando o diagrama ternário. Uma vez
que, claramente, a proporção de susceptíveis é muito superior à dos demais grupos, não
terá interesse um diagrama com a variável S. Na figura 5.2, representa-se o diagrama
ternário com as variáveis I, C, A.
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Figura 5.2: Diagrama ternário para as variáveis I, C, A.

Pela observação deste diagrama, conclui-se que existe uma maior concentração de
indivíduos em estado crónico (C) nas 9 ilhas e que a proporção dos infetados com sin-
tomas clínicos (A) é aproximadamente constante relativamente às outras duas.

Uma vez que os dados têm dimensão 3 quando utilizada a transformação ilr e di-
mensão 4 quando utilizada a transformação clr, não é possível uma representação vi-
sual como um todo num espaço de dimensão 2, isto é, no plano. Contudo, é possível
recorrer a algumas metodologias gráficas (por exemplo, box plot, bagplot) que permitem
ter uma ideia de como os dados se comportam, mesmo que não como um todo.

Para visualizar a distribuição dos dados numa perspetiva composicional compa-
rando cada parte com o todo, tome-se os dados clr-transformados e a representação
destes em box plots (figura 5.3) e bagplots (figura 5.4).

Figura 5.3: Box plots para os grupos de infeção, segundo o modelo SICA.
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Figura 5.4: Bagplot bidimensional dos dados clr-transformados dos grupos do modelo
epidimológico SICA.

Numa análise univariada, pela observação da figura 5.3 não se destacam log-razões
clr atípicas. No entanto, numa análise bivariada, pela observação dos bagplots da figura
5.4 e após identificação dos pontos fora da cerca, é possível constatar que a ilha Maio é
considerada como outliers em quatros dos seis bagplots (clr(S) vs. clr(I), clr(S) vs. clr(A),
clr(I) vs. clr(C) e clr(C) vs. clr(A)), a ilha Brava duas vezes (clr(S) vs. clr(A) e clr(I) vs.
clr(A)) e a ilha Sal uma vez (clr(I) vs. clr(A)). Assim, numa análise bivariada foi possível
detetar observações atípicas não detetadas na análise univariada. Por exemplo, para o
bagplot clr(C) vs. clr(A), existe uma observação atípica (ilha de Maio), significando que
o par clr-transformado de infetados crónicos e infetados com sintomas foge ao padrão
do restantes pares, que obedecem a um padrão de comportamento com correlação po-
sitiva.

As metodologias gráficas utilizadas até ao momento não permitem um consenso
de que ilha ou ilhas podem ter um comportamento fora do padrão. Isto deve-se, em
parte, ao facto que, dependendo da metodologia utilizada, o que é visto como atípico,
depende em cada caso. Além disso, nenhuma das metodologias trata os dados como
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um todo.

Deste modo, surge a necessidade de introduzir metodologias numéricas, que tratem
os dados como um todo. As metodologias selecionadas, neste caso, são a Abordagem
Comediana e o Estimador de Stahel-Donoho Ajustado, introduzidas no Capítulo 3.

A Abordagem Comediana baseia-se na distância robusta de Mahalanobis, após se-
rem calculadas estimativas robustas para o vetor de médias e matriz de covariância,
considerando a comediana como medida alternativa de dependência entre duas va-
riáveis aleatórias. Neste caso, a transformação composicional escolhida é a clr, pelas
vantagens que apresenta na sua interpretabilidade dos resultados. Contudo, de modo
análogo, podia-se utilizar a transformação ilr.

Assim, após a implementação das diversas etapas desta metodologia, obteve-se,
para estimativas robustas para a localização, m(clr(X)), e para a dispersão, S(clr(X)),
são dadas por:

m(clr(X)) =


5.437
−1.915
−0.636
−2.907



S(clr(X)) =


0.000164 0.000592 0.000111 −0.000113
0.000592 0.003899 0.000538 −0.000615
0.000111 0.000538 0.000141 −0.000102
−0.000113 −0.000615 −0.000102 0.000157


Partindo destas estimativas, a distância de Mahalanobis robusta, para um nível de

confiança α = 0.025, obtida para cada uma das ilhas do arquipélago de Cabo Verde está
disposta na Tabela 5.2.

Ilhas Distância Robusta
Santo Antão 3619.52
São Vicente 988.74
São Nicolau 104.83

Sal 0.67
Boa Vista 174.36

Maio 303.07
Fogo 720.17
Brava 1378.82

Santiago 921.463

Tabela 5.2: Distância robusta de Mahalanobis obtida para cada uma das ilhas, pela
Abordagem Comediana.

Para estabelecer se alguma das observações é atípica, é necessário definir o valor
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de corte (cut off value) que estabelece a partir de que distância uma ilha é considerada
outlier. Neste caso em particular, o valor de corte é dado por:

cv = 1.4826×
χ2
4;1−0.025 ×med(rd1, . . . , rdn)

χ2
4;0.5

= 1.4826×
χ2
4;0.975 ×med(3619.52, . . . , 921.46)

χ2
4;0.5

= 1.4826× 11.14× 720.17

3.36
= 3544.56

Comparando com os valores das distâncias robustas da tabela 5.2, pode-se proceder
à classificação das observações como indicado na tabela 5.3.

Ilhas Distância Robusta Outlier?
Santo Antão 3619.52 Sim
São Vicente 988.74 Não
São Nicolau 104.83 Não

Sal 0.67 Não
Boa Vista 174.36 Não

Maio 303.07 Não
Fogo 720.17 Não
Brava 1378.82 Não

Santiago 921.463 Não

Tabela 5.3: Distância robusta de Mahalanobis e classificação obtida para cada uma das
ilhas, pela Abordagem Comediana.

Por este método, apenas a ilhas de Santo Antão é considerada como atípica, com
uma distância muito superior às restantes. Na prática, se outros valores superiores de
α fossem tomados, haveria a possibilidade de não classificar como outlier a ilha de Santo
Antão. Contudo, o valor de α = 0.025 é o que se toma habitualmente na literatura para
definir o quantil de corte (ver [56], [1]).

A outra metodologia numérica explorada foi Atipicidade Ajustada, que tem por
base o Estimador de Stehel-Donoho, com a atribuição de pesos às diferentes observa-
ções e esse peso deverá ser tanto menor, quanto maior foi a sua atipicidade em relação a
alguma direção, utilizando a medcouple como medida de assimetria e, desse modo, não
pressupondo qualquer tipo de distribuição dos dados.

Uma vez que não é possível estabelecer um base ortonormada de dimensão 4 com
a transformação clr, há a impossibilidade de usar essa transformação, pelo que será
tomada, nesta metodologia, a transformação ilr. Assim, de modo a não desprezar qual-
quer das variáveis, realiza-se a pivotagem em relação a todas as partes possíveis e,
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então, é realizada a deteção de outliers por via da Atipicidade Ajustada (do inglês Ad-
justed Outlyingness), para cada uma das coordenadas pivô. Além disso, uma vez que
esta abordagem usa um conjunto de direções aleatórias (usualmente d = 250p, onde p
designa o número de variáveis), optou-se por repetir o processo um determinado nú-
mero de vezes, niter, de modo a que o acaso de uma direção tomada não influencie de
forma demasiado pronunciada os resultados. Optou-se, também, por considerar o box
plot enviesado à direita, [Q0.25− 1.5e−3MC;Q0.75 + 1.5e4MC], uma vez que o tipo de assi-
metria para a distribuição de distâncias são, em geral, desse género [32].

Ilhas ilr(S) ilr(I) ilr(C) ilr(A)
Santo Antão 0 0 0 0
São Vicente 0 0 0 0
São Nicolau 0 0 0 0

Sal 0 0 0 0
Boa Vista 0 1 0 0

Maio 0 0 0 1
Fogo 0 0 0 0
Brava 0 1 8 2

Santiago 0 0 0 0

Tabela 5.4: Número de vezes que cada ilha é declarada como outlier, para niter = 10.

Ilhas ilr(S) ilr(I) ilr(C) ilr(A)
Santo Antão 0 0 0 0
São Vicente 0 0 0 0
São Nicolau 0 0 0 0

Sal 0 0 0 0
Boa Vista 0 15 0 0

Maio 0 0 0 1
Fogo 0 0 0 0
Brava 0 15 72 20

Santiago 0 0 0 0

Tabela 5.5: Número de vezes que cada ilha é declarada como outlier, para niter = 100.
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Ilhas ilr(S) ilr(I) ilr(C) ilr(A)
Santo Antão 0 0 0 0
São Vicente 0 0 0 0
São Nicolau 0 0 0 0

Sal 0 0 0 0
Boa Vista 0 163 0 0

Maio 0 0 0 43
Fogo 0 0 0 0
Brava 5 174 746 229

Santiago 0 0 0 0

Tabela 5.6: Número de vezes que cada ilha é declarada como outlier, para niter = 1000.

Pela observação das tabelas 5.4, 5.5 e 5.6, é possível perceber que a ilha Brava é
declarada um número maior de vezes como atípica, sobretudo quando a análise resulta
tomando os dados ilr transformados com pivotagem na variável C, mas quando se exe-
cuta o processo 1000 vezes, é considerada também como tal um número considerável
de vezes para os pivôs I e A, 17% e 23% respetivamente.

Pelas metodologias utilizadas, quer a Abordagem Comediana, quer a Atipicidade
Ajustada, não foi possível identificar outliers comuns. De realçar que as duas aborda-
gens utilizaram diferentes transformações e, visto que a interpretação dessas mesmas
transformações é diferente, o que cada uma delas classifica como outlier tem um signi-
ficado diferente. Por outro lado, convém relembrar que, de acordo com os autores, a
Abordagem Comediana apresenta um melhor desempenho quando a dimensão é mais
elevada.

Tomando a transformação clr e com a Abordagem Comediana, foi identificada a
ilha de Santa Antão como outlier. Tomando a transformação ilr e com a Atipicidade
Ajustada, foi identificada como atípica a ilha Brava.

Conhecendo a realidade do arquipélago de Cabo Verde, consegue-se compreender
a dualidade de resultados:

• A ilha de Santo Antão é uma das mais ilhas periféricas em relação à ilha de San-
tigo, onde se localiza a capital do país, Praia, e que concentra a maior quantidade
de serviços, incluindo os de saúde e, por isso, os acessos não são tão facilitados;

• A ilha Brava, em termos absolutos, é a que tem uma menor densidade populaci-
onal e, portanto, um caso num dos grupos I, C ou A, ao comparar um dos grupos
com os demais grupos (que é o objetivo da transformação ilr), terá um peso maior
do que em ilhas com mais população.

Utilizando as representações gráficas da primeira coordenada ilr, isto é, recorrendo
aos gráficos de dispersão univariada (figura 5.5), poder-se-á, de algum modo, compre-
ender o que tipifica estas duas ilhas.
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Figura 5.5: Gráficos de dispersão univariados para os grupos do modelo SICA.

Os gráficos de dispersão univariados representados na figura 5.5 salientam, em
termos relativos:

• para a observação 1, que corresponde à ilha de Santo Antão, a dominância posi-
tiva das variáveis S, C e A e a dominância negativa da variável I;

• para a observação 8, que corresponde à ilha Brava, a variável A, comparativa-
mente com as restantes, é negativamente dominante, uma vez que esta observa-
ção é a que apresenta um menor valor na coordenada ilr(A).

Em resumo, na composição epidemiológica das 9 ilhas, a ilha de Santo Antão destaca-
se por exibir um elevado contraste entre o grupo de paciente infetados sem sintomas
(muito baixo) e os demais grupos (muito elevado), enquanto que a ilha Brava destaca-
se por uma baixa predominância de pacientes infetados com sintomas clínicos.

5.2 Dados da Qualidade dos Solos

5.2.1 Contextualização do Problema

O solo corresponde à camada superficial da crosta terrestre, constituída por par-
tículas minerais, matéria orgânica, água, ar e organismos vivos [57] e é um elemento
fundamental no ecossistema uma vez que permite a produção de alimentos, é o habitat
para uma grande variedade de organismos, permite o armazenamento e filtragem de
água, o ciclo dos nutrientes, o armazenamento de carbono e suporte da vida humana
[48]. Nas áreas urbanas, os solos também desempenham um papel de extrema impor-
tância, uma vez que servem de suporte ao seu desenvolvimento (suporte e fonte de
material para obras, agricultura urbana, áreas verdes, meio de descarte de resíduos, en-
tre outros) e, por isso, é considerado um recurso vital, embora seja escasso e perecível.
Por esse motivo, assegurar a qualidade do solo é, sem dúvida, uma questão importante
e que pode ser desafiante devido à heterogeneidade espacial natural [48].

A qualidade do solo não está somente relacionada com o grau de poluição do solo; é
também definida como "a capacidade de um solo funcionar dentro dos limites do ecos-
sistema e do uso da terra para sustentar a produtividade biológica, manter a qualidade
ambiental e promover a saúde de plantas e animais"[58] e do ser humano. A qualidade
dos solos pode ser afetada por um conjunto de fatores. No caso das áreas urbanas, que
estão sujeitas a um crescimento, quer a nível de atividade, quer a nível de população,
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há um conjunto de razões que afetam a qualidade dos solos urbanos tais como conta-
minação devido ao uso de transportes, volatilização de contaminantes, lixiviação para
águas subterrâneas ou escoamento para ecossistemas aquáticos próximos, deposição
de partículas no ar e outras partículas de outras origens, como materiais de construção,
lixo, materiais desgastados de pavimentos ou automóveis [48].

Um solo contaminado pode ter um forte impacto na saúde das pessoas e, em casos
mais graves, ser o motivo de doenças cancerígenas ou defeitos de nascimento. Os con-
taminantes orgânicos hidrofóbicos (HOCs), tais como os hidrocarbonetos aromáticos
policíclicos (HAPs/PAHs) ou os policlorobifenilos (PCBs), são o resultado da acumu-
lação, a longo prazo, de partículas provenientes dos diversos tipos de contaminação
supra citados [48].

A avaliação da qualidade do solo consiste na determinação da presença de conta-
minantes no solo e da sua concentração, num dado momento. Esses elementos são
designados de elementos potencialmente tóxicos (PTE). Para uniformizar a quantidade
de contaminantes nos determinados tipos de solo, tais como os PAHs, PCBs e elemen-
tos químicos, entre outros contaminantes, que um solo pode ter, para ser considerado
contaminado ou não, a Agência Portuguesa do Ambiente possui tabelas de referência,
disponíveis no seu guia técnico [59].

A área urbana de Lisboa é a maior de Portugal, concentrando um elevado número
de empresas, serviços e pessoas. Como a maioria das grandes cidades a nível mundial,
uma das consequências da sua grande dinâmica é a pegada antropológica, que afeta
também os solos. Assim, é uma área que tem todo o interesse de ser estudada para
perceber até que ponto os diferentes tipos de solo, dispersos pela área urbana de Lisboa,
são afetados.

5.2.2 Análise e Discussão de Resultados

A presente análise é baseada em dados discutidos em [48] relativos à área urbana de
Lisboa. O conjunto de dados é constituído por 49 amostras de solo, de diversos locais,
entre os quais estradas, aeroportos, jardins ornamentais, parques e espaços abertos,
pátios de escolas e parques de diversões, de acordo com a figura 5.6.
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Figura 5.6: Local das amostras na área urbana de Lisboa [imagem retirada da figura 5.1
de [48]].

O conjunto de dados sobre o qual incide este estudo é composto por 11 variáveis,
que correspondem aos seguintes 11 elementos químicos:

∗ Al (Alumínio);

∗ Fe (Ferro);

∗ Ca (Cálcio);

∗ Co (Cobalto);

∗ Cr (Cromo);

∗ Ni (Níquel);

∗ As (Arsénio);

∗ Cu (Cobre);

∗ Pb (Chumbo);

∗ Zn (Zinco);

∗ Hg (Mercúrio).

Foi analisado, no conjunto de dados, se havia valores omissos. Para as observações
1 e 14, na variável Hg, não havia valores introduzidos. Optou-se por manter estas ob-
servações no conjunto e, para se poder aplicar de forma direta as técnicas estatísticas
usuais, imputar esses valores. Os dois valores omissos foram imputados utilizando a
técnica do k-vizinho mais próximo (também designado em inglês de k-NN), com k = 3
e com a métrica de Aitchison.

Uma vez que a aplicação das transformações composicionais descritas no Capítulo
2 obrigam a que os dados sejam estritamente maiores que zero (pois o logaritmo de zero
não está definido no espaço real), foi também testada a existência de zeros. Apenas a
observação 43 da variável Hg tem valor zero. Uma vez que se desconhece o motivo
desse zero (se foi originado por arrendondamento, se a quantidade de Hg detetada é
abaixo daquela que o método/processo permite ou se, de facto, não existe o elemento
na amostra de solo) [1], optou-se por retirar essa observação do conjunto de dados.
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Devido à remoção da observação 43, em algumas metodologias gráficas irá apare-
cer rotulada uma observação 43, mas que, na prática corresponde à observação 44 do
mapa da figura 5.6. Assim, todas as observações subsequentes tem que se interpretar
à luz deste facto: as observações 1 a 42 correspondem exatamente às do mapa, quando
estiver rotulado 43 deverá ler-se 44, quando estiver rotulado 44 deverá interpretar-se
como a observação 45 do mapa e assim consecutivamente.

Após este pré-processamento dos dados, as metodologias estatísticas usuais podem
ser implementadas. O conjunto de dados que foi utilizado encontra-se no Anexo A].

Começa-se pela representação dos dados usando o diagrama ternário. Neste caso,
uma vez que existem 11 variáveis, realizar 11C3 = 165 diagramas, além de moroso,
poderá ser difícil só por si ajudar a estabelecer algum padrão nos dados. Deste modo,
optou-se por agrupar os 11 elementos em 4 grupos, que correspondem ao tipo de ele-
mento pela Tabela Periódica. Assim, os 4 grupos são designados de:

• elementos representativos (ER), grupo constituído por:

∗ Al (Alumínio);

∗ Pb (Chumbo);

• elementos de transição (ET), grupo constituído por:

∗ Fe (Ferro);

∗ Co (Cobalto);

∗ Cr (Cromo);

∗ Ni (Níquel);

∗ Cu (Cobre);

∗ Zn (Zinco);

∗ Hg (Mercúrio);

• metais alcalinoterrosos (AT), grupo constituído por:

∗ Ca (Cálcio);

• semimetais (SM), grupo constituído por:

∗ As (Arsénio).

Deste modo, é possível representar os 11 elementos devido ao seu amalgamento em 4
grupos e, assim, há apenas a necessidade de realizar 4C3 = 4 diagramas ternários.
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(a) Grupos ER, ET e AT (b) Grupos ER, ET e SM

(c) Grupos ER, AT e SM (d) Grupos ET, AT e SM

Figura 5.7: Diagramas ternários, por grupos, para os dados da qualidade de solos.

Pela observação dos diagramas ternários da figura 5.7, conclui-se que nos diagra-
mas onde está presente o grupo ET (figuras 5.7a, 5.7b e 5.7d) tem este grupo de elemen-
tos como dominantes em relação aos restantes. Isso acontece não só pelo facto de este
grupo ser constituído por mais elementos que os grupos AT, ER e SM, mas também
pela quantidade individual de alguns deles (por exemplo, Cu) ser muito elevada. Na
ausência do grupo ET (figura 5.7c), o grupo ER é o que se destaca como dominante. O
grupo SM é aquele que apresenta menor concentração associada.

Para visualizar a distribuição dos dados numa perspetiva composicional compa-
rando cada parte com o todo, tome-se os dados clr-transformados (pela sua maior fa-
cilidade na interpretação) e a representação destes em box plots (figura 5.8) e bagplots
(figura 5.9).
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Figura 5.8: Box plots para as variáveis clr-transformadas do solo em Lisboa.

Na tabela 5.7 estão assinalados, de forma resumida, as observações clr-transformadas
que foram declaradas como atípicas em relação a cada variável.

Elementos Al Fe Ca Co Cr Ni
Outliers 38 11 - 11 22, 18, 14 11, 14, 13, 19

Elementos As Cu Pb Zn Hg
Outliers - - - 41, 1, 26 29, 44, 26

Tabela 5.7: Outliers declarados para cada elemento, segundo os respetivos box plots.
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Figura 5.9: Bagplot bidimensional dos dados clr-transformados em relação às elementos
das amostras do solo em Lisboa.

Pela análise conjunta dos box plots da figura 5.8 e dos bagplots da figura 5.9, é possível
observar que os bagplots bivariados, por vezes, declaram um maior número de outliers
que cada uma das variáveis por si só (como é o caso do par Alumínio e Cromo, em que,
no caso univariado, cada variável apresenta um único outliers e, no caso bivariado, no
respetivo bagplot são declaradas como atípicas 4 observações), mas, em outros casos,
declaram um menor número de outliers que cada uma das variáveis no caso univariado
(como, por exemplo, acontece no caso do par Ferro e Zinco que, no caso univariado
têm 1 e 3 observações declaradas como outliers, respetivamente, mas no caso bivariado
apenas apresentam uma observação como atípica). Com o auxílio dos bagplots é pos-
sível também estabelecer alguns padrões entre os diversos elementos, como acontece
com o par Cromo e Mercúrio, que apresentam uma correlação negativa entre eles e as
observações que não se adequam a este padrão são as declaradas como outliers.
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Metodologias numéricas foram utilizados para identificar amostras de solo atípicas.
Utilizou-se a Abordagem Comediana usando a transformação clr.

Neste caso, tomando o valor de α = 0.025, que corresponde ao que se toma habitu-
almente na literatura para definir o quantil de corte (ver [56], [1]) tem-se:

cv = 1.4826×
χ2
d;1−α ×med(rd1, . . . , rdn)

χ2
d;0.5

= 1.4826× 21.92× 339.62

10.34
= 1067.344

A distância de Mahalanobis robusta obtida para cada uma das amostras de solo
recolhidas na área urbana de Lisboa está disposta na tabela 5.8.

Amostra Dist. Robusta Amostra Dist. Robusta Amostra Dist. Robusta
1 1175.25 17 1231.81 33 321.15
2 354.26 18 1813.96 34 324.99
3 305.64 19 890.85 35 237.74
4 213.43 20 220.12 36 1494.11
5 121.14 21 288.89 37 147.91
6 261.27 22 1101.92 38 1221.36
7 320.73 23 563.06 39 1886.11
8 264.26 24 694.82 40 719.96
9 588.49 25 536.97 41 360.84
10 256.59 26 1320.80 42 291.98
11 1747.70 27 296.29 44 132.86
12 406.57 28 503.17 45 931.67
13 1473.80 29 1049.29 46 230.80
14 2559.92 30 256.08 47 183.13
15 323.74 31 84.40 48 156.20
16 488.85 32 203.67 49 117.21

Tabela 5.8: Distância robusta de Mahalanobis obtida para cada uma das amostras, pela
Abordagem Comediana (a negrito destacam-se as distâncias superiores ao valor de
corte).

Pela observação da tabela 5.8 e sabendo que o valor de corte é 1067.344, foram de-
claradas como atípicas 11 observações: 1, 11, 13, 14, 17, 18, 22, 26, 36, 38 e 39.
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Figura 5.10: Representação gráfica das distâncias de Mahalanobis ordenadas das amos-
tras de solo, obtidas pela Abordagem Comediana, com identificação no número das
amostras.

Ao representar-se graficamente as distâncias obtidas e compiladas na tabela 5.8, é
possível observar que a amostra 14 tem a maior distância, muito discrepante das de-
mais.

A outra metodologia numérica explorada foi a da Atipicidade Ajustada. Esta foi
aplicada a dados ilr-transformados, tomando as 11 pivotagens possíveis. De notar que
o número sugerido de direções aleatórias a ser tomadas é d = 250p, onde p designa o
número de variáveis, e, neste caso em particular, serão tomadas d = 250× 10 = 2500.

Amostra Nº outliers Amostra Nº outliers Amostra Nº outliers
1 27 17 18 33 0
2 5 18 1208 34 1
3 1 19 18 35 0
4 0 20 2 36 9
5 11 21 1 37 0
6 70 22 545 38 1975
7 0 23 15 39 1086
8 3 24 99 40 18
9 12 25 6 41 245
10 0 26 393 42 7
11 1182 27 4 44 0
12 25 28 8 45 4
13 39 29 0 46 6
14 1687 30 1 47 3
15 2 31 0 48 38
16 0 32 6 49 0

Tabela 5.9: Contagem do número de vezes que cada observação foi declarada como
outlier no método da Atipicidade Ajustada, ao aplicar 1000 vezes a cada pivotagem (a
negrito estão assinalados as maiores frequências).
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Pela observação da tabela 5.9, podem-se destacar cinco observações: 11, 14, 18, 38 e
39, com as que apresentam as mais elevadas frequências em que surgem como outliers
no método da Atipicidade Ajustada. Uma vez que se realizaram as 11 pivotagens possí-
veis e, para cada uma delas, testou-se as 2500 direções com sementes (seeds) diferentes,
de modo a aleatorizar as direções tomadas e, ao repetir o processo 1000, permitiu uma
maior robustez de resultados. Cada observação foi avaliada 11000 se seria, ou não,
outlier. Deste modo:

· a observação 11 foi declarada como atípica 10.7% das vezes;

· a observação 14 foi declarada como atípica 15.3% das vezes;

· a observação 18 foi declarada como atípica 11% das vezes;

· a observação 38 foi declarada como atípica 18% das vezes;

· a observação 39 foi declarada como atípica 9.9% das vezes;

· as restantes observações são declaradas como atípicas menos de 5% das vezes.

Com as metodologias numéricas utilizadas, pode-se compilar os resultados obtidos
numa tabela.

Metodologia Outliers
Abordagem Comediana 1, 11, 13, 14, 17, 18, 22, 26, 36, 38, 39

Atipicidade Ajustada 11, 14, 18, 38, 39

Tabela 5.10: Observações declaradas como outlier em cada metodologia.

É possível utilizar representações gráficas com as coordenadas pivô, para, de modo
análogo, ter uma percepção de como os dados se comportam, não levando em conta a
sua distância, mas de forma univariada para cada possibilidade de pivô.
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Figura 5.11: Gráficos de dispersão univariados para os elementos das amostras de solo.
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Figura 5.12: Gráfico de dispersão das coordenadas paralelas para os elementos das
amostras de solo.

Pela análise da tabela 5.10 pode-se concluir que observações 11, 14, 18, 38 e 39 são,
então, os outliers deste conjunto de dados e pelas figuras 5.11 e 5.12, compreender o
motivo pela qual são declaradas como atípicas.

• As observações 11 e 14 correspondem a amostras extraídas numa mesma área
verde com amplo espaço, mas ambas perto de estradas. Pelos gráficos de dis-
persão univariados, para a observação 11 há, em termos relativos, elevada pre-
dominância dos elementos Ferro e Cobalto e baixa predominância dos elementos
Cobre e Chumbo. A observação 14 apresenta elevada predominância do elemento
Cromo e baixa para Arsénio.

• A observação 39 corresponde igualmente a uma amostra extraída em área verde
de reduzida dimensão e perto de estradas e apresenta a log-razão de Ferro em
relação às restantes variáveis e de Cromo em relação às demais variáveis muito
inferior às demais, isto é, presença destes elementos nessa amostra de solo em
razão é inferior às demais amostras de solo e, em contrapartida, a log-razão de
Níquel em relação às restantes variáveis muito superior às demais, ou seja, esta
amostra está localizada numa zona com prevalência baixa de Cromo e Ferro e
elevada de Níquel na composição do seu solo.

• As observações 18 e 38 correspondem a amostras extraídas em áreas urbanas.
A observação 18 apresenta uma log-razão de Mércurio em relação às restantes
variáveis inferior às demais observações e, por outro lado, a log-razão de Chumbo
em relação às restantes variáveis muito alta. A observação 38 apresenta a log-
razão de Alumínio em relação às restantes variáveis muito superior às demais
e, em contrapartida, a log-razão de Zinco em relação às restantes variáveis e de
Níquel em relação às restantes variáveis inferior às demais observações. Embora
estas duas amostras correspondam ao mesmo tipo de localização, a composição
dos seus solos é bastante distinta: enquanto que numa se destaca a presença de
Chumbo, na outra destaca-se a presença de Alumínio.

Na tabela 5.11 apresentam-se, de forma concisa, os elementos que contribuem, de
forma dominante, para os outliers detetados pelos Método da Atipicidade Ajustada.
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Amostra 11 14 18 38 39
+ Co, Fe Cr Pb Al Ni
- Cu, Pb As Hg Ni, Zn Cr, Fe

Tabela 5.11: Composição dominante (pela positiva e pela negativa) das amostras decla-
radas como outliers

.

Para um estudo mais aprofundado dos dados seria conveniente ter mais informa-
ções sobre a localização da amostra que possam influenciar a qualidade dos solos, bem
como subdividir o tipo de local de onde foram colhidas as amostras, o que, em alguns
tipos de localização, implicaria uma maior quantidade de observações para que, de
facto, se pudessem aplicar as metodologias descritas e que os seus resultados permitis-
sem conclusões mais consistentes entre elas.
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Capítulo 6

Conclusões e Trabalho Futuro

O propósito desta dissertação centrou-se na aplicabilidade de métodos de deteção
de outliers baseados em distância robusta a dados composicionais log-transformados.
Até ao momento, a deteção de obervações atípicas em dados composicionais tem sido
baseada na distância de Mahalanobis robusta, usando a estimativa MCD para a ma-
triz de covariâncias e usadas representações gráficas, como dos diagramas ternários ou
gráficos de dispersão univariados, que usam o MCD para tentar explicar o porquê dos
possíveis outliers.

O método MCD é um estimador altamente robusto para a localização e dispersão,
mas que tem como inconveniente a elevada complexidade computacional que envolve
a procura da matriz de covariância de determinante mínimo. No que aos dados com-
posicionais diz respeito, a menos que se façam testes estatísticos ou análises gráficas
prévias, como box plots ou histogramas, não se pode assumir que eles sejam simétricos.
Assim, se se optar por utilizar métodos que assumam a normalidade nos dados anali-
sados, as conclusões obtidas podem ser imprecisas uma vez que os seus pressupostos
não são cumpridos.

De modo a ultrapassar esse inconveniente, utilizou-se duas outras abordagens, igual-
mente baseadas em distância robusta, mas que usam medidas de localização (mediana)
e dispersão (comediana, MAD) que são menos influenciadas pela presença de obser-
vações atípicas na Abordagem Comediana, ou o uso da medcouple, medida de enviesa-
mento, no caso na Atipicidade Ajustada.

Todavia, a Atipicidade Ajustada utilizada com um elevado número de repetições e
direções, como foi executado nesta dissertação, é um processo moroso e, por isso, se-
ria importante realizar um estudo comparativo que permitisse descobrir o número de
direções e iterações que obtenham os melhores resultados possíveis no menor tempo
(equilíbrio entre eficácia e custo computacional), para um elevado conjunto de bases de
dados na perspetiva composicional.

Além de um estudo aprofundado sobre o desempenho dos métodos utilizados neste
trabalho, baseados em distância, como objetivo futuro pretende-se estudar métodos não
tradicionais de deteção de outliers numa perspetiva composicional, como por exemplo
métodos de clustering e que estes possam, eventualmente, ser usados em articulação
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com outros não tradicionais ou com métodos baseados em distância robusta.
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Apêndice A

Matriz dos Dados da Qualidade dos
Solos

Al Fe Ca Co Cr Ni As Cu Pb Zn Hg
1 0.27 0.79 9.43 3.99 17.67 10.16 6.75 50.47 49.81 1480.01 0.1514778
2 0.11 0.23 14.51 0.70 2.75 3.25 1.35 10.83 6.99 49.25 0.019
3 0.33 0.74 10.83 2.99 9.41 17.70 1.75 261.35 71.74 206.16 0.064
4 0.13 0.29 3.88 1.46 4.03 3.63 1.63 14.76 31.97 77.88 0.046
5 0.29 0.60 13.68 2.51 6.43 10.09 1.68 101.66 145.08 109.06 0.06
6 0.29 0.47 9.71 2.27 5.13 7.77 1.12 135.98 43.37 100.03 0.035
7 0.14 0.22 1.28 1.23 4.34 3.10 1.54 7.23 10.25 45.19 0.019
8 0.15 0.46 19.83 2.43 4.77 7.99 3.82 15.89 28.36 66.01 0.047
9 0.30 0.51 2.74 2.43 4.59 9.78 1.62 10.73 15.16 52.19 0.047
10 0.27 0.49 3.76 2.66 8.44 7.75 2.68 24.57 32.22 192.20 0.089
11 0.55 1.71 7.80 12.36 16.97 19.69 1.64 12.15 9.65 76.46 0.046
12 0.20 0.57 23.34 5.43 15.31 14.18 3.73 155.60 21.33 709.00 0.074
13 0.39 0.55 31.25 3.94 7.27 17.78 1.34 19.07 13.04 48.06 0.029
14 1.10 2.00 9.42 21.22 218.96 66.25 2.17 173.81 41.08 663.66 0.1739698
15 0.25 0.39 4.38 3.91 9.48 8.87 1.72 20.28 10.50 142.68 0.037
16 0.27 0.52 6.12 1.99 6.63 7.06 3.37 33.49 89.46 149.44 0.15
17 0.26 0.59 4.87 2.58 10.33 7.35 3.28 41.31 84.73 728.19 0.26
18 0.26 0.51 17.56 2.71 58.12 11.50 2.88 50.83 318.34 177.65 0.023
19 0.23 0.82 17.53 2.56 26.15 16.01 2.90 681.06 200.67 602.01 0.041
20 0.16 0.49 9.38 1.72 5.23 7.28 3.33 11.49 23.09 54.16 0.025
21 0.09 0.23 8.23 0.69 2.40 2.59 1.62 8.94 23.51 46.92 0.025
22 0.44 1.00 15.87 6.59 82.45 32.92 8.07 977.95 633.86 682.86 0.064
23 0.22 0.43 1.63 1.60 5.77 4.56 2.56 9.34 10.14 48.92 0.0598
24 0.14 0.28 23.81 1.12 3.89 5.02 3.93 29.01 7.32 116.46 0.034
25 0.14 0.34 9.15 1.58 4.04 3.50 2.54 6.83 8.00 49.06 0.01
26 0.17 0.37 1.55 1.37 5.58 5.21 1.33 17.60 28.75 1491.33 0.063
27 0.30 0.66 19.38 2.14 7.61 6.92 4.35 10.40 24.53 46.54 0.046
28 0.09 0.15 0.74 0.58 3.22 1.88 1.05 6.81 9.06 39.12 0.023
29 0.29 0.58 11.80 2.84 8.23 10.05 5.15 64.89 158.01 183.29 0.52
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Al Fe Ca Co Cr Ni As Cu Pb Zn Hg
30 0.23 0.55 8.23 2.03 8.39 6.37 4.36 16.75 69.35 69.85 0.064
31 0.33 0.81 12.83 3.70 12.11 13.95 4.15 102.81 158.79 246.34 0.15
32 0.12 0.23 13.06 1.58 3.41 6.62 1.41 12.74 25.05 147.90 0.04
33 0.31 0.73 8.73 3.37 8.52 15.83 3.30 56.73 70.97 140.23 0.24
34 0.19 0.61 6.26 2.92 10.44 8.63 2.98 38.68 16.60 208.79 0.026
35 0.08 0.29 9.89 0.96 3.61 4.26 1.63 24.13 9.80 68.10 0.029
36 0.19 0.52 7.48 3.64 7.58 8.99 4.75 32.48 131.89 247.44 0.63
37 0.33 1.01 9.86 4.33 22.23 18.90 3.23 213.96 193.19 503.74 0.12
38 3.88 0.71 20.83 2.80 8.46 9.36 4.22 56.75 114.94 79.74 0.37
39 0.21 0.42 11.75 2.17 6.01 49.20 1.83 331.81 72.08 227.79 0.38
40 0.24 0.58 5.47 5.70 8.19 13.86 4.03 86.59 63.48 316.87 0.44
41 0.58 1.75 8.57 10.75 26.44 40.52 5.37 163.39 615.93 2891.54 0.17
42 0.22 0.65 18.85 3.64 8.44 16.17 1.81 33.27 62.83 238.95 0.043
44 0.22 0.70 15.81 2.59 12.45 15.61 2.86 197.90 110.17 414.16 0.087
45 0.28 0.69 10.20 4.10 9.12 17.30 3.90 64.09 182.37 194.87 0.63
46 0.20 0.77 15.13 2.88 12.23 11.70 2.91 307.94 78.00 250.00 0.13
47 0.24 0.89 11.59 3.32 12.90 13.23 4.36 195.65 91.16 229.53 0.2
48 0.27 1.33 9.84 5.18 22.09 23.93 5.08 547.75 254.53 354.31 0.14
49 0.37 1.10 11.74 4.63 20.88 19.22 3.52 285.68 110.12 477.87 0.14

Tabela A.1: Matriz de dados da qualidade dos solos (a negrito estão assinalados os
valores que foram imputados pelo algoritmo k−NN).
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HIV/SIDA em Cabo Verde: uma abordagem por dados composicionais
Marta Maltez1, Letícia Leite1, Adelaide Freitas1,2
1Departamento de Matemática, Universidade de Aveiro

2Centro de Investigação e Desenvolvimento em Matemática e Aplicações (CIDMA)

Resumo
Usando a distribuição de ocorrências de infeção pelo HIV, se-
gundo os parâmetros do modelo epidemiológico SICA [2], nas 9
ilhas habitáveis do arquipélago de Cabo Verde, no ano de 2015,
explora-se a abordagem composicional na análise exploratória
deste tipo de dados, usuais em Epidemiologia.
Aplicam-se métodos estatísticos multivariados, clássicos vs ro-
busto, em contexto de dados composicionais, com vista a en-
contrar observações que se desviem marcadamente das demais
e tentar compreender a razão pela qual tal acontecer.

Introdução
O Síndrome da Imunodeficiência Adquirida (SIDA) é causado
pela infeção com o Vírus da Imunodeficiência Humana (HIV).
O HIV continua a ser um dos maiores flagelos de saúde pública
a nível mundial, tendo causado a morte a mais de 35 milhões
de pessoas. África é o continente que registra o maior número
anual (2017) de novos casos a nível global. Em relação à SIDA,
e segundo o modelo epidemiológico SICA [2], a população é di-
vidida em quatro grupos de indivíduos mutuamente exclusivos:

• indivíduos suscetíveis (S);
• indivíduos infectados pelo HIV sem sintomas clínicos de
SIDA, mas capazes de transmitir o HIV a outros (I);
• indivíduos infetados por HIV em tratamento com carga
viral remanescente baixa (estado crónico) (C);
• indivíduos infetados com HIV com sintomas clínicos de
SIDA (A).

O objetivo é, vendo a população das 9 ilhas habitáveis do arqui-
pélago de Cabo Verde, dividida neste quatro grupos, perceber
se alguma das ilhas tem um comportamento atípico numa pers-
petiva composicional.

Ilhas S I C A
Santo Antão 40388 10 93 9
São Vicente 80763 32 186 19
São Nicolau 12381 7 29 3

Sal 33642 22 78 8
Boa Vista 14404 10 33 3

Maio 9657 5 16 2
Fogo 35735 15 82 8
Brava 5681 5 13 1

Santiago 293084 303 676 87
Figura 1: Distribuição da população de Cabo Verde por ilhas e
grupos em relação ao HIV.

Métodos

Tranformações
Dados composicionais são definidos por vetoresD-dimensionais
(D>1), onde as D componentes (variáveis) traduzem informa-
ção relativa (e.g., percentagens ou proporções), isto é, onde
cada variável representa a contribuição para um todo (sendo a
informação sobre o total irrelevante).
Seja X = [xij]n×D a matriz de dados composicionais . Para a
i-ésima linha, xi+ = (xi1, . . . , xiD), tem-se:

xij ∈ R+ e xi1 + · · · xiD = k.

para algum k ∈ R+. Os dados composicionais definem uma
geometria própria, não coerente com a geometria Euclidiana.
Contudo, existem transformações das coordenadas composici-
onais para a geometria Euclidiana, nomeadamente:
Transformação - clr:
A transformação clr do vetor xi+ é dada pelo vetor clr(xi+) =
(yi1, . . . , yiD)

′, com yj = ln xij
D
√∏D

k=1 xik
, j = 1, . . . , D.

[xij] 7→ [yij]

Transformação - ilr:
A transformação ilr do vetor xi+ é dada pelo vetor ilr(xi+) =
(zi1, . . . , zi,D−1)

′, com zj =
√√√√√
D−j
D−j+1 ln xj

D−j
√∏D

k=j+1 xk
, j =

1, . . . , D− 1.

A transformação ilr do vetor xi+ com coordenadas pivot é
definida por um vetor cujas j-ésima coordenada corresponde
à primeira coordenada ilr - o pivot - do vetor permutação
x
(j)
i+ = (xij, xi1, . . . , xi,j−1, xi,j+1, . . . , xiD), com j = 1, . . . , D.

[xij] 7→

z

(j)
i1




Para evitar a singularidade observada com os dados clr-
transformados, na deteção de outliers em dados composicio-
nais, com recurso à inversa da matriz de covariâncias, é utili-
zada a transformação ilr com coordenadas pivot.

Gráficos
Gráficos de dispersão univariados: Para cada coordenada
pivot j, representam-se os n valores da primeira coordenada
ilr-transformada para cada j = 1, . . . , D versus um índice (os
números de 1 a 9 correspondem às ilhas pela ordem apresen-
tada na Figura 1.) das observações.
Para os dados da Tabela 1 resulta a Figura 2.

Figura 2: Gráficos de dispersão univariados (cores de acordo
com o seu afastamento; cf. [3]).

Biplots: Representação simultâneas de linhas e colunas de uma
matriz com característica 2.
A interpretação dos biplots depende sobre qual matriz é apli-
cada a decomposição em valores singulares para a representa-
ção dos pontos e setas no gráfico. Para avaliar o comporta-
mento das 9 ilhas, importa interpretar os pontos.
Biplot clássico [4] matriz dos dados originais da Tabela 1,
(Fig. 3). Interpretar as projeções dos pontos sobre as setas
(variáveis originais).
Biplot de variação relativa [1]: matriz dos dados clr-
transformados (Fig. 4, esq.). Interpretar as projeções dos
pontos sobre os links (rácios entre duas variáveis).
Biplot composicional robusto [3]: matriz dos dados clr-
transformados (Fig. 4, dir.). Interpretar as projeções dos pon-
tos sobre as setas (componente dominante).

Figura 3: Biplot clássico para os dados originais normalizados.

Figura 4: Biplot de variação relativa (à esquerda) e composici-
onal robusto (à direita).

Método Comedian
Utiliza a comendian, uma medida alternativa de dependência
entre pares de variáveis, substituindo, numa versão robusta, a
matriz de correlação usual [5]. É calculada a estimativa ro-
busta para a localização e para a dispersão e, usando essas
medidas para o cálculo da distância de Mahalanobis robusta, é
considerado outlier se:

cv > 1.4826
χ2D(0.95) mediana(rd1, . . . , rdn)

χ2D(0.5)

onde cv é o valor de corte, D é o número de variáveis e rdi
corresponde à distância de Mahalanobis robusta da observação
xi.

Resultados

Gráficos de dispersão univariados. A ilha 1 é um outlier,
uma vez que o peso das componentes S, C e A em relação às
demais é muito superior, comparativamente às demais e, in-
versamente, quando se compara I com as restantes variáveis, o
seu peso é muito menor.
Biplot clássico. A ilha 9 destaca-se das restantes, apresen-
tando números de S, I, C e A muito acima da média das 9
ilhas. Em termos absolutos a ilha 2 é a segunda ilha com
maiores números de S, I, C, A.
Biplot de variação relativa. As ilhas 8 e 9 com menor rácio
A/I (i.e, menor proporção de doentes com sintomas relativa-
mente ao número de infetados) enquanto que a ilha 1 é a que
apresenta maior rácio A/I. O mesmo sucede para o rácio C/I.
Biplot composicional robusto. A ilha 1 destaca-se com
maiores valores para os rácios em que no numerador se tem
o número de S, C e A. As ilhas 9 e 8 apresentam os valores
de I com maior componente dominante (i.e., rácios em que o
numerador é o número de I). Estes resultados estão de acordo
com os gráficos de dispersão univariados.
Todos os biplots construídos sobre as duas primeiras componen-
tes principais apresentam elevada percentagem de variabilidade
explicada.
Usando a abordagem Comedian, apenas a ilha de Santo
Antão foi classificada como atípica, o que vai de encontro às
metodologias gráficas utilizadas.

Conclusão

As ilhas com maior densidade populacional (Santiago e São
Vicente) apresentam (naturalmente) o maior número de indi-
víduos S, I, C e A.
Contudo, na perspetiva composicional, a ilha de Santo Antão
é, de facto, aquela que tem um comportamento desviante das
demais: o peso relativo do número de indivíduos S, C e A é
mais acentuado e, de forma inversa, sendo que o número de
indivíduos I tem um menor peso relativo.
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