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Dados composicionais sdo um caso especial de dados multivariados
que representam informacao relativa na forma de log-razdes entre
as componentes. Os vetores sdo constituidos por componentes
estritamente positivas, que tém como propriedades fundamentais
a invariancia de escala, a invariancia de permutagdo e a coeréncia
subcomposicional. As composicdes tém a sua representacdo num
subespaco designado de simplex, sobre o qual se define a chamada
Geometria de Aitchison.

Os outliers, ou observagoes atipicas, sao dados que parecem desviar-
se substancialmente das demais observacdes da amostra da qual
este faz parte e sempre despertaram o interesse dos estatisticos. Os
métodos de detecao de outliers sdo geralmente classificados em dois
tipos: os métodos baseados em distancia robusta e os métodos néao
tradicionais. Os primeiros baseiam-se em calcular estimativas para a
média e covariancia dos dados e depois calcular a distancia robusta
dessas observagdes e os segundos evitam o uso da distancia e optam
por fazer uma abordagem com mapas nao lineares, uso dos vetores
proprios ou projecoes, entre outros.

Até ao momento, os métodos numéricos e graficos para detetar outliers
em dados composicionais baseiam-se na distancia de Mahalanobis
robusta.

Neste trabalho, propdem-se duas outras abordagens, também base-
adas em distancias robustas, para a detecao de outliers em dados
composicionais. O primeiro método é a Abordagem Comediana
(Comedian Approach) e o segundo método é a Atipicidade Ajustada
(Adjusted Outlyingness), que se baseia no Estimador de Stahel-
Donoho, ndo pressupondo qualquer tipo de distribuicdo a respeito dos
dados. Pretende-se entéo, aplicar esses métodos a dois conjuntos de
dados: um de dados epidemiol6gicos — a SIDA em Cabo Verde — e um
outro de qualidade de solos em Lisboa, Portugal, e tentar perceber se,
numa perspetiva composicional, existem observagoes atipicas ou nao.
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Compositional data are a special case of multivariate data which
represent relative information in the form of log-ratios between the
components. The vectors are constituted by components strictly
positive with fundamental properties the scale invariance, permutation
invariance and subcompositional coherence. Compositions are repre-
sented in a Euclidian subspace named simplex where the so-called
Aitchison Geometry is applied.

Outliers, or atypical observations, are data which seems to be subs-
tantially deviated from the other observations in the same dataset.
Ouitlier detection methods are usually classified into two types: robust
distance-based methods and non-traditional methods. The former are
based on the Mahalanobis distance calculated using robust estimates
for the mean and the covariance matrix. The later avoid the use of dis-
tance and prefer to use non-linear maps, eigenvectors or projections,
between others.

Until now, outlier detection methods in compositional data are based on
robust distance and Minimum Covariance Determinant for estimating
the covariance matrix. Besides numerical approach, these methodolo-
gies are also depicted on the graphical representations.

In this work, two other approaches are proposed to detect outliers in
compositional data. The first method is the Comedian Approach and
the second is the Adjusted Outlyingness. The last one is a modification
of the Stahel-Donoho Estimator and any type of distribution about the
data is assumed. These methods are applied on two real datasets:
epidemiological data related to AIDS in Cape Verde and geochemical
data related to soil quality in Lisbon (Portugal). Results show the
existence of atypical observations, in a compositional perspective.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Dados Composicionais

O interesse inicial da andlise de dados composicionais surgiu no final do século
XIX, com Karl Pearson (1857-1936). No seu artigo ‘On a Form of Spurious Correlation
which May Arise when Indices Are Used in the Measurement of Organs’, Pearson eviden-
ciou alguns perigos com a interpretagdo de correlagdes entre racios cujos numeradores
e denominadores tém partes comuns afetando, consequentemente, o estudo de dados
composicionais. Por diversas vezes, a aplicacdo de métodos estatisticos standard, sem
levar em conta a estrutura composicional dos dados tem conduzido a resultados erré-
neos, o que alertou os cientistas e estatisticos para lidarem com maior cuidado com este

tipo de dados.

Apenas em 1986 com John Aitchison e a publicagdo do seu livro "The Statistical
Analysis of Compositional Data’, que é tido como a principal referéncia sobre a andlise
de dados composicionais, foram introduzidos os conceitos fundamentais no que a es-
trutura de dados composicionais diz respeito e, desse modo, a abordagem correta a sua
analise.

Ja em 2018, Peter Filzmoser, Karel Hron e Matthias Templ publicaram o livro "Ap-
plied Compositional Data Analysis with Worked Examples in R’ onde, além de enunciarem
0s conceitos inerentes aos dados composicionais, apresentam exemplos praticos de da-
dos composicionais, utilizando o software R e diversas packages desenvolvidas para fazer
o tratamento e andlise deste tipo de dados, algumas das quais desenvolvidas pelos pré-
prios autores do livro.

Os dados composicionais sdo um tipo de observa¢des multivariadas que traduzem
informagdo de modo relativo, isto é, descreve como cada unidade amostral (individuo,
objeto) esta constituida indicando como cada parte da composicado - designada de com-
ponente - contribui para o seu todo. Usualmente, este tipo de dados pode ser visto
como percentagens ou propor¢des, mas também em outro tipo de unidades como, por
exemplo, mg/kg, mg/1 ou partes por milhdo (ppm). Apesar de proporc¢des ou percen-
tagens remeterem para que a soma das partes seja uma constante (1 ou 100, respeti-
vamente), isso ndo se traduz numa obrigatoriedade, mas apenas numa conveniéncia
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[1;2].
Defini¢do 1.1.1 (Dados Composicionais). Seja x = (z1,...,xq) um vetor composto por d
partes de um todo, d > 2, com z; > 0,7 € {1,...,d}. Entdo x pode ser visto como uma

observagiio composicional se 1 + - -+ x4 = k, k € RT.

De modo particular, a constante £ toma o valor 1 quando se trata de proporgdes, e
100 quando se trata de percentagens.

Apesar de percentagens ou propor¢des remeterem, de modo intuitivo, para infor-
magdo relativa, pode-se definir, de modo equivalente, dados composicionais como ra-
tios entre componentes (partes) [1].

Analisar dados sob a perspetiva composicional, onde cada varidvel representa uma
parte de um todo, pode ser de extremo interesse. Sdo diversas as dreas nas quais a
perspetiva de contribui¢des relativas se apresenta como uma mais valia na andlise de
dados: na Geologia pode ser empregue no estudo dos constituintes dos solos, na Eco-
nomia para a andlise das componentes nos gastos das familias, na Medicina pode ser
aplicada a composigdo do corpo (ex: gordura, ossos, musculos), na Indtstria Alimentar
a composi¢do dos alimentos, entre outras. Esta abordagem devera ser utilizada sem-
pre que o interesse na andlise dos dados recaia sobre a informacao relativa em vez da
informacao absoluta. Contudo, este tipo de andlise pode ser complementada por uma
perspetiva absoluta dos dados, dependendo da sensibilidade de quem esta a estudar
os dados, bem como o objetivo do estudo em questao.

Como os dados composicionais tém uma estrutura muito particular, os métodos
estatisticos de dados multivariados, podem conduzir a anélises e interpretacdes ina-
dequadas. A solugdo que se utiliza para que os métodos estatisticos convencionais se
possam aplicar é trabalhar numa estrutura algébrico-geométrica que siga os principios
dos dados composicionais (como sejam, invariante quanto a escala, invariante quanto
a permutacdo e coeréncia subcomposicional) que é conhecida, nos nossos dias, por Ge-
ometria de Aitchison, por ter sido introduzida no seu livro [3] e que permite interpre-
tar dados expressos como observagdes composicionais como se de coordenadas reais
se tratassem e, desse modo, as metodologias estatisticas comuns podem ser aplicadas
diretamente. Essas coordenadas sdo formadas por logratios de pares de partes compo-
sicionais e as suas agregagdes, nascendo, dessa forma, a metodologia designada por
logratio.

Apesar das vantagens que as técnicas baseadas em transformacoes logratios apresen-
tam para a andlise de dados composicionais, essas técnicas ndo alcangaram o sucesso
que se esperava no seio dos estatisticos. Tal facto pode, possivelmente, ser explicado
devido a tendéncia natural de interpretar e analisar resultados em termos absolutos di-
recionando a investigagéo para este tipo de estudo e, consequentemente, a uma menor
a vontade na abordagem segundo a perspetiva relativa, necessitando que o raciocinio
seja direcionado para anélises em termos de razdes [4; 5].

Contudo, essa reticéncia inicial ja nao se verifica e, atualmente, o estudo de dados
composicionais estd em expansdo. No momento, existe, por exemplo, um grupo de
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investigacdo forte na Universidade de Girona, Espanha, um grupo em crescimento na
Reptblica Checa, em torno de Karel Hron, e um outro grupo forte a volta de Peter
Filzmoser em Viena, Austria. Peter Filzmoser foi orientador de doutoramento de Karel
Hron. Importa ainda destacar os contributos de Michael Greenacre na andlise de logra-
tios.

Hodiernamente, a anélise de dados composicionais pode ser basicamente descrita
por trés etapas ([3; 4; 5]):

¢ representacdo de dados em coordenadas logratios;

* uso de técnicas de andlise estatistica multivariada sobre os dados em coordenadas
logratios transformadas;

¢ interpretagdo dos resultados, quer nas coordenadas transformadas, quer nas co-
ordenadas originais.

O estudo aprofundado das transformagdes utilizadas, bem como toda a geometria
envolvendo dados composicionais serd explorada no Capitulo 2.

1.2 Observagdes Atipicas

Observagdes atipicas, vulgarmente designadas em Estatistica por outliers, podem
ser definidas, de forma concisa, como dados que se diferenciam drasticamente dos de-
mais. A defini¢do de outlier, em particular de outlier em dados multivariados, ndo é facil
sendo que podem ser encontradas na literatura especializada vérias formas de carate-
rizar uma observagdo atipica. Algumas das mais comuns sado:

"[An outlier is a point such that] in observing a set of observations in some prac-
tical situation one (or more) of the observations 'jars’ stands out in contrast to other
observations, as extreme value."[6; 7]

"An outlying observation, or ‘outlier’, is one that appears to deviate markedly from
other members of the sample in which it occurs."[6; 8]

"An observation which deviates so much from other observations as to arouse sus-
picions that it was generated by a different mechanism."[6; 9]

Das defini¢des anteriores pode-se concluir que um outlier é caracterizado pela sua
relacdo com as restantes observagdes que fazem parte de uma amostra, isto é, a sua de-
finicdo requer que a observacao esteja integrada numa amostra. O seu distanciamento
em relacdo a essas observagdes é fundamental para se fazer a sua caracterizagdo [10].
Todavia, nem sempre é facil fazer a sua carateriza¢do e termos como "destaca-se", "pa-
rece desviar-se" ou "levanta suspeitas", muitas vezes utilizados para caraterizar uma
observacdo que se desmarca das restantes, envolvem alguma subjetividade ou ideias

pré-concebidas dos dados por parte de quem os estd a tratar [6].

A procura pelo incomum, nao representativo, atipico, aberrante, estranho, anormal
sempre recebeu um grande interesse dos analistas de dados que desenvolveram mé-
todos, ndo s6 para simplesmente identificar as observagdes atipicas, mas também para
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acomodar estas numa variedade de situagdes. Os dois motivos para a procura de obser-
vagdes desviantes das demais sdo o interesse por elas préprias e a possibilidade dessas
observagoes desviantes poderem influenciar o resto dos dados e, consequentemente,
as conclusdes da andlise efetuada. Juntamente com a identificacdo ou acomodacao dos
outliers, ter uma ideia de porqué e como eles surgem é importante. Barnett e Lewis, no
seu artigo [7], classificaram os tipos de variagdo dos dados em trés grupos:

i. variabilidade inerente - é a variabilidade natural de qualquer conjunto de dados;

ii. erro de medigdo - inclui as limita¢des do instrumento de medigdo, bem como os
de gravagao/digitacdo dos dados feito por quem recolheu os dados;

iii. erro de execugdo - inclui situagdes com observagdes que ndo sdo do interesse da
populagdo ou situagdes onde uma amostra enviesada ou inadequada é utilizada.

Deste modo, uma observacgao tida como atipica deve permanecer no conjunto de da-
dos se a variabilidade da mesma se dever a inerente variacdo dos dados; caso se deva a
erros de medigdo ou execugdo, ela deverd ser devidamente identificada da amostra [6].

1.2.1 OQOutliers Univariados

Em dados univariados, isto é, em que apenas uma varidvel estd em estudo, o con-
ceito de observagdo atipica parece ser relativamente facil de definir: todos as observa-
¢des que estejam "bastante afastadas" da maioria dos dados e que podem, potencial-
mente, ndo seguir 0 mesmo modelo, poderao ser outliers. Quer o tamanho da amostra
seja elevada ou ndo, usualmente recorre-se a metodologias graficas para observar a
dispersao e forma dos dados, bem como a algumas estatisticas suméarias (minimo, ma-
ximo, média, mediana, moda, desvio padrdo ou variancia e quantis que se considerem
pertinentes para a andlise) para caracterizar a estrutura dos dados.

No que diz respeito a metodologias graficas, as mais comuns recorrem a representa-
¢Oes graficas da fungdo de frequéncias (absoluta ou relativa) como sejam, por exemplo,
o dotplot (graficos de pontos), diagramas de caule-e-folhas, ou ainda, a avaliagdo grafica
do ajustamento de um dado modelo aos dados, como sejam os QQ-plots ou a visuali-
zagdo da distribui¢do dos dados como seja o box plot. Qualquer que seja a preferéncia
pela representagao grafica, todas elas sdo de interpretacdo relativamente facil e podem
indicar observagdes como sendo, eventualmente, atipicas. Nas figuras 1.1a, 1.1b, 1.1c e
1.1d sdo exibidos exemplos das metodologias gréficas citadas usando a varidvel Argila
do conjunto de dados "Arctic Lake’ contendo 39 observagdes o qual foi retirado do livro
de J. Aitchison [3].
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Figura 1.1: Diversas representagdes graficas do conjunto de dados "Arctic Lake’, para a
variavel Argila.

De todas as metodologias gréficas enunciadas, a mais popular é o box plot. A popu-
larizagdo do uso deste grafico deve-se a John Tukey [? ], apesar de haver indicios que
apontam para o seu uso em 1933, mais de 30 anos antes de Tukey, por parte de P. R.
Crowe [13].
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Figura 1.2: Box plot Classico (ou de Tukey)

O box plot é uma representacdo grafica de cinco medidas sumadrias, de acordo com a
figura 1.2 e que permite traduzir informacao acerca da zona de concentragdo ou disper-
sdo dos dados e simetria da distribui¢do dos dados. Na sua forma mais simples (figura
1.2), os tragos verticais (bigodes) que limitam os tragos horizontais assinalam o0 minimo
e 0 maximo da amostra (valores extremos). Na caixa, que vai do quantil de ordem 1/4,
Qo.25, até ao quantil de ordem 3/4, Qo .75, estdao contidas 50% das observagdes mais cen-
trais. A largura (i.e., altura) desta caixa é arbitrdria. No interior dessa caixa coloca-se,
em geral com uma espessura maior do que a usada para os limites da caixa, um seg-
mento de reta sobre o valor de abcissa igual a mediana [14].

Com a ajuda do box plot, a dispersdao dos dados pode ser avaliada recorrendo, para
tal, a duas medidas de dispersao:

* a amplitude do intervalo de variacéo:

H = max — min (1.1)

¢ a amplitude interquartil:
AIQ = Qo.rs — Qo.2s (1.2)

Geralmente, a preferéncia recai sobre a amplitude interquartil, uma vez que, ao con-
trdrio da amplitude do intervalo, é insensivel a presenca de outliers e, desse modo, mais
robusta.

Para estudar a simetria da distribui¢do, geralmente comparam-se a diferenga entre
quartis consecutivos. Assim:

* se Qo.75 — Qo.s = Qo5 — Qo.25, entdo é de crer que a distribuigdo seja aproximada-
mente simétrica;

* se Qo5 — Qos > Qo5 — Qo.25, entdo é de crer que a distribuicdo seja assimétrica
a direita;

* se Qo5 — Qos < Qos — Qo.25, entdo é de crer que a distribuicdo seja assimétrica
a esquerda.
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ou

minimo maximo
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Figura 1.3: Box plot classico (ou de Tukey) com representacdo de outliers.

O box plot da figura 1.3 contempla possiveis outliers - observagdes do conjunto de
dados que estdo relativamente distantes da maioria das observagdes. Apds calculada a
amplitude interquartil, podem ser definidos os limites que permitem classificar as ob-
servacdes mais afastadas das demais como outliers moderados ou como outliers severos.
Concretamente, sdo classificados como outliers severos se estiverem fora das barreiras
externas definidas como se segue:

® barreira externa inferior:
BEI = (.25 — 3AIQ, (1.3)

isto é, observagdes inferiores a este valor sdo considerados outliers severos;

* barreira externa superior:
BES = Qo.75 + 3AIQ, (1.4)

isto é, observagdes superiores a este valor sdo considerados outliers severos.

Estando dentro das barreiras externas, sao classificados como outliers moderados se
estiverem fora das barreiras internas, sendo estas definidas como se segue:

¢ barreira interna inferior:
BII = Q.25 — 1.5AI1Q, (1.5)

isto é, observagoes inferiores a este valor sdo considerados outliers moderados;

¢ barreira interna superior:

isto é, observagdes superiores a este valor sdo considerados outliers moderados.

Resumindo, dada uma amostra univariada (z1,...,,), uma observagdo z;, para
algumi e {1,...,n}:

* nio é considerada outlier se BII < z; < BIS;

e ¢ considerada outlier moderado se BEI < x; < BII ou BIS < z; < BES;
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e ¢ considerada outlier severo se x; < BEI ou x; > BES.

Ha softwares que distinguem os dois tipos de outliers acima mencionados e outros
que ndo. Usualmente, em caso de distingdo, os moderados sdo representados por um
circulo, o, e os severos por um asterisco ou uma pequena estrela, * ou % [14], de acordo
com a representagdo da figura 1.3.

Uma vez que estas regras ndo sdo dependentes do tamanho da amostra, isto €, o ta-
manho da amostra ndo é usado diretamente no calculo dos outliers, a probabilidade de
serem declaradas observagdes atipicas quando, na verdade, ndo existe nenhuma, muda
com o nimero de observacdes e, por isso mesmo, a necessidade muitas vezes referida
na literatura da representatividade da amostra. Desse modo, o diagrama de extremos
e quartis difere das regras padrao de identificacao de outliers, que sdo definidas com «
probabilidade de identificar observacdes discrepantes quando, efetivamente, ndo exis-
tem [6], como acontece, por exemplo, com os testes de hipéteses.

Hoaglin et al. em [15], concluiram que, apesar da sua fécil representacéo, a verdade
é que, na pratica, o box plot tem uma probabilidade de 0.5 de declarar pelo menos um
outlier numa amostra de tamanho 75 gerada aleatoriamente de uma distribui¢do Nor-
mal. A tentativa de melhorar a eficdcia na identificagdo de potenciais observagdes ati-
picas, vérios investigadores introduziram ligeiras altera¢des ao critério acima descrito
de modo a reduzir a probabilidade de declarar, erroneamente, uma observacdo como
atipica (no sentido gaussiano) quando nado é. Na verdade, uns tentaram levar em conta
o tamanho da amostra, fazendo-o depender do nimero de observagdes (ex: Hoaglin
e Iglewicz, [16]), outros tomaram em conta possiveis enviesamentos das distribui¢des
(ex: Kimber, [17]), entre outras abordagens que incluem regressdo dos valores observa-
dos e modelos de fungdes de distribui¢do (ex: Van der Loo, [18]). No Capitulo 3 serdo
introduzidas outras metodologias que permitem utilizar a ideia do box plot, aplicado a
outras distribuic¢des e, desse modo, avaliar quais as observagdes que sdo, de facto, ati-
picas, tomando um modelo mais adequado aos dados.

1.2.2 OQOutliers Multivariados

Em dados multivariados, onde cada observacdo é constituida por d partes, onde
d > 2, a detegdo de observagdes atipicas torna-se consideravelmente mais dificil, uma
vez que as metodologias gréficas funcionam para d = 2 e, possivelmente para d = 3,
mas para dimensdes d > 3, hd a impossibilidade de se representar graficamente os da-
dos como um todo. Por vezes, é comum fazerem-se representagdes de cada varidvel
separadamente ou, entdo, representagdes por pares de varidveis [6]. Contudo, como
num espago d-dimensional, d > 2, ha um infinidade de dire¢des que cada observagdo
pode tomar, mesmo com aquelas alternativas visuais, ndo é possivel ter-se uma real
percepgdo do que é um outlier, pois, ao contrario do que acontece nos dados univari-
ados, em que s6 ha duas dire¢des possiveis para uma dada observacado se afastar do
conjunto dos dados, um sem nimero de dire¢des de um espago d-dimensional dificulta
esse Processo.



1.Introdugéo 9

Nao sendo possivel a visualizagdo de um espago de dimensdo d > 3, uma das pro-
postas mais abordada na literatura especializada para a identificagdo de observagoes
atipicas em dados multivariados com d > 2 é baseada na distancia de Mahalanobis [19],
reduzindo o problema a um espaco univariado. Esta distdncia, que recebeu este nome
em homenagem ao matematico indiano Prasanta Chandra Mahalanobis, é invariante
a escala, ou seja, ndo depende da escala das medigdes [20], ao contrédrio da distdncia
Euclidiana, que se encontra ilustrada na figura 1.4.

d(4,B) =/ (xp —x4)* + (V5 — ya)?
-G 17 G 2P

Vi6+1

V17

0 1 2 3 4 5 3

Figura 1.4: Distancia Euclidiana entre dois pontos do plano.

Defini¢ao 1.2.1 (Distancia de Mahalanobis). Seja X = [x;;] uma matriz com n observagoes
d-dimensionais. A distdncia de Mahalanobis da observagdo x; é dada por:

DM(x:) =/ (xi ~ 0TS (s — 2 (17)
onde X e S sdo o vetor de médias e a matriz de covaridncias amostrais do conjunto de dados X,
respetivamente.

Exemplo 1.2.1. Considere-se o conjunto de dados 'Arctic Lake’, usando as varidveis Lodo e
Argila, ambas expressas em percentagens. Na figura 1.5 visualiza-se este conjunto de dados
através de um grdfico de dispersio.

Argila (em %)
¢
%o

3
-

40

30)

20 .

0 10 20 30 40 50 60 70 Lodo (em %)

Figura 1.5: Representacgdo gréfica das varidveis Lodo e Argila do conjunto de dados
"Arctic Lake’.
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Para ilustragdo do cdlculo da distdncia de Mahalanobis, tome-se a observagio assinalada a
azul na figura 1.5 ; a vermelho estd representado o vetor da média amostral, x.
Sabendo que, nesta amostra:

o x; = [41.5 26.8]7

e x=[45.69 30.11]T

_ | 102.453 103.077

o S —
103.077 294.205

pode-se entdo proceder ao cdlculo da distdncia de Mahalanobis:

DM(x;) = /(x; — 9T (x, — %)

B ( 4157 [ 45.69 )T 102.453 103.077 ‘1( 4157 [ 45.69 )
26.8 | | 30.11 103.077  294.205 26.8 30.11

[ —41977 [ 102.453 103.077 |7 [ —4.19
—3.31 | | 103.077 294.205 ~3.31

/[ =419 0.0150 —0.005 ] [ —4.19
~3.31 | | —0.005 0.005 || —3.31

=0.176

~ 0.42

A distancia de Mahalanobis da observacado x; indica o quao longe ela estd do cen-
tro do conjunto de dados, ou seja, do vetor de médias, levando em conta a estrutura
dos dados no espaco d- dimensional, isto €, a matriz de covaridncias. Todavia, é bem
conhecida na literatura que esta abordagem sofre do efeito de mascara, isto é, mul-
tiplas observagdes atipicas ndo apresentam, necessariamente, valores elevados para a
distancia de Mahalanobis. Isto deve-se ao facto de o vetor de médias e a matriz de cova-
ridncias amostrais ndo sdo estatisticas suficientemente robustas: um pequeno ntimero
de observagdes desviantes ird atrair o vetor de médias (uma vez que todas as observa-
¢Oes sdo tidas com o mesmo peso) e inflacionar a matriz de covaridncia amostral na sua
direcdo [19], como se ilustra no seguinte exemplo.

Exemplo 1.2.2. Considere-se o conjunto original de 12 dados bidimensionais representados no
grdfico de dispersio da figura 1.6a. A vermelho assinala-se a média amostral.
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L -
(a) Conjunto de dados. (b) Conjunto de dados ao qual foi adicio-
nada uma observacdo atipica (assinalada a
cinzento).

Figura 1.6: Influéncia de outliers num conjunto de dados. O conjunto de dados originais
representado a azul, o ponto que representa a média a laranja e o outlier introduzido a
cinzento.

Como é posstvel observar na figura 1.6b, a simples introdugio de uma observagdo atipica faz
com que o vetor de médias se desloque, sendo atraido pelo outlier. Numericamente, a introdugio
desta nova observagdo afetou o vetor de médias e a matriz de covaridncia amostral. Deste modo,
o vetor de médias e a matriz de covaridncias sofreram alteragbes passando de (figura 1.6a):

197 g . _ [ 0393 0831
M@ =1 483 | @~ 1 0.831 1.888

a (figura 1.6b):

o[ 186 g _ [ 0516 0.540
®) = | 499 |’ ®) = | 0.540 2.078

Assim, tomando a observagio x = (3.1, 7.2), pertencente ao conjunto de dados, e calculando
a sua distdncia de Mahalanobis nos dois casos obtém-se:

DM ,)(z) = 1.803
DM (z) = 1.879

Uma vez que as estatisticas média amostral e matriz de covariancias amostral sdo
influencidveis pela introdugdo de observagdes atipicas, é necessario conhecer estimado-
res que sejam menos afetados por "pertubagdes” nos dados ou modelos, nomeadamente
que sejam robustas.

Definig¢ao 1.2.2 (Estatisticas robustas). As estatisticas robustas sio uma extensdo das estatis-
ticas paramétricas cldssicas que especificamente levam em consideragdo o facto que 0s assumidos
modelos paramétricos usados pelos investigadores sdo apenas uma aproximagio [21].

Exemplo 1.2.3. Sejam x1 = {2,4,5,8} e vo = x1 U {15} = {2,4,5,8,15}, conjunto obtido
a partir de x1 com a adigdo de uma nova observagio, dois conjuntos de dados. Deste modo
obter-se-d:
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— média: T1 = 4.75; — média: To = 6.8;
— mediana: 71 = 4.5 — mediana: o = 5

Pelo exemplo anterior, pode-se concluir que a média ndo é um estimador robusto do
pardmetro de localizacgdo central da populagdao onde foi recolhida a amostra, uma vez
que a inser¢do de mais um elemento na amostra implicou um maior desvio na estima-
tiva da média, enquanto que a mediana pode ser considerada uma estatistica robusta,
uma vez que a inser¢do de uma nova observagdo em pouco altera o valor da estimativa.

Associado as estatisticas robustas, importa referir outros conceitos-chave como o
ponto de rutura (do inglés breakdown point) [6].

Defini¢ao 1.2.3 (Ponto de rutura). O ponto de rutura é uma medida usada para descrever a
resisténcia dos estimadores robustos na presenca de outliers. E dada pela fragio de contaminagio
arbitrdria de valores extremos, quer elevados, quer pequenos, que podem ser introduzidos na
amostra antes de o valor do estimador se tornar arbitrariamente grande.

Defini¢ao 1.2.4 (Ponto de rutura para a média amostral). Seja i um estimador para a
média populacional, fungio do conjunto de n observagoes, X. O breakdown point para i é dado
por:

(i1, X) = min { = sup ||(X) — 4(X)|| = oo } (1.8)
X

onde X é o conjunto de observagdes corrompidas, obtidas ao substituir as observagdes verdadeiras
por valores arbitrdrios.

Pela defini¢do anterior, pode-se concluir que o ponto de rutura para um estimador
da média (populacional) é a menor fracdo da amostra que pode ser corrompida em que
a distancia entre a verdadeira média amostral e a média da amostra corrompida se tor-
nar arbitrariamente grande.

De modo anélogo pode ser definido o ponto de rutura para o estimador da matriz
de covariancia.

Definigdo 1.2.5 (Ponto de rutura para o estimador da matriz de covariancia). Seja % o
estimador para a covaridncia do conjunto de observagdes X. O ponto de rutura para ¥ é dado
por:

& (5, X) :rr}gn{z,sng(i(X),f)(X)) - oo} (1.9)

onde X é o conjunto de observacdes corrompidas, obtidas ao substituir as observacoes verdadeiras
por valores arbitririos e D(A, B) = max{|\1(A) — A1(B)|, |\a(A) ™t = Xg(B) 71|}, com \;(A)
o valor do i-ésimo valor proprio ordenado de A.

Pela defini¢do de ponto de rutura para o estimador da matriz de covariancias, pode-
se concluir que corresponde a menor fragdo da amostra que pode ser contaminada por
observagdes atipicas antes que a diferenca entre os maiores valores préprios da ver-
dadeira matriz de covariancias estimada e da matriz de covaridncias da amostra cor-
rompida se torne arbitrariamente grande ou, de modo equivalente, a diferenca entre os
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menores valores préprios das duas estimativas se torne muito préxima de zero.

Combinando as defini¢des anteriores, serd adequado ter estimativas para as estatis-
ticas relevantes cujo ponto de rutura seja elevado e, desse modo, menos sensivel a ou-
tliers. Estimativas com essas caracteristicas dizem-se com um elevado ponto de rutura,
preferencialmente o mais préximo de 50%, que corresponde ao limite teérico. Todavia,
os estimadores média e matriz de covaridncias amostrais cldssicos tém um ponto de
rutura de 2100%, onde n é o tamanho da amostra, e que é bastante inferior ao expeta-
vel (para n > 2), ao valor do limite tedrico, tendendo para zero quando o tamanho da
amostra aumenta indefinidamente.

Outra importante medida de robustez é a fungdo de influéncia (do inglés influence
function). A funcdo de influéncia é uma medida de dependéncia no valor de uma das
observagdes da amostra, quando apenas essa observagdo é contaminada.

O ideal serd que uma contaminagédo infinitesimal numa determinada observagado da
amostra tenha uma reduzida influéncia no estimador, isto é, se se tiver um estimador
robusto, a fungdo de influéncia sera limitada.

Além das propriedades desejaveis ja enunciadas para um estimador robusto falta
destacar a invariancia afim (do inglés affine equivariance). Esta propriedade envolve a
transformagdo nos dados, permitindo que, caso a origem ou a escala da varidvel ori-
ginal seja alterada (por exemplo, por uma centralizacdo dos dados), ndo haja perda de
coeréncia nas conclusdes, isto é, elas sdo as mesmas face a nova origem ou escala.

Defini¢ao 1.2.6 (Estimador de localizacdo invariante afim). Um estimador de localizacio
i € RY diz-se invariante afim se e apenas se, para qualquer b € R? e qualquer matriz nio
singular A(qxq) ,

LAX+Db) =Apu(X) +b (1.10)
onde X se refere a matriz dos dados d-dimensional.

Definicdo 1.2.7 (Estimador de escala invariante afim). Um estimador de escala 3, matriz
semidefinida positiva diz-se invariante afim se e apenas se, para qualquer b € R? e qualquer
matriz ndo singular A gy q),

S(AX +b) = AD(X)AT (1.11)
onde X se refere a matriz dos dados.

Geometricamente, pode-se concluir que aplicar uma transformagao linear ou uma
rota¢do a matriz dos dados ndo terd qualquer efeito no estimador invariante afim, no
sentido em que este estimador capta a transformagao realizada nos dados tornando-se
indistinguivel usar o estimador sobre os dados transformados ou efetuar a transforma-
¢do sobre o estimador aplicado aos dados originais.

Ao longo dos anos, diversos métodos tém sido propostos para detetar observagdes
atipicas. Estes métodos sdo, geralmente, divididos em dois grupos:
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¢ métodos baseados em distancia robusta - usam estimativas robustas para estimar
o vetor de médias e a matriz de covariancias populacional e, de seguida, é cal-
culada a distancia de Mahalanobis usando essas estimativas robustas. As obser-
vagdes cuja a sua distancia exceda o valor critico ou de corte (no caso dos dados
serem provenientes de uma distribui¢do Normal, esse valor é obtido por uma
distribuicdo x?);

¢ métodos ndo tradicionais - estes métodos evitam o uso da distdncia robusta de
Mahalanobis e optam por utilizar técnicas de clustering, proje¢des, entre outras.

1.3 Software Utilizado

Os célculos e a maioria dos gréficos apresentados foram realizados com recurso ao
software R, versdo 3.6.1, no ambiente RStudio versdo 1.2.1335.

As packages utilizadas foram: robCompositions, matlib, robustbase, mvoutlier,
aplpack, StatDA, foreign, VIM, dplyr, ggplot2, mrfDepth, Matrix,
gridExtra, maps, mapdata, rworldmap, ggmap, car.

Algumas imagens foi também elaboradas com recurso a aplicagdo e ao website Des-
mos (https://www.desmos.com/) e ao Microsoft Power Point.


https://www.desmos.com/

Capitulo 2

Dados Composicionais

2.1 Nocgoes Basicas de Dados Composicionais

Vetores com componentes, todas positivas, a expressar propor¢des ou percentagens
sdo dados composicionais, isto €, observagdes que traduzem informacao relativa [1],
[23]. Apesar de serem observagdes multivariadas, onde uma andlise absoluta pode ser
feita, deve ver-se como dados composicionais sempre que a preferéncia da anélise delas
recai sobre o relativo.

Definig¢ao 2.1.1 (Dados Absolutos). Dados absolutos referem-se a contagem dos dados brutos,
sem nenhuma operagio que nio seja a contagem ou a de medida [24].

Defini¢ao 2.1.2 (Dados Relativos). Dados relativos sio dados obtidos através da combinagio
de dados absolutos com uma determinada operacdo que permita a sua comparagdo com outros
dados do mesmo tipo [24].

Exemplo 2.1.1. Segundo dados do website PORDATA, em 20191, 0s dados por sexo dos alunos
matriculados no ensino superior eram:

Dados Absolutos: Dados Relativos:
Total | Masculino | Feminino Total | Masculino | Feminino
385247 176660 208587 100% 45.86% 54.14%

Assim, na comparagdo a informagdo absoluta interpreta-se usando a diferenca en-
tre os valores. Neste caso, em 2019, havia mais 31927 pessoas do sexo feminino no
ensino superior do que do sexo masculino; contudo, em termos relativos, hd mais
8.28% (= 54.14% — 45.86%) de pessoas do sexo feminino que do sexo masculino ma-
triculadas no ensino superior.

Se a informagao estd a ser analisada em termos relativos, é irrelevante se os dados
estdo representados como percentagens ou proporgdes: 0s racios entre as componentes
mantém-se inalterados [1]. Contudo, a andlise estatistica dos dados deve levar em con-
sideragdo o espago amostral onde os dados estdo inseridos [5].

Fontes/Entidades: DGEEC/ME-MCTES, PORDATA Ultima atualizagdo: 2019-10-01

15
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Um dos argumentos geralmente usados para a necessidade de uma abordagem di-
ferente na andlise com os dados composicionais deve-se ao facto que este tipo de dados
ndo ser coerente com a geometria Euclidiana e, desse modo, o uso de técnicas estatisti-
cas usuais numa estrutura de dados, que pertence a uma parte restrita do espago real
com as respetivas operagdes associadas, pode levar a resultando incoerentes e que ndo
estdo de acordo com a realidade dos dados [5]. Assim, os dados composicionais se-
guem a designada Geometria de Aitchison do simplex.

Defini¢do 2.1.3 (Simplex). Seja x = (z1, ..., xq) uma composigdo com d partes.
O simplex de dimensio d é definido como:

d
Sd:{x:(xl,...,xd)eRd:xi>0,Z$¢:1} (21)
i=1
Na figura 2.1, é ilustrado o conceito de simplex para composi¢des de dimensao d = 2
ed=3.

[P simplex

simplex

€

€1

(a) (b)

Figura 2.1: Representagdo do simplex (a) de dimensdo 1 em R? e (b) de dimenséo 2 em
R3, delimitado pelas linhas a azul.

Assim, os d vértices do simplex correspondem aos vetores unitdrios e; = (1,0,...,0),
ey = (0,1,0,...,0),...,eq = (0,...,0,1), que sdo vetores em R%. O simplex S¢, defi-
nido em (2.1), corresponde a um subconjunto de dimensdo d — 1. Este espago é de
particular interesse na andlise em dados composicionais, uma vez que é onde se encon-
tra contido o espago amostral destes dados [1].

Apesar de defini¢do de simplex ser dada como a soma das d componentes, estrita-
mente maiores que zero, somarem a unidade, ela pode ser generalizada para qualquer
constante positiva k.

d
Sd:{x:(a:l...,a:d)E]Rd:xz->0,2xi:k} (2.2)
i=1
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De facto, como serd mostrado de seguida, a escolha de %, a constante de soma, é
irrelevante, uma vez que é invaridvel quanto a escala [1]. Por exemplo, é analogo dizer
que no ensino superior, no ano 2019, havia 45.86% de pessoas do sexo masculino no
ensino superior (onde £ = 100) ou que a propor¢do de pessoas do sexo masculino é de
0.4586 (onde k = 1). Assim, a ideia a reter deste pequeno exemplo é que a mudanga
de escala ou a multiplicacdo por uma constante positiva ndo modifica o contetido da
informacao. Isto sugere que a mesma informacdo pode ser traduzida como classes de
equivaléncia de vetores proporcionais [4].

Definicao 2.1.4 (Composi¢des como classes de equivaléncia). Sejam x,y dois vetores em
R%, onde R denota o espago real d—dimensional com componentes positivas; logo, ;,y; >
0,vie{l,...,d}.

Os vetores x e y dizem-se composicionalmente equivalentes se existir um escalar A € R tal
que x = Xy, isto é, as composigoes x = (Ay1,..., \yq) ey = (y1,...,ya) contém a mesma
informagdo relativa, VA € R..

A figura 2.2 ilustra o conceito de composi¢des como classe de equivaléncia.

X1g

Vie

A

v

ﬂ 1

Figura 2.2: Composigdo de duas partes, onde x; e y, sdo equivalentes, bem como x e
y, pois estdo localizados na mesma linha de projecédo. y e y, correspondem as projegoes
no simplex.

Desse modo, qualquer que seja o vetor escolhido de uma classe de equivaléncia, ele
pode ser usado como representante dessa mesma classe, utilizando um fator de escala
adequado. De modo a facilitar a andlise, é escolhido um representante da classe de
equivaléncia, pela normalizagdo dos vetores, de modo a que a soma das componentes
seja igual a um determinada constante k, podendo k tomar qualquer valores em R.
Assim, pode ser introduzido o conceito de operagdo de fecho (do inglés closure operator)

[5], [4].
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Definigdo 2.1.5 (Operagao de fecho). Seja x = (v1,...,xq) um vetor em RY. O fecho de x,
para uma dada constante k € R, é definido por:

Ao aplicar a operagdo de fecho a uma dada composigdo x, cria-se num novo vetor
composicional, com o mesmo ntimero de elementos e cuja soma dos mesmos perfaz k,
o que faz com que se duas composicdes, x e y, sdo equivalentes entdo Cy(x) = Cx(y) [5].
De facto, se x e y sdo composi¢des equivalentes, entdo x = Ay e, portanto, o fecho de x
para a constante k é dada por:

Cr(x) = Ck(Ay)
_ k><)\y1 kJX)\yd
o ( 25:1)‘%7“"25:1)‘% )
. AXkXy1 Axkyq

o ( )\Zleyi"”’)\zleyi )

_ < kyp kyq )
D SRR LI
= Ci(y)

Desse modo, tem-se Ci(x) = C(\y).

Exemplo 2.1.2. Tome-se o conjunto de dados "Arctic Lake’, disponivel em [3].

Considere-se a observagdo que corresponde a profundidade de 10.4m, constituida por 3 sedimen-
tos: Areia (x1), Lodo (x2) e Argila (x3).

Seja x = (77.5,19.5,3). A soma das 3 partes é x1 + x2 + x3 = 77.5+ 19.5 + 3 = 100. Entdo
o fecho da composigio x para k = 1 é:

y =Ci(x)
:( 1x77.5 1x19.5 1x3 )
100 ° 100 °’ 100

= (0.775,0.195,0.03

onde a composigio resultante y satisfaz a condigdo y1 + y2 + y3 = 1 = k. Tem-se que x e y sido
composigdes equivalentes jd que pode escrever-se x = 100y.

Esta carateristica de soma constante confere aos dados composicionais particulari-
dades que os distingue de outros dados multivariados e, por esse motivo, é que estes
dados se inserem no simplex.

Uma composigdo que seja resultante de uma operacao de fecho é equivalente a que
lhe deu origem, pois estd na mesma classe de equivaléncia. Contudo, por vezes apenas
algumas partes da composigdo é que tem o verdadeiro interesse para quem a esté ana-
lisar, o que é designado por subcomposicao.

Defini¢do 2.1.6 (Subcomposicao). Seja x = (x1, ..., xq) uma composigio com d partes e seja
S = {s1,...,Sp} um conjunto de indices que indica as partes selecionadas para a subcomposi-
¢do.
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Uma subcomposi¢io xs, com p partes, é obtida pela aplicagdo da operagio de fecho ao subvetor
(Tsys...,2s,) dex.

Exemplo 2.1.3. Retomando a composicio do exemplo 2.1.2, pode-se formar uma subcomposicio
apenas selecionando as partes de interesse: areia e argila. Assim, a composigdo original é x =
(0.775,0.195,0.03). O conjunto dos indices corresponde a S = {1,3}. Como x1 + x3 =
0.775 4 0.030 = 0.805, entdo a subcomposigdo serd dada por:

Xs = C(.%'l, 1'3)
_ ( 0.775 0.030 )
0.775+0.030" 0.775 + 0.030
(u175 Dosny
0.805’ 0.805
— (0.963,0.037)

2.2 Principios da Andlise Composicional

Conforme visto na se¢do anterior, os dados composicionais e as suas operagdes ndo
se encontram no espaco Euclidiano usual e sim no simplex. Para conseguir operar com
estes dados, foi necessario conceber o conceito geométrico que permitisse isso: a desig-
nada Geometria de Aitchison [1] .

Assim, é necessdrio estabelecer os principios que qualquer método estatistico deve
cumprir de modo a que possa ser aplicado a composic¢des [2]. Esses trés principios sdo:

¢ invaridncia de escala;
* invaridncia de permutacao;

* coeréncia subcomposicional.

2.2.1 Invariincia de Escala

Um dos principios da andlise composicional é a invariancia de escala. Nos dados
composicionais, o valor absoluto das partes da composi¢do ndo é relevante, uma vez
que composi¢des na mesma classe de equivaléncia contém, essencialmente, a mesma
informacao [4]. Um exemplo disso é a composi¢do de uma amostra de solo: a mesma
amostra pode ser vista como a percentagem dos constituintes (onde a soma das partes
é 100) ou como as miligramas de cada sedimento numa amostra de 1 grama (onde
a soma das partes é 1000). Assim, se se designar por x a composigdo em termos de
percentagens e por y a composi¢do do peso em miligramas dos constituintes tem-se
que y = 10x. Assim, estas duas composi¢des diferem apenas de um fator de escala,
A = 10, mas a sua andlise sera idéntica, independente do valor de \. Essa propriedade
é designada por invariancia de escala (do inglés scale invariance).

Definigao 2.2.1. Seja f uma fungio definida em Ri. Diz-se que f é uma fungio invariante
quanto i escala se, VA € R e para qualquer composicio x em S¢, satisfaz:

f(x) = f(x) (2.4)
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Assim, a fungdo é invariante quanto a escala se a imagem de vetores composicio-
nalmente equivalentes por meio de f é sempre a mesma [4]. Deste modo, se as partes
estiverem escritas na forma de log-ratios, entdo f é invariante quanto a escala [2].

2.2.2 Invaridncia de Permutag¢ao

Outro dos principios da andlise composicional é a invariancia de permutagdo, isto
é, as conclusdes que se obtém de uma andlise composicional ndo devem diferir se a
ordem das partes da composigdo for alterada. Assim, qualquer permutagao das partes
deverd ter o mesmo resultado e em nada afetard os resultados organizar as partes do
modo mais conveniente possivel.

Exemplo 2.2.1. Considere-se novamente a observagio que corresponde a profundidade de 10.4
m, constituida por 3 sedimentos: areia (z1), lodo (x3) e argila (x3), escrita como: x = (1, x2, T3)
(77.5,19.5,3). Se, por conveniéncia, for necessdrio permutar as partes da composigoes, para que
argila esteja em primeiro, ter-se-d uma nova composigio, x4 = (x3,x1,x2) = (3,77.5,19.5).
Esta permutagdo das partes em nada altera a informagdo que se obtém do vetor composicional.

2.2.3 Coeréncia Subcomposicional

O terceiro e ultimo principio da andlise composicional é a coeréncia subcomposi-
cional: subcomposi¢des (como estabelecido na defini¢do 2.1.6) devem-se comportar
como as proje¢des ortogonais fazem na andlise real convencional [2].Concretamente, a
andlise sobre um conjunto de partes de uma composigdo - subcomposi¢do - ndo devera
depender das partes que ndo foram selecionadas, pelo que o resultado da andlise de
uma subcomposigdo ndo pode contradizer os resultados obtidos com a composigdo [4],
isto é, os resultados da subcomposi¢do deverdo ser coerentes com os da composicao
completa.

As duas principais implicag¢des préticas deste principio sdo:

¢ adistancia entre duas composicdes deve ser maior, ou pelo menos igual, a distan-
cia entre duas quaisquer subcomposi¢des - dominadncia subcomposicional;

* caso uma parte ndo informativa seja retirada, os resultados deverdo manter-se.

Exemplo 2.2.2. Sejam x = (77.5,19.5,3) e y = (9.5, 53.5, 37) duas observagoes do conjunto
de dados "Artic Lake’ a profundidade de 10.4 e 47.1 metros, respetivamente, que correspondem
a duas composicdes do solo.

Tome-se as subcomposigdes constituidas pelos sedimentos areia e argila. Assim, tem-se: x4 =
(77.5,3) ey, = (9.5,37). Assim:

d(x,y) = /(775 — 9.5)2 + (19.5 — 53.5)2 + (3 — 37)2 ~ 82.28

d(xa,y,) =/ (T7.5 - 9.5)2 + (3 — 37)2 ~ 76.03

O mesmo aconteceria com quaisquer composi¢des que fossem selecionadas e respetivas sub-
composigoes.
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Levando todos estes principios em consideragdo e usando técnicas que sejam ade-
quadas a dados composicionais, tem-se a garantia que a escolha de uma subcomposi-
¢do ndo altera a relagdo entre as partes, uma vez que a ordem pela qual as partes estdo
representadas ndo interessa, mas sim a proporc¢do que cada parte representa [4].

2.3 Geometria de Aitchison no Simplex

Como foi explicado na secdo 2.1, o espago amostral onde se inserem os dados com-
posicionais é o simplex e a estrutura geométrica das composicdes é designada por Ge-
ometria de Aitchison [1]. O objetivo agora é definir uma estrutura de espago vetorial
no simplex e, para tal, é necessdrio definir algumas operagdes basicas. Essas operagdes
correspondem a adi¢do de dois vetores e a multiplicacdo de um vetor por um escalar no
espago simplex. Para distinguir estas operagdes das da Geometria Euclidiana, é usada
uma notagao distinta [1].

Defini¢do 2.3.1 (Perturbacdo). Sejam x = (x1,...,xq) ey = (y1,...,Yyq) duas composicdes
em S¢. A perturbagiio de x por y é definida por:

x®y=C(x1y1, .-, Taya) (2.5)

onde C(.) refere-se a operagdo de fecho.

Exemplo 2.3.1. Sejam x = (0.775,0.195,0.03) e y = (0.095,0.535,0.37) duas composigdes.
A perturbagdo de x por y é dada por:

x®y = (0.775,0.195,0.03) @ (0.095, 0.535, 0.37)
= C(0.775 x 0.095,0.195 x 0.535,0.03 x 0.37)
C(0.074,0.104,0.011)
( 0.074 0.104 0.011 )
(

0.074 + 0.104 + 0.011° 0.074 + 0.104 + 0.011° 0.074 + 0.104 + 0.011
0.074 0.104 0.011)

0.189’ 0.189’ 0.189

= (0.392,0.55, 0.058)

Em geral, como se pode observar no exemplo 2.3.1, duas composi¢des no sim-
plex, quando aplicando a perturbacdo, resulta numa composigdo no mesmo espago.
No exemplo, 0.392 + 0.55 4+ 0.058 = 1.

Definicdo 2.3.2 (Potenciacido). Sejam x = (z1,...,xq) uma composicio em S e o uma
constante em R. A potenciagdo de x por o é uma composigio definida como:

aoOx=C(zf,...,25) (2.6)

onde C(.) refere-se a operagdo de fecho.



22 2.Dados Composicionais

Exemplo 2.3.2. Seja y = C(0.095,0.535,0.37) uma composicio e « = 3 um escalar. A poten-
ciagdo de x por o é dada por:

a®y = (0.095%0.53530.37%)
€(0.0009,0.1531, 0.0507)
( 0.0009 0.1531 0.0507 >

0.0009 + 0.1531 + 0.0507" 0.0009 + 0.1531 4+ 0.0507" 0.0009 + 0.1531 + 0.0507
0.0009 0.1531 0.0507)

0.20477 0.2047’ 0.2047
= (0.0044,0.7479,0.2477)

Em geral, como se pode observar no exemplo 2.3.2, a potenciacdo de uma compo-
sicdo no simplex resulta numa composi¢do no mesmo espaco. No exemplo 0.0044 +
0.7479 4 0.2477 = 1.

As operagodes de perturbagdo e potenciagdo sdo, na verdade, suficientes para definir
no simplex um espago vetorial e, consequentemente, verificar-se-do as propriedades
usuais (comutatividade, associatividade, distributividade).

Teorema 2.3.1. (S¢,®, ®) é um espago vetorial.

Demonstragio. (S d, @) tem a estrutura de grupo comutativo, isto é, parax,y, z € S% as
seguintes propriedades verificam-se:

1. propriedade comutativa: x @y =y @ x
Tome-se x = (x1,...,24),y = (y1,...,yq). Entdo:

x®y=(z1,...,24) D (Y1,---,Yd)
=C(z1y1,- - - Taya)
=C(y171, -+, YdTa)
=yox

2. propriedade associativa: (x @y) &z =x® (y  z)

Tome-se x = (z1,...,24),y = (Y1,---,Yd), 2= (#1,...,24). Entdo:
(X@Y)@Z— ((J:lv"’vxd)@(yla'”vyd)) 69(’21)""2(1)
= @1y, Taya) B (21, 20)
= ($1y1,...,$dyd)@(21,...,Zd)

C((fﬁyl)zl, ce (l‘dyd)zd)
= C<x1(y12’1), e 7xd(yd2d))
= (r1,...,29) ®C(y121,- - -, Yd?d)
= @170 @ (1) © G, 20)
=x® (ydz)
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3. existéncia de elemento neutro: n, definido como:

A’ d
(T
B (d’ "’d)
:(E Zd

d’ 7 d

1
_8($1a .,.Z'd)
—C(.fl, ,.’Bd)
=X

onde n corresponde ao baricentro do simplex e é tinico, visto que a operagao @ é
comutativa. A igualdade x = x @ n verifica-se de modo analogo.

4. existéncia do inverso de um elemento x, x ':

Tome-se x ! como a composigdo que resulta da operagdo de potenciagdo da com-
posicdo x pelo escalar o = —1. Desse modo, tem-se:

aOx=(-1)ox

:C(ml_l,...,:rgl)

Além disso, pela propriedade do elemento neutro, tem-se:

x@x_lzn:x_l@x
Na verdade, tem-se:
x®x ! = (z, .,a:d)@(:cl_,...,acgl)
1 1
_($17 ')xd)@(;lw" ;d)
1 1

=C(r1—,...,xq—

( ! 1 5Ud)
—c(=,.. 2

Il Trq
=C(1,...,1)

A igualdade x! & x = n verifica-se de modo anélogo.

A operacdo de potenciacado satisfaz as propriedades de um produto externo. Para x,
y € S?ea, € R, verificam-se as seguintes propriedades:
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1. propriedade associativa: « ® (8 ® x) = (¢ ® ) ©® x
Tome-se x = (x1,...,z4). Entdo:

a@(ﬂ@X)ZQQC(x”f,...,xg)

8 3
:a@C( wlﬁ,..., mdﬁ)
=C mfa xga

- (X’ (D)

xﬁa J:Ba

= 1 ) d
Xy’ (D)

e (o)
= Ty 5.0, X
(X at)e VT a
=C(y’,... 25

= (@0 pB)o(z1,...,7q)
=(a®p)Ox

2. propriedade distributiva em relagdo a perturbagio: a ® (x®y) = (¢ ©x) @ (aOYy)
Tome-se x = (x1,...,24),y = (y1,...,yq). Entdo:

€ ®(x@y) = a0 (@1 72) & 1., 90))
=aOC(T1Y1,- - TaYd)

:a®< T1Y1 Td¥d )

Sy Y iy

:( r1y1 @ Tdyd 0‘)
Sy T Y iy

= C((l‘lyﬂa: ce (ﬂﬂdyd)a)

_ C( (z1y1)” (zaya)® )
Z(%‘yz‘)a% Z(xiyi)a%

=C(zTyf, ..., 25y3)

= (zf,...,29) & (y?,...,yq), por definicdo de &

= a@(ml,...,xd)) &) (a@ (yl,...,yd)), por definigdo de ®
— (aox) @ (@0y)
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3. propriedade distributiva em relagdo a adigdo: (o + ) ©x = (a ©x) & (8 © x)

Tome-se x = (x1,...,z4). Entdo:
(a+pB)ox=(a+p)o (x1,...,7a)
:C(x?—w, ,x3+5)
=C(afaf,...agwy)
= C(zf, ,wd)GEC(mf,...,:ng)
= <a® (w1, ,l‘d)> © <5® (21, ,xd)>

4. existéncia de elemento neutro: 1 © x = x.
O elemento neutro é tnico e corresponde a o = 1, ja que:

1ox=C(x1,...,2}) =x
|

Uma estrutura de espago vetorial Euclidiano pode ser obtido ao definir o conceito
de norma, produto interno e de distancia entre composigdes do simplex S?. Apresenta-
se, de seguida, essas defini¢des no sentido de Aitchison [1].

Defini¢do 2.3.3 (Produto Interno de Aitchison). Sejam x = (z1,...,zq) ey = (y1,--.,Yd)
duas composigdes em S¢. O produto interno de Aitchison é definido como:

(x,9) A 21d Z Z In Z In & (2.7)

Exemplo 2.3.3. Sejam x = (0.775,0.195,0.03) e y = (0.095,0.535, 0.37) duas composigoes
em S3. O produto interno de Aitchison de x por y é dado por:

3

(x, l Yi
=1 j=1 Yj
= 1 x (—12.231)
6
= —2.039
Definicio 2.3.4 (Norma de Aitchison). Seja x = (1,...,x4) uma composicio em S%. A

norma de Aitchison é definida como a raiz quadrada do produto interno de x por si mesmo, isto

2

e

Il = v/Gx,x)a = dZZ( o) 28)

i=1 j=1
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Exemplo 2.3.4. Sejam x = (0.775,0.195,0.03) e y = (0.095,0.535,0.37) duas composicdes
em S3. A norma de Aitchison de x e de y é dada por:

1 3 3 2N 2
_ 1Ai>
Ix]l.a 2X3zz(nxj

ERE Uin 2
Ivlla = | 555 22 2= (1)

Analogamente as operag¢des usuais no espago real, é também possivel realizar a ope-
racdo de perturbagdo com o inverso de uma composicao resulta numa nova operagao,
designada por diferenga da perturbagdo e denotada com o sinal ©. Concretamente:

xoy '=xa ((—1)®y>
= (xla-"axd)@C(yfla"wy;l)

1 1
:(:Ul,...,a:d)@C(—,...,—)
Y1 Yd
1 1
:(:cl,...,xd)@< dyli,..., dyd1>
i=1 Yy, i=1 7y,
1 1
. % Tdg
_ ( Big(—", L
ZL yf ZL ylz
yizyﬁ- yizyﬁ
1 1
_(1’1y1 xdyd)
= T ]
Xy Xy

e xT
:c(iwufi)
Al Yd

= (J,‘]_,...,.’I?d)@(ylu-"vyd)
=X0y

No caso particular em que x = y e com a diferenga de perturbagdo, prova-se que o



2.Dados Composicionais 27

elemento neutro corresponde a perturbagdo de uma composi¢do com o seu inverso:

xOx 1=xo ((—1)®x)

= (z1,... ,xd)@(xfl,...,mgl)
_ Ld

C(xl ".7$d>
=C(1,...,1)
=n

Definic¢do 2.3.5 (Distancia de Aitchison). Sejam x = (z1,...,2q4) ey = (Y1,-..,Yq) duas
composicoes em S¢. A distiancia entre x e y é definida como:

1 (mZ —an>2 (2.9)

Mg

d
1
dx,y)a = |xoylla = *dz

15

Exemplo 2.3.5. Sejam x = (0.775,0.195,0.03) e y = (0.095,0.535,0.37) duas composicoes
em S3. A distincia entre x e y é dada por:

_ |t Ti ¥
dlx.y)a = 2x3;;(lnxj lnyj)
:\/%x66.369

Estes conceitos permitem estabelecer uma estrutura de espago vetorial linear Eucli-
diano que é designada por Geometria de Aitchison. Estas defini¢des sdo baseadas em
logaritmos dos racios (em inglés logratios) entre as partes dos dados composicionais [1].

Uma das consequeéncias do uso de logratios é que, como a soma das partes compo-
sicionais é irrelevante, qualquer composi¢do na mesma classe de equivaléncia origina

o mesmo logratio, isto é, o logratio da composi¢do x = (z1,...,x4) e de todas as que se
encontram na mesma classe, Xy = Ax = (Az1,...,Azq), VA > 0, é igual, uma vez que:
AT
In =(InA+Inz;) — (InA+ Inzy)
Az
=InA+Inz; —InA—-Inz;
— 2 (2.10)
Zj

De modo andlogo, e uma vez que se usa as log-razdes no célculo do produto interno,
obtém-se:

(x.xx)a = (x,x)4 = [Ix|% (211)

d(x,x))4 = d(x,X)a (2.12)
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Para a equagdo (2.11) verifica-se que:

1A EK o
=—=> Y In‘In m—z, pela equacéo (2.10)

= x4

Para a equacédo (2.12) tem-se:

1 d d ZT; )\l‘l 2
dxx0)a = | 55 00> (lnxj “In ij)

1 :BZ ) 2 ~

= | — In——-In—) , pelaequagdo (2.10)
2d ; e ( Z 5 l’j)

=d(x,x)4 =0

Tal como acontece com os conceitos métricos, os resultados das operagdes de pertur-
bagdo e potenciagdo também ndo dependem da constante das composi¢des [1]. Além
disso, a estrutura geométrica de S? satisfaz as propriedades usuais, tal como a compa-
tibilidade da distancia com a perturbagéo e potenciagio, isto é, Vx,y,z € S?e A € R,
tem-se:

dx®z,y®z)s =d(Xx,y)a (2.13)

dlaOx,a®y)a = |a| d(x,y)a (2.14)

Além da compatibilidade da distancia, outras propriedades tipicas de um espago
Euclidiano sdo igualmente validas no simplex, S 4 [25].

1. Desigualdade de Cauchy-Schwartz:

[ y)al < lixlla-llylla (2.15)
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2. Teorema de Pit4goras, se x,y sdo ortogonais, isto €, (x,y)a = 0, entdo:

IxeylE = lIxI% + lIylk (2.16)

3. Desigualdade Triangular:

d(x,y)a < d(x,z)4 + d(z,X)a (2.17)

Tal como ocorre na geometria Euclidiana, usando a norma e o produto interno de
Aitchison, é possivel estabelecer o &ngulo a entre dois vetores composicionais. Assim,
o angulo no simplex entre as composic¢des, x e y, é dado a custa da seguinte relagdo [5]:

_xoy)a 2.18
Ixla - lylla (2.18)

Exemplo 2.3.6. Usando os valores do produto interno, calculado no exemplo 2.3.3, e das nor-
mas, calculadas em 2.3.4, para as composigdes x e y, tem-se:

Cosx =

(X, y) 4 ~2.039
= = —0.686
x4 [ylla  2.308 x 1.287

Cosx =

Logo, o = arccos(—0.686) = 133.31°

2.4 Transformacdes de Dados Composicionais

Frequentemente, a anélise de dados composicionais é associada com a aplicagdo de
uma transformacao apropriada e, de seguida, a utilizagdo dos métodos estatisticos con-
vencionais como se dados multivariados comuns se tratassem. Apesar de, numa pers-
petiva prética, ser verdade muitas vezes, a dificuldade com este tipo de pensamento é
a interpretagdo de resultados. Apds a aplicagdo de uma transformacado, ndo se estd a
trabalhar mais com as composi¢des originais, mas sim com as suas transformagdes e,
por isso, a interpretacdo dos resultados deve levar isso em consideracéo [5], levando
em conta o significado e o propésito da transformacao [1].

Uma transformagao pode também ser vista como a representacdo de uma composi-
¢do num sistema de coordenadas, com respeito a geometria de Aitchison. Assim, resta
estabelecer o que significa uma transformagdo em termos de representagdo em coorde-
nadas [1]. A transformagdo a ser aplicada aos dados composicionais tem por base a
andlise estatistica das log-razoes (do inglés Logratio Analysis). Esta abordagem surgiu
da importancia reconhecida do principio de invaridncia de escala, cuja aplicabilidade
exige que se trabalhe com razdes entre as componentes, que anula a constante de escala
[4], demonstrada na equagdo 2.10. A transformagdo log-razdo é uma correspondéncia
biunivoca em R e o tratamento matemdtico de um quociente é mais facil em termos do
seu logaritmo e, por essa razdo, Aitchison propds a adogdo de uma técnica de transfor-
macdo envolvendo logaritmos de razdes das componentes [4].

Uma dada composigdo x = (1, ..., x4) pode originar diversas transformacdes das
suas componentes. Assim, coloca-se a questao de qual a transformacao log-razao que
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se deve escolher. Posto isto, hd a necessidade de introduzir o conceito de log-contraste
(do inglés logcontrast), que pode ser considerado como uma combinagdo linear no sim-
plex [5].

Definicdo 2.4.1 (Log-contraste). Sejam x = (x1,...,zq) uma composigio em S e a =
(1. .. 0q) € RY, comag + -+ + ag = 0, 0 vetor dos coeficientes, o;; € R, Vi € {1,...,d}.
Um log-contraste de x é uma combinagdo linear definida como:

d
a’lnx=> a;lnz (2.19)
=1

O log-contraste é invariante quanto a escala, um dos principios da analise composi-
cional. Assim, Vk > 0, tem-se:

Log—razéo:R2 — R

(z,y) —>1n§,y7ﬁ0,fc,y>0

d
al'In(kx) = Z a; In(kx;)
i=1

d

= Zaz(lnk—i—lnxi)

i=1

d d
:;ail\nﬁ—#Zailnwi

const. =1

d d
=Ink x Zai+2ailnxi
i=1 i=1

=0

d
= Z o lnx;
i=1
=allnx

Com o intuito de evitar a ambiguidade dos log-contrastes, que pode acontecer, por
exemplo, na comparagdo de log-contrastes, surge o conceito de log-contrastes ortogo-
nais.

Definigdo 2.4.2 (Log-contrastes ortogonais). Seja x uma composicio em S¢ e sejam a =
(1,...,0q9), b= (B1,...,Bq) € R dois vetores de coeficientes, com Z?Zl a; =0e Zle Bi =
0com oy, B € R, Vi€ {1,...,d}.

Dois log-contrastes, a” Inx e b In x, sdo ortogonais se e s6 se a’ b = 0.
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Geralmente, muitas das dificuldades relacionadas com a andlise de dados composi-
cionais podem ser ultrapassadas escolhendo o log-contraste apropriado. Essa escolha
depende do problema e da interpretacdo da composigao [4], pois, ndo ha nenhuma re-
gra que estabeleca, a partida, que uma transformagao seja melhor que as outras. Toda-
via, é essencial que a transformagéao selecionada analise, de forma adequada, os dados
de modo a que essa escolha apenas dependa do problema, da interpretacdo da compo-
sicdo e dos objetivos da analise [5].

Os dados composicionais induzem o seu préprio espago amostral: eles sdo repre-
sentados no simplex, com a geometria de Aitchison, que apresenta diferengas substan-
ciais em relagdo a geometria Euclidiana usual. Por esse motivo, os métodos estatisticos
standard utilizados na geometria Euclidiana ndo podem ser diretamente aplicados as
composic¢des [26]. Como solugdo para esse problema, existe uma familia de transfor-
magdes log-razdes que permitem expressar os dados composicionais do simplex no
espago real Euclidiano [26], [5].

Em 1986, John Aitchison introduziu a primeira transformacao de log-razao desig-
nada por log-razdes aditiva, (do inglés additive log-ratio), abreviada de alr. Todavia,
esta transformagdo ndo era isométrica, isto é, as distancias entre as composi¢des em co-
ordenadas transformadas ndo sdo iguais as distancias entre as composi¢des originais.
Assim, numa tentativa de ultrapassar esse inconveniente, foi introduzida uma nova
transformacao, baseada na média geométrica das partes das composigdes designada
de transformacao de log-razdes centradas (do inglés centered log-ratio), abreviada de clr.
Contudo, nem a transformacéo alr nem a clr podem ser diretamente associadas a um
sistema de coordenadas ortogonal no simplex, o que levou a que, em 2003, a trans-
formacdo de log-razdes isométrica (do inglés isometric log-ratio), abreviada de ilr, fosse
proposta por Egozcue e colaboradores [27]. A transformacdo ilr que é uma isometria
entre S% e R41, ultrapassando, desse modo, os problemas das outras transformagoes
[26].

24.1 Transformacdo alr

Definigdo 2.4.3. Seja x uma composigio de d partes no simplex S¢.

Designa-se por transformagio de log-razoes aditivas de x, relativamente i k-ésima componente
e denota-se por alry(x), & transformagio: x € S — x¥) € R4, para algum k € {1,...,d},
definida por:

x) = alr, (x)
k
= ( () (k) )

Ty, Tyl

:(mﬂ,...,1nx’“‘1,1nx’“+1,...,1n@) (2.20)
Tk Tk Tk Tk

Exemplo 2.4.1. Seja x = (11.4,52.7,35.9) uma composicio. A transformagio de log-razoes
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aditivas de x, alr(x), relativamente a 2" componente é dada por:

x?) = alry(x)

(217,28

= (ln E, In @)
52.7 52.7

= (~1.53,-0.38)

Na transformagao xy, fixa-se uma das componentes do vetor como denominador da
log-razdo, neste caso a componente z;. Contudo, qualquer uma das partes da composi-
¢do pode ser a escolhida como a varidvel razdo nas coordenadas. Assim, selecionando
qualquer outra parte para denominador, obter-se-ia uma nova transformagéo alr. Neste
caso em particular, uma vez que a composicao x tem d partes, seria possivel obter d di-
ferentes transformacoes alr. Deste modo, a escolha da componente a utilizar depende
do contexto, mas também da adequagdo dos resultados para a visualizagdo e explora-
¢do de todos. Por exemplo, ao realizar um estudo sobre a diversidade dos solos em
diversos pontos do pais, o investigador pode ter interesse em conhecer as log-razdes
dos constituintes do solo em relagdo ao chumbo e, por isso, o chumbo ser a parte da
composic¢do do solo selecionada como razao.

No caso de uma matriz X(,,» ) de dados composicionais com composigdes definidas

por x; = (i1, ..., x;q) nas linhas da matriz, parai € {1,...,n}, amatriz de coordenadas
alr, relativamente a k-ésima componente dos dados é formada pelas linhas dadas por:

(%)

x; = alry(x;)
Ti1 Tjk—1 Tjk+1 T
:@mewml’,mlﬂy”Jmﬂ) (2.21)

De notar que a matriz resultante da transformagdo alr tem dimensdo n x (d — 1).
Tik\ _ c s A s . . .
Uma vez que ln(ﬁ') =0e, pelo principio d‘a coeréncia su‘?composmmnal, que diz que
qualquer parte ndo informativa pode ser retirada sem que isso afete os resultados, uma
vez que a coluna de zeros que seria obtida ndo traduzia, na pratica, qualquer infor-
macao, ela é eliminada da matriz da transformacéo, tal como acontece com os vetores

composicionais alr-transformados.

Nas coordenadas alr, as operagdes de perturbacdo e potenciagdo continuam a ser
validas, isto é, parax, y € S%, c € ReVk € {1,...,d}, tem-se:

alry(x @ y) = alrg(x) + alr(y) (2.22)
alr(c ® x) = ¢ - alrg(x) (2.23)

Verifique-se para o caso k = 3.

Sejam x, y € S?, ¢ € R. Tome-se, sem perda de generalidade, como denominador a
segunda componente.
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e Perturbagao:

alra(x @ y) = alry ((fb’l, r2,23) © (Y1, Y2, yz))

= alry C(z191, T2y2, T3Y3)

alr ( T1Y1 T2Y2 T3Y3 )
== 2 ) )
T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 TiY1 + T2Y2 + T3Y3
T1Y1 T3Y3
_ z1Y1+x2y2+T3Y3 T1Y1+T2y2+x3Y3
=(In T2Y2 ) In T2Y2
z1Yy1+x2y2+r3Y3 T1Y1+T2y2+x3Y3

(1 T1Y1 3632/3)
n—-—,In——
T2Y2 T2Y2

= (lnﬂ—l—lny—l, n@—kln%)
Z2 Y2 Z2 Y2

:(mﬂ,n@) (1 1y3)
x2 x2 Y2 Y2

= alry(x) + alra(y)

® Potenciacdo:

alra(c ® x) = alrp C(x§, 25, 25)
(& C (&
= alr2< i %2 =3 )
)
x1+x2+x3 x{ + x5+ 2§ 2] + 2§+ xg

zg
T +m2+x3 1 x +m2+:p3>

In

c
)

c+12+$3 Ty +ws g

(

:(1 LI 3)
(
(e

Lo

1( ) (%))

3

= cln —,)
T2
T1 , T3

=c- (ln—, n—)
T2 T2

= c-alry(x)

Contudo, o produto interno, a norma e a distancia de Aitchison ndo preservam as
suas propriedades com esta transformacao, por exemplo, (x,y)a # (alry(x), alry(y)) 4.
Além disso, a interpretagdo das coordenadas alr conduz a interpretagdes que podem
ser imprecisas em termos das suas coordenadas originais, uma vez que a interpreta-
¢do de uma coordenada ndo pode ser feita em termos de uma parte, pois, para cada
componente de =(*), a informagio que se obtém é apenas em relacdo a parte x;, mas
desconhece-se a log—razao entre as demais partes [1].

Uma vez que as coordenadas alr sdo obtidas uma a uma, é possivel regressar a
composicio original. Para tal, define-se a inversa da transformacéo alr, alr—'. Fixe-se
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x4 como denominador da log-razdo. Assim, a inversa da transformagao alr,, denotada
por alr;; !, é definida por alr ' : x(¥ € R¥~! — x € S%.

alry(x) = (ln ﬂ, In ﬁ)

T2 Z2
——
Y1 Y3

Entéo:
T T
y1=In— S expy; = — & 1 =r2eXp Y1
T2 T2
T3 T3
ys =In— &S expys = — < r3 = T2€xXp Y3
xI9 xI9

1
expy; + 1+ expys

x1+xe+x3 =1 x9(expy;1 + 1 +expys) =1 z9 =

Deste modo, generalizando para todas as partes e simplificando a notagdo, tem-se:

e paraje {l,...,d},j#k:

N -
! exp(mgk)) +- 4+ exp(x,g’?l) +1+ exp(xg?l), R exp(x&k))
® paraj = k:
.%'j = 1

exp(a™) + -+ exp@) + 1+ exp(@l)), -+ exp(a

&)

Apesar da simplicidade da transformacdo alr, as suas principais desvantagens sdo a
sua subjetividade na escolha da varidvel razdo, pois cada escolha d4 origem a diferen-
tes composi¢des para a mesma composic¢do original, e o facto desta transformacgao ori-
ginar um sistema de coordenadas ndo ortogonal. Por este motivo, esta transformacdo
nao satisfaz o principio de invariancia de permutagdo e, por isso, a andlise de dados
composicionais, através deste tipo de transformacgdo, pode levar a conclusdes pouco
adequadas [5].

2.4.2 Transformagao clr

Como tentativa de ultrapassar as limitagdes que a transformacao alr apresenta, Ait-
chison propos a transformacdo de log-razdes centradas, onde cada composigdo de d
partes dd origem a um vetor de d coordenadas clr.

Definigdo 2.4.4. Seja x uma composigio de d partes no simplex S¢.
Designa-se por transformagio de log-razdes centradas de x, clr(x), a transformagdo clr: x €
S — y € RY, definida por:

y = clr(x)
- (m ) (2.24)

7[1 i goe ey 1l 7(1 7
Hj:l Ty Hj:l Lj
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Exemplo 2.4.2. Seja x = (11.4,52.7,35.9) uma composigdo que representa a constituicio da
amostra a 60.1 m de profundidade do conjunto de dados "Arctic Lake’.

Uma vez que {‘/H?Zl x; = v/11.4 x 52.4 x 35.9 = 24.84, entdo a transformagdo de log-razoes
centradas de x, clr(x), é dada por:

y = clr(x)
= clr(11.4,52.7,35.9)
_ (ln 11.4 In 52.7 0 35.9)
27.84° 27.84" " 27.84

= (In0.41,1n1.89,1n1.29)
= (—0.89,0.64,0.25)

Também é possivel estabelecer a transformacao inversa, clr ': y € R? — x ¢ &4
definida por:

clr ™ (y) = Cexp(y1), .- -, exp(ya))
_ ( eXp Y1 €XP Ya )
expyi + -+ +expys’  expyi+ - +expyq

(2.25)

No caso de uma matriz X, .4 de dados composicionais com as composigdes de-
finidas por x; = (i1, ..., %;q) nas linhas da matriz, para ¢ € {1,...,n}, a matriz de
coordenadas clr é formada pelas linhas dadas por:

y; = clr(xi)

B Til Lid
- (lngm(Xi),...,ln gm(xi)) (2.26)

onde gm(x;) designada a média geométrica da composicao x;, isto é:

(2.27)

Numa matriz, cada linha, que corresponde a uma composicao, é dividida pela mé-
dia geométrica da propria composigdo. Além disso, quer a composicdo original, quer
a composigdo resultante da aplicacdo da transformacéo clr, tétm o mesmo nimero de
partes e, por isso, a matriz resultante tem a mesma dimensdo que a matriz original.

Assim, em comparag¢do com a transformagdo alr, a clr ndo apresenta subjetividade
na escolha da razdo, uma vez que é sempre a média geométrica da composicdo, que
trata cada componente simetricamente [1], uma vez que compara com uma quanti-
dade global. Todavia, seria possivel substituir o denominador por qualquer constante
positiva, pois esta ndo unicidade é consistente com o conceito de composi¢des como
classes de equivaléncia [28]. Além disso, apresenta também vantagens em relagdo a
transformacao alr no que diz respeito a interpretabilidade, uma vez que se interpreta a
log-razado de cada parte em relacdo a um todo.
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Contudo, a transformacdo também apresenta algumas desvantagens. A principal é
que a soma das partes da composigdo clr transformada é zero, isto é:

d
:Zlnxj—(lnm1+~--+lnxd):0 (2.28)

Esta particularidade da transformagdo clr é que os dados nesta representac¢do sdo co-
lineares e, por isso, a composi¢do transformada estard contida no hiperplano {(yi,...,yq) €
R?: gy + -+ -+ yg = 0}, 0 qual passa pela origem de R? e ¢ ortogonal ao vetor (1,...,1).

N

(@)d=2 (b)d =3

Figura 2.3: Espaco das transformacdes clr numa composi¢do com (a) 2 e com (b) 3 ele-
mentos.

Deste modo, se se pensar numa matriz de composigdes, ao expressar cada observa-
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¢do como dados clr-transformados, a matriz resultante ndo tem carateristica completa e
a respetiva matriz de covaridncia serd singular [1]. Esta propriedade da transformacéao
clr ¢ uma desvantagem no que a detecdo de observagdes atipicas diz respeito, uma vez
que impossibilita a obten¢do da inversa da matriz de covariancias e, consequentemente,
o célculo da distancia de Mahalanobis, habitualmente usada.

Outra desvantagem da transformacao clr é que o facto de se usar a média geomé-
trica da composi¢do como denominador da log-razdo ndo garante que a média geomé-
trica da composicdo coincida com a média geométrica das eventuais subcomposi¢des
e, por isso, ndo ha garantias que satisfaca o principio da coeréncia subcomposicional.

Exemplo 2.4.3. Seja x = (11.4,52.7,35.9) uma composigio. Tome-se a subcomposigido consti-
tuida pela retirada da primeira parte da composicio x, x5 = (52.7,35.9).

* média geométrica de x: gm(x) = (11.4 x 52.7 x 35.9)% =27.84
* média geométrica de xs: gm(xs) = (52.7 X 35.9)% = 43.50

Tal como acontece na transformacéo alr, a transformacao clr também permite redu-
zir as operacdes de perturbagio e potenciagdo a soma e ao produto usuais em RY. Deste
modo, se x1, x3 € S%, ¢ € R, tem-se:

clr(xy; @ x2) = clr(xy) + clr(xq) (2.29)
cr(c®xy) = c-clr(x;) (2.30)

Com as coordenadas clr, é possivel estabelecer uma estrutura de espago métrico no
simplex. Define-se:

(x1,%2) 4 = (clr(xy), clr(x2)) (2.31)
[Ix1lla = [lelr(x)]] (2.32)
d(x1,x2) 4 = d(clr(xy), clr(x2)) (2.33)
(2.34)

Uma vez que a definicdo de produto interno de Aitchison e distancia de Aitchison
se verificam para a transformagdo, os coeficientes representam uma isometria: todos os
conceitos métricos do simplex mantém-se ap6s aplicar a transformagao clr.

2.4.3 Transformacao ilr e Coordenadas Pivo

A terceira transformacdo é a ilr, proposta em [27]. A classe das coordenadas das log-
razdes isométricas forma uma base ortogonal no simplex, que é um dos pontos fulcrais
na Geometria de Aitchison.

Definicio 2.4.5 (Base Ortonormal no Simplex). Seja S¢ um simplex de d partes. O conjunto
de vetores {ey,...,eq 1}, e; € STej € {1,...,d — 1}, é uma base ortonormal de S se:
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i. (ej,ep)a =0,paraj#k;
ii. |lejlla=1j€{l,...,d—1}

Assim, o vetor resultante da transformagcio ilr estard em R?~! e uma implicagéo
prética é que, deste modo, evita a singularidade da matriz de covariancias que ocorre
com as coordenadas clr, mas existe uma infinidade de possibilidades para definir um
sistema de bases ortonormal.

Exemplo 2.4.4. Sejam b e b’ dois conjuntos de vetores pertencentes ao simplex S3. Seja b =
{e1, ea} uma base ortonormal de 83 com:

2v6 V6 V6
‘81:C(e¥76_§76_§):<66 e 6 e 6 )
1

ar ’ a1 ? a
V2 P V2 V2
¢ o =C|( 0 ¢e2 e 2 = L T T2
’ ’ a2’ a2 '’ a2
2v6 -6 -6 V2 -2

ondea; =e 6 +e 6 +e 6 ear=1+e¢€

A média geométrica de ey e ey sdo dadas, respetivamente, por:

2y/6 N VB :
3/ ,2%8 -2 -5 3/ 2v6 _ V6 _ 6
Ogm(el):\/e6 ><66><€6:i\/ee Xe 6 xe 6 =

ay a1 al al

V2 V2
3/ 0 7 -7 1 {’/ V2 _¥2 1 1
[ ] = fal € € = — 0 = — 0 - L
gm(ez) o X X Vel xez xe 2 Ve

Seja b’ = {e!, ey} uma outra base ortonormal de S3 com:

V2 vz -2 V2
o ellzc(e_T,eo,eT )—<e 2 &) e

Ty T 7
ay a’ ay

/ 3 -—vi8 _3 3 =8 2
[ ] — — e6 e 6 eb
82—C<eeje 6 ,(36)—(,7 —, <

2

aqy aqy

A média geométrica de €} e el sdo dadas, respetivamente, por:

V2 V2
N 3le T 0 eT_li/;\/E 0 V2 T 1
e gm(e)) = a ><a,1><a,1 =ar ez Xe ><e2_a\/e_E
3 —/18 3 3 — s
/N _ 3/ eb e 6 6671\/3 8 3 9 0_ 1
ogm(EQ)— gx al X@_@ e6 X e 6 XeG—@\/e_@

-2 —/18
2

/ 2 V2 / 3
onde aj =e +1+e2 eay=e6+e 6 +e
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Em primeiro lugar, para a base b, pode-se notar que:

e e
clr(el) = ( In ai ,111 ai In ai >

gm(e1)’ gm(er)  gm(er)

®

2v6 _ V6 _ V6
e 6 e 6 e 6
= | n—%—,In—%— In %
a; a; a1
_ 2v6 _ 6 V6
=\ Ine 6 ,Ine 6 ,lne 6
—( 2v/6 _v6 6
6 > 6° 6
e’ e e
clr ey) = a2 az az
In , ,In
gm(ez)  gm(ez)”  gm(ez)
. V2 )
e’ e 2 ez
= lna%,ln af ,In 1‘12
az az az
2 _V2
= ( Ine’,Ine2 ,Ine” 2 )
12T 2
e modo andlogo, para a base b', pode-se notar que:
De modo andlogo, p base b', pod tar g
_V2 V2
’ e 2 £ e 2
J— / 7 7
clr(e}) = n all In a1, In al/
gm(e})’  gm(ey)”  gm(e})
67@ £ efﬁ
/ /
In — ,ln%,ln =)
@ @
_V2 V2
=\ Ine" 2 ,Ine”,lne2
=1{1 ,Ine 1
_ 2 2
= ( —¥2,0, -2 )
clr(e}) = @ a o
2) = 2 2 2




40 2.Dados Composicionais

Assim, para a base b, tem-se:

<21, Eg)A = <CZI"(21) Cl?(62)>

Vo VB VB (V2 V2
<<%v—?—£>,<o,;a—;>m
lexlla = lltr(en) = \/(2?)2 (2 (2 oy

lealla = leirtes) | = \/02 (2 (R2) -

Para a base b, tem-se:

(el eh)a = (clr(e}), clr(eh))
V2 VB 1 VB 1
“((50=5) G5z
:_ﬂx1+ X — 18 _ﬂx( 1)20

2 2 6 2

lell|la = |lclr(eb)|| = ||clr(er)]| = \/<—;/§>2 o (\f)z »

leblla = V(;)z S (Y (- ) e

Pode-se agora definir as coordenadas ilr-transformadas.

Definic¢do 2.4.6. Sejam x uma composigio em S e o conjunto de vetores {e1,...,eq_1} € S%
uma base ortonormal desse espago. Designa-se por transformagio de log-razoes isométricas de x
em relagio a base {e1,...,eq 1} e denota-se ilr(x) , a transformagio ilr: x € S* — z € R4
definida por:

z = ilr(x) (2.35)
= (21,---52d-1) (2.36)

com z; = (x, e;) 4 ou, de modo equivalente, z; = (clr(x),clr(e;)), j € {1,...,d —1}.
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Qualquer transformagdo do tipo ilr baseia-se na escolha de uma base ortonormal
do hiperplano H: {y = (y1,...,y4) € R? : y1 + --- + yq = 0} (exemplificado na figura
2.3). Desse modo, qualquer transformacao do tipo ilr baseia-se na escolha de uma base
ortogonal do hiperplano #, que é formado pela transformagao clr. Nesta base, a com-
posicdo x € S¢ passa a ser descrita por vetores nao colineares transformados por ilr [5],
ultrapassando, assim, um dos principais inconvenientes da transformagéao clr.

Uma matriz de dados composicionais X(,q) também pode ser representada pela
sua transformagdo ilr. Deste modo, tem-se a chamada matriz das coordenadas pivo
Z (1% (d—1)), comi = {1,...,n}, a qual é formada pelos elementos da forma:

d—j Tij .
Zij =4/ . In , g=1{1,...,d—1} (2.37)
d— 1 7z/
I ¢ Hi:j.u Tik

As coordenadas ilr obtidas da forma expressa em (2.37), que resulta de uma escolha
particular para uma base, sdo geralmente designadas de coordenadas pivd, o que se
torna intuitivo uma vez que uma das partes é definida como sendo o pivd e aparece
somente na primeira coordenada. Assim, a escolha da parte que ird ter o papel de pivo
é de extrema importancia, uma vez que define o sistema de coordenadas como um todo
[1]. Se se tomar, por exemplo, z1 como pivd, as coordenadas ilr serdo da forma:

d — 1 $1
zZ1 = d In y
V d—1
\/ [Tro zi

d—21 X9
29 = n
Vd—1 Y
ERY Hi::&ﬂfk

\/5 Td—2
2gg =)o In —24=2
3 /Ta—1Tq
\/T Tq-1
Zd—1 = —1In
2 Tqd

Exemplo 2.4.5. Utilizando a mesma composi¢io que no exemplo 2.4.2, x = (11.4,52.7,35.9),
a sua transformagdo ilr com pivd x1 é dada por:

z = ilr(x)
= ilr(11.4,52.7, 35.9)

( 13—1 1 1 3—2 1 T2 )
= n n
3 3_\1/ T X 1'3, 3—1 3= x3

B (\/§1n 11.4 1 52.7>
N 3 V52.7x359°V2 359
= (—1.09,0.27)

Como ja foi referido, as coordenadas pivd tém a particularidade de a parte z;, sele-
cionada para piv0, apenas aparecer na primeira coordenada, z; [1]. Todavia, 0 mesmo
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ndo acontece para as restantes partes: xy aparece nas coordenadas z; e zp, x3 aparece
nas coordenadas 21, 22 e z3 e por assim adiante. Isolando a primeira parte de uma co-
ordenada, i.e., 21, é de interesse, uma vez que ela sumariza toda a informacao relativa,
em termos de logaritmos, acerca de x1. Note-se que:

d—1
z1 = In 1 *)
d d—1 d
k=2 Tk
d—1 d—1 N
= 7 Inx — y ln<Hack)d_l
k=2
d—1 d—1 1 \2
= y Inx; — \/d\/(d—1> In(zg X -+ X x4q)
d—1 1
— p) Inz; (d — 1)d ln(xg X X :Cd)
d—1 /d—1 1
= r 7lnx1— Tln(ngn'xxd)

1/ i1y 1HZL‘1 1/ i—1)d ln$2+ —I—lnxd)

- m((lnm Inzs) 4+ (Inzy —Inxg) +- -+ (Inzy — lnxd)>

1 xr1 1 X1
— = (2 sm2 s m2 #x
(d—l)d(nx2+n$3+ +nxd> .

Assim, z; pode ser interpretada como a dominancia relativa de z; em relagdo as
outras partes, "em média". Se:

* 21 > 0 — z; é dominante em relacdo a média geométrica das outras partes;

® 21 <0 — z1 ndo é dominante em relacdo a média geométrica das outras partes;

® 21 = 0 — z; estd balanceada em relagdo a média geométrica das outras partes.
Esta interpretacdo, contudo, apenas pode ser feita para a primeira coordenada e é

sobretudo nela que o interesse se deve focar, pela quantidade de informagédo que traduz.

E possivel obter a primeira coordenada dos coeficientes clr-transformados, y; =
In W a menos de um fator de escala a partir da primeira coordenada da trans-
Ty

formacdo ilr z; dada pela equagdo (2.37), com j = 1, ou seja, (**). Observando (**),
conclui-se que:

d—1
d

7 = v (2.38)

pelo que

Y1 = Z1 (2.39)
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Exemplo 2.4.6. Do exemplo 2.4.2, para a composi¢io x = (11.4,52.7,35.9) tem-se que y; =
—0.89 e do exemplo 2.4.5, para a mesma composigdo, tem-se que z; = —1.09. Assim, verifica-se

que:
3 3
2 =—1.09 = \@ x —0.89 = \/;yl

A relagdo 2.39 pode fazer crer que se trata apenas de um fator entre as duas trans-
formagoes. Tal s6 se verifica entre a primeira componente de uma transformacdo com a
primeira componente da outra transformagado. Enquanto que a parte x; da composigdo
estd, exclusivamente, na primeira coordenada de z, x; aparece em todas as coordena-
das de y, na média geométrica, que é o denominador da log-razao.

Tal como acontece nas outras transformagdes de dados composicionais, é possivel
estabelecer a inversa da transformacéo ilr e, desse modo, regressar as partes originais
da composigao. A inversa da transformagao ilr, denotada porilr *: z € R*! — x € §¢
é dada por:

® paraj =1:
Tl = exp < %121)
e paraj ={2,...,d— 1}
- _ Nl 1 vd—j .
Tj = eXp ( 2 k=1 V/(d—k+1)(d—k) %+ \/d—j+lzj)

® paraj =d:
d—1

_ _ -1
Trq = exp ( k=1 (d—k+1)(d—k) Zd>

De realgar que, em S ¢ podem ser definidas intimeras bases ortonormais. Devido a
diversidade de bases possiveis, cada uma delas daré origem a diferentes coordenadas
ilr-transformadas [1].

A base ortonormal de vetores correspondente as coordenadas pivo definidas como
na equagao 2.37 é dada por:

d—j 1 1
=4 0,1, ——, . —7) 24
vi= g (000 g (2:40)

paraj € {1,...,d — 1}, onde as primeiras j — 1 entradas sao zero. Esses vetores, vistos
como colunas numa matriz V = [v;...v4_1] de dimensdo d x (d — 1), sdo formados
pelos coeficientes clr da base composicional original (definigdo 2.4.5). Dai pode-se tirar
imediatamente uma relacdo entre os coeficientes clr e as coordenadas pivo [5]:

y=Vz e z=Vly (2.41)

Esta relacdo linear é verdadeira para quaisquer coordenadas ilr, e ndo apenas para
as coordenadas pivo [5].
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Tal como ocorre com os coeficientes clr, também as coordenadas ilr representam
uma isometria. Deste modo, se x;, x2 € 8%, ¢ € R, tem-se:

ilr(x; @ x2) = ilr(x;) + ilr(x;) (2.42)
ilr(c ®x1) = ¢-ilr(xq) (2.43)

Todos os conceitos métricos também se mantém se se tomar as coordenadas ilr de-
finindo:

(x1,%2) 4 = (ilr(xy), ilr(x2)) (2.44)
[Ixalla = [[ilr(xq) | (2.45)
d(x1,x2) 4 = d(ilr(xy),ilr(x2)) (2.46)
(2.47)

Até ao momento, o pivd considerado foi sempre a primeira parte da composigdo x,
x1. Contudo, de um ponto de vista pratico, nem sempre é a primeira parte da compo-
sigdo que tem interesse de ser comparada com as demais - uma outra parte pode ser a
que suscita o interesse na andlise. Nesse caso, basta realizar uma permutagdo e colocar,
na primeira posigdo, a parte da composigdo que, efetivamente, tem a primazia do inte-
resse no estudo. Assim, se a parte x; é que, efetivamente, faz mais sentido estabelecer
uma comparagdo com as demais partes, a composi¢do pode ser reescrita como:

x) = (T, @15 X1, T 15 - - - Xd) (2.48)

De realcar que as demais partes da composi¢do ndo tém a sua ordem alterada. Par-
tindo da permutacdo da composicdo estabelecida na equacao (2.48), é possivel estabe-
lecer as coordenadas pivo:

) (1)
RO Bl B % L i={1,...,d—1} (2.49)
O L T

=J




Capitulo 3

Métodos de Detecao de Outliers
Multivariados

3.1 Abordagem Comediana

A Abordagem Comediana (do inglés Comedian Approach) é um método de detegao
de observagdes atipicas multivariadas que usa a comediana (do inglés comedian) como
medida alternativa de dependéncia entre duas varidveis aleatérias.

Definicdo 3.1.1 (Comediana). Sejam X e X9 duas varidveis aleatérias. A comediana de X
e Xy é definida como:

COM(Xl,XQ) = med[(Xl — m€d(X1))(X2 — med(Xg))] (31)

onde med denota a mediana. Para obter a comediana amostral seja x; = (x1;,...,%n;j), J €
1,2, o vetor de n observagoes amostrais da populagio X;. Define-se comediana amostral como:

COM(xl, XQ) = medi[(xil — med(xl))*(xig — med(xg))} (32)
onde * denota o produto elemento a elemento.

Exemplo 3.1.1. Tome-se, novamente, o conjunto de dados "Arctic Lake” como referéncia para o
exemplo.

Sejam x1 e x3 0s vetores amostrais das varidveis Lodo e Argila, respetivamente. O valor da
comediana amostral para as varidveis em questdo é:

COM(x1,x2) = med[(x;; — med(xy))*(x;2 — med(x2))]

- med<[19.5 —48 ... ATS—48|[3-349 ... 522 349)])
- med([—28.5 . —0.2][-319 ... 15.3])
= med (909.15, ..., —3.06)

=9.18

45
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Este conceito generaliza a defini¢do de Desvio Absoluto Mediano (em inglés Median
Absolute Deviation e abreviado como MAD), para duas varidveis.

Definigao 3.1.2 (Desvio Absoluto Mediano). Seja X uma varidvel aleatéria. O Desvio Ab-
soluto Mediano, conhecido simplesmente como MAD de X, é dado por:

MAD(X) = med(|X — med(X)|) (3.3)
onde med denota a mediana. Relativamente ao conceito amostral, dada uma amostra x =
(x1,...,xy,) de uma populagio X, define-se MAD amostral como:

MAD(x) = med(|z1 — med(x)|,..., |z, — med(x)|) (3.4)

Exemplo 3.1.2. Sejam x; e x5 0s vetores com os valores amostrais das varidveis Lodo e Argila do
conjunto de dados "Arctic Lake’, respetivamente. O valor amostral do Desvio Absoluto Mediano
para cada uma das varidveis é:

MAD(x1) = med|(x1 — med(x1)|

= med|19.5 — 48|, |24.9 — 48], ..., |48 — 48], ]47.8 — 48)])
= med(28.5,23.1,...,0,0.2)
= 48

MAD(x3) = med|(xo — med(x2))|

— med(|3 — 34.9],[3.2 — 34.9|,...,]49.5 — 34.9],|50.2 — 34.9|)
— med(31.9,31.7,...,14.6,15.3)
=11.9

A MAD é uma medida robusta de variabilidade de uma amostra univariada que
traduz a mediana dos residuos dos dados, sendo os residuos medidos pela diferenga
de cada observacao a mediana das observagdes. O MAD, como é uma medida robusta,
é mais resistente a outliers (observagdes atipicas) que o desvio padrdao. Além disso,
esta medida tem a propriedade desejavel do seu ponto de rutura (breakdown point) ser
de 50%, que tem o valor médximo possivel, uma vez que seria necessario que sensivel-
mente metade dos dados fossem inflacionados, isto é, que tendessem para o infinito
para que a mediana fosse afetada [29] e, desse modo, alterar o valor do MAD.

E possivel generalizar o MAD ao estabelecer uma relagdo entre este e a comediana.
Teorema 3.1.1. A comediana é igual ao quadrado de MAD quando se considera X =Y .
Demonstragdo.

COM(X, X) = med((x — med(X))(X — med(X)))
(X = med(X))?)
=med(|X — med(X)||X — med(X)|)
| X — med(X)|)med(|X — med(X)]|)
=MAD(X) MAD(X)
= MAD?(X)
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Neste sentido, é possivel estabelecer um paralelismo entre MAD e comediana com o
desvio padrao, o, e a covaridncia a qual satisfaz a condigdo o2 = COV(X)Y), para X=Y.
A covaridncia requer a existéncia dos dois primeiros momentos das varidveis aleat6-
rias X e Y, isto é, da média (primeiro momento) e da variancia (segundo momento
centrado), enquanto que a COM(X,Y") existe sempre [6]. Como a comediana é, efeti-
vamente, uma mediana, herda o ponto de rutura dela, tendo, deste modo, também o
maior ponto de rutura possivel.

A comediana obedece as seguintes propriedades:
e simetria - COM(X,Y) = COM(Y, X);
e invariante quanto a localizagdo — COM(X,Y +b) = COM(X,Y),Vb € R;

e invariante quanto a escala — COM(X, aY) = aCOM(Y, X),Va € R.

Hall e Welsh, no seu artigo Limit Theorems for the Median Deviation [30], fazem a de-
monstragado, sob certas condi¢des (nomeadamente, a fungéo de distribuic¢do ser suave e
sem ser estabelecida a hipétese de simetria) de duas carateristicas importantes do es-
timador do MAD: a sua consisténcia e a sua normalidade assintética. Concretamente,
dada uma amostra aleatéria, X1, ..., X,, de uma populacdo X, o MAD amostral, de-
notado por MAD(.), é um estimador consistente do parametro populacional, MAD(.).
O estimador é consistente pois aproxima-se do parametro a medida que o tamanho
amostral aumenta, isto é, o estimador, converge em probabilidade para o parametro.
Formalmente, tem-se:

lim Pr(]MAD — MAD| > ¢) = 0,Ve > 0 (3.5)

n—+o00
Relativamente a normalidade assintética significa que, com o aumento do tamanho

da amostra, o estimador, convenientemente normalizado, tende, em distribuigdo, para
uma lei gaussiana, nomeadamente [29]:

Vn(MAD(X) — MAD(X)) 2 N(o, 4;2 (1 + f(F_?(l))2)) (3.6)
2

onde f e F referem-se, respetivamente, a funcdo densidade de probabilidade e a fun¢do
distribuicdo de probabilidade, com:

* A= f(F!(3) + MAD(X)) + f(F~'(3) —MAD(X)) >0,
* C=f(F(3) —MAD(X)) — f(F~!(3) + MAD(X)),

* B=C?4Ci(FH(3)(1- FIF'(}) + MAD(X)) — F(F~(}) - MAD(X)))

—_—
Para a convergéncia acontecer, é necessario que MAD — MAD decres¢a mais rapi-
damente do que cresce \/n, ou seja, tem de ir para 0 mais depressa do que cresce /n
[14].
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De modo semelhante, resultados andlogos foram definidos para a comediana.

Com base na defini¢do de comediana, surge, como medida alternativa de coeficiente
de correlagdo, baseando-se no uso da mediana e ndo do valor esperado, a correlacdo
mediana (em inglés, median correlation):

Definigao 3.1.3 (Correlagdo Mediana). Sejam X e Y duas varidveis aleatérias. A correlagio
mediana entre X e Y é definida como:
COM(X,Y)
I(X)Y) = ’ 7
(X.Y) MAD(X)MAD(Y) 3.7)
a qual toma valores no intervalo 6 € [—1, 1]. Similarmente as defini¢des anteriores, a correlagio
mediana amostral é dada por:

~ COM(x,y)
- MAD(x)MAD(y)

d(x,y) (3.8)

para quaisquer vetores amostrais x e y € RY.

Exemplo 3.1.3. Tome-se os valores obtidos nos exemplos ?? e 3.1.2. Dado que COM(x1,x2) =
9.18, MAD(x1) = 48 e MAD(x3) = 11.9, obtém-se:

5(x1 x2) _ COM(xl,xg)

’ MAD(xl)MAD(xQ)
9.8

- 48 x 11.9

~ 0.016

A correlacdo mediana toma valor 1 ou —1 quando as varidveis sdo completamente
dependentes e, opostamente, toma valor 0 quando elas sdo independentes.

Generalizando o conceito de comediana para dados multivariados, é possivel obter
a matriz das comedianas.

Definicdo 3.1.4 (Matriz de Comedianas). Seja X, qy a matriz de dados relativa as varidveis
Xj,comj € {1,...,d}. Entdo, a matriz de comedianas, de dimensio d x d, é definida como:

COM(X) = [COM(Xj,, Xj,) |1 jaell,...d} (3.9

Do mesmo modo, é possivel definir a matriz de correlagdes comedianas 4.

-----

Definigao 3.1.5 (Matriz de Correlagdes Comedianas). Seja X, qy @ matriz de dados rela-
tiva as varidveis X;, com j € {1,...,d}. Entdo, a matriz de correlagdo comediana, de dimensio
d x d, é definida como:

0 =D COM(X) D (3.10)
) o . 1 1
onde D é uma matriz diagonal dmg(MAD(X J" " MAD(X ))
1 d
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Apesar destas estimativas terem um elevado ponto de rutura, surge um problema
no que a matriz de comedianas diz respeito, uma vez que, embora seja uma alternativa
robusta a matriz de covaridncia, ndo é, em geral, (semi)definida positiva. Para ultra-
passar esse obstdculo, Sajesh e Srinivasan em [31], sugerem um procedimento de trés
etapas para ultrapassar essa inconveniéncia e, desse modo, obter estimativas robustas
para a localizagdo e dispersao.

i. Calcular os valores préprios, A;, e os vetores proprios, ej;, com j € {1,...,d}, de
0(X) e designar por E a matriz cuja colunas sdo os vetores proprios e por A =
diag(Ai,...,Ag), com A > A > --- > Ay, tal que 6(X) = EAET;

1

1
— ..., ————— . Calcula- tao:
MAD(X,)’ ’MAD(Xd)> Calcula-se entao

ii. Seja D a matriz diagonal diag(
Q=D'E
z;=Q 'x;

comi € {1,...,n};

iii. As estimativas robustas para a localizagdo, m(X), e para a dispersdo, S(X), sdo
dadas por:
m(X) = Ql (3.11)

S(X) = QrQ” (3.12)
onde:
+ T' é uma matriz diagonal cujas entradas sdo dadas por (MAD(Z;))?%;
+ 1= (med(Z1),...,med(Zy));
+ /; éa j—ésima coluna Q.

E possivel fazer uma melhoria nestas estimativas, utilizando um processo iterativo,
substituindo S por § e repetir as etapas enumeradas anteriormente.

Conhecidos os estimadores robustos para a localizacdo e dispersao, o interesse é
verificar se, de facto, uma observagdo é ou nao atipica (outlier). Um dos procedimentos
mais usados é recorrer a distancia de Mahalanobis que, sob a normalidade dos dados
d— dimensionais, segue uma distribuigdo de qui-quadrado com d graus de liberdade.
Em contexto robusto, recorre-se a distancia de Mahalanobis robusta, definida como:

RD(x;,m) = rd; = (x;, —m)TS7 (x; —m), i={1,...,n} (3.13)

com m e S definidos como nas equagdes 3.11 e 3.12, respetivamente.

Tendo sido calculada a distancia robusta das observagdes, é necessario estabelecer
como utiliza-la para definir uma observag¢do como discrepante. Para tal, é necessério
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definir um valor de corte (do inglés cut off value) de modo a determinar potenciais ou-
tliers. O valor de corte é dado por:

X2 o X med(rdy, ..., rdy,)

cv = 1.4826 x —2=—2 (3.14)

2
Xd;0.5

onde a refere-se a probabilidade de erro do tipo I que se esta disposto a cometer, XZ; o
e X2.0.50 Feferem-se, respetivamente, aos quantis 1—a e 0.5 da distribui¢do qui-quadrado
com d graus de liberdade e 1.4826 é um fator de corregdo, que corresponde ao inverso
do valor do quantil 0.75 da distribui¢do Normal standarizada, de modo a que a MAD
ndo seja enviesada [32].

Assim, uma observagdo é declarada como outlier se RD(x;, m) > cv.

Ao usar o valor de corte definido em 3.14 para a distancia robusta de Mahalanobis
(equacdo 3.13) pode ser definida uma func¢do de peso e as estimativas robustas para a
localizagao e dispersdo obtidas. Estas estimativas sdo definidas positivas e aproxima-
damente invariantes afins. Além disso, essas estimativas para a localiza¢do e dispersao,
obtidas pela comediana, t¢ém um ponto de rutura elevado, que ajuda na detegdo de um
grupo vasto de observagdes atipicas (outliers). Por estudos prévios realizados, pode-
se afirmar que a eficiéncia deste método usando a distancia de Mahalanobis robusta
aumenta com o aumento da dimensdo do conjunto de dados [19].

3.2 Estimador de Stahel-Donoho Ajustado

3.2.1 Estimador de Stahel-Donoho

O estimador de Stahel-Donoho proposto, de forma independente, por Stahel ([33])
e Donoho ([34]), é usado no calculo de distancias robustas e, desse modo, verificar se
uma dada amostra tem ou nao outliers.

Esses estimadores, para a localiza¢do e dispersdo, sdo calculados atribuindo um
peso decrescente as observagdes que estdo distantes em relagdo a alguma projecao dos
dados no espago univariado.

Definigao 3.2.1 (Atipicidade de Stahel-Donoho). A atipicidade sequndo Stahel-Donoho de
uma observagio x; (do inglés Stahel-Donoho Outlyingness), pertencente a uma matriz de dados
X (nxd), € dada pelo valor numérico:

laTx; — t(a”X)| .
SDO; = sup , 1€{1,...,n} (3.15)
‘ aceSy V(aTX)
onde t e V silo, respetivamente, os estimadores para a localizagiio e dispersdo e Sq = {a € R? :
|la|| = 1}, o conjunto das diregdes univariadas.
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Se, como alternativa as medidas de localizagdo e dispersdo usuais (vetor de médias
e matriz de covaridncia), se optar por utilizar medidas robusta, como a mediana e o
MAD, ter-se-a [35]:

laTx; — med(alX)|
SDO; =
e MAD(@’X)

Ap06s determinar a atipicidade, é possivel calcular os estimadores ponderados para
a localizagao, t(X), e dispersao, V' (X) [19], [36]:

(3.16)

_ 2im w(ri)xi
100 = S (3.17)
VX = izt w(n)%{lt&%(xi —tX)" (3.18)

onde w : Ry — RT é uma fungao de pesos, positiva e decrescente. H4 vérias funcdes
que podem ser utilizadas com este intuito: fun¢des de peso de Huber, fun¢des de perda
logaritmica (do inglés log loss functions), fungdes quadréticas de perda, fung¢des logisti-
cas de perda, fungdes de perda exponencial, entre outras [37].

Quanto maior a atipicidade de uma observagdo, menor devera ser o peso a atribuir
a essa observacdo, isto €, uma observacado tida como outlier terd um peso inferior que
uma observacao que esteja no conjunto predominante (ndo atipicas).

Se os dados sdo provenientes de uma distribuicao Normal d—dimensional, prova-se
que os SDO; seguem assintoticamente uma distribuicdo x2 [35]. Deste modo, pode-se
classificar-se como outlier a observagao z; se o seu respetivo SDO; ultrapassa o valor
X2.1_o» com « sendo a probabilidade de cometer um erro de tipo I previamente fixada.
Todavia, a identificagdo de outliers pela medida SDO é afetada dos dois mesmos pro-
blemas que os métodos baseados na distancia de Mahalanobis:

¢ Geralmente assume-se que as observagdes x; provém de uma distribuigdo Nor-
mal d—dimensional. Quando ndo se tem conhecimento sobre a forma das obser-
vagoes, a distribuicdo que os SDO; seguem é, em geral, desconhecida (apesar de
ter que ser limitada a esquerda por zero e enviesada a direita) pelo que o uso do
quantil de ordem 1 — « da distribuigdo x? para a identificagdo de outliers pode néo
ser vélida;

* A medida SDO apenas é adequada para dados elipticos simétricos, pois depende
do MAD que, como medida de dispersdo, assume que os dados estdo dos dois
lados da mediana.

Apesar destes problemas, esta abordagem, se as condigdes se verificarem (por exem-
plo, a populacgdo ser proveniente de uma distribuicio Normal p—dimensional), é bas-
tante robusta uma vez que o estimador tem um ponto de rutura que tende assintotica-
mente para 50% [35].

A maior dificuldade na utilizacdo desde método recai sobre o célculo dos valores de
atipicidade (SDO). Este calculo depende das projegdes, a, que sdo uma infinidade. Se
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pensarmos que os dados tém dimensado d = 2, os vetores de projegdes sdo aqueles que
tém origem no centro do referencial e extremidade um dos pontos da circunferéncia
unitaria, logo ha uma imensidade de possiveis vetores que se podem selecionar (figura
3.1).

Figura 3.1: Representacdo, em R?, de cinco dire¢des a selecionadas (a azul) do conjunto
Sa.

Na pratica, ndo se consegue trabalhar com uma infinidade de proje¢des. Por norma,
estipula-se como ntimero de proje¢des a utilizar m = 250d, numa tentativa de equilibrio
entre eficidcia do método e tempo computacional [32].

Inicialmente, ndo havia nenhum método satisfatério para calcular as medidas SDO
e, desse modo, este método ndo possuia aplicagdo prética para detetar observagdes ati-
picas. Contudo, mais tarde, Gasko e Donoho propuserem um método que usa este tipo
de estimador para identificar pontos de influéncia em regressao multipla [19].

3.2.2 Atipicidade Ajustada

De modo a ultrapassar um dos maiores obstaculos deste método, que é partir do
pressuposto que os dados sdo provenientes de uma distribuigao eliptica e simétrica, por
vezes usam-se transformagées de simetria numa ou, eventualmente, em todas as varia-
veis. Algumas das transformagdes mais comuns sdo a logaritmica ou a Box-Cox. Esta
abordagem é usada sobretudo quando a transformagdo destas varidveis tem significado
fisico. Todavia, estas transformagdes necessitam de um maior pré-processamento, ndo
sdo invariantes afins e, nem sempre, se consegue interpretar o seu significado. Além
disso, a transformacgdo Box-Cox é baseada no Método de Méaxima Verosimilhanca e,
consequentemente, ndo é robusta a observagdes atipicas [32].

Para levar em consideracdo um possivel enviesamento dos dados, que pode ser
observado por gréficos de dispersdo univariados, para se ter uma ideia de como os da-
dos se comportam, Hubert e Van der Veeken, no seu artigo Outlier Detection for Skewed
Data [32], propdem um ajuste ao estimador SDO, de modo a permitir a assimetria nos
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dados. Esta nova medida é designada por Atipicidade Ajustada (em inglés Adjusted
Outlyingness, abreviada como AO). Este método baseia-se no box plot ajustado para da-
dos enviesados e, essencialmente, define, para cada varidvel, escalas diferentes para as
observagdes que estdo a esquerda e a direita da mediana.

O box plot classico, proposto por Tukey, tem por base a distribuicdo Normal e declara
como outliers moderados as observagdes que distam entre 1.5 e 3 vezes da distancia in-
terquartil, AIQ, (isto é, a diferenga entre os quantis de ordem 0.25 e 0.75) - observagdes
fora do intervalo [Qg.25 — 1.5 x AIQ; Qo.75 + 1.5 x AIQ] - e como outliers severos as ob-
servagdes que distam 3 ou mais vezes da distancia interquartil - observagdes fora do
intervalo [Qo.25 — 3 x AIQ; Qo.75 + 3 x AIQ]. De facto, o box plot é uma ferramenta de
visualizagdo bastante ttil, mas que pode ndo dar uma ideia concreta de quais serdo as
potenciais observagdes atipicas no caso de distribui¢des com caudas pesadas ou envie-
sadas.

2 1 0 1 2 ! ! ! T
0 5 10 15
S — I TS | — freom e S
(a) Distribui¢do Normal (b) Distribui¢do Qui-Quadrado

Figura 3.2: Graficos das func¢des de densidade provenientes de uma amostra aleatoria
(n = 500) e respetivos box plots de (a) uma distribui¢gdo Normal A (0,1) e de (b) uma
distribui¢do qui-quadrado x3.

Como visto na figura 3.2, o box plot ndo é uma boa opgdo para dados provenientes
de distribui¢des assimétricas, como o caso da distribuicdo Qui-quadrado. Desse modo
e, ap6s diversas tentativas que se revelaram pouco adequadas (por exemplo, o SIQR
box plot, por Kimber, em 1990, e Aucremanne, em 2004 [39]) surgiu o box plot ajustado.
O box plot ajustado difere do box plot classico por definir as barreiras de modo diferente
utilizando, para tal, medcouple.

Para medir o enviesamento de uma amostra univariada x = (z1, ..., z,), proveni-
ente de uma distribui¢ado continua e unimodal, é utilizada a estatistica robusta medcou-
ple MC) [39]. A medcouple é uma medida de enviesamento definida como a mediana de
diferencgas (normalizadas) de desvios das observagdes a esquerda e a direita da mediana
(de notar que, para o cdlculo da mediana, as observagdes precisam de estar ordenadas).
De modo formal, pode-se definir medcouple como:

MC = med h(.%'i, l‘j) (319)

2;<Q0.50<T;

onde Qo 50 corresponde a mediana amostral e, para x; # x;, a funcdo kernel h é dada
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por:

h(zs,x;) = (2 QQ"’;) — iQOﬁO —) g, zj € X (3.20)
g = i

A medcouple é uma estatistica ndo paramétrica (i.e., estatistica sobre a qual nao
se tem conhecimento sobre a distribui¢do da populagdo) que pertence a classe das
estatisticas-L: estatisticas que sdo uma combinagéo linear das estatisticas de ordem, isto
é, que sdo extraidas dos dados ordenados. Por exemplo, a estatistica de primeira ordem
corresponde ao minimo e a estatistica de n—ésima ordem corresponde ao méaximo.

Esta estatistica, sendo ndo paramétrica, tem a vantagem de ser calculada para qual-
quer distribui¢do. Além disso, tem um ponto de rutura de 25%, isto é, cerca de um
quarto da amostra pode ser contaminada sem que o estimador entre em rutura [38].

A medcouple toma valores compreendidos entre —1 e 1. A distribuigdo é tanto mais
simétrica quanto mais préximo o valor MC estiver de 0; pelo contrdrio, quanto mais
assimétrica, mais perto em valor absoluto a MC esta de 1. Deste modo:

-1 <MC <0 — distribuigdo enviesada a esquerda
MC=0 — distribuigdo simétrica (3.21)
0<MC<1 — distribuicdo enviesada a direita

Contudo, o célculo desta estatistica nao é trivial. Os algoritmos mais comuns para
calculo da medcouple sdo de dois tipos:

¢ algoritmo naive;

¢ algoritmos rdpidos, como por exemplo o comparar um valor com a matriz kernel
da fungéo h definida em 3.20.

O box plot standard tem a sua cerca (fence) definida pelo intervalo:

[Qo.25 — 1.5 AIQ; Qo.75 + 1.5 AIQ] (3.22)

Utilizando a fungdo h definida em 3.20, os novos limites da cerca podem ser defini-
dos como:

[Qo.25 — hi(MC) AIQ; Qo.75 + hs(MC) AIQ] (3.23)

onde h; e hs referem-se aos valores da func¢do para o limite inferior e limite supe-
rior, respetivamente. Além disso, é necessdrio estabelecer que, no caso particular de
MC = 0, isto é, de ndo haver enviesamento e, por isso, a distribuigdo ser simétrica,
tem-se h;(MC) = 1.5 = hs(MC). Estes valores permitem que a cerca seja assimétrica e,
desse modo, é possivel obter o box plot ajustado.

Neste sentido, foram estudados trés modelos diferentes de cerca:

1. modelo linear, com limites:
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¢ hi(MC) = 1.5+ a; MC
o hy(MC) = 1.5 + a3 MC

2. modelo quadratico, com limites:

e 1;(MC) = 1.5 + a; MC + b; MC?
* ho(MC) = 1.5 + ay MC + by MC?

3. modelo exponencial, com limites:

e hi(MC) = 1.5 ¢aMC
e hy(MC) = 1.5 ¢2MC

com ay,az, by, b, c1,c2 € R. Estas constantes sdo calculadas de modo a que a percen-
tagem de observacgoes atipicas declaradas seja aproximadamente de 0.7% [39] e, para
tal, sdo testadas diversas distribui¢cdes de modo a que a escolha seja 0 mais adequada
possivel, tendo em conta esse critério.

Para descobrir as constante acima, é necessario estabelecer os quantis da cerca. Uma
vez que a regra é declarar 0.7% das observagdes como possiveis outliers, pode-se entdo
definir & = 0.0035 e 8 = 0.9965 como os valores para os quantis que definem a cerca.
Deste modo, as constantes para o modelo linear podem ser calculadas como:

1 [ Qo.25—Qa
— (1.5 MC)AIQ ~ @, a] =~ =0a e — 1.5
{Q0.25 (1.5 +ay JAIQ ~ @ - MC |\~ AIQ (3.24)

Qo.75 — (1.5 + as MC)AIQ ~ Qg ay ~ e QBTQE)O.% 15

De modo anélogo pode-se obter as constantes para o modelo quadrético e para o
modelo exponencial.

Qo.25 — (1.5 + a1 MC + by MCHAIQ ~ Q. a1 +bMC =~ e %{2% ~15
Qozs — (1.5 4 aa MC + by MC)AIQ =~ Qp € $ ag + byMC  ~ L. (@ Wom 5

MC ATQ
bi,b2 #0 bi, by #0
(3.25)
No caso particular de a;, as = 0, 0o modelo quadrético reduz-se a:
by~ gz (L% — 15
by~ oo (LR — 15 (3.26)
b17 b2 7& 0

Para o modelo de cerca exponencial, tem-se:
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—Qa ~ L Q0.25—Qa
Qozs — (1.5 ¢MOYAIQ  ~ Qq eMC -~ % ¢~ yeIn (ST
Qors — (1.5 e2MOAIQ ~Q = peMC @5—Qo.75 = ~ Ly (Qe=Qors
' ' TP O 15AIQ 2 = yec (1510
(3.27)

Dos trés modelos, o mais utilizado, por apenas conter um parametro para estimar
(para cada lado da cerca) e ser aquele que apresenta um melhor desempenho nas vérias
distribui¢des testadas em [39], é o exponencial.

Por motivos de robustez e para facilidade do modelo, os valores obtidos por esti-
mativa para ¢; = —3.79 e co = 3.87 foram arredondados, por defeito, para ¢; = —4
e co = 3, de modo a que a cerca seja menor e, desse modo, mais robusto o modelo.
Estes valores ndo sdo iguais, uma vez que, no estudo para os obter, apenas foram con-
sideradas distribui¢des simétricas ou enviesadas a direita. De modo equivalente, para
distribui¢des enviesadas a esquerda, as constantes sao definidas por ¢c; = —3 e ca = 4.

Assim, as cercas para os box plots ajustados sdo dadas, para MC > 0 e para MC < 0,
respetivamente, por:

[Q0,25 — 1.56_4MC; Q0,75 + 1.563MC} (328)

[Qo.25 — 1.5 73MC; Qg 75 + 1.5eMC] (3.29)

Retomando a defini¢do de atipicidade de Stahel-Donoho robusta de uma observa-
¢do x;, definida em 3.16 e ndo levando em consideragédo as dire¢oes, tem-se:

|x; — med(X)|
MAD(X)

Partindo deste conceito, pode-se introduzir entdo a definicao de atipicidade ajus-
tada (AO).

SDO; = (3.30)

Definicdo 3.2.2 (Atipicidade Ajustada). Seja x = (x1, ..., z,) uma amostra univariada de
tamanho n. A atipicidade ajustada (em inglés Adjusted Outlyingness) de x; ao valor numérico
dado por:

momedl0 | xy > med(x)
AO(xz) = AOZ = (331)
77"%;5 )ujf", x; < med(x)

onde wy e woy referem-se, respetivamente, ao limite inferior e ao limite superior da cerca do box
plot ajustado.

Esta defini¢do permite que, por exemplo, duas observagdes que estejam a mesma
distancia da mediana, uma a esquerda e outra a direita, tenham valor AO diferente.
Isto deve-se ao facto de, com escalas diferentes, 0 mesmo valor ter significados distin-
tos e uma das observacoes ser declarada como atipica e a outra, com a mesma distancia
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da mediana, ndo ser considerada como outlier.

Tal como a Stahel-Donoho Outlyingness, a AO é invariante quanto a localizacado e
quanto a escala, pois ndo é afetada pela mudanca do centréide dos dados ou escala dos
mesmos [39].

Generalizando para observagdes multivariadas o conceito de Adjusted Outlyingness
para uma matriz de dados d—dimensionais X, »4), onde x; corresponde a uma obser-
vagdo, i € {1,...,n}, tem-se:

AO; = AO(x;) = sup (a’'x;) (3.32)
acSy

Tal como acontece no estimador SDO, ndo é possivel calcular as proje¢des sobre to-
das as diregdes na AO. Depois de calculado o valor de atipicidade ajustado para cada
observagdo, pode-se entdo decidir se ela é ou ndo um outlier. No caso da AO, em que se
estd a assumir que os dados podem ndo ser provenientes de uma distribui¢do simétrica
(por exemplo, a distribuicdo Normal), ou seja, é uma abordagem livre de distribui-
cdo, logo a distribuigdo das AO ndo tem de seguir uma distribui¢do x?%, como acontece
quando se assume que eles sdo provenientes de uma distribuicdo Normal d— dimensi-
onal; contudo, esta serd enviesada a direita e limitada a esquerda em zero.

Depois de calculados as AO para o conjunto de dados em X, pode ser construido
o box plot ajustado com esses valores e declarar uma observa¢do multivariada como
atipica se ultrapassar o limite superior da cerca do outlier ajustado, sendo o valor de
corte (cut off value) definido como:

cv = Qo175 + 1.5e>MCAIQ (3.33)

Assim, as observagdes z; que tenham valor de AO maior ao cv sdo declarados como
outliers.

3.3 Aplicabilidade de Métodos Baseados em Distancia Robusta
a Dados Composicionais

3.3.1 Aplicabilidade a Abordagem Comediana

Para aplicar a Abordagem Comediana (do inglés Comedian Approach) aos dados
composicionais, é necessdrio verificar que todas as condi¢des se verificam para as trans-
formagdes composicionais. Neste caso em particular, a transformacao utilizada sera a
clr.

Em primeiro lugar ird demonstrar-se que as medidas utilizadas na Abordagem Co-
mediana podem ser calculadas com os dados clr-transformados.

Seja X(;,x4) uma matriz de dados composicionais. Para qualquer composicao x; =
[xi1Z42 . . . ;4] (linha da matriz X), a transformagéo clr conduz a ter:
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cr(x;) = clr (21, - . ., 4q)
_f In——Z . ln——Xd__
o ( d\/ Hi:l Tk d\/ HZ=1 Tk >
_ ( In 2, In o )

A mediana da j—ésima componente, X, dos dados clr-transformados é dada por:

med (X;) = med ( In gy, . In gty )

Deste modo, pode ser definida a comediana das variaveis clr-transformadas como:
COM(X;, X)) = med((Xj — med(X;))(X; — med(Xk))>

:med(< <IHWIHW) _med<1ng1§g~;l),...,mg;g{n)) )
( (m%,...,ln%) —med(ln%,...,lngnﬁ&)) ))

:med(( Thjr sy ) (T Ty ))
onde af; = In 25 — med (In 2 In 2 ).

De modo andlogo pode verificar-se que a transformacéo clr pode ser aplicada na
MAD:

MAD(X;) = med(|Xj - med(Xj)I)
:med(’ (ln Y lnLjJ—med(ln T In = ) ‘)

gm(x1)? "1 gm(xn gm(x1)”” gm(xn)

=med ( |15 s ] )

Ap6s provar que a comediana ea MAD podem ser calculadas em dados clr-transformados,
ira estabelecer-se a correlacdo mediana.

. B COM(X;, Xi)
O(X5, Xip) = MAD(X,) MAD(X})
B med(( Thjeesaly )x (@2l ))
med( ]w’lj\,...,]a;’dj| )med( |zl 2] )
med (220, -, Ty, )

med ( [a],. . Jog| ) med (|23l - [2] )
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Uma vez que existe a comediana entre duas varidveis numa matriz clr-transformada,
pode-se estabelecer, de modo analogo, a matriz comediana, COM(X), em que cada en-
trada a;j, corresponde ao valor de COM(Xj, X}), com j,k € {1,...,d}. Recorde que
a;; = COM(X;, X;) = MAD?*(X;).

De modo semelhante, pode-se estabelecer a matriz de correlagdo comediana para a
transformacgao clr.

& = DCOM(clr(X)) D

ai; ... Qg
— diag(MAD(Xj)_l) diag(MAD(Xj)_1>
adqr ... Qqd
a1 __G1d___
MAD(X:) °° MAD(Xy)
= diag(MAD(X;) ") : :
ad1 add
MAD(X;) °°° MAD(Xy)
__ a1 aid
MAD?(X7) "' MAD(X1) MAD(X,)
MAD(X,;) MAD(X;) *°° MAD?(X,)
1 ... a

1d
MAD(X,) MAD(Xg)

adi
MAD(X4) MAD(X1)

onde D é uma matriz diag(MAD(Xl)*l, .. ,MAD(Xd)*l) — diag (MAD(Xj)*l).

Uma vez que todas as medidas e matrizes da Abordagem Comediana sdo possiveis
de calcular com dados clr-transformados, as estimativas robustas para a localizagdo,
m, e para a dispersdo, S, podem ser calculadas e, desse modo, utilizando a distancia
robusta de Mahalanobis, os eventuais outliers do conjunto de dados clr-transformados
detetados.

3.3.2 Aplicabilidade a Atipicidade Ajustada

Ao contrario da Abordagem Comediana, na qual foi utilizada a composigdo clr, pela
sua vantagem no que a interpretabilidade dos resultados diz respeito, na Atipicidade
Ajustada, essa transformacdo ndo pode ser utilizada neste método. A particularidade
de a soma de uma observagdo, com a transformacao clr, somar zero impede a utilizacdo
deste método.
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Seja x uma observagdo de tamanho d. A sua transformagéo clr corresponde a:

Lj

y =clr(x) = (y1,...,yq), comy; = In ———= (3.34)
d d
\/ Hk:1 L
Entdo, obtém-se:
d
Syi=m+t+ya=0 (3.35)
j=1

como demonstrado na equagao (2.28).

Desde modo, as observag¢des de uma composigdo clr tém uma grande consequén-
cia: ndo é possivel considerar somente um dos coeficientes clr para andlise sem levar os
demais em consideracdo. Isto traduz-se numa limitagdo numa andlise univariada, por
exemplo [1].

Uma implicacdo pratica da soma coeficientes desta transformacao ser zero é que,
numa matriz com n observacdes onde todas elas somam zero, ndo se terd independén-
cia linear.

Definicao 3.3.1 (Dependéncia Linear). Seja {u1,...,u,},u; € R%
Diz-se que o conjunto de vetores é linearmente dependente se existem escalares o, . . ., oy,
ndo todos nulos, tais que:

> i = aquy + -+ aptty =0 (3.36)
=1

Assim, se existirem pelo menos dois vetores que sejam combinacdo linear de um
outro, eles ndo serdo linearmente independentes.

Proposi¢do 3.3.1. Seja M € M5 (R).
Entdo det(M) = 0 se e s6 se as colunas de M sdo linearmente dependentes em R™ (com a
estrutura de espago vetorial sobre R).

Assim, se as colunas sdo linearmente independentes, pelo menos alguma é com-
binacdo linear de outras. Desse modo, pode-se concluir que det(A/) = 0, usando as
propriedades dos determinantes relativamente as colunas [40] e, desse modo, a carate-
ristica serd menor que o namero de colunas da mesma (relagdo analoga para as linhas,
uma vez que det(M) = det(M7T)).

No caso em que a matriz ndo é quadrada, isto é n x n, a carateristica da matriz é
dada por:

carM < min{n,d} (3.37)

onde n corresponde ao ntimero de linhas e d ao namero de colunas da matriz. No caso
de haver linhas ou colunas linearmente dependentes ter-se-a:

carM < min{n,d} (3.38)
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Assim, a matriz resultante dos coeficientes clr ndo é full rank, isto €, a sua carate-
ristica ndo corresponde a carM = min{n,d}, e, por isso, a correspondente matriz de
covaridncia é singular (o determinante é zero e, por isso, ndo invertivel). Neste caso
em particular, a carateristica da matriz das observagdes clr transformadas é carM =
min{n, d} — 1. Habitualmente, o niimero de componentes é inferior ao ntimero de ob-
servagdes e, nesse caso, pode ser dado por carM =d — 1.

De uma forma grafica, é possivel visualizar o problema desta composicdo. Como é
possivel visualizar na figura 2.3, o espago de uma composi¢do com d = 2 elementos é
um espago de dimensdo 1 e o espago de uma composigdo com d = 3 elementos é um
espago de dimensdo 2 e, desse modo, ndo é possivel gerar todo o espago com os coefi-
cientes clr.

Pelo facto de as composigdes ndo gerarem o espaco completo e formarem um hiper-
plano, a opgdo recai sobre as coordenadas ilr para o método da Atipicidade Ajustada.
Estas tém a vantagem de formar uma base ortonormal no hiperplano formado pelos
coeficientes clr e existe uma infinidade de possibilidades de definir tal sistema ortogo-
nal [1].

Os coeficientes clr sdo centrados, mas o0 mesmo nao se passa com as coordenadas ilr.
Por esse motivo, o uso da Atipicidade Ajustada (AO), inspirada no box plot ajustado, é
uma escolha que ndo pressupde qualquer comportamento univariado sobre os dados.

No calculo da Atipicidade Ajustada é utilizada a medcouple (MC) - medida de envie-
samento de uma amostra univariada. Uma vez que, para utilizar a MC, ndo é necessario
ter conhecimento prévio sobre a distribuicdo e é sempre possivel de a calcular e, desse
modo, o uso de dados composicionais ndo constitui um obstaculo ao uso desta meto-
dologia.

Uma vez que a escolha do pivot implica que a interpretagdo feita dos resultados
seja diferente e de modo a que nenhuma escolha seja preterida em relacdo as demais,
optou-se por calcular a AO em relagdo a todas as transformagdes ilr possiveis, isto é, ira
realizar-se as d pivotagens e, dai, tirar as devidas conclusdes. Além disso, uma vez que
este método escolhe as diregdes segundo as quais serd realizada a procura de outliers
de forma aleatéria, de modo a tentar evitar que o acaso de uma diregdo classifique uma
observagdo como atipica, ird repetir-se este processo de procura diversas vezes e, assim,
ter resultados mais robustos.
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Capitulo 4

Metodologias Graficas

Quando se tenta descrever um conjunto de dados multivariados, em particular, um
conjunto de dados composicionais, as medidas descritivas, como o vetor de médias ou
a matriz de covariancias, ndo sdo por si por si s6 informativas, uma vez que, por exem-
plo, um vetor de médias ou qualquer outro na sua classe de equivaléncia traduzem
exatamente a mesma informagdo, devido as propriedades do simplex. Contudo, com
0s métodos usuais, eles sdo vistos como vetores diferentes, uma vez que é analisado o
seu valor absoluto e, por isso, um vetor e 0 mesmo vetor a menos de uma constante
c € RT, correspondem a vetores diferentes, mas na perspetiva composicional, eles per-
tencem a mesma classe de equivaléncia.

A representagdo gréfica de um conjunto de dados é, sem diivida, um método muito
vantajoso em qualquer andlise exploratéria de dados, visto que permite a quem esté a
realizar a andlise visualizar tendéncias nos dados [5]. No ambito dos dados composi-
cionais, as metodologias graficas usualmente utilizadas sdo os diagramas ternarios, os
graficos de dispersdo univariados e os biplots. Além disso, pode-se também utilizar o
bagplot para visualizar a dispersdo dos dados.

4.1 Diagrama Ternario

Os diagramas ternarios sdo uma representa¢do de dados composicionais, com a res-
tricdo das observagdes representadas terem soma constante. Com a operagédo de fecho,
é possivel que todas as observagdes de um conjunto de dados tenham a mesma soma
das partes. Para representacdo nos diagramas terndrios, as constantes k geralmente uti-
lizadas sdo 1 e 100, correspondendo respetivamente a proporgdes e percentagens.

Um diagrama ternario corresponde a uma representacdo no plano bidimensional
do simplex de dimenséo 3, S* (representado na figura 2.3b), e que &, frequentemente
utilizado na drea das geociéncias. Quando os dados sdo caraterizados por mais de trés
elementos, estes sio amalgamados em trés componentes [41] (por exemplo, agrupar
elementos presentes nos solos pelos suas carateristicas: semimetais, metais alcalinoter-
rosos, metais alcalinos, etc).
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Definigao 4.1.1 (Diagrama Terndrio). Um diagrama terndrio é uma representagio dos pontos
em S3 num triangulo equildtero de vértices X1, Xo, X3. Dada uma composicio x = (1, x2, x3),
esta é representada a uma distdncia x1 do lado oposto do vértice Xy, a uma distdncia xo do lado
oposto ao vértice X e a uma distdncia x3 do lado oposto ao vértice Xs.

X3

X
X2 L

X3

X X,

Figura 4.1: Diagrama terndrio.

Na figura 4.1, as bordas do diagrama ternério correspondem as marginais (rela-
tivamente aos vértices opostos as bordas) nulas na representacdo em R3 e os vértices
representam composicdes com uma parte igual a k e as restantes iguais a zero. No que
diz respeito ao centro do conjunto de dados ele é representado no baricentro do dia-
grama (ponto de intersec¢do das medianas de um triangulo).

Para construir um diagrama terndrio em coordenadas cartesianas, é necessario fixar
os vértices do triangulo. A sua ordenagdo deverd ser feita no sentido contrario ao dos
ponteiros do relégio. Assim, X; = (ug, vo) que corresponde a origem, X = (ug + 1, vp)
e X3 = (up + %, vy + @), que na primeira coordenada corresponde ao ponto médio

de up e up + 1 e a segunda coordenada a vy + tan60° = vy + @ Assim, para fazer a
representacao de uma composicao de trés partes, x = (z1, 22, x3) com z1+x2+x3 =k, é
necessario conhecer as suas coordenadas cartesianas, que sdo obtidas pela combinagdo
linear convexa das coordenadas dos vértices, isto é [5]:

1
(u,v) = %(961)(1 + 29 X9 + x3X3)

Exemplo 4.1.1. Tome-se, uma vez mais, como exemplo, o conjunto de dados "Arctic Lake’. Seja
x = (53.4,36.8,9.8) uma composigio desse conjunto de dados constituida por areia, lodo e argila
respetivamente. Neste caso em particular k = 53.4 + 36.8 + 9.8 = 100 e , por isso, cada lado
do diagrama pode ser dividido em 100 partes iguais e, com as linhas paralelas respetivamente
ao lado oposto a cada vértice, assinalar o valor correspondente a cada coordenada. Deste modo,
tem-se:
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Figura 4.2: Representacdo de uma composicdo num diagrama terndrio.

Na figura 4.2, marcaram-se as linhas auxiliares correspondentes ds constantes para cada
uma das partes da composigdo. Assim, a laranja estd assinalada a linha da constante 53.4% para
a areia, a vermelho estd assinalada a linha da constante 36.8% para a lodo e a verde estd assina-
lada a linha da constante 9.8% para a argila. Na prdtica, apenas seriam necessdrias duas dessas
linhas, pois, apds definida a constante de fecho, a representagio da terceira parte da componente
fica completamente estabelecida.

Para interpretar corretamente um diagrama terndrio, pode-se recorrer da proprie-
dade de que os segmentos ortogonais que ligam um determinado ponto do diagrama
terndrio aos seus lados - as alturas desse ponto - tém soma constante igual a % [4]. Por
consequéncia, se uma dada composicdo tiver a sua representagdo muito préoxima de
uma aresta do tridngulo isso implica a dominancia das partes que formam essa aresta
e, de modo equivalente, se uma certa composigdo estiver proxima de um vértice, isso
significa a dominadncia da parte associada a esse vértice. Deste modo, para analisar da-
dos composicionais representados num diagrama terndrio, deverd estar-se atento aos
seguintes padroes [4]:

i. se as composi¢des concentram-se num vértice isso indica a dominédncia da parte
associada a esse vértice;

ii. se as composicOes distribuem-se ao longo de uma aresta isso indica a dominéncia
das partes associadas a essa aresta;

iii. se as composi¢des concentram-se em torno do baricentro do simplex isso implica
que as partes representadas tém propor¢des aproximadamente iguais;

iv. se as composi¢des formam um padréo linear paralelo a um dos lados isso sig-
nifica que as proporg¢des da parte associada ao vértice oposto nas composicoes é
(aproximadamente) constante;
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v. se as composi¢des formam um padrao linear (aproximadamente) perpendicular a
um dos lados isso significa que as partes associadas a esse lado sdo (aproximada-
mente) proporcionais (reduzida variabilidade relativa);

vi. se as composig¢des estiverem dispersas no diagrama, indica que as partes apresen-
tam elevada variabilidade relativa entre si.

Exemplo 4.1.2. De modo andlogo, é possivel representar todo o conjunto de dados "Arctic Lake’
num diagrama terndrio. Neste caso em particular, opta-se por k = 1, mas qualquer outra
constante daria origem a um diagrama terndrio equivalente.
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Figura 4.3: Representacdo do conjunto de dados "Arctic Lake’ num diagrama terndrio.

Assim, por observagdo do diagrama terndrio da figura 4.3, pode-se concluir que cerca de
metade das composigdes estdo muito do lado que tem como extremidades a argila e o lodo e,
por isso, uma maior propor¢do dessas partes e uma pequena propor¢do de areia; as restantes
observagdes, ligeiramente mais dispersas, estido proximas do lado cujas extremidades sio a areia
e lodo e, por isso, uma maior propor¢io dessas partes em oposicdo a argila, que aparece em
proporgdes muito pequenas nessas composigoes.

4.2 Gréfico de Dispersao Univariado

Os gréficos de dispersdo univariados consideram o conjunto de dados composicio-
nal ilr-transformados no espaco Euclediano. Assim, cada parte da composigdo é repre-
sentada de forma univariada paralelamente com a primeira coordenada pivd para cada
uma das observagdes. Ha duas possibilidades de representacdo deste tipo de gréficos

[1]:

¢ gréficos de dispersao de cada uma das varidveis ilr-transformadas (zgl), l=1,...,d),
um grafico para cada pivd. No eixo dos zx estd o indice das composi¢oes coloca-
das aleatoriamente (figura 4.4);
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¢ graficos de dispersdo das coordenadas paralelas, onde as partes em cada obser-
vacdo sdo unidas por segmentos de reta entre as diversas varidveis (figura 4.5).

Nas figuras 4.4 e 4.5 ilustram-se os gréficos supra referidos com os dados do con-
junto "Arctic Lake’.

ilr(areia) ilr(lodo) ilr(argila)

12

5 2
4 12 16 26

02 04 06 08 10 12 14 186

Figura 4.4: Gréficos de dispersdo univariados para os elementos constituintes do solo.

I T
ilr(areia) ilr{lodo) ilr(argila

Figura 4.5: Graficos de dispersdo das coordenadas paralelas para os elementos consti-
tuintes do solo.

No gréfico da figura 4.4, a disposi¢do das composi¢des no eixo horizontal é arbitra-
ria, de modo a ndo impor nenhum enviesamento, ndo tendo qualquer tipo de interpre-
tacao [1].

Quer no grafico da figura 4.4, quer o da figura 4.5, as observagdes estdo representa-
das numa gradagédo de cores. Isso acontece porque estes graficos sao feitos com recurso
a package mvoutlier que, para a matriz das coordenadas pivd, X; (matriz que con-
sidera a primeira coordenada da respetiva transformacao ilr), calcula para cada linha
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a mediana e, de seguida, calcula a distancia de cada coordenada pivo a sua mediana.
Além da mediana, calcula também o valor da média e se o valor da mediana for supe-
rior ao da média, significa que mais de 50% das distancias calculadas tém valor superior
a média e sdo assinaladas a vermelho. Isto significa que as propor¢des das observagdes
em relagio as restantes destaca-se. E também possivel usar simbolos de acordo com os
pontos de corte para os quantis Q.25, Qo.5 € Qo.75 € o valor de corte para o quadrado
da distancia de Mahalanobis. Observagdes que ultrapassam o valor de corte sao, usu-
almente, assinaladas com uma cruz. Neste caso em particular, optou-se ndo utilizar a
opcdo dos simbolos para a distancia de Mahalanobis.

4.3 Bagplot

O bagplot, também designado de box plot bivariado, é uma generalizagdo do box
plot para dados bivariados. Este gréfico baseia-se também no conceito de contornos de
profundidade. Assim, o contorno de profundidade k contém as observagdes que tém
profundidade de localizagdo maior ou igual a k.

O bagplot consiste em trés poligonos concéntricos, chamados de bolsa (do inglés
bag), cerca (do inglés fence) e ciclo (do inglés loop). O saco é o poligono mais interior e
contém 50% dos dados, a cerca é a linha poligonal do poligono exterior e que separa os
inliers (observagdes nao atipicas) dos outliers e o ciclo é a regido que contém os pontos
exteriores ao saco mas dentro da cerca [43].

Exemplo 4.3.1. Tome-se, uma vez mais, o conjunto de dados "Arctic Lake’. Utilizando as
varidveis "Areia’ e "Lodo’, é possivel construir o respetivo bagplot.

lodo

Figura 4.6: Bagplot e respetivos box plots para as varidveis Areia e Lodo do conjunto de
dados "Arctic Lake’.
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Pela observagdo da figura 4.6, é possivel observar o saco, regido representada a azul
escuro e que contém 50% das observagoes, o ciclo, representado a azul claro, e a cerca,
que corresponde as linhas exteriores do poligono do ciclo. Neste bagplot sdo conside-
rados dois outliers (pontos representados a vermelho), que sdo os pontos que estdo no
exterior da cerca.

Dentro do saco, representado por um asterisco vermelho estd a mediana de Tukey -
ponto com a maior profundidade do semiespaco, que estd contida numa regido laranja,
definida pelos vértices do poligono da regido central. Pelo tamanho do saco, pode-se
concluir que existe uma grande variabilidade dos dados, mais da areia do que do lodo,
e que a correlagdo entre a areia e o lodo é negativa, o que faz sentido, uma vez que ao
aumentar-se a quantidade de areia presente numa amostra de solo, a quantidade de
lodo sera menor.

Tal como acontece no box plot univariado, o bagplot também permite visualizar di-
versas carateristica dos dados: a sua localizagdo (a mediana de profundidade), disper-
sao (o tamanho do saco), correlacdo (a orientacdo do saco), enviesamento (a forma do
saco e do ciclo) e as caudas (os pontos perto da fronteira do ciclo) e os outliers [43].
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Capitulo 5

Aplicacdo de Metodologias de
Detecao de Outliers

Os outliers sdo dados que se diferenciam drasticamente dos demais, por algum mo-
tivo, e que podem, eventualmente, causar anomalias nos resultados obtidos numa ané-
lise estatistica que ndo os contemple como observagdes atipicas [47]. Também, por si s6,
despertam interesse uma vez que, sabendo que, alguma observagao é tida como atipica
em relagdo as restantes, ird procurar-se motivos para que justifiquem essas circunstan-
cias.

Neste Capitulo, o objetivo é, utilizando as metodologias numéricas descritas no Ca-
pitulo 3, aliadas a metodologias graficas tipicamente usadas no ambito dos dados com-
posicionais, detetar potenciais outliers em dois conjuntos de dados reais. Serdo conside-
rados:

* Dados epidemioldgicos: este primeiro conjunto de dados refere-se ao problema
epidémico do HIV/SIDA numa 4rea geografica heterogénea - o arquipélago de
Cabo Verde [11].

* Dados da qualidade dos solos: este segundo conjunto de dados é referente a qua-
lidade do solo e a sua eventual contaminagdo por hidrocarbonetos aromaticos
policiclicos, HAP, em Lisboa, Portugal [48].

5.1 Dados Epidemiolégicos

5.1.1 Contextualiza¢do do Problema

Acredita-se que o Virus da Imunodefiéncia Humana (VIH/HIV) tenha surgido no
centro-oeste da Africa durante o infcio do século XX e oficialmente reconhecido pelo
Centro de Controle de Prevencao de Doencas, nos Estados Unidos da América nos anos
80 [49]. O HIV é um virus que invade o sistema imunitdrio e destrdi as suas defesas,
enfraquecendo, desse modo, a capacidade do organismo combater doengas e infe¢des
e, em casos extremos, provocar a morte [50].
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Uma confusdo que é frequentemente associada a esta doenga é entre HIV (Virus
da Imunodeficiéncia Humana) e SIDA (Sindrome de Imunodeficiéncia Adquirida). Na
verdade, sdo diagnoésticos diferentes — a infegdo por VIH pode conduzir a uma doenca
ou sindrome, condi¢do conhecida como SIDA. Deste modo, pode ter-se uma infecdo
por VIH sem adquirir SIDA, sendo muitas as pessoas com infecdo por VIH que vivem
durante anos sem desenvolver SIDA. A SIDA ocorre quando o VIH condiciona danos
importantes ou severos no sistema imunitdrio e ¢ uma condigdo complexa, com sinto-
mas que variam de doente para doente, dentro dos quais se destacam a tuberculose, a
pneumonia, outras infe¢des e, ainda, certos tipos de neoplasias (cancro) [51].

O HIV transmite-se, na maioria das vezes através de rela¢des sexuais (quer por sexo
vaginal, anal ou oral), mas também por partilha de seringas ou outro tipo de mate-
rial perfurante e ainda de méae para filho, durante a gravidez, nascimento ou amenta-
¢do, uma vez que este virus encontra-se nos fluidos corporais (sémen, fluidos vaginais
e anais, sangue e leite materno). Assim, apesar do que muitos ainda erroneamente
julgam o HIV ndo se transmite por beijos, saliva, contato com pele intata e saudével,
partilha de itens pessoais (como talheres, sanitas, toalhas ou piscinas) ou contato com
animais ou insetos [50].

Até ao momento, ndo existe uma cura ou vacina para a SIDA. Contudo, os trata-
mentos realizados com antirretrovirais (ARV) tém apresentado melhorias na qualidade
da satide dos doentes, prolongam a vida e reduzem o risco da transmissdao do HIV.
Apesar das vantagens que este tipo de tratamento tem nos pacientes, como ndo sdo
uma cura, eles ndo voltardo a ser completamente sauddveis e tém efeitos secunddrios,
além de serem tratamentos dispendiosos [52] e, por esse motivo, criam uma desigual-
dade no que diz respeito ao acesso ao tratamento nos diversos pontos do globo. Os
paises menos desenvolvidos, como os que se situam no continente Africano, quer pela
falta de cuidados de satde, quer pela falta de informagdes e conhecimento sobre como
prevenir o HIV, bem como a caréncia econdmica generalizada, sdo os possuem maiores
namero de novos casos. Segundo dados do UNAIDS !, Programa Conjunto da ONU
para o HIV/SIDA, em 2018 houve 1.7 milhdes de novos casos no mundo deste virus,
dos quais 1.08 milhdes foram no continente africano, o que corresponde a 63.5% do to-
tal de novos casos.

Em relacgdo a SIDA, e segundo o modelo epidemiolégico SICA [54], a populagédo é
dividida em quatro grupos de individuos mutuamente exclusivos:

¢ individuos suscetiveis (S);

¢ individuos infetados pelo HIV sem sintomas clinicos de SIDA, mas capazes de
transmitir o HIV a outros (I);

¢ individuos infetados por HIV em tratamento com carga viral remanescente baixa
(estado crénico) (C);

¢ individuos infetados com HIV com sintomas clinicos de SIDA (A).

tdados disponiveis em https://www.unaids.org/en)
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Neste estudo, pretende-se analisar, na perspetiva composicional, dados resultantes
deste modelo SICA a realidade do arquipélago de Cabo Verde. Este pais, de lingua
oficial portuguesa e com 4033km? de érea, situa-se a cerca de 570 km da costa da Africa
Ocidental e é constituido por 10 ilhas, das quais apenas 9 sdo habitadas.
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Figura 5.1: Ilhas habitaveis do Arquipélago de Cabo Verde.

Em 2015, Cabo Verde ocupava o 122° lugar no ranking de 187 paises no Indice de
Desenvolvimento Humano (IDH). A esperanga média de vida, estimada em 71 anos, é
a mais elevada da Africa subsaariana. Em 2011, 94% das criangas com menos um ano
de idade foram vacinadas. Da mesma forma, o resultado da educacéo situa Cabo Verde
no nivel mais alto da Africa subsaariana: a taxa de alfabetizacdo de adultos é estimada
em 87%, embora ainda existam diferencas entre homens e mulheres [53].

De acordo com o Ministério da Satide de Cabo Verde, em 2007, na subregido do
Oeste Africano, Cabo Verde foi um dos paises com os melhores indicadores de satide
da populagdo, gracas a um esforgo persistente que consistiu na criagdo de infraestru-
turas, desenvolvimento da forca de profissionais de satide, organizacdo dos servigos,
alocagdo cuidadosa de recursos e leis que suportam a institucionalizagdo do sistema de
satde, o que, para uma na¢ao com poucos recursos financeiros, traduz-se num grande
esfor¢o. Contudo, este arquipélago ainda apresenta desigualdades no acesso as espe-
cialidades de satide, particularmente nas suas ilhas e mais periféricas (Fogo, Brava e
Santo Antdo), que enfrentam maiores dificuldades [53].

Mesmo assim, Cabo Verde é tido como um exemplo a seguir no que diz respeito ao
continente africano, pela medidas implementadas nos tultimos anos de modo a evitar
a propagacdo do HIV na populacdo. Algumas dessas medidas foram a integracdo de
contetidos sobre o VIH nos programas curriculares de todas as escolas primaérias e se-
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cunddrias, a solidariedade e cooperagdo com o Governo do Brasil através da doagao de
medicamentos antirretrovirais, a possibilidade de as mulheres gestantes poderem rea-
lizar o teste nas consultas de pré-natal e a ampliacdo dos testes anénimos e voluntérios
na populacdo, entre outras [55]. Com uma popula¢do mais instruida e sensibilizada
para o problema, a taxa de contagio tem vindo a decrescer nos tiltimos anos.

5.1.2 Anélise e Discussdo de Resultados

Relativamente as quantidades S, I, C, e A referidas anteriormente, a populagdo das
ilhas de Cabo Verde segundo dados de 2015, é composta de acordo com a tabela 5.1
([54; 55]):

IlThas S I C A Total
Santo Antao 40388 10 93 9 40500
S3o Vicente 80763 32 186 19 81000
S3do Nicolau 12381 7 29 3 12420

Sal 33642 22 78 8 33750
Boa Vista 14404 10 33 3 14450

Maio 9657 5 16 2 9680

Fogo 35735 15 82 8 5840

Brava 5681 5 13 1 5700

Santiago 293084 303 676 87 294150

Tabela 5.1: Distribuigdo da populacdo de Cabo Verde por ilhas e grupos em relagdo ao
HIV, nas variaveis SICA

Como é possivel observar na Tabela 5.1, as ilhas tém um nimero de habitantes
muito diverso: enquanto que a ilha Brava tem apenas 5700 habitantes, Santiago, a maior
ilha do arquipélago tem 294150 habitantes. Contudo, uma vez que a andlise realizada
serd na perspetiva composicional, os valores absolutos, por si s, ndo sdo o foco de in-
teresse.

Comeca-se pela representacdo dos dados usando o diagrama terndrio. Uma vez
que, claramente, a proporgao de susceptiveis € muito superior a dos demais grupos, ndo
terd interesse um diagrama com a varidvel S. Na figura 5.2, representa-se o diagrama
ternario com as variaveis I, C, A.
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Figura 5.2: Diagrama terndrio para as varidveis I, C, A.

Pela observagdo deste diagrama, conclui-se que existe uma maior concentragao de
individuos em estado crénico (C) nas 9 ilhas e que a proporg¢do dos infetados com sin-
tomas clinicos (A) é aproximadamente constante relativamente as outras duas.

Uma vez que os dados tém dimensdo 3 quando utilizada a transformacao ilr e di-
mensdo 4 quando utilizada a transformacao clr, ndo é possivel uma representacao vi-
sual como um todo num espago de dimenséo 2, isto é, no plano. Contudo, é possivel
recorrer a algumas metodologias gréficas (por exemplo, box plot, bagplot) que permitem
ter uma ideia de como os dados se comportam, mesmo que nao como um todo.

Para visualizar a distribuicdo dos dados numa perspetiva composicional compa-
rando cada parte com o todo, tome-se os dados clr-transformados e a representacdo
destes em box plots (figura 5.3) e bagplots (figura 5.4).
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Figura 5.3: Box plots para os grupos de infecao, segundo o modelo SICA.
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Figura 5.4: Bagplot bidimensional dos dados clr-transformados dos grupos do modelo
epidimolégico SICA.

Numa andlise univariada, pela observagdo da figura 5.3 ndo se destacam log-razdes
clr atipicas. No entanto, numa analise bivariada, pela observacao dos bagplots da figura
5.4 e ap6s identificacdo dos pontos fora da cerca, é possivel constatar que a ilha Maio é
considerada como outliers em quatros dos seis bagplots (clr(S) vs. clr(I), clr(S) vs. clr(A),
clr(T) vs. clr(C) e clr(C) vs. clr(A)), a ilha Brava duas vezes (clr(S) vs. clr(A) e clr(I) vs.
clr(A)) e ailha Sal uma vez (clr(I) vs. clr(A)). Assim, numa andlise bivariada foi possivel
detetar observacdes atipicas ndo detetadas na anélise univariada. Por exemplo, para o
bagplot clr(C) vs. clr(A), existe uma observagao atipica (ilha de Maio), significando que
o par clr-transformado de infetados crénicos e infetados com sintomas foge ao padrao
do restantes pares, que obedecem a um padrdo de comportamento com correla¢do po-
sitiva.

As metodologias graficas utilizadas até ao momento ndo permitem um consenso
de que ilha ou ilhas podem ter um comportamento fora do padrédo. Isto deve-se, em
parte, ao facto que, dependendo da metodologia utilizada, o que é visto como atipico,
depende em cada caso. Além disso, nenhuma das metodologias trata os dados como
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um todo.

Deste modo, surge a necessidade de introduzir metodologias numéricas, que tratem
os dados como um todo. As metodologias selecionadas, neste caso, sdo a Abordagem
Comediana e o Estimador de Stahel-Donoho Ajustado, introduzidas no Capitulo 3.

A Abordagem Comediana baseia-se na distancia robusta de Mahalanobis, apés se-
rem calculadas estimativas robustas para o vetor de médias e matriz de covariancia,
considerando a comediana como medida alternativa de dependéncia entre duas va-
ridveis aleatdrias. Neste caso, a transformac¢do composicional escolhida € a clr, pelas
vantagens que apresenta na sua interpretabilidade dos resultados. Contudo, de modo
analogo, podia-se utilizar a transformacao ilr.

Assim, ap0s a implementacdo das diversas etapas desta metodologia, obteve-se,
para estimativas robustas para a localiza¢do, m(clr(X)), e para a dispersao, S(clr(X)),
sdo dadas por:

5.437
—1.915
—0.636
—2.907

m(clr(X)) =

0.000164  0.000592  0.000111 —0.000113
0.000592  0.003899  0.000538 —0.000615
0.000111  0.000538  0.000141 —0.000102
—0.000113 —0.000615 —0.000102 0.000157

S(clr(X)) =

Partindo destas estimativas, a distancia de Mahalanobis robusta, para um nivel de
confianga a = 0.025, obtida para cada uma das ilhas do arquipélago de Cabo Verde esta
disposta na Tabela 5.2.

IThas Distancia Robusta
Santo Antdo 3619.52
Sao Vicente 988.74
Sado Nicolau 104.83

Sal 0.67

Boa Vista 174.36
Maio 303.07
Fogo 720.17
Brava 1378.82
Santiago 921.463

Tabela 5.2: Distancia robusta de Mahalanobis obtida para cada uma das ilhas, pela
Abordagem Comediana.

Para estabelecer se alguma das observacdes é atipica, é necessério definir o valor
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de corte (cut off value) que estabelece a partir de que distdncia uma ilha é considerada
outlier. Neste caso em particular, o valor de corte é dado por:

2 x med(rdy,...,rd
0 = 1.4826 x (Ai1-0.025 5 (rds n)
X4:0.5

2 x med(3619.52,...,921.46

— 1.4896 x X4;0.975 ( ; )
X4:0.5
11.14 .
_ 14896 x 114 x720.17
3.36

= 3544.56

Comparando com os valores das distancias robustas da tabela 5.2, pode-se proceder
a classificagdo das observagdes como indicado na tabela 5.3.

IThas Distincia Robusta Outlier?
Santo Antdo 3619.52 Sim
Sao Vicente 988.74 Nao
S3do Nicolau 104.83 Nao

Sal 0.67 Nao
Boa Vista 174.36 Nao

Maio 303.07 Nao

Fogo 720.17 Nao

Brava 1378.82 Nao

Santiago 921.463 Nao

Tabela 5.3: Distancia robusta de Mahalanobis e classificagdo obtida para cada uma das
ilhas, pela Abordagem Comediana.

Por este método, apenas a ilhas de Santo Antdo é considerada como atipica, com
uma distancia muito superior as restantes. Na pratica, se outros valores superiores de
« fossem tomados, haveria a possibilidade de nado classificar como outlier a ilha de Santo
Antdo. Contudo, o valor de ae = 0.025 é o que se toma habitualmente na literatura para
definir o quantil de corte (ver [56], [1]).

A outra metodologia numérica explorada foi Atipicidade Ajustada, que tem por
base o Estimador de Stehel-Donoho, com a atribui¢do de pesos as diferentes observa-
¢des e esse peso deverd ser tanto menor, quanto maior foi a sua atipicidade em relagdo a
alguma diregéo, utilizando a medcouple como medida de assimetria e, desse modo, ndo
pressupondo qualquer tipo de distribuicdo dos dados.

Uma vez que ndo é possivel estabelecer um base ortonormada de dimensado 4 com
a transformacéo clr, hd a impossibilidade de usar essa transformacédo, pelo que sera
tomada, nesta metodologia, a transformacao ilr. Assim, de modo a ndo desprezar qual-
quer das varidveis, realiza-se a pivotagem em relagdo a todas as partes possiveis e,
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entdo, é realizada a dete¢do de outliers por via da Atipicidade Ajustada (do inglés Ad-
justed Outlyingness), para cada uma das coordenadas pivd. Além disso, uma vez que
esta abordagem usa um conjunto de dire¢des aleatérias (usualmente d = 250p, onde p
designa o nimero de varidveis), optou-se por repetir o processo um determinado na-
mero de vezes, 7., de modo a que o acaso de uma diregdo tomada ndo influencie de
forma demasiado pronunciada os resultados. Optou-se, também, por considerar o box
plot enviesado a direita, [Qp 25 — 1.5¢73MC; Qg 75 + 1.5¢*™MC], uma vez que o tipo de assi-
metria para a distribuigdo de distancias sdo, em geral, desse género [32].

Ilhas ilr(S) ilr(I) ilr(C) ilr(A)
Santo Antao 0 0 0 0

S3o Vicente 0 0 0 0
Sao Nicolau 0 0 0 0
Sal 0 0 0 0

Boa Vista 0 1 0 0
Maio 0 0 0 1
Fogo 0 0 0 0
Brava 0 1 8 2
Santiago 0 0 0 0

Tabela 5.4: Numero de vezes que cada ilha é declarada como outlier, para njter = 10.

Ilhas ile(S) ilr(I) ilr(C) ilr(A)
Santo Antdo 0 0 0 0

S&do Vicente 0 0 0 0
Sao Nicolau 0 0 0 0
Sal 0 0 0 0

Boa Vista 0 15 0 0
Maio 0 0 0 1
Fogo 0 0 0 0
Brava 0 15 72 20
Santiago 0 0 0 0

Tabela 5.5: Ntimero de vezes que cada ilha é declarada como outlier, para njtr = 100.
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Ilhas ilr(S) ilr(I) ilr(C) ilr(A)
Santo Antao 0 0 0 0

S&do Vicente 0 0 0 0

Sado Nicolau 0 0 0 0

Sal 0 0 0 0

Boa Vista 0 163 0 0
Maio 0 0 0 43

Fogo 0 0 0 0
Brava 5 174 746 229

Santiago 0 0 0 0

Tabela 5.6: Ntumero de vezes que cada ilha é declarada como outlier, para njtr = 1000.

Pela observagdo das tabelas 5.4, 5.5 e 5.6, é possivel perceber que a ilha Brava é
declarada um namero maior de vezes como atipica, sobretudo quando a andlise resulta
tomando os dados ilr transformados com pivotagem na varidvel C, mas quando se exe-
cuta o processo 1000 vezes, é considerada também como tal um ntmero considerédvel
de vezes para os pivos L e A, 17% e 23% respetivamente.

Pelas metodologias utilizadas, quer a Abordagem Comediana, quer a Atipicidade
Ajustada, néo foi possivel identificar outliers comuns. De realcar que as duas aborda-
gens utilizaram diferentes transformacdes e, visto que a interpretacdo dessas mesmas
transformagdes é diferente, o que cada uma delas classifica como outlier tem um signi-
ficado diferente. Por outro lado, convém relembrar que, de acordo com os autores, a
Abordagem Comediana apresenta um melhor desempenho quando a dimenséo é mais
elevada.

Tomando a transformagdo clr e com a Abordagem Comediana, foi identificada a
ilha de Santa Antdo como outlier. Tomando a transformacao ilr e com a Atipicidade
Ajustada, foi identificada como atipica a ilha Brava.

Conhecendo a realidade do arquipélago de Cabo Verde, consegue-se compreender
a dualidade de resultados:

¢ Ailha de Santo Antdo é uma das mais ilhas periféricas em relacdo a ilha de San-
tigo, onde se localiza a capital do pais, Praia, e que concentra a maior quantidade
de servigos, incluindo os de satde e, por isso, os acessos ndo sdo tao facilitados;

¢ A ijlha Brava, em termos absolutos, é a que tem uma menor densidade populaci-
onal e, portanto, um caso num dos grupos I, C ou A, ao comparar um dos grupos
com os demais grupos (que é o objetivo da transformagdo ilr), terd um peso maior
do que em ilhas com mais populacéo.

Utilizando as representagdes graficas da primeira coordenada ilr, isto é, recorrendo
aos gréficos de dispersao univariada (figura 5.5), poder-se-4, de algum modo, compre-
ender o que tipifica estas duas ilhas.
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Figura 5.5: Graficos de dispersdo univariados para os grupos do modelo SICA.

Os graficos de dispersdo univariados representados na figura 5.5 salientam, em
termos relativos:

* para a observagdo 1, que corresponde a ilha de Santo Antao, a dominéncia posi-
tiva das varidveis S, C e A e a dominancia negativa da variavel I;

® para a observagao 8, que corresponde a ilha Brava, a varidvel A, comparativa-
mente com as restantes, é negativamente dominante, uma vez que esta observa-
¢do é a que apresenta um menor valor na coordenada ilr(A).

Em resumo, na composicao epidemiolégica das 9 ilhas, a ilha de Santo Antao destaca-
se por exibir um elevado contraste entre o grupo de paciente infetados sem sintomas
(muito baixo) e os demais grupos (muito elevado), enquanto que a ilha Brava destaca-
se por uma baixa predominancia de pacientes infetados com sintomas clinicos.

5.2 Dados da Qualidade dos Solos

5.2.1 Contextualiza¢ao do Problema

O solo corresponde a camada superficial da crosta terrestre, constituida por par-
ticulas minerais, matéria organica, d4gua, ar e organismos vivos [57] e é um elemento
fundamental no ecossistema uma vez que permite a produgdo de alimentos, é o habitat
para uma grande variedade de organismos, permite o armazenamento e filtragem de
dgua, o ciclo dos nutrientes, o armazenamento de carbono e suporte da vida humana
[48]. Nas dreas urbanas, os solos também desempenham um papel de extrema impor-
tdncia, uma vez que servem de suporte ao seu desenvolvimento (suporte e fonte de
material para obras, agricultura urbana, dreas verdes, meio de descarte de residuos, en-
tre outros) e, por isso, é considerado um recurso vital, embora seja escasso e perecivel.
Por esse motivo, assegurar a qualidade do solo é, sem divida, uma questdo importante
e que pode ser desafiante devido a heterogeneidade espacial natural [48].

A qualidade do solo ndo esta somente relacionada com o grau de polui¢do do solo; é
também definida como "a capacidade de um solo funcionar dentro dos limites do ecos-
sistema e do uso da terra para sustentar a produtividade biolégica, manter a qualidade
ambiental e promover a satide de plantas e animais"[58] e do ser humano. A qualidade
dos solos pode ser afetada por um conjunto de fatores. No caso das dreas urbanas, que
estdo sujeitas a um crescimento, quer a nivel de atividade, quer a nivel de populagéo,
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hd um conjunto de razdes que afetam a qualidade dos solos urbanos tais como conta-
minacdo devido ao uso de transportes, volatilizacdo de contaminantes, lixiviagdo para
dguas subterraneas ou escoamento para ecossistemas aquaticos préximos, deposicdo
de particulas no ar e outras particulas de outras origens, como materiais de construgéo,
lixo, materiais desgastados de pavimentos ou automéveis [48].

Um solo contaminado pode ter um forte impacto na satide das pessoas e, em casos
mais graves, ser o motivo de doengas cancerigenas ou defeitos de nascimento. Os con-
taminantes organicos hidrofébicos (HOCs), tais como os hidrocarbonetos aromaéticos
policiclicos (HAPs/PAHs) ou os policlorobifenilos (PCBs), sdo o resultado da acumu-
lagdo, a longo prazo, de particulas provenientes dos diversos tipos de contaminacdo
supra citados [48].

A avalia¢do da qualidade do solo consiste na determinagdo da presenca de conta-
minantes no solo e da sua concentragdo, num dado momento. Esses elementos sdo
designados de elementos potencialmente téxicos (PTE). Para uniformizar a quantidade
de contaminantes nos determinados tipos de solo, tais como os PAHs, PCBs e elemen-
tos quimicos, entre outros contaminantes, que um solo pode ter, para ser considerado
contaminado ou ndo, a Agéncia Portuguesa do Ambiente possui tabelas de referéncia,
disponiveis no seu guia técnico [59].

A drea urbana de Lisboa é a maior de Portugal, concentrando um elevado ntimero
de empresas, servigos e pessoas. Como a maioria das grandes cidades a nivel mundial,
uma das consequéncias da sua grande dindmica é a pegada antropoldgica, que afeta
também os solos. Assim, é uma drea que tem todo o interesse de ser estudada para
perceber até que ponto os diferentes tipos de solo, dispersos pela drea urbana de Lisboa,
sdo afetados.

5.2.2 Anadlise e Discussido de Resultados

A presente anélise é baseada em dados discutidos em [48] relativos a 4rea urbana de
Lisboa. O conjunto de dados é constituido por 49 amostras de solo, de diversos locais,
entre os quais estradas, aeroportos, jardins ornamentais, parques e espagos abertos,
pétios de escolas e parques de diversdes, de acordo com a figura 5.6.
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Figura 5.6: Local das amostras na drea urbana de Lisboa [imagem retirada da figura 5.1
de [48]].

O conjunto de dados sobre o qual incide este estudo é composto por 11 varidveis,
que correspondem aos seguintes 11 elementos quimicos:

x Al (Aluminio); x Cr (Cromo); * Pb (Chumbo);
x Fe (Ferro); * Ni (Niquel); x Zn (Zinco);

x Ca (Calcio); % As (Arsénio); x Hg (Merctrio).
x Co (Cobalto); x Cu (Cobre);

Foi analisado, no conjunto de dados, se havia valores omissos. Para as observagoes
1 e 14, na varidvel Hg, ndo havia valores introduzidos. Optou-se por manter estas ob-
servag¢des no conjunto e, para se poder aplicar de forma direta as técnicas estatisticas
usuais, imputar esses valores. Os dois valores omissos foram imputados utilizando a
técnica do k-vizinho mais préximo (também designado em inglés de k-NN), com k = 3
e com a métrica de Aitchison.

Uma vez que a aplicacdo das transformacgdes composicionais descritas no Capitulo
2 obrigam a que os dados sejam estritamente maiores que zero (pois o logaritmo de zero
nao estd definido no espaco real), foi também testada a existéncia de zeros. Apenas a
observagdo 43 da varidvel Hg tem valor zero. Uma vez que se desconhece o motivo
desse zero (se foi originado por arrendondamento, se a quantidade de Hg detetada é
abaixo daquela que o método/processo permite ou se, de facto, ndo existe o elemento
na amostra de solo) [1], optou-se por retirar essa observac¢do do conjunto de dados.
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Devido a remogdo da observagdo 43, em algumas metodologias graficas ira apare-
cer rotulada uma observacdo 43, mas que, na prética corresponde a observacdo 44 do
mapa da figura 5.6. Assim, todas as observagdes subsequentes tem que se interpretar
a luz deste facto: as observagdes 1 a 42 correspondem exatamente as do mapa, quando
estiver rotulado 43 devera ler-se 44, quando estiver rotulado 44 deverd interpretar-se
como a observacdo 45 do mapa e assim consecutivamente.

Ap0s este pré-processamento dos dados, as metodologias estatisticas usuais podem
ser implementadas. O conjunto de dados que foi utilizado encontra-se no Anexo A].

Comega-se pela representagdo dos dados usando o diagrama terndrio. Neste caso,
uma vez que existem 11 varidveis, realizar Hos = 165 diagramas, além de moroso,
poderad ser dificil s6 por si ajudar a estabelecer algum padrao nos dados. Deste modo,
optou-se por agrupar os 11 elementos em 4 grupos, que correspondem ao tipo de ele-
mento pela Tabela Peridédica. Assim, os 4 grupos sdo designados de:

¢ elementos representativos (ER), grupo constituido por:

x Al (Aluminio);
* Pb (Chumbo);

* elementos de transi¢do (ET), grupo constituido por:

x Fe (Ferro);

x Co (Cobalto);
x Cr (Cromo);
* Ni (Niquel);
x Cu (Cobre);
x Zn (Zinco);

+x Hg (Mercurio);

* metais alcalinoterrosos (AT), grupo constituido por:
x Ca (Célcio);

¢ semimetais (SM), grupo constituido por:
x As (Arsénio).

Deste modo, é possivel representar os 11 elementos devido ao seu amalgamento em 4
grupos e, assim, hd apenas a necessidade de realizar *C = 4 diagramas ternérios.
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(a) Grupos ER, ET e AT (b) Grupos ER, ET e SM
SM SM
ER AT ET AT
(c) Grupos ER, AT e SM (d) Grupos ET, AT e SM

Figura 5.7: Diagramas terndrios, por grupos, para os dados da qualidade de solos.

Pela observagdo dos diagramas ternarios da figura 5.7, conclui-se que nos diagra-
mas onde esta presente o grupo ET (figuras 5.7a, 5.7b e 5.7d) tem este grupo de elemen-
tos como dominantes em relagdo aos restantes. Isso acontece ndo sé pelo facto de este
grupo ser constituido por mais elementos que os grupos AT, ER e SM, mas também
pela quantidade individual de alguns deles (por exemplo, Cu) ser muito elevada. Na
auséncia do grupo ET (figura 5.7c), o grupo ER é o que se destaca como dominante. O
grupo SM é aquele que apresenta menor concentragdo associada.

Para visualizar a distribui¢do dos dados numa perspetiva composicional compa-
rando cada parte com o todo, tome-se os dados clr-transformados (pela sua maior fa-
cilidade na interpretagdo) e a representacdo destes em box plots (figura 5.8) e bagplots
(figura 5.9).



86 5.Aplicagao de Metodologias de Detecao de Outliers

26 o

[
wm &
® o

|

Figura 5.8: Box plots para as variaveis clr-transformadas do solo em Lisboa.

Na tabela 5.7 estao assinalados, de forma resumida, as observacgoes clr-transformadas
que foram declaradas como atfpicas em relagdo a cada varidvel.

Elementos | Al Fe Ca Co Cr Ni
Outliers 38 11 - 11 22,18,14 11,14,13,19
Elementos | As Cu Pb Zn Hg
Outliers - - - 41,1,26 29,44,26

Tabela 5.7: Outliers declarados para cada elemento, segundo os respetivos box plots.
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Figura 5.9: Bagplot bidimensional dos dados clr-transformados em relacdo as elementos
das amostras do solo em Lisboa.

Pela anélise conjunta dos box plots da figura 5.8 e dos bagplots da figura 5.9, é possivel
observar que os bagplots bivariados, por vezes, declaram um maior nimero de outliers
que cada uma das varidveis por si s6 (como é o caso do par Aluminio e Cromo, em que,
no caso univariado, cada varidvel apresenta um tinico outliers e, no caso bivariado, no
respetivo bagplot sdo declaradas como atipicas 4 observagdes), mas, em outros casos,
declaram um menor nimero de outliers que cada uma das varidveis no caso univariado
(como, por exemplo, acontece no caso do par Ferro e Zinco que, no caso univariado
tém 1 e 3 observagdes declaradas como outliers, respetivamente, mas no caso bivariado
apenas apresentam uma observac¢do como atipica). Com o auxilio dos bagplots é pos-
sivel também estabelecer alguns padrdes entre os diversos elementos, como acontece
com o par Cromo e Merctrio, que apresentam uma correlacdo negativa entre eles e as
observagdes que ndo se adequam a este padrao sdo as declaradas como outliers.
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Metodologias numéricas foram utilizados para identificar amostras de solo atipicas.

Utilizou-se a Abordagem Comediana usando a transformacao clr.

Neste caso, tomando o valor de o = 0.025, que corresponde ao que se toma habitu-

almente na literatura para definir o quantil de corte (ver [56], [1]) tem-se:

co = 1.4826 x

= 1.4826 x

= 1067.344

X¢21;1—a x med(rdy, ...

,Tdyp)

2
Xd;0.5

21.92 x 339.62

10.34

A distancia de Mahalanobis robusta obtida para cada uma das amostras de solo
recolhidas na drea urbana de Lisboa est4 disposta na tabela 5.8.

Amostra Dist. Robusta || Amostra Dist. Robusta || Amostra Dist. Robusta
1 1175.25 17 1231.81 33 321.15
2 354.26 18 1813.96 34 324.99
3 305.64 19 890.85 35 237.74
4 213.43 20 220.12 36 1494.11
5 121.14 21 288.89 37 14791
6 261.27 22 1101.92 38 1221.36
7 320.73 23 563.06 39 1886.11
8 264.26 24 694.82 40 719.96
9 588.49 25 536.97 41 360.84
10 256.59 26 1320.80 42 291.98
11 1747.70 27 296.29 44 132.86
12 406.57 28 503.17 45 931.67
13 1473.80 29 1049.29 46 230.80
14 2559.92 30 256.08 47 183.13
15 323.74 31 84.40 48 156.20
16 488.85 32 203.67 49 117.21

Tabela 5.8: Distancia robusta de Mahalanobis obtida para cada uma das amostras, pela
Abordagem Comediana (a negrito destacam-se as distancias superiores ao valor de

corte).

Pela observacado da tabela 5.8 e sabendo que o valor de corte é 1067.344, foram de-
claradas como atipicas 11 observagoes: 1, 11, 13, 14, 17, 18, 22, 26, 36, 38 e 39.
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Figura 5.10: Representacao grafica das distancias de Mahalanobis ordenadas das amos-
tras de solo, obtidas pela Abordagem Comediana, com identificagdo no ntimero das
amostras.

Ao representar-se graficamente as distancias obtidas e compiladas na tabela 5.8, é
possivel observar que a amostra 14 tem a maior distancia, muito discrepante das de-
mais.

A outra metodologia numérica explorada foi a da Atipicidade Ajustada. Esta foi
aplicada a dados ilr-transformados, tomando as 11 pivotagens possiveis. De notar que
o numero sugerido de dire¢Oes aleatdrias a ser tomadas é d = 250p, onde p designa o
namero de varidveis, e, neste caso em particular, serdo tomadas d = 250 x 10 = 2500.

Amostra NC°outliers || Amostra N°outliers || Amostra N° outliers

1 27 17 18 33 0

2 5 18 1208 34 1

3 1 19 18 35 0

4 0 20 2 36 9

5 11 21 1 37 0

6 70 22 545 38 1975
7 0 23 15 39 1086
8 3 24 99 40 18
9 12 25 6 41 245
10 0 26 393 42 7
11 1182 27 4 44 0
12 25 28 8 45 4
13 39 29 0 46 6
14 1687 30 1 47 3
15 2 31 0 48 38
16 0 32 6 49 0

Tabela 5.9: Contagem do ntiimero de vezes que cada observacado foi declarada como
outlier no método da Atipicidade Ajustada, ao aplicar 1000 vezes a cada pivotagem (a
negrito estdo assinalados as maiores frequéncias).
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Pela observagdo da tabela 5.9, podem-se destacar cinco observagdes: 11, 14, 18,38 e
39, com as que apresentam as mais elevadas frequéncias em que surgem como outliers
no método da Atipicidade Ajustada. Uma vez que se realizaram as 11 pivotagens possi-
veis e, para cada uma delas, testou-se as 2500 dire¢des com sementes (seeds) diferentes,
de modo a aleatorizar as dire¢des tomadas e, ao repetir o processo 1000, permitiu uma
maior robustez de resultados. Cada observacdo foi avaliada 11000 se seria, ou néao,
outlier. Deste modo:

- a observacao 11 foi declarada como atipica 10.7% das vezes;
- a observacao 14 foi declarada como atipica 15.3% das vezes;
- a observacao 18 foi declarada como atipica 11% das vezes;

- a observacao 38 foi declarada como atipica 18% das vezes;

- a observacao 39 foi declarada como atipica 9.9% das vezes;

- as restantes observagdes sdo declaradas como atipicas menos de 5% das vezes.

Com as metodologias numéricas utilizadas, pode-se compilar os resultados obtidos
numa tabela.

Metodologia Outliers
Abordagem Comediana | 1,11, 13,14, 17, 18, 22, 26, 36, 38, 39
Atipicidade Ajustada 11, 14, 18, 38, 39

Tabela 5.10: Observagdes declaradas como outlier em cada metodologia.

E possivel utilizar representagdes gréficas com as coordenadas pivd, para, de modo
andlogo, ter uma percepcdo de como os dados se comportam, nao levando em conta a
sua distancia, mas de forma univariada para cada possibilidade de pivd.
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Figura 5.11:

Gréficos de dispersdo univariados para os elementos das amostras de solo.
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Figura 5.12: Gréfico de dispersdo das coordenadas paralelas para os elementos das
amostras de solo.

Pela andlise da tabela 5.10 pode-se concluir que observagdes 11, 14, 18, 38 e 39 sdo,

entdo, os outliers deste conjunto de dados e pelas figuras 5.11 e 5.12, compreender o
motivo pela qual sdo declaradas como atipicas.

* As observagoes 11 e 14 correspondem a amostras extraidas numa mesma area

verde com amplo espago, mas ambas perto de estradas. Pelos gréficos de dis-
persdo univariados, para a observagdo 11 ha, em termos relativos, elevada pre-
dominéncia dos elementos Ferro e Cobalto e baixa predominancia dos elementos
Cobre e Chumbo. A observacdo 14 apresenta elevada predominancia do elemento
Cromo e baixa para Arsénio.

A observacdo 39 corresponde igualmente a uma amostra extraida em 4rea verde
de reduzida dimensdo e perto de estradas e apresenta a log-razdo de Ferro em
relacdo as restantes varidveis e de Cromo em relacdo as demais variaveis muito
inferior as demais, isto é, presenga destes elementos nessa amostra de solo em
razdo € inferior as demais amostras de solo e, em contrapartida, a log-razdo de
Niquel em relagdo as restantes varidveis muito superior as demais, ou seja, esta
amostra estd localizada numa zona com prevaléncia baixa de Cromo e Ferro e
elevada de Niquel na composigdo do seu solo.

As observagdes 18 e 38 correspondem a amostras extraidas em dreas urbanas.
A observacdo 18 apresenta uma log-razdo de Mércurio em relacdo as restantes
variaveis inferior as demais observagdes e, por outro lado, a log-razdo de Chumbo
em relacdo as restantes varidveis muito alta. A observagdo 38 apresenta a log-
razdo de Aluminio em relagdo as restantes varidveis muito superior as demais
e, em contrapartida, a log-razdo de Zinco em relagdo as restantes varidveis e de
Niquel em relagdo as restantes varidveis inferior as demais observagdes. Embora
estas duas amostras correspondam ao mesmo tipo de localiza¢do, a composigao
dos seus solos é bastante distinta: enquanto que numa se destaca a presenca de
Chumbo, na outra destaca-se a presenca de Aluminio.

Na tabela 5.11 apresentam-se, de forma concisa, os elementos que contribuem, de

forma dominante, para os outliers detetados pelos Método da Atipicidade Ajustada.
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Amostra 11 14 18 38 39
+ Co,Fe Cr Pb Al Ni
- Cu,Pb As Hg Ni Zn CrFe

Tabela 5.11: Composi¢do dominante (pela positiva e pela negativa) das amostras decla-
radas como outliers

Para um estudo mais aprofundado dos dados seria conveniente ter mais informa-
¢Oes sobre a localizagdo da amostra que possam influenciar a qualidade dos solos, bem
como subdividir o tipo de local de onde foram colhidas as amostras, o que, em alguns
tipos de localizagdo, implicaria uma maior quantidade de observagdes para que, de
facto, se pudessem aplicar as metodologias descritas e que os seus resultados permitis-
sem conclusdes mais consistentes entre elas.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalho Futuro

O proposito desta dissertacdo centrou-se na aplicabilidade de métodos de detecdo
de outliers baseados em distancia robusta a dados composicionais log-transformados.
Até ao momento, a detecdo de obervagdes atipicas em dados composicionais tem sido
baseada na distancia de Mahalanobis robusta, usando a estimativa MCD para a ma-
triz de covariancias e usadas representagdes gréficas, como dos diagramas ternarios ou
graficos de dispersao univariados, que usam o MCD para tentar explicar o porqué dos
possiveis outliers.

O método MCD é um estimador altamente robusto para a localizacdo e dispersao,
mas que tem como inconveniente a elevada complexidade computacional que envolve
a procura da matriz de covariancia de determinante minimo. No que aos dados com-
posicionais diz respeito, a menos que se facam testes estatisticos ou andlises gréficas
prévias, como box plots ou histogramas, ndo se pode assumir que eles sejam simétricos.
Assim, se se optar por utilizar métodos que assumam a normalidade nos dados anali-
sados, as conclusdes obtidas podem ser imprecisas uma vez que 0s seus pressupostos
nao sao cumpridos.

De modo a ultrapassar esse inconveniente, utilizou-se duas outras abordagens, igual-
mente baseadas em distancia robusta, mas que usam medidas de localizagdo (mediana)
e dispersdo (comediana, MAD) que sdo menos influenciadas pela presenca de obser-
vagOes atipicas na Abordagem Comediana, ou o uso da medcouple, medida de enviesa-
mento, no caso na Atipicidade Ajustada.

Todavia, a Atipicidade Ajustada utilizada com um elevado niamero de repeticoes e
dire¢des, como foi executado nesta dissertacdo, é um processo moroso e, por isso, se-
ria importante realizar um estudo comparativo que permitisse descobrir o ntimero de
direcdes e itera¢des que obtenham os melhores resultados possiveis no menor tempo
(equilibrio entre eficdcia e custo computacional), para um elevado conjunto de bases de
dados na perspetiva composicional.

Além de um estudo aprofundado sobre o desempenho dos métodos utilizados neste
trabalho, baseados em distancia, como objetivo futuro pretende-se estudar métodos ndo
tradicionais de detegdo de outliers numa perspetiva composicional, como por exemplo
métodos de clustering e que estes possam, eventualmente, ser usados em articulacdo
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com outros ndo tradicionais ou com métodos baseados em distancia robusta.



Bibliografia

[1] Filzmoser, P.,, Hron, K., Templ, M., Applied Compositional Data Analysis, Springer,
Switzerland, 2018

[2] Pawlowsky-Glahn, V., Egozcue, J. J., Tolosana-Delgado, R., Lecture Notes on Com-
positional Data Analysis, May 28, 2007

[3] Aitchison, ]., The Statistical Analysis of Compositional Data, Chapman and Hall, New
York - USA, 1986

[4] Sousa, R., Andlise Estatistica de Dados Composicionais, Dissertagdo de Mestrado, Uni-
versidade de Aveiro, 2016.

[5] Leite, L., Técnicas Exploratdrias na Detecdo de Outliers em Dados Composicionais, Dis-
sertacdo de Mestrado, Universidade de Aveiro, 2019.

[6] Sajesh, T. A., Srinivasan, M.R., An Overview of Multiple Outliers in Multidimensional
Data, Sri Lankan Journal of Applied Statistics, Vol (14-2), 2013

[7] Barnett, V., Lewis, T., Outliers in Statistical Data, John Wiley and Sons, Chichester,
England, 1994. DOI:10.1016/0169-2070(95)00625-7

[8] Grubbs, EE., Procedures for Detecting Outlying Observations in Samples, Technome-
trics, 11: pp. 1-21, 1969. DOI: 10.1080/00401706.1969.10490657

[9] Hawkins, D.M., Identification of Outliers, Chapman and Hall, London, 1980. DOI:
10.1002/bimj.4710290215

[10] Figueira, M .M. C., Identificagio de Outliers, MILLENIUM n°12, Outubro de 1998.

[11] Cantin, Guillaume; Silva, Cristiana J., Influence of the topology on the dynamics of a
complex network of HIV/AIDS epidemic models, AIMS Mathematics, 4(4): pp. 1145-
1169, 2019

[12] Tukey, J.W., Exploratory Data Analysis, Addison-Wesley, New York, USA, 1977.

[13] Dietz, Tt, Kalof, L., Introduction to Social Statistics: The Logic of Statistical Reasoning,
Wile-Blackwell, pp. 133-568, 2009.

[14] Gaio, A. R., Apontamentos das Aulas Teéricas, Unidade Curricular de Estatistica
Aplicada, Licenciatura em Matemadtica, Faculdade de Ciéncias da Universidade
do Porto, 2017

97



98 BIBLIOGRAFIA

[15] Hoaglin, David C., Iglewicz, Boris, Tukey, John W., Performance of Some Resistant
Rules for Outlier Labeling, Journal of the American Statistical Association, Vol. 81,
No. 396, pp. 991-999, dezembro de 1986

[16] Hoaglin, D.C., Iglewicz, B., Fine Tuning Some Resistant Rules for Outlier Labeling,
Journal of the American Statistical Association, 82: pp. 1147-1149, 1987. DOL:
10.1080/01621459.1987.10478551

[17] Kimber, A.C., Exploratory Data Analysis for Possibly Censored Data from Skewed Dis-
tributions, Applied Statistics, 39: pp. 21-30, 1990.

[18] Van der Loo, M.PJ., Distribution Based Outlier Detection in Univariate Data, Statistics
Netherlands, 2010.

[19] Gao, S., Li, G., Wang, D., A New Approach for Detecting Multivariate Outliers, Com-
munications in Statistics - Theory and Methods, 34:8, pp. 1857-1865, 2005. DOI:
10.1081/STA-200066315

[20] https://pt.wikipedia.org/wiki/Dist%$C3%A2ncia_de_Mahalanobis,
consultado pela tltima vez em: 23/04/2020

[21] Farcomeni, Alessio, Ventura, Laura, An overview of robust methods in medical re-
search, Statistical Methods in Medical Research 21(2), pp. 111-133, 2010. DOI:
10.1177/0962280210385865

[22] Lopuhad, H.P, Rousseeuw, PJ., Breakdown Points of Affine Equivariant Estimators of
Multivariate Location and Covariance Matrices, The Annals of Statistics, 19: pp. 229-
248,1991. DOI:10.1214/a0s /1176347978

[23] Aitchison, J., A Concise Guide to Compositional Data Analysis, United Kingdom, 2003

[24] https://brainly.com.br/tarefa/11236697, consultado pela tutlima vez
em 06/05/2020.

[25] Pawlowsky-Glahn, V., Egozcue, ]. ., Tolosana-Delgado, R., Modeling and Analysis
of Compositional Data, John Wiley & Sons, Lta, United Kingdom, 2015

[26] Templ, M., Hron, K., Filzmoser, P., Exploratory tools for outlier detection in compositi-
onal data with structural zeros, Journal of Applied Statistics 44.4, pp. 734-752, 2017

[27] Egozcue, ]. J., Pawlowsky-Glahn, V., Mateu-Figueras, G., Barcel6-Vidal, C., Isome-
tric Logratio Transformations for Compositional Data Analysis, Mathematical Geology,
Vol. 35, No. 3, Abril 2003

[28] Buccianti, A., Mateu-Figueras, G., Pawlowsky-Glahn, V., Compositional Data Analy-
sis in the Geosciences: From Theory to Pratice, Geological Society, London, Special
Publications n° 264, 2006

[29] Falk, M., On MAD and Comedians, Annals of Institute of Statistical Mathematics,
Vol.49, No. 4, 615-644, 1997

[30] Hall, P.,, Welsh, A.H., Limit Theorems for the Median Deviation, Annals of Institute of
Statistical Mathematics, 37: 27-36, 1985. DOI:10.1007 /BF02481078


https://pt.wikipedia.org/wiki/Dist%C3%A2ncia_de_Mahalanobis
https://brainly.com.br/tarefa/11236697

BIBLIOGRAFIA 99

[31] Sajesh, T.A., Srinivasan, M.R., Outlier Detection for High Dimensional Data using Co-
median Approach, Journal of Statistical Computation and Simulation, 82(5): pp. 745-
757,2012. DOI:10.1080/00949655.2011.552504

[32] Hubert, M., Van der Veeken, S., Outlier detection for skewed data, Journal of Chemo-
metrics, 22: pp. 235-246, 2008

[33] Stahel, W.A., Robuste Schatzungen: Infinitesimale Optimalitat und Schatzungen von
Kovarianzmatrizen, Tese de Doutoramento, ETH Zurich, Zurique, Suica, 1981

[34] Donoho, D.L., Breakdown Properties of Multivariate Location Estimators, Ph.D Qua-
lifying Paper, Department of Statistics, Harvard University, Cambridge, MA, 1982.

[35] Verardi, V., Vermandele, C., Univariate and multivariate outlier identification for
skewed or heavy-tailed distributions, The Stata Journal 18, Number 3, pp. 517-532.
2018

[36] Maronna, R. A., Yohau, V. ]., Robust and efficient estimation of multivariate scatter and
location, arXiv:1504.03389 [math.ST], Cornell University, 2015.

[37] https://medium.com/@phuctrt/loss—functions-why-what-where-\
or-when-189815343d3f, consultado pela tltima vez em: 29/04/2020

[38] https://en.wikipedia.org/wiki/Order_statistic, consultado pela tl-
tima vez em: 04/04 /2020

[39] Hubert, M., Vandervieren, E., An adjusted boxplot for skewed distributions, Computa-
tional Statistics and Data Analysis 52, pp. 5186-5201, 2008

[40] Chaves, M. G., Apontamentos das Aulas Tedricas, Unidade Curricular de A]gebra
Linear e Geometria Analitica I, Licenciatura em Matemaética, Faculdade de Cién-
cias da Universidade do Porto, Ano Letivo 2013/2014

[41] von Eynatten, Hilmar, Pawlowsky-Glahn, Vera, Egozcue, d Juan José, Understan-
ding Perturbation on the Simplex: A Simple Method to Better Visualize and Interpret
Compositional Data in Ternary Diagrams, Mathematical Geology, Vol. 34, No. 3, April
2002

[42] https://cran.r-project.org/web/packages/mvoutlier/
mvoutlier.pdf, consultado pela dltima vez em: 04/06/2020

[43] Rousseeuw, Peter J., Ruts, Ida, Tukey, John W., The Bagplot: A Bivariate Boxplot, The
American Statistician, vol. 53, no. 4, pp. 382-387, 1999

[44] Freitas, A., Apontamentos das Aulas Tedricas, Unidade Curricular de Estatistica
Multivariada, Mestrado em Matemaética e Aplicagdes, Universidade de Aveiro,
Ano Letivo 2018/2019

[45] Aitchison, J., Greenacre, M., Biplots of compositional data, Journal of the Royal Sta-
tistical Society. Series C: Applied Statistics 51.4, pp. 375-392, 2002

[46] Eckart, C., Young, G., The approximation of one matrix by another of lower rank, Psy-
chometrika 1.3, pp. 211-218, 1936


https://medium.com/@phuctrt/loss-functions-why-what-where-\or-when-189815343d3f
https://medium.com/@phuctrt/loss-functions-why-what-where-\or-when-189815343d3f
https://en.wikipedia.org/wiki/Order_statistic
https://cran.r-project.org/web/packages/mvoutlier/mvoutlier.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/mvoutlier/mvoutlier.pdf

100 BIBLIOGRAFIA

[47] https://www.aquare.la/o—que-sao-outliers—e—como-trata-los—emn\
-uma-analise-de-dados/, consultado pela tltima vez em: 21/05/2020

[48] Cachada, Anabela E. O., Contaminantes orgdnicos em solos urbanos: fontes e potenciais
riscos, Tese de Doutoramento, Universidade de Aveiro, 2014

[49] Hahn, Beatrice H., Sharp, Paul M., Origins of HIV and the AIDS Pandemic, Cold
Spring Harbor perspectives in medicine. 1, Cold Spring Harbor Laboratoty Press,
setembro de 2011, doi: 10.1101/cshperspect.a00684

[50] https://pensapositivo.pt/o—vih/conhecer/o-vih/?gclid=

CJ0KCQiwzZ J2BRDVARISABs319KJSyKZul lmjkEx6HWAqSpHIwPJEP8z1-pvEI_

v1gBsMK9eNCNM6IUaAnAVEALw_wcB, consultado pela dltima vez em:
21/05/2020

[51] https://www.atlasdasaude.pt/publico/content/
hiv-e-sida-tudo-sobre-suas-diferencas, consultado pela dltima
vez em: 21/05/2020

[52] Silva, Cristiana J., Torres, Delfim F. M., A SICA compartmental model in epidemiology
with application to HIV/AIDS in Cape Verde, Ecological Complexity, vol. 30, pp.70-75,
2017

[53] Epidemia de VIH nos paises de lingua oficial portuguesa, 4a edigdo, 2018

[54] Cantin, Guillaume; Silva, Cristiana J., Influence of the topology on the dynamics of a
complex network of HIV/AIDS epidemic models, AIMS Mathematics, 4(4): 1145?1169,
2019

[55] Comité de Coordenagdo do Combate a Sida, Rapport de Progres de la riposte VIH/-
SIDA Cabo Verde, 2015.

[56] DiPalma, M. A., Gallo M., A co-median approach to detect compositional outliers, Jour-
nal of Applied Statistics, 2016. DOI: 10.1080/02664763.2016.1163525

[57] http://www.spcs.pt/, consultado pela tltima vez em 26/05/2020

[58] Biinemann, Else K. et al., Soil quality - A critical review, Soil Biology and Biochemis-
try, 120, pp 105-125, 2018

[59] Solos Contaminados - Guia Técnico, Valores de Referéncia para o Solo, Agéncia
Portuguesa do Ambiente, Amadora, janeiro de 2019


https://www.aquare.la/o-que-sao-outliers-e-como-trata-los-em\-uma-analise-de-dados/
https://www.aquare.la/o-que-sao-outliers-e-como-trata-los-em\-uma-analise-de-dados/
https://pensapositivo.pt/o-vih/conhecer/o-vih/?gclid=Cj0KCQjwzZj2BRDVARIsABs3l9KJSyKZuilmjkFx6HW4qSpHfwPJEP8zi-pvEI_v1gBsMK9eNCNM6IUaAnAVEALw_wcB
https://pensapositivo.pt/o-vih/conhecer/o-vih/?gclid=Cj0KCQjwzZj2BRDVARIsABs3l9KJSyKZuilmjkFx6HW4qSpHfwPJEP8zi-pvEI_v1gBsMK9eNCNM6IUaAnAVEALw_wcB
https://pensapositivo.pt/o-vih/conhecer/o-vih/?gclid=Cj0KCQjwzZj2BRDVARIsABs3l9KJSyKZuilmjkFx6HW4qSpHfwPJEP8zi-pvEI_v1gBsMK9eNCNM6IUaAnAVEALw_wcB
https://www.atlasdasaude.pt/publico/content/hiv-e-sida-tudo-sobre-suas-diferencas
https://www.atlasdasaude.pt/publico/content/hiv-e-sida-tudo-sobre-suas-diferencas
http://www.spcs.pt/

Apéndice A

Matriz dos Dados da Qualidade dos
Solos

Al  Fe Ca Co Cr Ni As Cu Pb Zn Hg
11027 079 943 399 1767 10.16 675 5047 49.81 1480.01 0.1514778
2 1011 023 1451 070 275 325 135 1083 699 49.25 0.019
31033 074 1083 299 941 1770 1.75 26135 7174 206.16 0.064
4 1013 029 388 146 403 363 163 1476 3197 77.88 0.046
51029 060 1368 251 643 10.09 1.68 101.66 145.08 109.06 0.06
6 029 047 971 227 513 777 112 13598 4337 100.03 0.035
71014 022 128 123 4.34 310 154 723 10.25 45.19 0.019
8 | 015 046 1983 243 477 799 382 1589 2836  66.01 0.047
9 1030 051 274 243 4.59 978 1.62 1073 15.16 52.19 0.047
10 | 027 049 376 266 844 775 268 2457 3222 19220 0.089
11055 171 780 1236 1697 19.69 1.64 1215 9.65 76.46 0.046
12 1020 057 2334 543 1531 1418 3.73 155.60 21.33 709.00 0.074
131039 055 3125 394 727 1778 134 19.07 13.04 48.06 0.029
14 | 110 2.00 942 2122 21896 6625 217 173.81 41.08 663.66 0.1739698
15025 039 438 391 948 887 172 2028 1050 142.68 0.037
16 | 0.27 052 6.12 199 6.63 706 337 3349 8946 14944 0.15
17 1 026 059 487 258 1033 735 328 4131 8473 72819 0.26
18 1026 051 1756 271 5812 11.50 288 50.83 318.34 177.65 0.023
19 1 023 0.82 1753 256 2615 16.01 290 681.06 200.67 602.01 0.041

201016 049 938 172 5.23 728 333 1149 23.09 54.16 0.025
211009 023 823 069 240 259 162 894 2351 4692 0.025
22 1044 100 1587 659 8245 3292 8.07 97795 633.86 682.86 0.064
231022 043 163 160 577 456 256 934 10.14 4892 0.0598
24 | 014 028 2381 112 389 502 393 29.01 732 116.46 0.034
251014 034 915 158 404 350 254 6.83 8.00 49.06 0.01

26 (017 037 155 137 558 521 133 1760 2875 1491.33 0.063
27 1030 0.66 19.38 214 7.61 692 435 1040 24.53 46.54 0.046
28 1009 015 074 058 322 188 1.05 6.81 9.06 39.12 0.023
291029 058 11.80 284 823 1005 515 6489 158.01 183.29 0.52
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Al Fe Ca Co Cr Ni As Cu Pb Zn Hg
30 1023 055 823 203 839 637 436 1675 69.35 69.85 0.064
311033 0.81 1283 3.70 1211 1395 4.15 102.81 158.79 24634 0.15
321012 023 13.06 158 341 662 141 1274 2505 14790 0.04
331031 073 873 337 852 1583 330 56.73 7097 14023 0.24
341019 061 626 292 1044 863 298 38.68 16.60 208.79 0.026
351008 029 989 096 361 426 163 2413 9.80 68.10  0.029
361019 052 748 364 758 899 475 3248 131.89 24744 0.63
37 1033 1.01 986 433 2223 1890 3.23 21396 193.19 503.74 0.12
381388 071 2083 280 846 936 422 5675 11494 79.74 0.37
39 | 021 042 11.75 217 6.01 4920 1.83 331.81 72.08 227.79 0.38
40 | 024 058 547 570 819 13.86 4.03 8659 6348 316.87 0.44
41 | 058 1.75 857 10.75 26.44 40.52 5.37 163.39 61593 2891.54 0.17
42 |1 022 065 1885 364 844 16.17 181 3327 6283 23895 0.043
44 | 022 070 15.81 259 1245 1561 286 19790 110.17 41416 0.087
45 [ 0.28 0.69 10.20 410 9.12 1730 390 64.09 18237 19487 0.63
46 | 020 0.77 1513 288 1223 11.70 291 30794 78.00 250.00 0.13
47 | 0.24 089 1159 3.32 1290 1323 436 19565 91.16 22953 0.2
48 | 0.27 133 984 518 22.09 2393 5.08 54775 25453 35431 0.14
49 | 0.37 1.10 11.74 4.63 20.88 19.22 352 28568 110.12 47787 0.14

Tabela A.1: Matriz de dados da qualidade dos solos (a negrito estdo assinalados os

valores que foram imputados pelo algoritmo £—NN).
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Apéndice B

Poster

HIV/SIDA em Cabo Verde: uma abordagem por dados composicionais

Marta Maltez!, Leticia Leite!, Adelaide Freitas!?

Departamento de Matematica, Universidade de Aveiro

2Centro de Investigagio e Desenvolvimento em Matemética e Aplicagdes (CIDMA)

Resumo

Usando a distribuic3o de ocorréncias de infecio pelo HIV, se-
gundo os pardmetros do modelo epidemiolégico SICA [2], nas 9
ilhas habitéveis do arquipélago de Cabo Verde, no ano de 2015,
explora-se a abordagem composicional na andlise exploratéria
deste tipo de dados, usuais em Epidemiologia

Aplicam-se métodos estatisticos multivariados, classicos vs ro-
busto, em contexto de dados composicionais, com vista a en-
contrar observagdes que se desviem marcadamente das demais
e tentar compreender a razdo pela qual tal acontecer.

O Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (SIDA) é causado
pela infegio com o Virus da Imunodeficiéncia Humana (HIV)
O HIV continua a ser um dos maiores flagelos de saide piblica
a nivel mundial, tendo causado a morte a mais de 35 milhGes
de pessoas. Africa é o continente que registra o maior niimero
anual (2017) de novos casos a nivel global. Em relacio a SIDA,
e segundo o modelo epidemiolégico SICA [2], a populagio é di-
vidida em quatro grupos de individuos mutuamente exclusivos:

o individuos suscetiveis (S);

* individuos infectados pelo HIV sem sintomas clinicos de
SIDA, mas capazes de transmitir o HIV a outros (1);

« individuos infetados por HIV em tratamento com carga

viral remanescente baixa (estado crénico) (C);

individuos infetados com HIV com sintomas clinicos de

SIDA (A)

0 objetivo é, vendo a populacio das 9 ilhas habitéveis do arqui-

pélago de Cabo Verde, dividida neste quatro grupos, perceber

se alguma das ilhas tem um comportamento atipico numa pers-

petiva composicional.

llhas C A

Santo Antdo 40388 10 93 9
So Vicente 80763 32 186 19

Sao Nicolau 12381 7 29 3
Sal 33642 22 78 8
Boa Vista 14404 10 33 3
Maio 9657 5 16 2
Fogo 35735 15 82 8
Brava 5681 5 13 1
Santiago 293084 303 676 87

Figura 1: Distribuic3o da populagdo de Cabo Verde por ilhas e
grupos em relagio ao HIV.

Métodos

Tranformagées

Dados composicionais sio definidos por vetores D-dimensionais
(D>1), onde as D componentes (variéveis) traduzem informa-
¢do relativa (e.g., percentagens ou proporcdes), isto é, onde
cada varidvel representa a contribuicdo para um todo (sendo a
informag3o sobre o total irrelevante).
Seja X =[xy, a matriz de dados composicionais . Para a
i-ésima linha, xi+ = (Xi1,...,Xip), tem-se:

x5 €R" e xi+---xip=k.
para algum k € R*. Os dados composicionais definem uma
geometria propria, ndo coerente com a geometria Euclidiana
Contudo, existem transformacdes das coordenadas composici-
onais para a geometria Euclidiana, nomeadamente:

Transformacio - clr

A transformagio clr do vetor x;.. é dada pelo vetor clr{x;;) =

(Yt Yo com by = It = 1,..,D.
[xijl = lyyl

Transformacgo - ilr
A transformacio ilr do vetor x;. é dada pelo vetor ilr(x;

o i =
jre=a i =

(zity. .y zip1)", com zj =
TeeyD—1.

PP

A transformag3o ilr do vetor x;. com coordenadas pivot é

onde cv & o valor de corte, D é o nimero de variaveis e rd;

a distancia de is robusta da obs 3

definida por um vetor cujas j-ésima
3 primeira coordenada ilr - o pivot - do vetor permutagio
i :

X2 = (Xejy Xty ooy Xioty Xigety -y Xin), comj = 1,..., D

xyl = [24]]

Para evitar a singularidade observada com os dados clr-
transformados, na deteg3o de outliers em dados composicio-
nais, com recurso 3 inversa da matriz de covariancias, & utili-
zada a transformagio ilr com coordenadas pivot.

Graficos
Graficos de dispersao univariados: Para cada coordenada
pivot j, representam-se os n valores da primeira coordenada
,D versus um indice (os
niimeros de 1 a 9 correspondem 3s ilhas pela ordem apresen-
tada na Figura 1) das observages.
Para os dados da Tabela 1 resulta a Figura 2

ilr-transformada para cada j = 1,

ins) iy i) )

Figura 2: Gréficos de dispersdo univariados (cores de acordo
com o seu afastamento; cf. [3])

Biplots: Representagio simultaneas de linhas e colunas de uma
matriz com caracteristica 2

A interpretacio dos biplots depende sobre qual matriz é apli-
cada a decomposicio em valores singulares para a representa-
¢do dos pontos e setas no grafico. Para avaliar o comporta-
mento das 9 ilhas, importa interpretar os pontos.

Biplot classico [4] matriz dos dados originais da Tabela 1,
(Fig. 3). Interpretar as projegdes dos pontos sobre as setas
(variaveis originais)

Biplot de variacdo relativa [1]: matriz dos dados clr-
transformados (Fig. 4, esq.). Interpretar as projecdes dos
pontos sobre os finks (ricios entre duas varisveis)

Biplot composicional robusto [3]: matriz dos dados clr-
transformados (Fig. 4, dir.). Interpretar as projecdes dos pon-
tos sobre as setas (componente dominante).

Figura 3: Biplot cléssico para os dados originais normalizados.
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Figura 4 Biplot de variagio relativa (3 esquerda) e composici-

onal robusto (2 direita),

Método Comedian
Utiliza a comendian, uma medida alternativa de dependéncia
entre pares de variveis, substituindo, numa versdo robusta, a
matriz de correlagio usual [5]. E calculada a estimativa ro-
busta para a localizagio e para a dispersio e, usando essas
medidas para o calculo da distancia de Mahalanobis robusta, é
considerado outlier se: A X
v > 14826 Xb1095) med;xna(nh“ Ly rdy)

xb(0.5)

Xi.

Resultados

Graficos de dispersao univariados. A ilha 1 é um outlier,
uma vez que o peso das componentes S, C e A em relagio 3s
demais é muito superior, comparativamente as demais e, in-
versamente, quando se compara | com as restantes variaveis, o
seu peso é muito menor.

Biplot classico. A ilha 9 destaca-se das restantes, apresen-
tando nimeros de S, |, C e A muito acima da média das 9
ilhas. Em termos absolutos a ilha 2 é a segunda ilha com
maiores nimeros de S, I, C, A.

Biplot de variacdo relativa. As ilhas 8 e 9 com menor récio
A/l (i.e, menor proporgio de doentes com sintomas relativa-
mente ao niimero de infetados) enquanto que a ilha 1 é a que
apresenta maior ricio A/l. O mesmo sucede para o racio C/I.
Biplot composicional robusto. A ilha 1 destaca-se com
maiores valores para os récios em que no numerador se tem
o nimero de S, C e A. As ilhas 9 e 8 apresentam os valores

de | com maior componente dominante (i.e., ricios em que o
numerador € o niimero de I). Estes resultados estdo de acordo
com os gréficos de dispersio univariados.

Todos os biplots idos sobre as duas primei D

tes principais elevada de

explicada.

Usando a abordagem Comedian, apenas a ilha de Santo
Antio foi classificada como atipica, o que vai de encontro 3s
metodologias graficas utilizadas.

Conclusado

As ilhas com maior densidade populacional (Santiago e Sio
Vicente) apresentam (naturalmente) o maior nimero de indi-
viduos S, I, Ce A.

Contudo, na perspetiva composicional, a ilha de Santo Antdo
&, de facto, aquela que tem um comportamento desviante das
demais: o peso relativo do nimero de individuos S, C e A é
mais acentuado e, de forma inversa, sendo que o nimero de
individuos | tem um menor peso relativo.
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