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dados composicionais, transformacdes log-razdes, observacdes atipicas, dis-
tancia de mahalanobis robusta, estimador MCD, biplot composicional ro-
busto.

Dados multivariados que representam descricdes quantitativas positivas das
partes de um todo como, por exemplo proporcdes, transmitindo informacio
relativa em vez de absoluta, sdo designados por dados composicionais e sdo
o alvo fulcral de estudo da presente dissertacdo. Em particular, estudam-se
e aplicam-se técnicas estatisticas numeéricas, baseadas em transformacdes
de log-razdes, e técnicas estatisticas graficas sobre os dados transformados
na detecdo de composi¢cdes (observacdes) atipicas (outliers) as quais corres-
pondem as observacdes multivariadas que, por algum motivo, diferem das
restantes composicdes do conjunto de dados.

Os métodos estatisticos multivariados classicos tendem a ignorar os outli-
ers, tomando-os como observacdes “normais’ e potenciando assim o en-
viesamento de resultados. Técnicas estatisticas robustas, que reduzem a
influéncia de outliers, sdo de extrema importancia para uma correta analise
e interpretacdo dos dados.

Um dos métodos estatisticos mais usuais na identificacdo de observacdes
multivariadas atipicas baseia-se na distancia de Mahalanobis calculada com
estimativas robustas da média e da matriz de covariancia populacionais ob-
tidas através do estimador MCD (Minimum Covariance Determinant). Gra-
ficamente, o método biplot € uma ferramenta exploratéria amplamente uti-
lizada na visualizacdo de observacdes multivariadas e, consequentemente,
de outliers. Considerando o caso especial de dados composicionais, um dos
propdsitos do presente trabalho reside também em estudar propriedades da
distancia de Mahalanobis robusta e biplots robustos sobre este tipo de dados
na detecdo de composicdes outliers.

Como aplicacdo destas metodologias estatisticas exploram-se, sob o ponto de
vista relativo (isto &, composicional), trés conjuntos de dados demograficos,
extraidos dos Censos de 2011, baseados na migracdo interna em Portugal.
Esses conjuntos dizem respeito a todos os 308 municipios e, para cada mu-
nicipio, tém-se contagens de residentes que afirmaram que no periodo de
2005 a 2011 mudaram de residéncia passando a habitar no municipio em
causa. A contagem dos residentes que mudaram de municipio tem em conta
o grupo etario, a habilitacio académica e a situac3o profissional.

A analise estatistica realizada conduziu a identificacdo de grupos distintos
de municipios outliers entre os trés conjuntos de dados. Relativamente a
situacdo profissional as conclusdes foram mais interpretaveis. Tendo em
conta a distribuicdo do grupo etario, da habilitacdo académica e da situacdo
profissional, este estudo denuncia a existéncia de municipios atipicos por
serem mais ou menos atrativos. Usando cartogramas constata-se que muitos
destes municipios outliers localizam-se em regides do interior de Portugal
Continental.
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Multivariate data of positive values which describe parts of a whole such as
proportions, conveying relative rather than absolute information, are referred
to as compositional data. This type of data is the main subject of the study
of this dissertation. Numerical statistical techniques, based on log-ratios
transformations, and graphical statistical techniques on transformed data in
the detection of atypical compositions (multivariate observations outliers)
are discussed. Qutliers are observations that, for some reason, differ from
the other observations belonging to the data set.

Classic multivariate statistical methods tend to ignore outliers which are
taking as “normal” observations and can produce results biased. Hence,
robust statistical techniques, which reduce the influence of outliers, are of
extreme importance for proper analysis and interpretation of the data.

One of the most popular statistical methods for identifying outliers is based
on the Mahalanobis distance calculated using robust estimates of the mean
and covariance matrix obtained by the MCD (Minimum Covariance Deter-
minant) estimator. On another hand, graphically, the biplot method is an
exploratory tool widely used in the visualization of multivariate data and,
consequently, outliers. Considering the special case of compositional data,
properties of Mahalanobis robust distance and robust biplots on this type of
data in the detection of outlier are also studied of this dissertation.

The applications of these statistical methodologies on three demographic
data sets, extracted from the 2011 Census and based on internal migration
in Portugal, are explored from a relative point of view (i.e., compositional).
These data sets concern the total set of 308 municipalities of Portugal.
For each municipality, there are counts of residents who stated that in the
period from 2005 to 2011 they changed their residence and began to live in
the municipality in question.

The count of the residents who changed the municipality considers the age
group, the academic qualification and the occupational status. The statisti-
cal analysis performed led to the identification of distinct groups of outlier’s
municipalities among the three datasets. Concerning the occupational status
the conclusions were more interpretable. Considering the age distribution,
academic qualification and occupational status, this study denounces the
existence of atypical municipalities because they are more or less attractive.
Using cartograms, it is found that many of these outlier's municipalities are
in regions of the interior of Portugal.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Nocao de dados composicionais

No decorrer dos tempos, nas mais diversas areas de investigagao, Biologia, Geologia, Qui-
mica, Medicina, entre tantas outras, surgem conjuntos de dados que possuem uma estrutura
na forma de composicao [1|. Por exemplo, na area da Geologia quando se analisa a textura
dos solos, as fragoes de areia, silte e argila formam uma composigdo com trés elementos dando
uma propriedade ao solo; na area da Quimica, os elementos que compoem o vinho formam
uma composicao e determinam que tipo de vinho podem descrever. Estes exemplos de dados
podem ser abordados como uma composigao, cujos elementos, no seu total, irao formar todo
o conjunto de dados.

Um determinado conjunto de dados designa-se composicional se apresenta partes de um
todo, dando como exemplo as proporcoes, percentagens ou concentragoes. Nestes casos, o con-
junto s6 pode ser considerado composicao se apresentar pelo menos duas componentes. Caso
contrario, nao h& uma parte do todo. Este pormenor é de extrema importancia, pois revela
que os dados composicionais (compositional data) sdo multivariados (no minimo bivariados).

Os dados composicionais sdo observagoes multivariadas que possuem certas particularida-
des que os distinguem de outros conjuntos de dados, por exemplo, os dados absolutos. Os
dados composicionais contém apenas informagao relativa. Cada elemento de uma observagao
composicional é designado por componente e deve ser um numero real estritamente positivo.
Essa componente pode ou nao representar a proporcao de um todo. Pelo facto dos dados
serem relativos, a soma de todas as componentes deve ser igual a uma constante.

Segundo [2|, qualquer vetor x = (x1,x9,...,£p) com elementos ndo negativos, represen-
tando proporgoes de um todo esté sujeito a seguinte restri¢ao,

T1+x9+...+xp =k

sendo k > 0 um ntmero real. De um modo geral tem-se kK = 1 quando os dados representam
proporgoes, ou k = 100 para medigoes feitas em percentagens.

Os dados composicionais tém vérias caracteristicas e propriedades importantes com con-
sequéncias para qualquer analise estatistica [3]. Na maior parte dos casos, um aspeto bastante
comum na analise destes dados é a sua interpretacao ser feita através da aplicacao de tradi-
cionais técnicas destinadas a dados multivariados reais apds transformagoes convenientes nos
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dados originais. As primeiras recomendagoes que abordam a anélise estatistica de dados com-
posicionais remete a um artigo de Karl Pearson de 1897 sobre correlagoes esptirias. O artigo
expoe problemas decorrentes do uso de métodos estatisticos tradicionais em proporgoes. No
entanto, as suas adverténcias foram ignoradas até por volta de 1960 quando o gedlogo Felix
Chayes também alertou contra a aplicagdo da andlise multivariada tradicional para dados
composicionais, a fim de evitar inconsisténcias pela restrigdo da soma unitéria [1].

A primeira proposta metodolégica consistente da anélise de dados composicionais surgiu,
apenas, nos inicios dos anos 80, em 1982 e 1986, com os trabalhos de John Aitchison, um esta-
tistico escocés e professor na Universidade de Hong Kong [4, [1]. Dos trabalhos de Aitchison, o
principal aspeto centra-se na anéalise estatistica de log-razoes (logratios) entre as componentes
de um vetor composicional e os principios de uma analise de dados composicionais |5].

Dos trabalhos de Aitchison de 1986, este concluiu que uma completa anélise das partes que
compoem um todo poderia ser realizada em termos de razoes das partes da composicao, uma
vez que as composi¢oes apenas contém informacao relativa entre as componentes. Além disso,
propos, ainda, metodologias baseadas em varios tipos de transformacoes log-razoes, visto que
a transformacgao log-razao é uma correspondéncia biunivoca em R e o uso matematico de um
quociente é mais simples em termos do seu logaritmo. Estas transformacoes permitiram a
aplicagao de procedimentos standard da anélise multivariada sobre os dados transformados
transpondo as conclusoes extraidas em termos de dados originais [6].

Apesar das vantagens que as técnicas baseadas em transformacoes log-razoes contribuem
para a analise de dados composicionais, tais técnicas nao tiveram o sucesso que se esperava
obter no seio dos estatisticos. Tal facto pode, talvez, ser explicado devido a tendéncia habitual
de interpretar e analisar resultados em termos absolutos e, consequentemente, a uma menor
fluidez no raciocinio numa perspetiva relativa, necessitando que o pensamento seja direcionado
em termos de razoes |4]. Para uma melhor analise de dados composicionais, na década de 2000,
foram publicadas varias contribui¢es que permitiram uma melhor abordagem sistemética dos
métodos propostos por John Aitchison. Tais contribuigbes podem ser vistas, por exemplo, nas
seguintes referéncias: Aitchison et al 2002 e 2005 (|7, 8]), Pawlowsky et al 2001 (|9]), Egozcue
et al 2003 (]10]) e Filzmoser et al 2009 (|11]). Atualmente, a analise de dados composicionais
pode ser, principalmente, dividida em trés etapas:

1. Representacao de dados em coordenadas log-razoes;

2. Uso de técnicas de anéilise estatistica multivariada sobre os dados em coordenadas log-
razoes transformadas;

3. Interpretacao dos resultados em dois contextos:

v coordenadas transformadas;

v coordenadas originais.
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1.2 Nocao de observacoes atipicas

Na analise estatistica de qualquer categoria de dados, por diversas vezes, existem observa-
¢oes que se destacam das restantes por apresentarem comportamentos fora do padrao normal,
designando-se por observagdes atipicas (outliers). Nao existe uma definigdo formal defini-
tiva do termo outlier, pois existem intiimeras designacoes associadas, por exemplo, podem ser
denominados por: desvios, anomalias, excegoes, dados atipicos, entre outras.

O problema dos outliers € um dos mais antigos na anéalise estatistica, e durante os ultimos
anos o interesse nesta area aumentou progressivamente [12|. Qualquer estatistico que analise
varios conjuntos de dados, provavelmente, deparou-se com outliers. Em 1978, Barnett e Lewis
definiram outlier como sendo “uma observagao (ou subconjunto de observagdes) que parece
ser inconsistente com o restante daquele conjunto de dados” [13]. Segundo estes autores, as
principais causas que levam ao aparecimento de outliers provém da variabilidade inerente da
populagao, de erros de medicao, e de erros de execugao.

Assim, de um modo simples e preciso, pode-se considerar uma observacao atipica como
sendo qualquer dado que se “desvie” de um “padrao” do conjunto de dados em que se insere,
(Figura[l.1] (a)) estando dependente de como se mede esse desvio e como se define esse padrao.
E, fundamental, destacar que um outlier serd sempre um elemento do conjunto, podendo
existir mais do que um dado atipico nesse mesmo conjunto (Figura (b)), e, além disso, a
observacao é considerada atipica em relagdo a um determinado padrao A, pois podera nao ser

em relagdo a um padrao B (Figura (c)).

(@) (®) ©

Figura 1.1: (a) Representacao de uma observacao que se desvia visivelmente de um conjunto de
dados, tratando-se de um dado atipico. (b) Representagao de trés outliers. (c) Representagao
de dois conjuntos de dados, A e B, onde a observacao verde é atipica para o conjunto A mas
pertence ao conjunto B.

As observagoes atipicas, por apresentarem comportamentos diferentes dos restantes dados,
requerem uma atencao redobrada com um cuidado especial a ter em conta. Numa primeira
analise, ao ignorar a existéncia de tais observacoes pode induzir a que os resultados obtidos
sejam inconsistentes. Na maior parte das situagoes, leva a que a interpretagao de resulta-
dos provenientes da aplicacao de técnicas estatisticas tradicionais possa ser prejudicada pela
presenca de outliers.

Uma forma de lidar com a existéncia de outliers é a utilizagdo de técnicas estatisticas ro-
bustas que mantém a adequagao do modelo aos dados mesmo na presenca de outliers [14]. Esta
questao é, particularmente, de grande foco quando o conjunto de dados contém observagoes
multivariadas, como é o caso dos dados composicionais.
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1.3 Motivacao para o tema

¢ Informacgao absoluta ou relativa?

Dois tipos de informacao estao subjacentes a qualquer conjunto de dados:

v Informacao absoluta: refere-se aos dados originais nas suas unidades de medidas con-
cretas, como contagens, unidades monetarias, peso, altura, entre outras. Por qualquer redi-
mensionamento das observacoes originais de uma varidvel, por exemplo percentagens, o seu
valor informativo é afetado ou até mesmo perdido.

v Informacao relativa: refere-se a uma representacao de contribuicoes quantitativamente
descritas sobre um todo, cujo valor absoluto é irrelevante. As unidades dos dados sdo geral-
mente proporg¢oes ou percentagens. Também qualquer tipo de quantidade positiva vista em
termos de partes de um todo, por exemplo concentracoes de elementos quimicos em ppm ou
mg/kg, sdo candidatos a observagoes com informagao relativa.

w Questao primordial: “Que tipo de informacao se esté interessado em analisar?”

Na maior parte das vezes, numa anéalise de dados composicionais, o interesse baseia-se
em investigar a variagdo relativa entre componentes em vez da variagao absoluta. Ou seja,
pretende-se avaliar os racios e nao as diferengas entre componentes. Considere-se o exemplo

apresentado na Tabela

Tabela 1.1: Nuamero de habitantes do municipio de Aguiar da Beira agrupados por grupo
etario (em anos).

Grupo etario  0-14 15-24 25-39  40-64 65+
Aguiar da Beira 5 28 195 143 43

Numa escala absoluta, a diferenga entre os dois grupos etarios 0-14 e 15-2/ é de 23 (28—5).
Por outro lado, a diferenga entre os grupos 15-24 e 40-64 ¢ de 115 (143 —28). Logo, a diferenca
do niimero de habitantes entre os dois grupos mais novos é menor do que nos outros dois
grupos etarios (15-24 e 40-64). Ao ser comparado numa escala relativa o resultado torna-se
totalmente diferente. Nos grupos 0-14 e 15-24, o racio resulta em % = 5.6, e nos grupos 15-24
e 40-64 é bastante similar, % ~ 5.1. Logo, o racio entre os dois primeiros grupos e entre
os outros dois grupos etarios ¢ igual naquele municipio. O nimero de habitantes no grupo
etario 15-24 é cerca de 5 vezes maior do que no grupo dos mais novos, assim como o grupo dos
habitantes 40-64 é cerca de 5 vezes maior ao grupo dos 15-24 anos. Portanto, verifica-se uma
clara distin¢ao de conclusoes destas duas escalas sendo de particular interesse para os dados

composicionais avaliar as rela¢oes entre variaveis do ponto de vista de uma escala relativa.

= Conclusao: Informacoes relativas, em vez de absolutas, sdo relevantes para a anélise
dos dados composicionais.
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% Detecao de outliers

A detecao de outliers é uma tarefa importante numa analise estatistica de dados multi-
variados. A presenca de outliers permite tirar conclusoes sobre a qualidade dos dados bem
como fenoémenos atipicos que possam surgir [15]. O uso de métodos estatisticos robustos deve
ser de extrema importancia para uma correta analise dos resultados. Nesta dissertacao se-
rao estudados métodos estatisticos robustos para a detecao de outliers, e os desvios das
observagoes atipicas serao detetados em contexto analitico e grafico.

&% Representagao grafica

Na representacao grafica, o diagrama ternario e o biplot composicional robusto serao
dois graficos exploratorios para visualizacao e identificacao dos outliers. Em geral, perante
uma anélise estatistica composicional, os dados necessitam de ser transformados. Contudo
para a construcao de diagramas ternarios tais transformacoes nao precisam de ser efetuadas.
Estes diagramas tém a particularidade de que as observagoes s6 podem ser visualizadas com
trés componentes de cada vez.

Um biplot permite a visualizacao de dados multivariados num espago reduzido. Com este
tipo de representagao grafica podem ser detetadas relagoes entre variaveis e/ou existéncia de
grupos de individuos [16]. A sua aplica¢ao em dados composicionais, para dete¢ao de outliers,
tem sido uma das ferramentas mais utilizadas. Representar os dados composicionais num
biplot composicional robusto requer que se faga uso de transformacoes adequadas.

& Agregacao dos 3 itens

A informacao relativa proveniente dos dados composicionais, a detegao de outliers e as
representacoes graficas sdo os trés itens para os quais esta dissertagao se foca. Estes itens
complementam-se na medida em que seguem um encadeamento loégico para que a analise aos
dados demograficos possa ser realizada de forma apropriada.

Dado que se analisara os dados demograficos em termos composicionais € de todo o interesse
que se consiga perceber a razao pela qual se opta por escolher a analise baseada na informacao
relativa e coloca-se de parte a perspetiva absoluta. O analista deve perceber que vantagens
é que advém de uma analise estatistica composicional. A detecao de outliers surge como a
principal tarefa para a andlise dos dados demograficos sendo importante entender quais os
melhores métodos estatisticos que permitem a descoberta de dados atipicos. A representacao
grafica sucede da necessidade de se conseguir visualizar as observagoes atipicas, por isso, os
graficos concedem tal visualizacao.

Como aplicagao pratica destes trés itens no contexto dos dados composicionais, a presente
dissertacao faz uma analise de dados demograficos reais no contexto de uma anélise composicio-
nal. Apés a identificacao das observacoes atipicas, pelos dois graficos exploratorios enunciados
anteriormente, serao ainda utilizados cartogramas para uma melhor visualizacao geografica
das observagoes a fim de identificar regioes de Portugal Continental e dos Arquipélagos da
Madeira e dos Agores onde se detetam os outliers sobressaindo, em termos composicionais, o
fluxo migratério dos individuos.
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1.4 Objetivos e organizacao da dissertacao

A presente dissertagdo tem como principal objetivo estudar e utilizar técnicas exploratorias
na detecao de outliers em dados composicionais. Estas serdo aplicadas a dados reais. Os dados
a analisar correspondem a dados demogréficos, provenientes dos Censos de 2011, e baseiam-se
nos fluxos migratoérios internos em Portugal.

Na decorrente anélise estatistica a apresentar pretende-se analisar trés conjuntos de dados
relativos ao ntimero de residentes que mudaram de municipio entre 2005 e 2011, nos 308 mu-
nicipios que constituem Portugal (incluindo as Regides Auténomas da Madeira e dos Agores).
Os trés conjuntos descrevem os residentes que mudaram de municipio quanto ao grupo etario,
habilitagdo académica e situacao profissional. Cada conjunto é constituido por 308 observa-
¢oes (municipios) sendo cada um descrito por partes, nomeadamente 5, 10 e 3, respetivamente.
No esquema da Figura [1.2| encontram-se listadas as partes que descrevem cada conjunto.

mm - R - I .
iiind  Grupo etario W] Habilitacio académica Situacao profissional

* Idade 0—14; * Nenhum; * Desempregado,
* Idade 15—24, * EB 1°Ciclo; * Empregado;

* Idade 25-39; * EB 2°Ciclo; * Inativo.

* Idade 40—64; * EB 3°Ciclo;

* ldade 65+. * Ensino Secundadrio;

* Ensino Pos Secunddrio;
* Bacharelato;

* Licenciatura;

* Mestrado;

* Doutoramento.

Figura 1.2: Esquema representativo das partes de cada um dos trés conjuntos de dados em
estudo.

Inicialmente, os conjuntos de dados contém informagao absoluta, ou seja, as composi¢oes
das observagoes sao referentes ao ntimero de individuos que nos Censos de 2011 declararam
ter mudado de residéncia por comparacao & data de 2005 e estao caracterizados consoante
o grupo etério, a habilitacdo académica e a situacdo profissional. A Tabela ilustra um
exemplo da informagao absoluta do conjunto de dados do grupo etéirio para seis municipios
de Portugal.

Tabela 1.2: Parte inicial do conjunto de dados por situag@o profissional em composicoes
absolutas.

Municipios Desempregado  Empregado  Inativo
Abrantes 233 876 1012
Agueda 270 1395 1071
Aguiar da Beira 27 120 267
Alandroal 22 101 138
Albergaria-a-Velha 155 984 671
Albufeira 783 3063 2207
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Contudo, uma anélise do ponto de vista composicional deve ser tida em consideracao de
forma a cumprir os objetivos. Assim, as frequéncias absolutas serdo convertidas do ponto de
vista composicional, isto é, serdo consideradas as frequéncias relativas. Consequentemente,
as composicoes das observagoes serao proporcoes referentes a distribuicao dos habitantes que
entraram em cada municipio de acordo com o grupo etirio, a habilitacdo académica e a
situagao profissional. Serve de exemplo a Tabela [[.3] para ilustrar a informagao relativa dos
seis municipios apresentados na tabela anterior.

Tabela 1.3: Parte inicial do conjunto de dados por situagdo profissional em composicoes
relativas.

Municipios Desempregado  Empregado  Inativo
Abrantes 0.110 0.413 0.477
Agueda 0.099 0.510 0.391
Aguiar da Beira 0.065 0.290 0.645
Alandroal 0.084 0.387 0.529
Albergaria-a-Velha 0.086 0.544 0.371
Albufeira 0.129 0.506 0.365

Observacao 1.4.1. Os conjuntos de dados contendo informacdo absoluta e relativa serdao
usados para ilustrar conceitos ao longo da dissertagao.

Partindo de uma anéalise estatistica multivariada robusta pretende-se identificar municipios
que sejam considerados atipicos quanto a atragdo (ou nao) de residentes, numa perspetiva
composicional e em termos de grupo etéario, habilitagdo académica e situagao profissional,
a fim de investigar a composi¢do do fluxo migratério entre municipios de Portugal. Com
os resultados obtidos em modo grafico, pretende-se detetar as observagoes atipicas (isto é,
municipios outliers) e fazer uso das devidas interpretagoes graficas.

De forma a alcangar os objetivos mencionados anteriormente, esta dissertagdo é consti-
tuida, para além deste capitulo com uma breve introducao do tema em anélise, por mais
quatro capitulos e dois apéndices.

No Capitulo [2] apresentar-se-4 as metodologias numeéricas que serao utilizadas para iden-
tificar os outliers multivariados nos conjuntos de dados a analisar. Serao introduzidas nas
primeiras quatro secgoes conceitos basicos de dados composicionais, a sua geometria, os prin-
cipios para uma correta analise estatistica composicional bem como as trés transformagoes
log-razoes usualmente referenciadas a este tipo de dados, alr, clr e ilr. Associada & transfor-
magcao ilr, na quinta secgio serd introduzida a técnica da [Particao Binaria Sequenciall (PBS)
para construcao de bases ortonormais no simplex. De seguida, na sexta secgao introduz-se a
principal métrica utilizada para identificacao de outliers multivariados: a distancia de Maha-
lanobis, sendo essencial o estimador (Minimum Covariance Determinant) para obter
estimativas robustas aplicadas a esta métrica. Na sétima seccao serao expostas as proprieda-
des inerentes as transformagoes log-razoes fundamentais para uma adequada analise de dados
composicionais. Por fim, na ultima sec¢ao, sera introduzido o algoritmo k-NN para lidar com

as componentes irregulares, nomeadamente os zeros de contagem.
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No Capitulo [3] serao apresentadas as metodologias graficas. Na primeira seccao abordar-
se-a0 as estatisticas descritivas aplicadas aos dados composicionais, nomeadamente o centro
e a matriz de variagao que dizem respeito as medidas de localizacao e dispersao dos dados
composicionais, respetivamente. Na segunda seccao serao apresentadas as ferramentas grafi-
cas, nomeadamente, o diagrama ternario, os biplots para dados multivariados (standard), os
biplots para dados composicionais e, ainda, os biplots composicionais robustos.

No Capitulo [4] analisar-se-4, separadamente, os trés conjuntos de dados demograficos apli-
cando as metodologias dos Capitulos [2| e Iniciar-se-a4 por descrever em maior detalhe os
conjuntos brevemente introduzidos no Capitulo [I] e, seguidamente, introduzir-se-4 as técnicas
utilizadas para analise dos dados. Posteriormente serao realizadas anéalises dos conjuntos e
discutidos os resultados obtidos com exibicao de graficos e tabelas. Tendo em conta que o ob-
jetivo se prende com a detegao de outliers multivariados, uma abordagem robusta em termos
de representagao grafica é indispensével pelo que esta ultima parte da analise incidird apenas
nos biplots composicionais robustos.

No Capitulo [9] serao apresentadas as principais conclusées do estudo aplicado elaborado
no capitulo anterior e, ainda, referindo possiveis trabalhos de investigacdo que poderao ser
desenvolvidos futuramente.

Para completar o trabalho serao incluidos dois apéndices onde constam os outliers identifi-
cados segundo uma das fungoes utilizadas no RStudio para as metodologias graficas (Apéndice
e o poster apresentado nas XXVI Jornadas de Classificagdo e Analise de Dados, na Es-
cola Superior de Tecnologia e Gestao de Viseu, em Abril de 2019, fruto do presente trabalho
(Apéndice . O trabalho exibido no poster é relativo, somente, aos resultados obtidos pe-
los biplots composicionais robustos dos conjuntos de dados por habilitacao académica e por
situagao profissional. As aplicagoes préaticas foram todas realizadas com recurso ao software
estatistico RStudio |17]. O script do codigo realizado para a analise dos dados demogréficos
e detegao de outliers desta dissertagao encontra-se publicado online no site GitHub [18].
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Metodologias Numéricas

2.1 Conceitos basicos de dados composicionais

Em qualquer analise estatistica de dados, é importante reconhecer o espaco amostral na
qual os dados estao inseridos. A maioria dos dados insere-se no espago Euclidiano e técnicas
estatisticas classicas fornecem um vasto conjunto de ferramentas para lidar com esses dados [3].
No entanto, os dados composicionais pertencem a uma parte restrita do espago real e operagoes
associadas a esse espago desempenham um papel fundamental nos dados composicionais |2].

O espago amostral dos dados composicionais é representado por classes de equivaléncia
de vetores proporcionais [19]. Todos os vetores com componentes positivas proporcionais
representam a mesma composicao, uma vez que a multiplicacdo de um vetor de componentes
positivas por uma constante positiva nao altera a razao entre as componentes, sugerindo que
as composicoes podem ser vistas como classes de equivaléncia de vetores proporcionais, isto
é, contendo a mesma informacao [4].

Definigao 2.1.1 (Composicdes como classes de equivaléncia). Dois vetores x,y € RY, onde

Rf denota o espago real D-dimensional (xq,yq > 0,¥d = 1,2,...,D) sao composicional-
mente equivalentes se existe um escalar A € Ry tal que x = Ay, ou seja, as composi¢oes
x = (Ay1, A\y2,...,\yp) ey = (y1,¥2,...,yp) contém essencialmente a mesma informag¢ao

relativa, VA € Ry.

Seja qual for o vetor escolhido de uma classe de equivaléncia, todos eles podem ser usados
para representar essa mesma classe. Desta forma, qualquer composi¢ao pode ser explicita em
proporgoes utilizando-se um fator de escala apropriado [4]. De modo a simplificar a analise,
¢ adequado selecionar-se um representante da classe de equivaléncia, pela normalizacao dos
vetores, para que a soma das componentes seja igual a uma dada constante k, podendo ser
1, 100, 1000 ou qualquer outra constante positiva. A reconstrucao de composigoes pode ser
formalizada pela operagao de fecho (Closure operator).

Definigao 2.1.2 (Operagao de fecho). Seja x = (x1,x9,...,2p) € Rf um vetor de compo-
nentes reais e estritamente positivas. O fecho de x para uma dada constante positiva k € Ry
€ definido por:

Ck(X):< k-a:l k-xg N k-a;D )

D =5 “ =D
Zd:1 Ld Zd:l Ld Zd:l Ld

9
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Assim, ao aplicar a operagdo de fecho a uma composi¢ao X origina-se um novo vetor
composicional com o mesmo nimero de elementos, ou seja, esta operagao transforma uma
composigao x noutra composi¢ao equivalente, Cx(x) [19]. Como consequéncia, a reestruturagao
do vetor inicial permite que a soma das suas componentes transformadas seja k. Assim, dois
vetores x,y em R, sdo equivalentes se Ci(x) = Cr(y), para qualquer constante k € R, [6].

Exemplo 2.1.1. Considere-se o conjunto da situacao profissional cujas composicoes sao de-
finidas por 3 partes, x1 = Desempregado, o = Empregado e 3 = Inativo. Seja x =
(233,876,1012) a composigao absoluta referente ao municipio de Abrantes. Sendo 1 + 22 +
xg = 2121, entado o fecho da composicao x para k = 1 sera:

y = C(x)
_<1><233 1 x 876 1><1012>

2121 * 2121 ° 2121
= (0.110,0.413,0.477)

onde a composigao resultante y satisfaz y; +y2+y3 = 1. Além do mais, x e y s@o composigoes
equivalentes uma vez que se pode escrever x = 2121y.

A restricdo de soma constante concede aos dados composicionais particularidades que
os distinguem dos dados no espaco multidimensional. Torna-se necessario definir o espaco
amostral dos dados composicionais, denominado por simplex, de modo que este espago consiga
satisfazer essas mesmas particularidades.

Definigao 2.1.3 (Simplex). Considere-se o subconjunto RY e k uma constante real positiva.
O simplex, para composicoes de D partes, é denotado por SP e definido por:

D
SD:{X:($17$27...,IED)ERD | $d>O,ZId:k}.
d=1

Apesar de uma composi¢ao ser uma classe de equivaléncia, os representantes dessa classe
no simplex também sdo designados por composicdes. As componentes de um vetor em S
sao denominadas de partes para destacar o seu caricter composicional. Na maior parte dos
casos, no estudo dos dados composicionais, o interesse foca-se em apenas algumas partes da
composi¢ao [6]. Portanto, importa destacar a defini¢do de subcomposigao apresentada de
seguida.

Definigao 2.1.4 (Subcomposicao). Dada uma composicao x e uma sele¢io de indices S =
{dy,da, ... ,ds}, uma subcomposi¢ao x5, com s partes, € obtida pela aplica¢ao da operagao de
fecho ao subvetor (z4,, gy, ..., xq,) dex. O conjunto de indices S indica as partes selecionadas
para a subcomposicao.

Assim, uma subcomposi¢ao é considerada um subconjunto de componentes ou partes de
uma composi¢ao. O estudo de uma subcomposicao exige que os resultados nao sejam contra-
ditorios com os obtidos a partir da composigao completa [5]. Veja-se o seguinte exemplo.

10
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Exemplo 2.1.2. Considerando o conjunto de dados por grupo etario, cada municipio é uma
composigao de 5 partes, x = (x1,x2, T3, 24, r5) em que x; = Idade 0-14, xo = Idade 15-24,
x3 = Idade 25-39, x4 = Idade 40-64 e x5 = Idade 65+. Por exemplo, a composicao relativa do
municipio de Albufeira é dada por x = (0.040,0.167,0.381,0.311,0.101). Suponha-se que se
pretende apenas estudar a composi¢ao referente as partes x1, xs, 5 (isto €, os grupos etarios
Idade 0-14, Idade 25-39 e Idade 65+). Entao, a subcomposigao de x é dada por

x3 = C(x1, 23, 25),

sendo que para o municipio de Albufeira ficaria
0.040 0.381 0.101
x3=C <0.040 +0.381 +0.1017 0.040 + 0.381 + 0.101" 0.040 + 0.381 + 0.101)
= (0.077,0.730,0.193).

2.2 Geometria de Aitchison no simplex

Para uma analise estatistica apropriada é essencial considerar propriedades geométricas
inerentes ao espago amostral das observagoes. A necessidade de um tratamento especial dos
dados composicionais rege-se pelo facto destes dados nao serem coerentes com a geometria
usual Euclidiana. Os dados composicionais possuem uma geometria particular distinta no
simplex, designada por geometria de Aitchison.

Na estrutura geométrica dos dados composicionais, o objetivo prende-se em conferir ao
simplex de D partes uma estrutura de um espaco vetorial, de modo que seja possivel definir
bases, linhas retas e outros operadores no simplex. Para tal, Aitchison introduziu duas ope-
ragoes unicamente composicionais, conhecidas na literatura por perturbagao (perturbation) e
potenciagao (powering). As suas definigdes encontram-se de seguida.

Definigao 2.2.1 (Perturbacio). Considere-se duas composi¢ées X,y € SP. A perturbacio de
X pory € uma composicio definida por

x @y = C(r1y1,72Y2, - - -, TDYD);
onde C(.) € a operagao de fecho.

11 1
y—l,y—Q,...,y—D>,pelo que a

ou por X Oy, € dada por xOy =

Observacao 2.2.1. A inversa de uma composicioy €y * =C (

perturbacio de x pela inversa de 'y, denotada por x §y !

1 Z2 D

y1’y2’ " yp )

Exemplo 2.2.1. Do conjunto da situagao profissional considere-se as composicoes relativas
referentes aos municipios da Amadora e de Aveiro dadas por x = (0.102,0.575,0.323) e y =
(0.083,0.590, 0.327), respetivamente. Aplicando a defini¢do de perturbagdo obtém-se
x @y = C(0.102 x 0.083,0.575 x 0.590,0.323 x 0.327)
= (C(0.008,0.339,0.106)
0.008 0.339 0.106
- (0.00S +0.339 4+ 0.106 0.008 + 0.339 + 0.106 0.008 + 0.339 + 0.106>

= (0.018,0.748, 0.234).

11
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Pode-se, ainda, medir a perturbagao de x pela inversa de y:

e (0102 0575 0323
X =
y 0.083° 0.590° 0.327

= ((1.229,0.975,0.988)

B 1.229 0.975 0.988
-~ \1.229 4 0.975 + 0.988 " 1.229 + 0.975 + 0.988" 1.229 + 0.975 + 0.988

= (0.398,0.299, 0.303).

Definigao 2.2.2 (Potenciagao). Considere-se uma composi¢io X € SP e um escalar o € R.
A potenciacao de x por a € uma composicao definida por

a®x=C(x,25,...,2D5),

sendo C(.) a operagao de fecho.

Exemplo 2.2.2. Suponha-se que se tem a composicao do municipio da Amadora do Exemplo
2.2.1] e seja a = 3 o escalar. Entao, a potenciagdo de x por 3 é dada por,

a®x = C(0.1023,0.575%,0.323%)
= ((0.001,0.190, 0.034)
0.001 0.190 0.034
B <0.001 +0.190 4+ 0.034” 0.001 + 0.190 + 0.034" 0.001 + 0.190 + 0.034>
= (0.004,0.844,0.151).

O produto interno, a norma e a distancia de Aitchison sdo trés conceitos cruciais que cons-
tituem a geometria de Aitchison, permitindo-lhe conferir uma estrutura métrica no simplex.
As duas operacoes composicionais permitem definir o simplex como uma estrutura de espaco
vetorial [19].

Definigao 2.2.3 (Produto interno de Aitchison). O produto interno entre duas composi¢oes
x = (21,22,...,2p) € SP ey = (y1,v2,...,yp) € SP ¢ definido por

| b-1 D -
S e L3S S
d 1j=1 Yi d=1 j=d+1 i Y
Definigao 2.2.4 (Norma de Aitchison). A norma de uma composicio x = (x1,x2,...,Zp) €

SP ¢ a raiz quadrada do produto interno dela propria, definida do sequinte modo

1 D-1 D g 2
Ixlla = Vixxia= | 5> > (lnm)'
; J

12
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Definigao 2.2.5 (Distancia de Aitchison). A distdncia de Aitchison entre duas composigaes,
x ey €SP, ¢ definida por

D—-1

1 D T Y 2
d = |= In=¢ _mmZd) .
4%, ¥) Dd_ljgﬂ(n% nyj)

Exemplo 2.2.3. Do terceiro conjunto de dados considere-se duas composicoes X,y € 52, em
que x = (0.107,0.473,0.421) e y = (0.068,0.377,0.556), correspondendo aos municipios de
Estarreja e Murtosa, respetivamente. Cada uma das trés defini¢oes anteriores sao ilustradas
a seguir.

i. Produto interno de Aitchison entre as composi¢oes x e y:
_ 1 0.107 0.068 0.107 0.068 0.473 0.377
(x,¥)4 = 553 [2 % (In g5 x In 377 + Ingf < In 555 + In g5 x In 355 |

=1.793

ii. Norma de Aitchison das composicoes x e y:

1 0.107\ 2 0.107\ 2 0.473\ 2
S R  Piad In n-——) | =11
Idla =3 <n0.473> +<n0.421> +(n0.421> o9

[/ 0.068) 2 0.068 2 0.377\ 2|
1 In -0 =20 | = 1581
< . 0.377> + ( . 0.556> + ( . 0.556> 58

iii. Distancia de Aitchison entre as composicoes X e y:

W =

Iylla =

_ /1 0.107 0.068 2 0.107 0.068 2 0.473 0.377\2
da(x,y) = \/3 [(ln o3 —n 0.377) + (ln 0der —n 0.556) + (ln 04z —n 0.556) }
=0.530

Tal como ocorre na geometria Euclidiana, a norma e o produto de Aitchison determinam
o angulo « entre dois vetores composicionais X e y no espago simplex, partindo da seguinte
relacao:

<X7 Y>A

cosqQ = —————.
[1x[la - llylla

Exemplo 2.2.4. Do Exemplo o angulo no espago simplex entre as composicoes dos
municipios de Estarreja e Murtosa pode ser obtido do seguinte modo:

1.793
— — . . 1 = -1 . = 14. °
COSQ = T 7o T rey 0.970; logo a = cos™ (0.970) 070

13



Capitulo 2. Metodologias Numéricas

2.3 Principios de uma anilise composicional

Para uma analise estatistica de dados composicionais, John Aitchison (1986) definiu trés
principios sobre os quais devem ser seguidos por qualquer técnica utilizada na anéalise destes
dados onde apenas o ricio entre componentes contém informacoes relevantes. Sao eles:

1. Invariancia de escala;
2. Invaridncia de permutacao;

3. Coeréncia subcomposicional.

Embora os dois tltimos principios devam ser cumpridos por qualquer analise estatistica, a
invaridncia de escala é um principio especifico que resulta diretamente da definicao de dados
composicionais [19]. Para uma melhor compreensao destes principios, uma breve ilustragao
sobre o significado de cada um deles sera apresentado de seguida.

Principio 2.3.1 (Invariancia de escala). A informagao presente numa composi¢ao nao de-
pende das unidades particulares em que a composi¢cao € expressa.

Este principio vai ao encontro das Defini¢oes e que explicam que a multiplicacao
de um vetor composicional por uma constante arbitraria positiva nao altera as proporgoes entre
as partes da composicao [19]. Portanto, qualquer caracteristica de uma composi¢ao deve ser
invariante sob uma mudanca de escala.

Exemplo 2.3.1. Suponha-se a informagao da composicao x do concelho de Estarreja dada
no conjunto de dados relativo a situagao profissional, x = (177, 785,699). Esta composigao é
equivalente a ser expressa cada parte em termos de proporgao: y = (0.107,0.473,0.421) ja que
y = ﬁx (x e y sao composigoes equivalentes). Ao efetuar-se uma anélise composicional deve
reconhecer-se que composigoes equivalentes representam a mesma composi¢ao. Um requisito
indispensavel na analise de dados composicionais é o facto de, dada uma funcao f, a relagao
f(y) = f(x) deve verificar-se sempre que x e y forem vetores equivalentes [8]. Uma fungao com
esta propriedade é designada de funcdo invariante quanto a escala (scale invariant) definida
formalmente conforme se segue.

Definigao 2.3.1 (Fungao invariante quanto a escala). Seja f wma funcao definida em RE.
A funcao f € invariante quanto & escala se, para qualquer miumero real positivo A € Ry
e para qualquer composicio x € SP, satisfaz f(Ax) = f(x), isto €, a imagem de vetores
composicionalmente equivalentes por meio de f mantém-se sempre a mesma.

Principio 2.3.2 (Invaridncia de permutacao). As conclusdes de uma andlise estatistica de
dados composicionais nao devem depender da ordem das partes envolvidas.

Segundo este principio, a permutagao das partes de uma composi¢ao nao alteram a infor-
magao transmitida pelo vetor composicional [19]. Assim, ao aplicar uma andlise estatistica
aos dados composicionais, a ordem das diferentes partes nao devera ter qualquer influéncia
sobre os resultados.

Exemplo 2.3.2. A analise estatistica do conjunto dos 308 municipios relativa & situacao
profissional onde se descrevem 3 partes, x1,x2,xs3, produzird iguais conclusoes se os dados
forem tomados na ordem, por exemplo, 3, T3, T1.
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Principio 2.3.3 (Coeréncia subcomposicional). As andlises sobre um conjunto de partes de
uma composicao nao devem depender de outras partes ndo envolvidas, pelo que o estudo de
uma subcomposicao nao pode conduzir a resultados contraditorios com os obtidos a partir da
composicao total.

O principio de coeréncia subcomposicional pode ser reformulado em dois critérios |20]:

i. A distancia entre duas composicoes completas deve ser maior ou igual & distancia entre
as respetivas subcomposigoes. Isto é, se Ap(x,y) denota uma qualquer disténcia entre
duas composigoes de p partes, entao

Ap(x,y) > Ag(Xd,¥4)

onde, X,y sao composi¢oes de D partes e x4,¥, s@o subcomposicoes das anteriores com
d partes, d < D. A este critério atribui-se o nome de dominancia subcomposicional
(Subcomposicional dominance);

ii. Se uma parte ‘nao informativa” for removida, os resultados nao devem ser alterados.

Assim sendo, as técnicas para a andlise de dados composicionais devem garantir que a
sua aplicagao a qualquer subcomposicao nao altere as proporgoes entre as partes. Por outras
palavras, visto que as proporgoes sao a unica informacao considerada, os resultados da ana-
lise devem permanecer invariantes ao usar as mesmas partes, tanto da composicao como da
subcomposicgao.

Exemplo 2.3.3. Considere-se o conjunto da habilitacdo académica cujas composi¢oes in-
cluem 10 partes (Bacharelato, Doutoramento, EB 1° Ciclo, EB 2° Ciclo, EB 3° Ciclo, Ens.
Pos Secunddrio, Ens. Secunddrio, Licenciatura, Mestrado e Nenhum). Seja X a composi¢ao
completa referente ao municipio de Moncao, e y a composicao constituida pelas partes Ba-
charelato, Doutoramento, Licenciatura e Mestrado. Tendo em conta o significado das partes

2

das duas composigoes enunciadas é evidente que a composicao y é uma subcomposicao de
X. Assim, face ao Principio técnicas adequadas de analise deverao conduzir & mesma
conclusao relativamente as partes Bacharelato, Doutoramento, Licenciatura e Mestrado para

as duas composicoes.

2.4 Transformacoes de dados composicionais

Tecnicamente, a analise de dados composicionais é frequentemente associada, em primeiro
lugar, & aplicagao de uma transformacao apropriada e, em seguida, ao recurso de metodologias
estatisticas usuais sobre os dados transformados |19]. Embora, do ponto de vista técnico, seja
verdade em muitos casos, a dificuldade deste procedimento é a interpretacao dos resultados.
Depois de aplicar uma transformacao, nao se trabalha mais com as composi¢oes originais,
mas sim com as suas transformacoes, e a interpretacao dos resultados deve ser adaptada em
conformidade.

A transformacéo a ser aplicada aos dados composicionais baseia-se na anélise estatistica de
log-razoes das partes de uma composi¢do conhecida na literatura especializada como Analise

de Log-razoes (Logratio Analysis). Esta abordagem surgiu face ao reconhecimento da impor-
tancia do principio de invariancia de escala (Principio [2.3.1)), cuja aplicacao pratica exigia que
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se trabalhasse com razoes entre as componentes, que anula a constante de escala. A transfor-
magcao log-razao é uma correspondéncia biunivoca em R e o tratamento matematico de um
quociente é mais simples em termos do seu logaritmo, por isso Aitchison propos a adogao de
uma técnica de transformacgao envolvendo logaritmos de razoes das componentes |4].

Apesar de se ter a nocdo de que em qualquer analise de dados composicionais deve-se,
sempre, recorrer a uma transformacao dos dados, a questao centra-se em saber qual a trans-
formagao log-razao a escolher. Deste modo, surge a necessidade de introduzir o conceito de
log-contraste (logcontrast), que pode ser considerado como uma combinagao linear no simplex.

Definigao 2.4.1 (Log-contraste). Considere-se uma composicio x = (x1,3,...,xp) € SP
ea = (aj,as,...,ap) € RP, com ZCJIDZI ag = 0, o vetor dos coeficientes ag € R,Vd =
1,2,...,D. Um log-contraste de x é uma combinacao linear definida do sequinte modo:
D
a'logx = Z agln(zy).
d=1

Uma propriedade a destacar deste conceito é a seguinte.
Propriedade 2.4.1. Log-contrastes sao invariantes quanto & escala.

Demonstragao. De facto, para qualquer k > 0, e para a = (g, @a,...,ap) se tem:

D
a’'log(kx) = Z agIn(kxy)

d=1
D D
= Z agln(zg) + Z agIn(k)
d=1 d=1

5]

agln(zg) + In(k) x Zad
d=1

agIn(zg) +In(k) x 0

1
s 1= 11

agln(zg) = a’ In(x)

)
Il
—

O

Conclui-se, assim, que as transformagoes log-razoes que sejam log-contrastes sao invari-
antes quanto & escala. De forma a remover a ambiguidade dos log-contrastes, por exemplo
podendo manifestar-se na comparacao de log-contrastes, surge o conceito de log-contrastes
ortogonais apresentado de seguida.

Definigao 2.4.2 (Log-contrastes ortogonais). Dois log-contrastes, a’log(x) e b’log(x), sdo
ortogonais se a’b = 0.

Dificuldades relacionadas com a anéalise de dados composicionais podem ser ultrapassadas
com a escolha de um log-contraste apropriado. Nao existe um método especifico que auxilie o
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analista a adotar uma transformacao que seja melhor que todas as outras. E, sim, fundamental
que este analise de forma adequada os seus dados, de modo que essa mesma escolha dependera
do problema, da interpretacao da composicao e dos objetivos que pretende alcancgar.

Tal como se constatou na Secgao os dados composicionais possuem um espago amos-
tral proprio (simplex) usando a geometria de Aitchison. Esta geometria é substancialmente
diferente da geometria Euclidiana, pelo que os métodos estatisticos projetados para a geome-
tria Euclidiana nao podem ser aplicados diretamente nos dados composicionais [21]. Contudo,
existe uma familia de transformagoes log-razoes que permite representar os dados composici-
onais do simplex no espaco real Euclidiano.

Aitchison (1986) introduziu a primeira transformacao de log-razoes denominada por trans-
formagao de log-razoes aditiva (alr: additive logratio) [2]. No entanto, percebeu que esta
transformagdo nao era isométricaﬂ Posto isto, introduziu uma nova proposta. Baseada na
média geométrica das partes das composigdes, Aitchison (1986) introduziu a transformagao de
log-razoes centrada (clr: centered logratio) |2|. Em 2003, Egozcue et al (|10]) propuseram a
transformacao de log-razoes isométrica (ilr: isometric logratio) definida a partir de uma base
ortonormal do simplex.

Nas subseccOes a seguir, analisar-se-a as trés transformacoes log-razoes referidas acima.

2.4.1 Transformacgao alr

Definigao 2.4.1.1 (Transformagao alr). Seja x uma composi¢ao de D partes no simplex S
Designa-se por transformacao de log-razoes aditiva de x e, denota-se por alr(x), relativamente
A j-ésima componente, a transformagcdo alr : x € SP — x(1) € RP=1 definida por:

xU) = alr;(x)

= (xgj),xgj), . ,$g)_1)

I i) Ti-1 Tit1l rp
:(ln,ln,...,ln " In It see,In—|.
Ly L Ly Ly Ly

Observacao 2.4.1.1. Se for dada uma matriz X = [z14] de dados composicionais de dimensao
n X D com composigoes definidas por x; = (x1,x52,...,xp) nas linhas de X, para | =
1,2,...,n, entdo a matriz de coordenadas alr, relativamente & componente j dos dados, €
formada pelas sequintes linhas:

()

x;” = alr;(x;)
Tl T2 Tlj—1 Llj+1 TID
= <ln,ln,...,ln],lnﬁ,...,ln , 1=1,2,...,n.
gy an gy iy Moy
O indice j € {1,2,..., D} refere-se a variavel que é escolhida como sendo a variavel razao

nas coordenadas. Qualquer outra parte da composi¢ao poderia ser escolhida como referéncia
para figurar no denominador, levando a diferentes transformagoes alr [19]. Esta escolha,
usualmente, depende do contexto, mas também da adequacao dos resultados para visualizagao
e exploragao de dados.

! As distancias entre composices em coordenadas transformadas séo iguais as distancias entre composicées
em coordenadas originais.

17



Capitulo 2. Metodologias Numéricas

Uma vez obtidas as coordenadas alr é possivel, posteriormente, voltar aos dados compo-
sicionais originais. Para isso, recorre-se a inversa da transformacao alr, denotada por alrj_l :

x) € RP=! — x € SP, para qualquer j € {1,2,...,D}, e definida por x = (x1,Z2,...,2p)
com
(9)
exp(z;”’’) . .
T = , , i , : , para i=1,2,...,D, i ,
! exp(ng))—I—...—l—exp(acgi)l)—}—exp(w§{21)+...+exp(;ﬂ(Dj))+1 7
1

/ exp(mgj))—&—...—l—exp(m;{)1)+exp(w§ﬂ21)+...+exp(:pg))—1—1

A transformacao alr permite reduzir a perturbagéo e a potenciacao a operagdes comuns de
adicao e multiplicacao no espaco RP~!. Considerando duas composicdes x1 e Xo € SP, uma
constante a € R e j € {1,2,..., D}, a partir da definicdo da soma de composi¢oes e produto

escalar facilmente se prova que (veja-se, por exemplo, [4], pag. 27):

alrj(x1 @ x2) = alrj(x1) + alr;(x2)

alrj(a ® alrj(x1)) = a alrj(x;)

Todavia, como é salientado em [19], a transformagao alr no espago euclidiano nao satisfaz o

produto interno, a norma nem a distancia de Aitchison apresentados na Secgao 2.2} a titulo

de exemplo repare-se que (xi,X2)4 # (alrj(x1),alrj(x2)). Mais ainda, as coordenadas alr

conduzem a interpretacdes que podem ser enganosas em termos das suas partes originais ja

que a interpretacao de uma determinada coordenada nao pode ser feita apenas em termos
z

de uma parte. Por exemplo, veja-se que a primeira componente de xU) é In (E) e contém

informacao de x1 relativa apenas & j-ésima componente e, ndo a todas as outras partes.

As principais desvantagens praticas das coordenadas alr sao a subjetividade da escolha da
variavel razao e o facto desta transformacao originar um sistema de coordenadas nao ortogonal
[19]. Além disso, na transformagao alr ha a possibilidade de escolha da variavel razao o que
resulta em diferentes transformagoes alr para uma mesma composicao x. Tal ocorréncia revela
que esta transformagao nao satisfaz o principio de invariancia de permutagao (Principio [2.3.2))
e, por isso, a andlise de dados composicionais, através deste tipo de transformagado, pode
causar conclusoes pouco fidedignas [4].

2.4.2 Transformagao clr

De forma a evitar problemas relativamente ao uso da transformacao alr, Aitchison estabe-
leceu a transformacao de log-razoes centrada onde se representa uma composicao de D partes
através de D coordenadas clr.

Definigao 2.4.2.1 (Transformacao clr). Seja x uma composicao de D partes no simplex
SP . Designa-se por transformacio de log-razées centrada de x, e denota-se por clr(x), a
transformacio clr : x € SP — y € RP definida por:

y = clr(x)
= (y17y27 .. 7yD)

] Z2 D
In .In oo n———2 | .
D D D D D D
\V [Taz1 2a \/ [Tiz1 2a \/ [Tiz1 2a
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Observagao 2.4.2.1. Se for dada uma matriz X = [x14] de dados composicionais de dimensao
n x D com composi¢oes definidas por x; = (x1,x12,...,2p) nas linhas de X, para | =
1,2,...,n, entdo a matriz de coordenadas clr € formada pelas sequintes linhas:

y; =clr(x;) = | In il ,In e 7.“’1n3317D , 1=1,2,..
D D D
VA T I VA | Y N gy 21

O denominador em (2.1) é a média geométrica dos elementos de x, ou seja

D | D
gm(x) = 7V }_Ila:d = exp <Ddzllna:d> )

Note-se que em (2.2), a média geométrica é calculada para cada observagao individual.

Lne (2.2)

Numa primeira anélise, ha uma clara diferenca entre a transformacao alr e clr. Esta ultima
transformacao evita que haja subjetividade na escolha da variavel razao uma vez que utiliza
a média geométrica no denominador. Além disso, a transformagao clr usa D componentes em
vez de utilizar D — 1 componentes, tal como acontece com a transformagao alr.

O facto da transformacao clr conter no denominador a média geométrica determina que
cada componente é comparada com uma quantidade global tratando, assim, todas as compo-
nentes simetricamente |11]. Esta caracteristica possibilita que os nomes das variaveis originais
possam ser usados para a interpretagao dos resultados estatisticos com base nos dados transfor-
mados por clr. Este tipo de transformacao, ao ter a vantagem de simplificar a interpretacao
das variaveis transformadas, é muitas vezes utilizada na construgao de biplots para dados
composicionais.

Uma desvantagem desta transformacao clr é que os dados composicionais assim transfor-
mados sao colineares porque a soma das coordenadas é igual a zero. Efetivamente, segundo

23 - @2,

D D

Z In L

_ :
j=1 j=1 exp (% > i1 In fﬁd)

D 1 2
= Z <lnxj — DZInm)
j=1 d=1

D D 1 D
= Zlnx] — Z (D Zlnwd>
j=1 j=1 d=1
D 1 D
:Zlnxj — EDZIH:L‘d:O. (23)
=1 d=1

Esta desvantagem tem um forte impacto na transformacao clr quando o objetivo se prende
na detecao de outliers, uma vez que dados colineares inviabilizam a aplicacao de técnicas
estatisticas robustas [11].

Visto que, na transformacao clr, o denominador é a média geométrica das partes, a anélise
de dados composicionais em coordenadas clr-transformadas satisfaz o principio de invariancia
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de permutagao (Principio 2.3.2]). Contudo, a média geométrica de uma composi¢ao completa
nao é necessariamente igual a média geométrica de uma das suas subcomposigoes. Pelo que,
nao ha garantias que esta transformagao satisfaga o principio de coeréncia subcomposicional

(Principio [2.3.3)).
Contudo, analogamente a transformagao alr, com a transformacao clr é possivel voltar aos

dados composicionais originais. De facto, recorre-se a inversa da transformagao clr, denotada
por clr~! 1y € RP — x € SP e definida por x = (x1,22,...,2p) com

o exp(ys)

= , para i =1,2,...,D. 2.4
! exp(y1) + ... +exp(yp) (2:4)

Observagao 2.4.2.1. A inversa da transformacao clr em pode ser escrita a partir da
operagao de fecho de uma composi¢ao (Defini¢ao da sequinte forma:

x =cli ! (y) = C(e¥,e¥2,... e¥P).
Observagao 2.4.2.2. O vetor'y em pode ser obtido em forma matricial do sequinte

modo:

y = clr(x) = R - In(x)

com
1 0 ... 0 1 1 ... 1
1, 01 ...0 111 1
R=lp=plplp=1 . . | "p|::
0O 0 ... 1 11 ... 1

onde Ip € a matriz identidade de dimensao Dx D, e 1p = [1...1]" é um vetor de comprimento
D com entradas de 1.

De forma semelhante, também a transformacao clr permite reduzir a perturbagdo e a
potenciacdo & soma e ao produto no espaco RP. Além disso, outro aspeto importante centra-
se no facto da representacao de composicoes em coordenadas clr-transformadas poder ser
usada para definir uma estrutura métrica no simplex. Considerando duas composigdes x1 €
xp € SP e uma constante o € R, tem-se [10]:

clr(x; @ xg) = clr(xy) + clr(xz)

cdra®xy) =a-cr(xy)

(x1,%2)4 = (clr(xy1), clr(x2)) (2.5)
[l = [lelr(x)]] (2.6)
da(x1,x2) = d(clr(x1), clr(xa)). (2.7)

Face aos resultados expostos, conclui-se que em o produto interno de Aitchison é o
mesmo que o produto interno Euclidiano entre as composi¢oes com coordenadas clr; em (2.6))
a norma de Aitchison corresponde & norma Euclidiana de uma composi¢ao com coordenadas
clr; e, de igual modo, em a distancia de Aitchison é a mesma que a distancia Euclidiana
entre composicoes com coordenadas clr. As trés ultimas propriedades sdo importantes uma
vez que mostram que todos os conceitos de métrica no simplex sao mantidos apés a obtencao
das coordenadas clr, evidenciando que estas coordenadas representam uma isometria.
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2.4.3 Transformagao ilr e Coordenadas Pivd

Um aspeto crucial para se trabalhar com a geometria de Aitchison consiste na criagao de
uma base ortonormal e nas suas correspondentes coordenadas. O procedimento para esta-
belecer uma base ortonormal no simplex foi proposto pela primeira vez por um trabalho de
Egozcue e colaboradores, em 2003 [10]. A definigdo de uma base ortonormal no simplex é
enunciada de seguida.

Definigao 2.4.3.1 (Base ortonormal no simplex). Seja SP wm simplex de D partes. O con-

Junto de vetores {ey, ea,...,ep_1}, com e€; € SP i=1,2,....,D—1, é uma base ortonormal
de SP se

i. (e, ej)a =0, parai#j;
ii. ||ejlla=1,i=1,2,...,D—1.

Exemplo 2.4.3.1. O conjunto {ej,es} de vetores pertencentes ao simplex S* e dados por
V6 V6 6 V2 V2
V6 VB VB 3 6 6 vz V2 e -2
9126(63,6 6,€e 6):<ea7ea ’ea 68226(176276 2): Eaeb7T27
V6 _ V6 _ 6 V2 _V2
paraa=e3 +e 6 4+e 6 b =14+e2 +e 3 , constituem uma base ortonormal de S3
pois satisfazem a Defini¢ao [2.4.3.1] De facto, notando primeiramente que:

[y

S
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entao,

/N

i (e1,e2)a = (( 5,

i loala =/ ()’ B
sl =+ (£)"+ (-8) =1

Definigao 2.4.3.2 (Transformacao ilr). Seja x € SP uma composicio de D partes e
{el,es,...,ep_1}, € € SP, uma base ortonormal de SP. Designa-se por transformagao de
log-razoes isométricas de x em relagao a base {ej, es,...,ep_1}, e denota-se por ilr(x), a
transformacdo ilr : x € SP — z € RP~! definida por:

S
~—
+
|
IS
%

z = ilr(x)

(Zl, 2y eny ZD—l)

com
zZi = <X7 ei)A

ou, de acordo com ,

zi = (clr(x),clr(e)) para i =1,2,...,D —1.

Considerando os vetores linha
V; = [Uﬂvig e Uz‘D] = clr(ei), 1= 1, 2, . ,D — 1, (2.8)

tem-se, como verificado em (2.3)), que

D
D i =0 (2.9)
j=1

pelo que os vetores vi,Vva,...,vp_1 pertencem a um hiperplano H : {y = (y1,%2,...,Yp) €
RP :y1+y2+...+yp = 0}. Assim, qualquer transformacao do tipo ilr é baseada na escolha
de uma base ortonormal do hiperplano H que é formado pela transformagcao clr. Nessa base a
composicao x € SP passa a ser descrita por vetores nao colineares transformados por ilr [11].
Por conseguinte, a transformagao #lr resolve o problema da colinearidade dos dados resultante
da transformagao clr. No caso especial dos vetores vi,vo,...,Vvp_1 em , associados a
uma base ortonormal de H, serem definidos por:

D —1 0 0.1 1 1
D—i+1\77777 D—-i" D—i

v, =

),i:LZ”wD—l (2.10)

com 7 — 1 zeros nas primeiras componentes de cada vetor v; resulta que as coordenadas ilr da
composigao x associada a base {e1,es,...,ep_1} com

e; = clr 1(v;)
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sao definidas por

z =ilr(x) = (21,22,...,2D-1)
com
-5 _jl para i=1,2,...,D —1. (2.11)
3 1/7
3 Hd i+1 Ld
De facto, neste caso, para 1 =1,2,...,D — 1, tem-se:

zi = (clr(x), v;)
/| D—i 1 1
:<<1HW7.'.,1nﬁ>’ D_—i_i_ll<0,.-.,0,17_m7..-7_D_Z->>
/ D —1 /| D—1i Lit1
=0+. +0+
— +1 D—i+1 D—
! Hd 1%d ! Z \/Hd 1Td

(1 1) termos

D —1 Tp

.- In
D
A Hd:1 Zq

D—1+1 D—z
=/ 1 Dot (n 2 ot In 2
D—it1 1 /—1 oy D—i+1 " D— < RME, 24 + +In R 24

\/Di—i1 T; D —1 1 | Tiyl..-TD
= n — 4/ . n .
D—i+1 /11D D—i+1 D—i D—i
V1= (D\/ 12, xd)
—1
D

D —1 €Ty D ) 1 Li4+1.--TD
D—it1® B 1 D |™ =
— 1 D —1 — 1
DHd:lxd

(112.125) *
D D—i D—i D
-V W ot ot (e op) = 55t n (12 )

D
D —q D —q 1
n(zit1...2p) — —=In Ha;d
Vo™ = +1<D— * D ( ))
' Hd 1Ld '
D—1 ZT; 1 1
\/ . In - -In(zij41...2p)+ =1In (H xd>
D—i+1 D/H(Li?ﬂxd D—1 D e
- D
[ D—1 1
m (hlxz —In (Hl’d) _D— 1n(l’2+1 —I—Eln <H1$d>>
D—1
D

\/7‘1 \/7_1
i1 ( D—i+1 bp-
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As coordenadas ilr obtidas por sao, habitualmente, referidas como coordenadas pivd
(pivot coordinates). A razao para tal designacdo surge de forma intuitiva: apenas uma parte
serd configurada para ser um pivd no sentido de ser comparada com todas as restantes partes.
De acordo com , a primeira coordenada, z1, é a inica que é comparada com as restantes
que estao em denominador. Efetivamente, detalhando as D — 1 componentes em ([2.11)) resulta
que

D -1 I . , .
z1 = In (isto é, x1 é comparada com xa,...,Zp)
D D-1 D
Hd:2 Zq

D—2 X9 . . 4
2=\ 5 In (isto é, x9 é comparada com z3,...,Zp)
D7\2/ Hfl):g Ld

2 Tp—2 o ,

zp—2 = \/ = In ——— (isto ¢, xp_o é comparada com xp_1,2p)
3 /Tp-1Zp
1 rp—1 . . .

zp—1 =4/ =In (isto é, xp_1 é comparada com zp)

2 rp

Exemplo 2.4.3.2. Seja x = (0.087,0.351,0.562) a composi¢do por situagao profissional do
municipio da Serta relativa ao terceiro conjunto referido no Capitulo [1} Ora, as coordenadas
pivd para esta composi¢ao segundo ([2.11)) sao dadas por:

1 2 :
21 =4 5 In — 2t - \[ln 0087 _ 35
3—1+1 5.1/ 3" \/0.351 x 0.562
[Ti—oza
) 1 0351
2 =4 3 In — 22 =L 088 gag
3—-2+1 3-2 HS V2 0.562

d=3%d

Note-se que as coordenadas ilr apenas sao obtidas até a componente D — 1.

Observagao 2.4.3.1. Se X = [1;4] é uma matriz de dados composicionais de dimensao n x D
com composigoes definidas por x; = (1, T2, ..., 2p) nas linhas de X, paral = 1,2,...,n,
entdo a matriz de coordenadas pivd é uma matriz Z de dimensao n x (D — 1) e de elementos

D—i -
o = B Y il 1=1,2,....n, ei=1,2...,D—1
D—i+1 D—i/TTD
\/Hd:z‘—&-lxld

para a linha | e coluna © de Z.

Como mencionado anteriormente, as coordenadas pivd tém a caracteristica de que x;
surge unicamente na coordenada z;. Esta situag@o nao se verifica para as outras partes. Por
exemplo, xo aparece em 2 e em 2. Isolar uma parte numa tnica componente ilr-transformada
é vantajosa no sentido de ser apenas em z; que se resume todas as informagcoes relativas sobre
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x1. Mais ainda, em z;, a parte x; é comparada individualmente com as restantes ja que:

=1/ _1 ’/ D ln +ln—+ +ln$1).
D1/Hd 2xd D

Por tal facto, z; pode, assim, ser interpretado como contendo a dominancia relativa de a1
dentro da composi¢cdo dada. Nenhuma outra parte pode ser interpretada desta forma, pelo
que a definicdo de coordenadas pivd em é especificamente projetada em favor de uma
interpretagao para a primeira parte 1 da composi¢ao original [19].

Por outro lado, observe-se que a primeira coordenada pivo z; da transformacao ilr, em
(2.11)), e o primeiro coeficiente y; da transformagcao clr, em ([2.1)), sdo proporcionais a um fator
de escala dependendo apenas da dimensao D, isto é,

D
— =y 2.12
! D1 (2.12)

I

De facto, ao desenvolver (2.11]) na primeira coordenada, (2.12)) surge conforme se segue:

D—-1 I
zZ1 = D In 5
Df\l/ [Tizo za
1
D—-1 D-1
= ) In 1 — X (xl) T

([[2ye0)™ (@07
D-1_ (xl)%

- 1
P w)”
D-1 (21) P
= D In |:( 5il$d % %
D

\/ Hd 1%d
In
D\/ Hd:l Td
\/ Hd 1%d

Por (2.1) também y; pode ser interpretado como z; em termos da dominéncia relativa de
1 na composicao. Essa relacao é dada por,

:ngla. (2.13)

I

S
@/ ~

f\

|
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Exemplo 2.4.3.3. Atendendo & composicao x do Exemplo [2.4.3.2] a coordenada pivo obtida
neste exemplo pode também ser obtida segundo (2.12)), de tal modo que se tem

\/ 1 0.087 1.331
n =—-1.
1—[ \/0 087 x 0.351 x 0.562

d=1Td

E, por (2.13)), a primeira coordenada clr seréa:

Y = ,/3*121 \f —1.331) = —1.087

Da mesma forma, na transformacao ilr é possivel voltar aos dados composicionais originais.
Recorrendo & inversa da transformacao ilr, denotada por ilr—' :z € RP~1 — x € SP_ esta é
definida por x = (21,2, ...,zp) do seguinte modo [19]:

T = exp D sl

—1
1 D—j
xj:exp<— zZq + ]z->,j:2,...,D—1,

V(D —d+1)(D - d) D—j+1"
—1 1
rp =exp | — 24 |-
( «/(D—d+1)(D—d) >

<.

g

)

a
Il

Note-se que em SP podem ser definidas intmeras bases ortonormais. A transformacao
ilr depende da escolha de uma base ortonormal, pelo que diferentes bases ortonormais estao
associadas a diferentes coordenadas ilr-transformadas. Importa realgar que em as
coordenadas pivo estao definidas daquele modo uma vez que, associado a essas coordenadas,
encontra-se a base ortonormal definida em . Na Subseccao serd abordado em mais
detalhe esta questao.

As equagoes (2.1) e (2.11) podem ser reescritas em notacao matricial para expressar a
relagdo linear existente entre a transformacao clr e ilr. De facto, prova-se que:

y=V'z (2.14)

onde V' = [vy...vp_1] ¢ uma matriz de dimensao D x (D — 1), onde em cada coluna estao os
vetores de uma base ortonormal de H dados por (2.10) [10]. Multiplicando & esquerda ambos
os membros da equacao (2.14) por V e sabendo que VV’ = Ip_1, obtém-se:

z=Vy (2.15)

Posteriormente, esta relacao linear sera tutil no contexto da|Anélise de Componentes Principais|
(ACP)) quando for introduzido o topico da construgao de biplots composicionais robustos.

Observagao 2.4.3.2. Tendo em conta a transformagao realizada, as equagoes e
podem ser reescritas em termos da composi¢ao x original do sequinte modo: clr(x) = V'ilr(x)
e ilr(x) = Velr(x), respetivamente.
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As coordenadas ilr-transformadas, obtidas a partir de uma base ortonormal, garantem que
a correspondéncia entre o simplex S e o espaco Euclidiano RP~! seja isométrica. Assim, esta
transformagao preserva a propriedade de isometria entre o simplex e o espago real Euclidiano.

Identicamente & transformacao clr, também a representacao de composicoes em coorde-
nadas ilr-transformadas pode ser usada para definir uma estrutura métrica no simplex. No
entanto, tem a particularidade de que o produto, a norma e a distincia de Aitchison cor-
respondem ao espaco real RP~! que é isomorfo a SP. Considerando duas composicoes x; e
x2 € SP e uma constante o € R, obtém-se |10]:

ilr(x1 @ x2) = ilr(x1) + ilr(x2)
ilr(a ® x1) = o - ilr(xg)
(x1,%x9) 4 = (ilr(x1),ilr(x2))
il = [filr(x1)]]

da(x1,x2) = d(ilr(xy),ilr(xa)).

Assim, a analogia da métrica no espaco S a custa da métrica no espaco Euclidiano permite
aplicar as técnicas estatisticas usuais aos dados composicionais em termos das suas coordena-
das ¢lr-transformadas.

Duas grandes vantagens da transformacao #lr resulta do facto desta transformacao pre-
servar propriedades vantajosas da transformacao clr e satisfazer todos os principios de uma
andlise de dados composicionais. Contudo, apesar das suas propriedades geométricas vanta-
josas, as correlagoes calculadas com base na transformacao ilr ndo podem ser interpretadas
de acordo com as varidveis originais. Isto ocorre pois as varidveis ilr-transformadas estao
relacionadas com as variaveis originais através de fungoes nao lineares (Defini¢ao .

Atualmente, para a maioria dos métodos estatisticos em dados composicionais, a trans-
formagao ilr é uma das mais utilizadas para avaliacdo dos resultados. No entanto, existem
algumas excecbes, como é o caso do biplot composicional. Neste caso, a transformacao clr
torna-se favoravel, pois permite uma interpretacdo mais facil. Por razdes que serdo posterior-
mente enunciadas na Sec¢ao [2.7] para a detecao de outliers a transformagao ilr é a preferida
na familia das transformagoes log-razdes. A juncao destas duas transformacgoes torna-se um
aspeto fulcral na identificacao de outliers em dados composicionais usando biplots.

2.5 Base ortonormal no simplex

No espaco do simplex, SP, existem infinitas bases ortonormais. Uma base ortonormal
permite representar qualquer elemento do simplex, ou seja, existindo uma composicao, 0s
seus elementos podem ser representados pelas suas coordenadas em eixos ortogonais tal como,
normalmente, se faz no espago real [10].

Representar os elementos do simplex S, através de uma base ortonormal com D — 1
vetores, pode ser visto como uma transformacao que atribui a cada elemento x do simplex as
suas correspondentes D — 1 coordenadas. Essa transformacao é uma bijecao e é isométrica,
ou seja, as distancias e dngulos de Aitchison no simplex sao transformados em distancias e
angulos euclidianos comuns no espaco real (D — 1)-dimensional das coordenadas [10]. Quando
a base ortonormal é selecionada, os dados composicionais podem ser transformados por ilr, e
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consequentemente, representados pelas suas coordenadas e analisados como um conjunto de
dados multivariados no espaco real. Assim, a aquisicdo de coordenadas ilr-transformadas dos
elementos do simplex permite um tratamento eficaz e préatico dos dados composicionais. A
dnica dificuldade em usar este tipo de transformacao reside na selecao da base ortonormal de
referéncia.

Algumas bases ortogonais especiais podem ser obtidas através de uma técnica conhecida
por [Particao Binaria Sequenciall (PBS)). A primeira proposta foi sugerida, em 2003, por Egoz-
cue e colaboradores (|10]). Esta técnica é definida em termos de uma parti¢ao predefinida das
partes da composi¢ao, o que implica que uma base construida por [PBS| dependera da esco-
lha dessa mesma particao. Na literatura sao referidas duas formas de escolher partigoes com
interesse pratico. Uma primeira escolha baseia-se no conceito de equilibrio (balances) entre
grupos de partes e foi sugerida por Egozcue e colaboradores, em 2005 (|22]). Uma segunda
escolha foi sugerida por Filzmoser e colaboradores, em 2009 ([23]), com o interesse de garantir
a interpretabilidade das coordenadas transformadas.

O método baseado no conceito de equilibrio tem a desvantagem de ser necessario um
conhecimento & priori do problema em estudo com vista a predefinir a separagao das partes
da composi¢ao de modo a esta ser interpretavel para o problema em causa. A [PBS|tende a
ficar confusa para composigoes que envolvem muitas partes e/ou quando nenhuma informagao
a priori sobre o problema esta disponivel, o que pode condicionar, na pratica, a eficacia de
analise com dados em coordenadas ilr-transformadas [24]. Com o objetivo de ultrapassar esse
constrangimento, um segundo método de construcao de partigoes foi desenvolvido que garante
uma escolha adequada de bases de modo que cada uma das coordenadas ortogonais explique
todas as log-razoes de uma variavel original |23|.

Importa mencionar que os dados demogréficos que serao analisados na presente dissertacao,
nao contém qualquer informagao previa que se possa usar para construir uma particdo das
partes composicionais. Deste modo, para garantir uma melhor eficicia de anélise dos trés
conjuntos de dados (Grupo etario, Habilitagdo académica e Situagao profissional) escolher-se-
a a [PBY| proposta por Filzmoser e colaboradores para obten¢ao de uma base dos dados em
coordenadas ilr. Assim sendo, nas subsecg¢oes seguintes estudar-se-a esta técnica de partigao.

2.5.1 Generalizacao das coordenadas pivo

As coordenadas pivo introduzidas na Subsecgao [2.4.3] suportam uma interpretagao espe-
cialmente da primeira parte composicional x;, uma vez que a primeira coordenada descreve
exclusivamente toda a informacao relativa sobre x1. No entanto, pode ser interessante obter
uma interpretagao especifica para uma tnica parte dentro da composi¢do sem que essa seja a
primeira parte. Nesse caso, pode-se simplesmente permutar as partes composicionais de forma
a que a parte que interessa fique colocada na primeira posicao e, assim, as coordenadas pivd
sao construidas para a composigdo permutada [19].

()

Dada uma composicdo x € SP, denota-se por x() = (:Ug[), Ty 'y ,x%)) uma permutacao
de x. Ao executar D permutagoes tal que na f-ésima permutagao a parte xy, £ € {1,2,...,D},
de x ocupe a primeira posicao, obtém-se D vetores composicionais que contém a mesma in-
formacao relativa de x definidos por x\©) = (zy, z1, 22, ..., T¢_1, To41,-..,2p), £ =1,2,...,D.
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Assim, a composicio permutada atrés referida, x(©), corresponde a ter
4
X() :(xg,xhxg,...,l‘g_l,xg+1,...,xp). (2.16)
0) . . . .~
Repare-se que apenas a parte xg ) ¢ colocada na primeira posicao e a ordem das restantes partes
permanece inalterada. Por exemplo, para D = 5, permutando as partes de uma composi¢ao

x € S°, os cinco vetores seguintes correspondem as cinco permutacoes desejadas e contém a
mesma informacao relativa de x:

X(1) —x = (1-171'2,.%'3,1'47%'5);
x(2) — (x9,x1,x3, x4, T5);
X(3) = (3337 x1,T2, T4, $5);
x = (24, 21, 29, 23, 25);
xO) = (x5, 21, 2, 23, 24).
A transformacao ilr para x) resulta em z() = (z%e), zg)7 e zg)_l) onde, tendo em conta

(2.11)), as componentes de z(¥) sio definidas por:

)

D—1 xT;
20 = - iﬂm ——— paa i=12..,D-1. (2.17)
—1 D—i D
VIla=i1 24
Observe-se que, para cada permutacao £ = 1,2,..., D, xg) corresponde & inica componente

que pode ser explicada por z(¥) por apenas uma componente que é a componente z%ﬁ) [24]. Em
z9) o foco centra-se em zg), que explica toda a informagao relativa sobre a parte xy. Usando
as D permutacoes z(1), 22 2(P) a interpretagao de resultados da analise de dados compo-
sicionais em termos destas coordenadas ortogonais centra-se nas suas primeiras componentes
conduzindo a conclusées em termos de coordenadas originais, z1,x2,...,zp [9].

Observagao 2.5.1.1. Se for dada uma matriz X = [x4], de dados composicionais, de di-

mensao n X D com composi¢ées definidas por x; = (x1, %2, .. .,x1p) nas linhas de X, para
I =1,2,...,n, entdo a matriz de coordenadas pivo Z© = [zl(f)], de dimensao n x (D — 1),
com énfase na parte xy, para algum £ =1,2,...,D, € formada por elementos
: l
0_ | D—i zj;

= |
d=i+1"ld
(6)

onde x;; € o d-ésimo elemento para a [-ésima linha da matriz de dados permutados dada por
(@10, 11y - o TLp—1, Tl 415 - - - TID)-
A permutagao em 1) pode ser definida através de uma matriz de permutagao P(Z),

de dimensao D x D com entradas 0 e 1, onde o elemento 1 em cada linha encontra-se na
coluna da posi¢ao permutada. A titulo ilustrativo, considere-se, por exemplo, a composi¢ao
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x = (x1,x2,x3) e a parte que se pretende interpretar é 3, entao a composi¢do permutada de
interesse é x(® = (z3,21,22), a qual pode ser obtida por

T3 0 01 1
xD =12 |=P®x=(10 0 zy |,
xTo 010 I3

onde P®) ¢ a matriz de permutagao. Com esta matriz de permutacao é possivel definir uma
nova base para as coordenadas pivo, z(). Os vetores da base ortonormal para a composi¢ao
nao permutada foram definidos em , e destes obtida a matriz V. A matriz contendo os
vetores da base ortonormal para a composicao permutada seré

v = p@v’ (2.18)

Assim, as linhas da matriz V' sdo permutadas da mesma forma que as partes da composicao.
Considere-se a seguinte matriz

QY = (vvy. (2.19)
Ora, Q(Z) é uma matriz ortonormal pois,

(QYYQW = QY QWY =1p_.

As coordenadas pivo para uma composicido permutada sao obtidas em termos da composi¢ao
nao permutada usando a matriz Q(Z),

20 — Qg
= (VVYz por (2.19)
= (VPOV)z por (2.18)

= VPOV (2.20)

A equagao em ([2.20) mostra, de uma maneira elegante, como é que a base pode ser alterada
para expressar composicoes num sistema diferente da base ortonormal nao permutada, permi-
tindo uma interpretacao concisa da ¢-ésima parte composicional. Além disso, (2.20) demonstra
que outra escolha do sistema de coordenadas pivd é apenas uma rotacao do sistema original.

De forma semelhante, tal como se constatou em ([2.12)) para o caso especial de z1, também

(0)

a relacao entre z;, ' e as coordenadas clr, y,, pode ser generalizada do seguinte modo,

© D
LT\ pD1 Y

A vantagem de obter uma interpretacao para cada parte composicional é resgatada pela ne-
cessidade de construir um sistemas de D coordenadas, onde apenas uma variavel é de interesse
primario (na primeira posi¢do) [25|. E de destacar que para qualquer £ =1,..., D a primeira

(0)

coordenada z; ' corresponde sempre & coordenada clr-transformada yy, diferindo apenas pela

D
constante / 5=7-
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2.5.2 Particao Binaria Sequencial

A escolha de uma base ortonormal especifica em SP é crucial para a interpretacio de
coordenadas. As bases que resultam da[PBS]|sao preferiveis porque permitem a interpretagao
em termos de partes agrupadas da composigao [26].

Seja x € S uma composicio e x(0) = (l‘gz), :L‘ée), . ,:L‘%)) uma permutacao de x. Quando

se considera uma parti¢ao do vetor x(® de modo que na primeira posicgao se tenha um grupo for-

mado pela componente xgg), obtém-se um outro grupo formado pelas partes xée), xz(f), . ,x%).

Por outro lado, estabelecendo uma segunda particao separa-se o grupo {xég),xz(f), .. .,x%)}
obtido na etapa anterior de modo que se tenha um grupo formado pela parte l’g) e outro

grupo formado pelas partes a:ge), ey :L‘g). Procedendo deste modo até & particao de ordem

D — 1 ir4 obter-se um grupo formado pela parte x%ll e outro pela parte mg).

A [PBS] para a parti¢do descrita anteriormente ¢ construida da seguinte forma. Num
primeiro passo, as partes da composicao sao divididas em dois grupos: partes no primeiro
grupo sao codificadas por +1 e partes no segundo grupo sao codificadas por —1. Assim
obtém-se a primeira coordenada que separa as partes +1 e —1. Na segunda etapa e nas
seguintes etapas, um grupo anterior de partes é dividido em dois novos grupos. Os grupos
sao codificados de forma semelhante por +1 e —1, enquanto as componentes nao envolvidas
sao codificadas com 0. O ntmero de etapas necessarias para que todos os grupos contenham
uma unica componente é exatamente D — 1, ou seja, a dimensao de S [26]. Na Tabela

encontra-se a para esta particao onde a primeira particao confronta a parte :vge) com as
restantes partes da composicao.

Tabela 2.1: Codificagdo de uma PBS para construgdo de uma base ortonormal onde a primeira

particdo confronta a parte mge) com as restantes partes da composicao.

Resultados de cada etapa da PBS

Etapa i da PBS xgz) :Ug) azgf) xff) e x%)_2 :r([l;)_l :n([l;) r 5
1 +1 -1 -1 -1 ... -1 -1 -1 1 D-1
2 o +1 -1 -1 ... -1 -1 -1 1 D-2
3 0 0 +1 -1 ... -1 -1 -1 1 D-3
4 0 0 0 +1 ... -1 -1 -1 1 D-14
D -2 0 0 0 0 ... +1 -1 -1 1 2
D -1 0 0 0 0o ... 0 +1 -1 1 1

Sem perda de generalidade, assume-se que na i-ésima etapa da [PBS| um grupo de r + s
partes ¢ dividido em dois grupos. Um dos grupos é formado por r partes (etiquetadas com
+1) e, tal como se verifica na Tabela , em cada etapa da a etiqueta +1 surge apenas
uma vez para identificar a parte que é separada do restante grupo de partes, pelo que o grupo
formado por r partes contém unicamente 1 parte. Por outro lado, o outro grupo é formado
por s partes (etiquetadas por —1) e irad conter as restantes D — i partes, ¢ = 1,2,...,D.
Nestas condigoes, o vetor e; da base ortonormal associado a i-ésima etapa da[PBS|é dado pela
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seguinte expressao:

e; = clr 1 (v;) = C(exp(vy))

= C[eXp(UﬂUiQ e UiD)]> (2.21)
em que v;; corresponde a j-ésima coordenada clr-transformada do vetor e;, i = 1,2,...,D—1,
e é dada por

1/DD_7Z+Z'1, se a etiqueta em (i,j) = +1
vy = m, se a etiqueta em (i,j) = —1

0, se a etiqueta em (i,7) =0

Pelo facto dos elementos v;; de v; satisfazerem ([2.9) surge o conceito de matriz de contrastes
(contrast matriz) associado a uma base ortonormal {ej,es,...,ep_1} e, de um modo geral, é
definida conforme se segue.

Definigao 2.5.2.1 (Matriz de contrastes). Seja {ei1, es,...,ep_1} uma base ortonormal do
simplex. Uma matriz Vp_i1xp = [vi;], tal que a i-ésima linha v; = clr(e;), i =1,2,...,D—1,
é designada por matriz de contrastes associada & base ortornormal {ey, ea,...,ep_1}.

A matriz de contrastes associada a [PBS| apresentada na Tabela 2.1} contendo as coorde-
nadas clr-transformadas dos vetores e; associados a cada etapa i = 1,2,..., D —1 da particao,
encontra-se na Tabela

Tabela 2.2: Processo para obtenc¢ao da matriz de contrastes resultante da PBS obtida por partigéo.

Matriz de contrastes, V = [v;]

Etapa i da PBS Vi1 () Vi3 s ViD—1 ViD VEZ)

1 D—1 -1 -1 -1 -1 vio
D=1+l /(D-1).(D-1+1) /(D-1)(D-1+1) = /(D-1)(D-1+1) +/(D-1)(D—-1+1) 1

9 0 D—2 -1 -1 -1 vio
D—=2+1 (D-2)(D—2+1) 7 /(D-2)(D-2+1) +/(D-2)(D—2+1) 2

[ D=3 1 1 ©
3 0 0 D—3+1 U /(D=3)(D-3+1)  /(D-3)(D-3+1) V3

D-1 0 0 0 + = v

Exemplo 2.5.2.1. Seja x = (1, z2, T3, T4, T5) uma composigao de 5 partes, sendo que cada
parte corresponde ao conjunto do grupo etario referido no Capitulo De acordo com o
procedimento de construgao da[PBS] na Tabela 2:3] encontra-se a [PBS| para a composi¢ao x.

Tabela 2.3: PBS de uma composigao de 5 partes.

Etapa ¢ da PBS xgg) $g£) l‘:(f) xfle) xg) ros
1 +1 -1 -1 -1 -1 1 4
2 o +1 -1 -1 -1 1 3
3 0 o +1 -1 -1 1 2
4 0 0 0 +1 -1 11
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Os valores v;; correspondentes as coordenadas clr-transformadas dos vetores da base orto-
normal do simplex S® obtidas por esta particdo encontram-se na Tabela e foram obtidos
com base na Tabela 2.2

Tabela 2.4: Processo para obtencao da matriz de contrastes resultante da PBS de uma com-

posicao de 5 partes.

Etapa 1 da PBS Vi1 Vi2 Vi3 Viq Vi5 VEZ)
1 2 =1 =1 =1 =1 V(Z)
V5 V20 V20 V20 V20 1
3 -1 -1 —1 0
2 O Wi iz v v Ve
2 -1 -1 (0)
1 —1 @)
4 0 0 0 ﬁ ﬁ V4

Assim, a base obtida por esta particao é dada & custa dos vetores Vl(-z) listados na Tabela

e usando (2.21)):

ool < 2 -1 -1 -1 -1 )}
- X = 9 9 9 9
L=5 PP\ U5 V20" V20’ v20' v20

3 -1 -1 -1
e :C (& O, ) 9 9 b
2 Xp( 1212’ V12 12)]

c| (00 2 1 _1>]
€3 = €x sy T = T oy T 9
AR R V6 V6 V6

[ 1 -1
=C 0,0,0, —, — .
o _exp< V2 ﬂ)]

Deste modo, a base ortonormal {e,es3,e3,e,} ¢ a base obtida pela associada a uma
composicao x de 5 partes. Note-se que as composicoes com diferentes nimeros de partes
conduzem a diferentes bases. Assim, por exemplo, para o conjunto da habilitacao académica
referido no Capitulo [I} o qual contém composi¢oes de 10 partes, uma base ortonormal sera
constituida por 9 vetores ortogonais, {e1, e3,es, €4, €5, €5, €7,€8,€9}. Ja para o conjunto da
situagao profissional constituido por composi¢oes formadas por 3 partes, a base teré apenas 2
vetores ortogonais, {e1,es}.

Resumidamente, conclui-se que obter uma base ortonormal segundo a [PBS|importa obter
uma matriz de contrastes. Os vetores da base ortonormal serao formados pelas coordenadas
clr-transformadas que se obtém das linhas da matriz de contrastes. Por sua vez, o ntmero de
vetores ortogonais sera dado pelo ntimero de etapas que a [PBS| contenha e correspondera as
D — 1 partes das composigoes.

Na matriz de contrastes, as linhas s@o obtidas segundo (2.10)) que, colocando em evidéncia
um fator de escala, equivale a ter

D —q 0.0 0.1 1 1
D—i+1\"7 77777 D—-i"" D—i)’
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Pela Subseccao averiguou-se que z; = zz-(e), 1=1,2,...,D — 1, pelo que as coordenadas
pivo generalizadas também estdo associadas a mesma base dada por e; = clr~!(v;) e obtida,
também, para as coordenadas pivd nao permutadas que originam as definigbes em (2.11)) e

@17).

Evidentemente que, se a finalidade fosse obter coordenadas pivo respeitantes a uma com-
posicao permutada, a base ortonormal teria de ser permutada e, por conseguinte, também a
matriz V conforme estabelecido em . Consequentemente, originar-se-ia novas coordena-
das pivd definidas de acordo com .

2.5.3 Balances

Existem muitas possibilidades de escolher uma base ortonormal no simplex e construir
as coordenadas ortonormais. Infelizmente, ndo h& nenhuma base canénica no simplex (as
D partes composicionais originais sdo representadas apenas por D — 1 novas coordenadas),
de modo que sao necessarias alternativas interpretaveis. Uma escolha possivel representa o
conceito de balances [22| (traduzido-se refere-se a equilibrio), que permite uma interpretagao
das coordenadas ortonormais em termos do equilibrio entre grupos de partes composicionais
[24].

Em termos praticos, nao é de todo apenas interessante interpretar a predominéncia relativa
de partes, mas também o comportamento de grupos de partes composicionais dentro da com-
posigao. Suponha-se que os principais efeitos dentro de uma composi¢ao sejam causados por
dois grupos de partes. Entao, é de todo o interesse construir coordenadas que permitem uma
interpretacao dos dois grupos em termos de informacao relativa. Estas coordenadas designa-
das por balances, referem-se ao equilibrio entre os grupos. O procedimento para a construgao
destas coordenadas baseia-se na[PBS] Tal como o nome indica, o interesse nao reside somente
no equilibrio entre dois grupos, mas também a dominéncia relativa dos grupos é considerada
de forma sequencial [19].

O conceito de balances surge no processo da [PBY| de uma dada composigao. Tendo em
conta o procedimento da[PBS|sumariado na Tabela[2.1] o equilibrio entre os grupos de partes
formados na i-ésima etapa da de uma dada composicao é dado por [19]:

rs (H::l *731(;—~_)>i

Zi = In

T )
(+) (=)

<x. > representa as composi¢oes com etiqueta + (—), respetivamente. O nu-

: (2.22)

@ =

onde z; ;
mero total de etapas necessarias é D — 1 e as coordenadas resultantes, z1,z9,...,2p_1, estao
associadas a uma determinada base ortonormal em SP [19].

A interpretacao do equilibrio entre grupos de partes é baseada na média geométrica como
representante dos grupos presentes no numerador e denominador em . As médias geomé-
tricas sao valores centrais das partes de cada grupo pelo que a razao entre médias (geométricas)
indica o peso relativo de cada grupo. Por exemplo, um equilibrio positivo indica que, em mé-
dia (geométrica), o grupo de partes no numerador é dominante comparativamente ao grupo
de partes no denominador, dado que este tem maior peso relativo na composi¢ao (o contrario
se verifica para equilibrios negativos) [6].
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Exemplo 2.5.3.1. De maneira a exemplificar a interpretagao de equilibrio entre grupos, seja
x = (0.031,0.139,0.337,0.358,0.135) a composigdo de 5 partes respeitante ao municipio de
Anadia do conjunto do grupo etario. De acordo com ¢ necessario obter-se a da
composigao X e uma vez que X contém 5 partes, no exemplo anterior, na Tabela 2.3] a [PBS|
j& se encontra obtida. Assim, na Tabela tem-se a [PBY| e a expressao do equilibrio entre
grupos referente a cada etapa.

Tabela 2.5: PBS de uma composicao de 5 partes e equilibrio entre grupos de partes do muni-
cipio de Anadia.

Etapa 7 da PBS :rge) xg) xz(f) xfp :):g) r Equilibrio entre grupos
- _ /4
41 -1 -1 -1 -1 1 z = \/;ln -
o +1 -1 -1 -1 1 =2

0 0 +1 -1 -1 1
0 0 0 +1 -1 1

- g x3
Z3 = \/;ln =

T4
5

S
4
3 oz = \/glnm
2
1

RS R

?4:\/gln

Perante as expressoes obtidas na Tabela[2.5] a composi¢ao de x ¢ transformada no vetor z =
(Z1,Z2,23,24). Para a composi¢do x o vetor z resulta em z = (—1.745, —0.520, 0.349, 0.690)
onde, de acordo com a construgao, z; descreve o equilibrio entre os dois grupos de partes x1
e Xo,T3,x4,Ts5; Z2 € 0 equilibrio entre x5 e x3, x4, x5; Z3 € 0 equilibrio entre x3 e x4, x5; e, por
fim Z4 descreve toda a informacao relativa entre as partes x4 e x5 envolvendo apenas a razao
logaritmica das partes.

Relativamente & interpretacdao de z conclui-se que a variavel Idade 0-14 tem o menor
peso relativo na composigao; a variavel Idade 15-24 possui o menor peso relativo em relagao
as variaveis Idade 25-39, Idade 40-64 e Idade 65+; a variavel Idade 25-39 tem maior peso
relativo do que as varidveis Idade 40-64 e Idade 65+; e a variavel Idade 40-64 tem maior peso
relativo na composicao do que a variavel Idade 65+.

Sabe-se que as coordenadas pivo, definidas em , sao construidas de tal forma que z1
descreve toda a informagao relativa sobre a parte de x1. Assim, Zz; também pode ser visto
como um equilibrio entre os “grupos” z; e xo,...,xp. Por conseguinte, pode-se optar por
referir, alternativamente, o termo de coordenadas pivd por balances dado por zp, assim como
para as restantes coordenadas, isto é, Z; = z;.

2.6 Detecao de outliers multivariados

No inicio de uma anélise estatistica de um determinado conjunto de dados composicio-
nais, geralmente foca-se o interesse em padroes da estrutura principal dos dados, por exemplo:
grupos formados pelas observacoes ou relacoes entre as variaveis, bem como em desvios repre-
sentados pelas observagoes atipicas [27].

Numa andlise estatistica, os outliers estao amplamente presentes nos conjuntos de dados
reais [28]. Estas observagoes atipicas podem, muitas das vezes, danificar os estimadores clés-
sicos, por isso é usual considerar que essas mesmas observagoes devem ser retiradas dos dados
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e feita a anéalise sem qualquer influéncia destas observacoes. Todavia, os outliers sao frequen-
temente as observagoes mais interessantes porque algum fenémeno atipico é responsavel pela
sua presenca, o que ocorre é que eles sao unicamente desvalorizados para obter um ajuste de
modelo que acomode a maioria dos dados [19].

Os dados composicionais sao observacgoes multivariadas, consequentemente numa detecao
de outliers em dados composicionais assume-se que os dados multivariados sao composigoes
e, por isso, foca-se o interesse em outliers multivariados. Na identificacdo das observagoes
atipicas, em vez de se identificar os outliers diretamente no espago original, é comum expressar
as composigdes em coordenadas log-razoes e, em seguida, aplicar os métodos usuais de detegao
de outliers multivariados.

Os outliers multivariados nao sdo necessariamente extremos, mas podem estar localizados
em qualquer parte do espaco multivariado. Para detectar estas observagoes atipicas, é impor-
tante dispor de métodos capazes de revelar observacoes divergentes, independentemente da
escolha do tipo de transformagao [19).

O foco da subsecgao seguinte é expor ferramentas tteis na detegao de outliers multivaria-
dos. Abordar-se-a dois procedimentos para identificar as observagoes atipicas, mas o objetivo
principal centra-se em analisar ao pormenor um desses procedimentos.

2.6.1 Meétodos para detecao de outliers multivariados

No estudo exploratoério da anélise de dados composicionais, a detecao de outliers deve ser
um passo importante da analise. Os outliers identificados sdo candidatos a dados atipicos
que contribuem para erros na especificagao do modelo, estimativa dos pardmetros e resultados
incorretos |27]. Por isso, é importante identificar essas observagoes atipicas antes da anélise
dos dados.

Existem dois procedimentos diferentes para identificar outliers multivariados: (1) métodos
baseados na projegao e, (2) métodos baseados na estimativa da estrutura de covariancia da
matriz de dados. A ideia dos métodos em (1) consiste em projetar repetidamente os dados
multivariados no espac¢o univariado uma vez que a detecao univariada de outliers torna-se
muito mais simples (para mais detalhe recomendo as seguintes referéncias: Gnanadesikan et
al 1972 (|29]), Pena et al 2001 (|30]) e Maronna et al 2002 (|31])). Apesar destes métodos,
geralmente, serem computacionalmente intensivos sao particularmente tteis para dados de
elevada dimensionalidade e reduzido tamanho da amostra [32].

Para o procedimento (2), a detegao de outliers multivariados baseia-se na estimativa da
estrutura de covaridncia. O que se pretende é identificar observagoes que se desviam de uma
distribuicao do modelo subjacente. Neste caso, apenas a distribuicao normal multivariada é
considerada, o que serve como uma importante distribuicao de modelo para muitos métodos
estatisticos [19].

Neste procedimento, a estimativa da estrutura de covaridncia é usada para atribuir uma
distancia a cada observagao, indicando até que ponto a observacao se encontra do centro da
nuvem de dados (também designado por centréide) em relagdo a estrutura de covariéncia.
Esta distancia é calculada com base na métrica de Mahalanobis. Sem perda de generalidade,

assumindo que uma amostra zi, Zo, . . . , z, de observagoes (D — 1)-dimensionais contém dados
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composicionais em coordenadas ilr, a distdncia de Mahalanobis é definida por:

MD(z;) = \/(zl ~T)C Yz ~T), 1=1,2,...,n (2.23)

onde o vetor T de dimensao (D — 1) e a matriz C de dimensao (D — 1)x (D — 1) representam
as estimativas de localizacdo e de covariancia, respetivamente |14, 33} [21].

A propriedade de equivariancia afim para as estimativas T e C, enunciada a seguir, é de
extrema importancia na distancia de Mahalanobis.

Propriedade 2.6.1.1. As estimativas T e C de localizacdo e de covaridncia, respetivamente,
sao designadas por equivariantes afim, se para qualquer matriz ndo singular A de dimensdo
d x d e para qualquer vetor b € R? as sequintes condigées sio satisfeitas:

T(Az +b,..., Az, +b) = AT(z1,...,2,)+ b
C(Az +b,..., Az, +b) = AC(z,...,2,)A’

onde z1, 22, . ..,2, SG0 N composicoes de D partes.

Assim, estimativas que cumpram estas condigoes e, posteriormente, utilizadas na distancia
de Mahalanobis fazem com que as distancias permanecam inalteradas sob transformagoes afins
regulares, isto é,

MD(Az; + b) = MD(z;), 1 =1,2,...,n. (2.24)
De facto, partindo de (2.23) verifica-se a igualdade (2.24)):

MD(Az; + b)

= \/[Az;+ b —T(Az +b)'C(Az +b)"1[Az + b — T(Az +b)]

= /[Az;+b — (AT(z1,...,2,) + b)](AC(z1,...,2,)A)"1[Az, + b — (AT(21,...,2,) + b)]
= \/[zl —T(z1,...,2,)A[(A)1C(z1,...,2,) LA Az — T(z1,...,2,)]

V(z — T(2))Clz) " (z — T(=1))

= MD(z)

A Propriedade [2.6.1.1] garante que os outliers identificados sejam invariantes com a escolha
da transformagao log-razao, independentemente da escolha de A e b [33] (na Secgao sera
discutida em mais detalhe esta questao).

A escolha das estimativas T e C é um passo crucial para garantir a qualidade da detecao de
observagoes atipicas multivariadas [33]|. No caso da distribuigdo normal multivariada, escolhe-
se para as estimativas de localizagdo e de covarincia (populacional), a média aritmética e
a matriz de covaridncia da amostra, respetivamente, tornando esta escolha a mais adequada
para assegurar uma melhor eficiéncia estatistica [32]. Para uma amostra z1,zs,...,2z, de n
composigoes em coordenadas ilr-transformadas, a média aritmética e a matriz de covariancia
da amostra sao dadas por, respetivamente:

n

z:;;zl o SZ:niIZ(zl—Z)(zl—Z)' (2.25)

=1
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As proprias definigoes da média aritmética e da matriz de covariancia revelam que estas
estimativas classicas partilham a propriedade da equivaridncia afim. De facto, considere-se
uma amostra Z = {2y, 2y, ..., 2.} e seja (1(Z), X(Z)) = (z,Sz) as estimativas classicas dadas
pela média aritmética e matriz de covaridncia amostral (formula em ) Estas estimativas
sao equivariantes afim uma vez que satisfazem a relagao:

A(AZ +b)=Ap(Z)+b (2.26)
3(AZ +b)=A3(Z2)A’ (2.27)

No entanto, quando se considera estas duas estimativas classicas muitas vezes esta escolha
leva a resultados indteis uma vez que estas sao influenciadas pelas observagoes atipicas [33)].
Deste modo, para contornar esta questao foram desenvolvidas metodologias estatisticas robus-
tas que reduzem a influéncia dos outliers, concentrando-se na estrutura dos dados principais.
Portanto, a escolha das estimativas deve incidir em estimativas robustas. Assim, a distancia
de Mahalanobis em é reformulada do seguinte modo:

el .
MD() = V(- ay £ - ), 1=1,2,...0n
onde fi e 3] correspondem, respetivamente, as estimativas robustas da média e da matriz
de covaridncia, garantindo que as distancias utilizadas sejam robustas. Na Subsec¢ao [2.6.2
explicar-se-4 um método de obter estas estimativas robustas.

Dada uma matriz de dados composicionais X,,x p considere-se, sem perda de generalidade,
que a matriz Z,, p_1) resulta da aplicagdo da transformagao ilr a matriz X, p.

Definigao 2.6.1.1 (Distribui¢ao Normal de dados composicionais). Sejaz = (z1,...,2p—1) as
coordenadas ilr-transformadas de wma composicio x € SP. Diz-se que wm conjunto de dados
composicionais Xnxp tem distribuicao normal no simplex se Zyx(p-1) = ilr(X) tem distri-
buicdo normal multivariada em RP~Y, denotando-se por Z ~ N(p, XYz)e X~ Ngp(p,X).

Os procedimentos da detegao de outliers multivariados assumem que a maioria das ob-
servacoes da matriz Z sao geradas por uma distribuicao normal multivariada. Pela Definicao
, se X;,x p segue uma distribui¢ao normal no simplex, Zy, (p—1) tem distribui¢ao normal
multivariada em RP~1 Z ~ N(uz, X7) [6].

Os dados composicionais necessitam de ser transformados antes de se calcular as distan-
cias de Mahalanobis. Por razoes que serdo discutidas na Secgao 2.7} a detegao de observagoes
atipicas deve incidir no uso da transformacao ilr. Por conseguinte, a distdncia de Mahala-
nobis baseia-se na matriz Z,,(p_1) contendo as coordenadas ilr. Perante uma distribui¢ao
normal multivariada, proveniente de Z, . (p_1), a distancia de Mahalanobis torna-se robusta
influenciada por estimativas robustas de pu, e 3,. Sob o pressuposto da normalidade multi-
variada dos dados no simplex, a Propriedade contribui para concluir que a disténcia
de Mahalanobis, MD(z;),l = 1,2, ..., n, segue uma distribuigao de qui-quadrado com (D —1)
graus de liberdade, onde (D — 1) corresponde ao ntimero de variaveis em Z. Deste modo, se
Z ~ N(uz, X7) entdo MD(Z, 1, 3) ~ x3,_, tendo em conta o seguinte resultado:

Propriedade 2.6.1.2. Se X ~ N,(u, X)), com |X| > 0, entdo
(X—p) TN (X—p)~x

onde X% denota a distribuicao de qui-quadrado com p graus de liberdade.
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O gréfico associado a quadrados de distancias de Mahalanobis constantes, MD(z;)? =
constante, corresponde a elipsoides. Essa constante permitira a identificacao dos outliers. Da
Propriedade essa constante corresponde a um quantil X2D71- Assim, em X%)fl surge a
questao de qual a ordem do quantil a considerar para detetar observagoes atipicas. O valor do
quantil correspondente a essa ordem ira servir como valor de corte para separar as observagoes
“regulares” daquelas que constituem potenciais outliers [33].

Existem varias opgOes para a ordem a tomar, na literatura, o quantil de ordem 0.975 é
frequentemente usado como indicador do valor de corte para detetar outliers. Em sintese,
considera-se que observagoes que possuem um valor do quadrado da distancia de Mahalanobis
superior ao valor de corte sao consideradas observagoes atipicas 32|, isto &,

2 2
MD(z;)" > XD-1;0.975-

Na Figura 2.1 encontram-se as duas primeiras coordenadas ilr-transformadas de uma com-
posigao. Visualizam-se quatro elipses relativas aos quadrados de distancias de Mahalanobis
robusta constantes e iguais aos quantis de ordem 0.25, 0.50, 0.75 e 0.975. A tltima elipse, cor-
respondente ao quantil de ordem 0.975, determina as observagoes outliers exibidas a vermelho
e etiquetadas com simbolo “+” de maior tamanho [33].

3

N
N /I ¥
N T‘_k%;‘, - )
V.06 Q.
-3 4 . AT
I | | | | I I
-3 2 -1 0 1 2 3

z1

Figura 2.1: Representagao das quatro elipses referentes aos quantis de ordem 0.25, 0.5 e 0.75
e ao valor de corte para detetar outliers, quantil de ordem 0.975 (Figura extraida de [33]).

E de realcar que na Figura existem mais quatro grupos diferentes de simbolos. Os
simbolos referenciados por “4” de menor tamanho encontram-se entre os quantis de or-
dem 0.75 e 0.975 nao sendo considerados observagoes atipicas. Em oposicao, no interior da
elipse, encontram-se os simbolos em forma de circulo (“0”). Os circulos preenchidos (pontos)
localizam-se entre os quantis de ordem 0.5 e 0.75 e os circulos que nao estao preenchidos, tanto
de menor como de maior tamanho, situam-se desde o centro da nuvem de dados até ao quantil
de ordem 0.5 (ultrapassando o quantil de ordem 0.25) [33].

Observe-se que ha também outras propostas na literatura para encontrar um valor de corte
apropriado. Para uma abordagem mais pormenorizada aconselho a leitura da referéncia [34].
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2.6.2 Estimador MCD

Para obter as estimativas robustas de quaisquer pardmetros populacionais, pode-se re-
correr ao estimador (Minimum Covariance Determinant) ou aos estimadores S [14].
Geralmente, opta-se por obter as estimativas robustas pelo estimador [MCD] uma vez que este
apresenta a vantagem de ser um estimador eficiente e assintoticamente normal. Tornou-se bas-
tante conhecido devido s suas boas propriedades de robustez e a um algoritmo rapido para o
seu calculo proposto por Rousseeuw e Van Driessen, em 1999, designado por Fast-MCD |35].

O estimador [MCD] caracteriza-se pela determinagao de um subconjunto de pelo menos
h observacoes cuja matriz de covariancia amostral, S, tenha o menor determinante. Assim,
as estimativas robustas dos parametros populacionais g e X sao escolhidos, respetivamente,
como a média aritmética e a matriz de covaridncia amostral deste subconjunto, multiplicados
por um fator para garantir a consisténcia dos estimadores sob o pressuposto da normalidade
dos dados [35].

A escolha de h determina tanto a robustez como a eficiéncia estatistica dos estimadores, e
tem que englobar a maioria dos dados podendo ser escolhido como um valor inteiro no intervalo
[%DH, n|, onde D é o nimero de partes do conjunto. O valor de h deve ser pelo menos metade
do tamanho total da amostra n, resultando numa melhor resisténcia as observagdes externas
mas com uma eficiéncia estatistica menor. Por outro lado, se h assumir um valor grande, por
exemplo, proximo de n, a robustez das estimativas obtidas por [MCD]é fraca, mas a eficiéncia
aumenta. A literatura sugere que a melhor escolha devera ser, aproximadamente, h = %n.

Esta escolha tolera uma fragdo de outliers de cerca de "—;h = % das observacoes. Assim, é
£ n—h
necessario que *

estimativas podem-se tornar pouco confiaveis [11].

seja maior que essa fragao de observagoes atipicas, pois, caso contrario, as

A equivaridncia afim é uma propriedade desejavel de qualquer estimativa em situacoes
em que é fundamental que o resultado permanega essencialmente inalterado sob quaisquer
transformagoes lineares nao singulares [14]. Na Secgao constatou-se que as estimativas
classicas, fi e Y. satisfaziam essa propriedade (em |) e ) e, consequentemente, o
uso desta propriedade garante que as distancias de Mahalanobis nao sofram alteragoes sob
qualquer transformacao log-razao que se aplique (provado na Secgao .

Porém, na identificacao de observagoes atipicas a distancia de Mahalanobis deve ser robusta
e ao considerar estimativas robustas deve-se ter o cuidado de garantir que o estimador utilizado
para estas estimativas consiga satisfazer a propriedade da equivariancia afim. Ora, o estimador
é por si s6 um estimador que cumpre esta propriedade [33|. Portanto, para além das
suas vantagens é de todo o interesse optar por este estimador.

Na secgao seguinte serao apresentadas as propriedades das transformagoes log-razoes onde,
pormenorizadamente, se explica as relagoes entre as transformacgoes, a distancia de Mahala-
nobis e a propriedade da equivaridncia afim.
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2.7 Propriedades das transformacoes na detecao de observagoes
atipicas

A utilidade das distancias robustas de Mahalanobis para a detecao de outliers multivari-
ados tem sido demonstrada na literatura e tem muitas aplicagoes. Esta ferramenta nao seria
apropriada para dados fechados, mas apenas para dados ap6s a transformacao. O problema
surge em identificar qual a transformacao de log-razoes do simplex mais adequada para o
espago real [32].

Respostas para cada uma das transformagoes apresentadas na Secgao e, ainda, questoes
cruciais abordadas na Secgao e serao esclarecidas de seguida. Embora as demons-
tragoes se encontram em [32], o estudo destas tornou-se util para uma melhor compreensao
das propriedades pelo que as demonstragoes sao aqui apresentadas com mais detalhe.

Teorema 2.7.1. As distdncias de Mahalanobis para dados transformados por alr sao invari-
antes em relacao a escolha da varidvel razao se a estimativa de localizacao T e a estimativa
de dispersao C forem equivariantes afim.

Demonstragao. Seja X, p uma matriz de dados composicionais. Portanto, tendo em conta
que x; = (x11, T2, . . ., T1p) tem-se Zfl):l zg=1lexyy >0, paral=1,2,...,n,istoé, x; € SP.
Seja ij )D_l uma matriz que resulta da transformacao alr de X usando a coluna j. As linhas

de X9 sio da forma

Xl('j) = <10g$ll710gxl27-..710g mhj_lﬂlog xl,j+17"'7log xlD) ) [ = 1727"'7”' (228>
Ty Ty Zij Ty L4

Do mesmo modo, seja X *) uma matriz de dados que resulta da transformacao alr de X usando
a coluna k, com k # j. Entao, pelas propriedades dos logaritmos, é simples de mostrar que
XU) = X(k)Bkj ou xl(j) = ;ijl(k) com a matriz By; de dimensao (D —1) x (D — 1) definida
do seguinte modo:

-1 ... -1 -1 -1 ... =1 ... -1

- 0 1 -
Esta matriz coincide com a matriz identidade exceto que na j-ésima linha da matriz inclui
apenas entradas de —1, a diagonal principal entre a linha j + 1 e a linha k£ — 1 é completada
com entradas iguais a zero e, por final, a diagonal paralela a esta imediatamente anterior passa
a ter entradas iguais a 1. Note-se que as entradas em branco na matriz sao zeros. De forma a
melhor ilustrar esta matriz By; e a condigao X = X(k)Bkj, suponha-se que D = 5. Neste
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caso, a matriz X,, 5 com n observagoes ¢

Ti1 T12 T13 T4 T15
Xn5: . . . . .

)

Tnl Tp2 Tp3 Tpd Tns

A matriz que resulta da transformagao alr aplicada a matriz X,, 5 utilizando a coluna 2 (j = 2)
é representada por:

logz11 —logxiz logzi3 —logwxia logzis —logzia logxis —log 12
(2) . . . .
Xn,4 =

logx,1 —logxye logxps —logxne logwns —logwpe logx,s —logxys

Agora, considere-se novamente uma matriz que resulta da transformagao alr aplicada & matriz
X, 5 utilizando a coluna 5 (k = 5),

logzi; —logzis logxio —logxys logxis —logxys logxiy — logxys
) . } ) )
Xn,4 -

log z,1 — log x5 logx,s —logx,; logx,3 —logx,s logx,s —logx,s

Ora, para D = 5, a matriz Bs > sera

De facto, a condicao X = X(S)B52 verifica-se.

A matriz quadrada By; ¢ nao singular. Apoés célculos algébricos consegue-se provar que o
determinante ¢ nio nulo, concretamente que det(By;) = (—1)77. Assim, a matriz admite
inversa, B];jl e, por conseguinte, a matriz transposta de By; também admite inversa, (sz)_l.

Entao, para T e C estimadores equivariantes afim (Propriedade [2.6.1.1]), obtém-se:

T (7)) = (B B B

k k
= B;W-T <X§ ),xg ),...,x(k))

n

O (x)xx)) = € (Byx By, By )

= Bﬁng (xgk),xgk), . ,x(k)) By
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Consequentemente,
MD?(x"))
[ - (s x@)] e (5 x@)] [ T (3, k)]
= [Blx — BT (x . x)] [Bye (xdxB) By
X [B;dxg’“ - ;W.T(
=[x ()] BBy [ (3, x )] By By X
(

X [xl(k) - T <X§k),x2k), .. ,x(k)ﬂ

— MD?(x{")
donde se conclui o pretendido. O

O Teorema [2.7.1] garante que os outliers identificados nao dependerdo da variavel razao
escolhida para a transformacao alr, desde que as estimativas T e C sejam consideradas como
equivariantes afim.

Obervacgao 2.7.1. Em Algebra Linear, a pseudoinversa AT de wma matriz A é wma genera-
lizagdo da matriz inversa de A. Em 1956, Penrose estabeleceu um resultado que caracteriza a
pseudoinversa de uma matriz, também conhecida como inversa Moore-Penrose. Esse resultado
€ enunciado de sequida sob a forma de Lema.

Lema 2.7.1. Seja A € R ™. Entdio, G = A" se e sd se

(P1) AGA = A

(P2) GAG = G

(P3) (AG) = AG

(P4) (GA) = GA

Além disso, AT existe e € tnica.

Teorema 2.7.2. As distancias de Mahalanobis para dados transformados por clr e alr sdo as

mesmas se a estimativa de localizagao T for a média aritmética e a estimativa de covaridncia
C for a matriz de covaridncia da amostra.

Atendendo ao resultado explicito na Observagao tem-se todas as condigOes para
demonstrar o Teorema [2.7.2)

Demonstragao. Sejax = (x1,22,...,Tp) € SP | com ZdD:1 g =1exy > 0, uma composicao.
Primeiramente, obtém-se uma relagdo em termos matricial entre as transformagoes alr e clr
de x. Sem perda de generalidade, suponha-se que a ultima variavel D é a parte de referéncia
usada para a transformacao alr. Dada a composicao X recorde-se que a transformacao de alr
de X é dada por:

x(P) = (log 1 — logxp,logxs —logxp,...,logxp_1 —logxp)
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e a transformagao clr, y = (y1,%2,...,yp), ¢ dada por:
D D
1 D—-1 1
Yyqg = logxg — BZloga:j =7 logzg — D Z logz;, d=1,2,...,D.
Jj=1 J=1j#d
Através de manipulacao algébrica verifica-se que uma relagdo entre as duas transformacoes
pode ser descrita através das seguintes igualdades: x(P) = Fy e y = F*x(P)_ onde
[ D—-1 _ 1 _17
D D D
1 ... 0 -1 -5 25 :
Fpoup=1]: . ¢ | e Ffpp,= : 3
0 1 -1 D-1
: D
_1 1
-5 o |
De facto, relativamente a primeira igualdade observe-se que Fy = (y1—yp,y2—YD, - - -, Yp—1—

yp) e qualquer que seja d =1,2,...,D — 1 se tem que

D D
D-1 1 D-1 1
Ya—Yp = —p log$d_5,z Ingj_TlngD—i—B' Z log
J=1,j7#d j=d,j#D
1 1 & 1 1 &
=logxy — Eloga:d D Z logz; —logxp + Blogacp + D Z log x;
J=1,57d j=1,j#D

1 & 1
=logxy —logxp — EZlong + EZIngj
j=1 j=1

=logxy —logxp,

Logo Fy = x(D).

Relativamente a segunda igualdade, observe-se que F*x(P) representa um vetor de dimenséo
D — 1, sendo a sua primeira componente dada por:

D—-1 1 1
(logazl—log:pp)—E(log:pg—logfcp)—...—5(logxp_1—logxp)
b1 b-1, L logas + =1 L + 1
= D 0og T'1 og T p D og T2 D og T p D ogTrp—1 D ogxrp
D—1
D—-1 D—-1 1
=5 loga:l—DdZ;logxd— o) long—i—Blong x (D —2)
D—1
D—-1 1 1
=7 logxl—Dglogxd—Dlong
D
D—-1 1
= o) logxl—BZlogxd
d=2
:yl

Do mesmo modo, se obtém os restantes resultados para as demais componentes de y, o que

se conclui que F*x(P) = y.
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Tendo em conta as definicoes de F e F*, ocorre que relativamente a matriz F, F* satisfaz
as propriedades de (P1) a (P4) do Lema[2.7.1] Na verdade, FF* =1Ip_; = (FF*)’ (prop. P3)
(onde Ip_1 é a matriz identidade de ordem D —1), F*F ¢é simétrica, e portanto, (F*F) = F*F
(prop. P4), FF*F = F, e F*FF* = F*. Logo, F* é a pseudoinversa de F. Assim, F* sera
a partir de agora denotada por F. Note-se que conclusdes analogas podem ser retiradas se,
porventura, se considerar para a transformacao alr outra varidvel de referéncia para a razao,
mas as estruturas das matrizes serao diferentes pois também F sera diferente.

(D)

Considere-se, agora, as matrizes transformadas por alr e clr denotadas por X, ;e Y, p
. D . , . —
com linhas xl( ) e y;, paral =1,2,..., n, respetivamente. Usar-se-4 a notagao x(P) ¢ ¥ para

denotar os vetores de média (em coluna) dessas observacoes, respetivamente, e, S, (p) € Sy para
as matrizes de covaridncia da amostra. Relativamente as matrizes de covariancia verifica-se a
seguinte relacao entre elas:

Sy= 1> (i~ 9 -5
=1

= :len; (F+X1(D) _ F+i(D)> <F+XZ(D) _ F+i(D))/

n

— F*% 3 (7 - x®) (x?) - xP)’ (5
=1

= F+SX(D) (F+)/.

Seja S; =F S;(1D>F. Recordando ainda que FF' = I e as propriedades da inversa generalizada
de Moore-Ponrose do Lema retiram-se as seguintes relagoes:

SyS;Sy = F*S, o) (FY)F'S_}, FF'S () (F1)
= F7S,0) (FFY)'S_},) Sy o) (FT)
=F*S, o) (F)
= Sy,

S;SyS: = F'S_}, FF*S, ) (F*)F'S_L, F
=F'S, 1, Sxo) (FFT)S ) F
-1
= F/SX(D) F

*
= Sy7
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(SyS%) = [F*S o) (FF)F'S (1D)F}
— [F*S o) (FF )S*}D)F}
= [FS,0) S F]
:(F+ )
=F*
=F SX<D)S;(1D)F
=F'S, o) (FF")'S |, F
=F'S,0)(F")F'S_, F
=S,St

(S3Sy) = [F'S_}, FFFS, ) (T }

i

[F S Sy (Fﬂ}
= [F'(F1)]

[(FHF)]

F'F

=F"FF'F

= (FTF)FF*

= FFFH(FtY

= F,S;(ID) SX(D)FF+(F+)/
=F'S_,, FF'S, ) (F1)
=S} Sy

Estas relagoes mostram que Sj, relativa a matriz Sy, satisfaz (P1)-(P4) do Lema pelo que
Sy ¢ a inversa generalizada de Moore-Penrose de Sy, ou seja, S;,r = Sj e, consequentemente,

MD?2 <Xl(D)> _ (xl(D) _ i(D))’ s, (XI(D) _ i(D))
= (Fy, — Fy)'S_}, (Fy, — Fy)
= (Yl - y),F/S;(ID)F(YZ - y)
=y, —9)'S;(yi —¥)
=y — yys;()’l -y)
=MD?(y;) 1=1,2,...,n

Agora, usando o Teorema e a notagao em ([2.28)), obtém-se
MDQ(Xl(j)) = MDQ(XI(D)) = MD?(y,), para j=1,2,...,D—1,

completando, assim, a prova. O
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O resultado do Teorema é invalido do ponto de vista da robustez. A igualdade da
distancia de Mahalanobis para as transformacoes clr e alr é valida apenas para as estimativas
nao robustas definidas pela média aritmética e matriz de covaridncia da amostra, visto que
para estimadores robustos, como é o caso do estimador [MCD] o teorema néao é valido. Para
o caso de se considerar o estimador [MCD] na estimagao dos parametros populacionais p e X,
outro resultado para a distAncia de Mahalanobis é conhecido. Antes do enunciar recorde-se
uma propriedade das matrizes inversa enunciada aqui sob a forma de Lema.

Lema 2.7.2. Se uma matriz quadrada A tem uma matriz inversa B a direita ou & esquerda,
entao A € nao singular e B € uma inversa de A.

Teorema 2.7.3. As distancias de Mahalanobis para dados transformados por ilr sdo as mes-
mas que no caso da transformacdo alr se a estimativa de localizagdo T e a estimativa de
covaridncia C forem equivariantes afim.

Atendendo ao Lema tem-se todas as condi¢oes para demonstrar o Teorema [2.7.3

Demonstracio. Seja x(P) y e z matrizes que resultam das transformacoes alr, clr e ilr,
respetivamente, para uma composicio x € SP. Observe-se que a variavel D é escolhida
como sendo a variavel razao para a transformagao alr. Da prova do Teorema [2.7.2] sabe-se
x(P) = Fy e y = F™x(P). Considere-se as relaces existentes entre a transformacéo clr e
ilr enunciadas em e . Consequentemente, das transformacoes alr e ilr é possivel
obter os resultados seguintes:

— FV'z, por [2.17)

z=Vy
= VF*xP) pois y = Ftx)
onde FV’ e VFT sio ambas matrizes quadradas de dimensao (D — 1) x (D —1). Além disso,

partindo da expressao y = Fx(?) multiplicando por V do lado esquerdo e usando as relagdes
descritas anteriormente, de forma detalhada tem-se o seguinte resultado:

y = Frx(P)

Vy = VFx(P)

z = VFtx(P)

FV'z = FV'VFx()

& xP) = FV'VF+x(P) (2.29)

Tt 0

Face ao resultado obtido em ([2.29) e comparando ambos os membros resulta que FV'VF' = 1.
Entao, pelo Lema VFT' ¢ a matriz inversa da matriz ndo singular FV’. Por fim,
utilizando (2.24) e o Teorema resulta em

MD?2(z) = MD? (VF+X<D>) — MD?2 (X(j)>
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O Teorema completa as relagdes entre as trés transformagoes mencionadas. Quando se
utilizam estimativas classicas, isto é, a média aritmética e a matriz de covariancia da amostra
(total), as trés transformagoes conduzem as mesmas distancias de Mahalanobis. Visto que
a detecao de observacoes atipicas é mais confidvel com estimativas robustas serao estas a
considerar no calculo da distancia de Mahalanobis. Contudo, verifica-se que as distancias de
Mahalanobis robustas sdo as mesmas para os dados transformados por alr e ilr, desde que as
estimativas utilizadas sejam equivariantes afim.

Portanto, optar pela transformagao alr ou ilr serd uma decisao que cabe ao analista
decidir. Contudo, tendo em conta as caracteristicas destas duas transformacoes enunciadas
nas Subsecgoes e respetivamente, a transformacao ilr prevalece sobre a segunda
0 que torna o processo de decisdo e posterior analise dos dados composicionais mais facil e
vantajoso.

Relativamente & transformacao clr constatou-se na Subsecgao que esta resulta em
dados colineares. Tal facto torna-a inapropriada em técnicas estatisticas robustas baseadas
na matriz de covariancia [11]. No caso das distancias de Mahalanobis robustas, as estimativas
de p e X sao obtidas pelo estimador [MCD] que s6 pode ser determinado para conjuntos de
dados nao singulares cuja caracteristica da matriz de dados seja igual ao nimero de variaveis
[14]. Deste modo, a transformagao clr torna-se desaconselhével em dados que contém outliers
na qual uma abordagem robusta deve ser tida em conta.

A transformacao ilr ndo apresenta o problema da colinearidade, pois a matriz de cova-
ridncia resultante desta transformacgao X'z é nao singular, (|Xz| # 0) [6]. Além disso, goza
de propriedades estatisticas compativeis com qualquer tipo de anélise estatistica no espaco
Euclidiano. Assim sendo, esta transformacao é a ideal na detecao de outliers em dados com-
posicionais.

Apesar do que se pode concluir anteriormente, quando se pretende representar os dados
composicionais num biplot a fim de se identificar os outliers, a transformagao ilr tem a desvan-
tagem de que as novas varidveis nao sejam diretamente interpretaveis em termos das varidveis
originais. E, portanto também se torna ttil o uso da transformacao clr na analise grafica

destes dados (ver Subsecgao [3.2.4)).

2.8 Componentes irregulares

Como referido em secgbes anteriores, a anélise de dados composicionais baseia-se nas log-
razoes entre as partes da composicao, pelo que as composi¢oes devem ser abordadas em termos
de relagoes logaritmicas. Isto implica que as componentes que assumem valor zero nao po-
dem ser tratadas diretamente neste contexto uma vez que o logaritmo de zero nao existe.
Infelizmente, os zeros ocorrem com bastante frequéncia em conjuntos de dados. Zeros e valo-
res ausentes (missing values) sdo, portanto, componentes irregulares segundo a qual deve-se
adotar métodos apropriados a fim de se conseguir lidar com este tipo de componente [6].

Atendendo & natureza das componentes irregulares, existem vérias classificagoes que podem
ser atribuidas. Os zeros podem assumir trés tipos de classificagdo: zeros estruturais (structural
zeros), zeros arredondados (rounded zeros) ou zeros de contagem (zero counts). Dada a
natureza dos dados de qualquer um dos trés conjuntos a analisar na presente dissertagao (dados
de contagem) a existéncia de componentes irregulares corresponderao a zeros de contagem.
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Numa analise estatistica, quando os conjuntos de dados contém componentes irregulares,
nem sempre a maioria dos métodos pode ser aplicada diretamente a esses conjuntos . Uma
forma intuitiva de lidar com esta questao seria retirar as observacoes. Contudo, no caso
multivariado, pode resultar numa grave perda de informagao [36]. Em vez de se excluir essas
componentes é preferivel optar por um pré-processamento dos dados e preencher/substituir
os espacos com valores apropriados, designando-se este procedimento por imputagdao. Apos
os dados em falta terem sido imputados, o conjunto de dados pode ser analisado pelas usuais
técnicas estatisticas multivariadas.

Ao longo das ultimas décadas, para a imputacao de zeros e valores ausentes, muitos algorit-
mos baseados em modelos foram desenvolvidos. Os métodos multivariados mais aconselhéveis
sao baseados nas semelhancgas entre os objetos e/ou variaveis. De todos os métodos que exis-
tem apenas abordar-se-4 o mais conhecido baseado na distancia do k-vizinho mais préximo
(k-Nearest Neighbor, k-NN).

De seguida, analisar-se-4 em mais pormenor o tipo de componente irregular e o algoritmo k-
NN escolhido para imputagao. Para mais detalhe sobre a classificagao de zeros e os algoritmos
destas componentes irregulares recomendo a leitura das seguintes referéncias: Pawlowsky et
al 2015 (]6]) e Filzmoser et al 2018 (|19]).

2.8.1 Zeros de contagem

Dos trés conjuntos de dados para estudo na presente dissertagao apenas um, o conjunto
de dados relativo a habilitacdo académica, contém observagoes “incompletas”, ou seja, tem
componentes irregulares. Recorde-se que estes dados dizem respeito a contagens de pessoas
que afirmaram, nos Censos de 2011, que no periodo de 2005 a 2011 mudaram de residéncia
passando a habitar no municipio em causa. De acordo com as contagens obtidas, ha municipios
onde nao se observam quaisquer novos residentes em algumas categorias do conjunto de dados
por habilitacao académica. Consequentemente, este conjunto possui caracteristicas que levam
a presenga de componentes irregulares. Observou-se ao todo 86 municipios repartidos por
quatro variaveis (partes da composi¢ao), onde se observa zeros de contagem. Considere-se o
seguinte exemplo, contendo apenas seis desses 86, relativo a esse conjunto.

Do conjunto de dados em questao foram extraidas as informagoes presentes na Tabela
A cada municipio faz corresponder a proporcao de habitantes com doutoramento entre
os que se deslocaram para esse municipio. Por exemplo, para Abrantes observa-se o valor
0.00283. Significa que 0.283% dos habitantes de Abrantes em 2011, que l4 nao residiam em
2005, tinham Doutoramento. Em contrapartida, verifica-se que Aguiar da Beira, Alfandega da
Fé e Alijo tém valores ausentes, ou seja, entende-se que estes municipios ndo tém habitantes
que foram residir para esses municipios tendo como habilitacao académica um Doutoramento.

Tabela 2.6: Proporcao de habitantes que se deslocaram em cada municipio com Doutoramento.

Municipios Proporgao com Doutoramento
Abrantes 0.00283
Agueda 0.00219
Aguiar da Beira 0
Alandroal 0.01533
Alfandega da Fé 0
Alijo 0
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Observando entao a existéncia de zeros no conjunto de dados, é importante atribuir uma
classificacao a estes zeros. De acordo com as trés classificacbes mencionadas previamente,
pode-se descartar a hipdtese de serem zeros arredondados uma vez que os zeros nao provém
de nenhum valor que necessite de arredondamento. Os zeros estruturais sdo valores intrin-
secamente zero devido a uma dada limitagao. Diz-se que uma determinada variavel tem um
zero estrutural numa dada observacao quando essa parte nao estd adequadamente definida
ou simplesmente nao pode existir devido a alguma razao pré determinada [37]. Ora, ndo ha
nenhuma restrigao/condigao/circunstancia fisica/legal/natural que impega os municipios de
terem residentes com Doutoramento. Por isso, elimina-se o pressuposto dos zeros serem es-
truturais. Todavia, dado que a informagado das observagoes corresponde a contagens, a sua
natureza leva a concluir que os zeros presentes nos dados sao zeros de contagem.

2.8.2 Algoritmo k-NN para imputagao

O método do k-vizinho mais proximo é um dos métodos mais utilizados para lidar com
componentes irregulares. A ideia deste método é usar uma medida de distancia para encontrar
as k > 1 observagoes mais similares de uma composicao, e preencher /substituir as componentes
irregulares usando a informagao variavel dos vizinhos [36].

No contexto dos dados composicionais, a medida de distancia apropriada deste método é a
distancia de Aitchison (definida na Secgao . Quando uma composi¢ao contém componentes
irregulares em varias partes, a imputagao ¢ feita sequencialmente (uma célula apds a outra),
procurando os k vizinhos mais proximos entre as observagoes |36]. Esta opgao é preferida
entre varias alternativas possiveis (ver [36]), pois permite que o analista possa escolher as k

observagoes durante a imputagao sequencial.

O método do k-NN usado para imputacao é numericamente estavel uma vez que nenhum
esquema iterativo é requerido. No entanto, contém algumas limitagoes. Particularmente, o
numero ideal k tem que ser determinado sendo, geralmente, obtido por simulagdo. De forma
aleatoria seleciona-se observacoes que serao omitidas e estima-se os espacos vazios com base
em diferentes valores de k, medindo o erro entre os valores imputados e os valores originais
das observagoes. O valor de k que gerar o menor erro pode ser considerado como o k 6timo.
Uma outra limitagao diz respeito ao seu uso sobre amostras de tamanho reduzido uma vez
que poucos “bons” vizinhos podem estar disponiveis |21, |19].

Para calcular a parte que falta de uma composicao, o algoritmo k-NN baseia-se na mediana
das observagoes que correspondem aos k vizinhos mais proximos. Como as proporgoes entre
as partes s@o as mesmas para composicoes proporcionalmente equivalentes, as observagoes
precisam primeiro de ser ajustadas de acordo com o tamanho total das partes [19]. Veja-se a
seguinte descrigao do algoritmo [36].

Considere-se uma composicao x; = (21, %2,...,2p), com [ = 1,2,...,n, e seja M; C
{1,2,..., D} o conjunto de indices correspondente as partes omissas da composi¢ao x;. Entéao,
O, ={1,2,...,D} \ M refere-se as partes composicionais de x; “preenchidas”, isto é, que nao
contém as partes com valores omissos. Para imputar esses valores omissos x;;, para Vj € M,
sao consideradas as partes preenchidas nas posigoes j e em Oy, e sao identificados os k vizinhos
mais préoximos Xj,,Xy,,...,X;, para a composicao x; usando a distancia de Aitchison. A
j-ésima parte da composicao de todos os k vizinhos mais préximos é de interesse para a
imputacao. Primeiro, essas partes precisam de ser ajustadas por fatores que comparam o
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tamanho das partes de O;. Os fatores de ajuste sdo obtidos por:

EOEO[ Lio
Zoeol Lo

fu. = , para k=1,2,... k. (2.30)

Utilizar estes fatores como pesos para as observagoes torna os k vizinhos mais proximos com-
paraveis. O valor imputado substituindo a parte omissa x;; ¢

l‘fj = mediana{fula:llj, fll2xl2j7 N fllka}lkj}.

Usando a mediana obtém-se robustez para os outliers nas partes j dos k vizinhos mais proxi-
mos. Embora a escolha dos pesos de ajuste em seja coerente com a definigdo de dados
composicionais, uma versao mais robusta é preferivel. A sugestdo proposta na literatura é
usar os fatores de ajuste dados por:

mediana,co, T1o

= , para k=1,2,...,k, (2.31)

mediana,eo, 21,0
que tem mostrado levar a resultados mais estéveis para dados que contém observagoes atipicas.

Considere-se o exemplo esquematizado pela Tabela 2.7 Pela sua visualizagao, ao todo
existem 10 municipios que podem ser agrupados em 4 grupos diferentes consoante as partes
da composigdo com zeros de contagem, referenciados pelas siglas NA’s, presentes nos varios
tipos de habilitagoes académicas.

Tabela 2.7: Alguns municipios que possuem zeros de contagem (NA’s) nas diferentes partes das suas
composigoes.

Habilitagoes académicas

Municipios Bacharelato  Doutoramento  Ens. Pos Secunddrio Mestrado
Aguiar da Beira — NA NA —
Barrancos — NA NA —
Boticas — NA NA —
Corvo — NA NA —
Tabuaco — NA NA —
Calheta (R.A.A.) NA - - -
Penamacor — NA NA NA
Vila Nova de Paiva — NA NA NA
Terras de Bouro — NA — NA
Vila Flor - NA — NA

Suponha-se que se pretende utilizar o algoritmo k-NN para efetuar a imputagdo dos zeros
de contagem referente ao municipio da Calheta (R.A.A.). Ora, esta composi¢ao possui apenas
um zero de contagem no Bacharelato para ser imputado. Escolhendo k£ = 3 como sendo o
numero de vizinhos mais proximos, o algoritmo iré4 determinar pela distancia de Aitchison
as trés composigdes mais proximas da composicao que se pretende imputar. Visto que o
conjunto de dados por habilitacao académica possui outliers, o algoritmo ao selecionar as trés
composigoes determina os fatores de ajuste baseados na mediana das observacoes, seguindo a

formula (2.31).
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A imputagao dos zeros de contagem foi realizada, separadamente, para valores diferentes de
k, nomeadamente k = 2,3,4 e 10. Constatou-se que os resultados da imputagao nao variavam
com a escolha de k. Assim, para prosseguir com a anélise dos dados demograficos, por mera
op¢ao, selecionou-se k = 3.

Aplicando o algoritmo as composigoes anteriores, o resultado é apresentado na Tabela [2.8]

Tabela 2.8: Resultado do algoritmo k-NN para imputagao dos zeros de contagem para os diferentes
municipios assinalados pela sigla NA na Tabela @

Habilitagoes académicas

Municipios Bacharelato  Doutoramento  Ens. Pos Secunddrio  Mestrado
Aguiar da Beira — 0.00117 0.00703 —
Barrancos — 0.00221 0.01993 —
Boticas — 0.00303 0.01643 —
Corvo — 0.00289 0.01300 —
Tabuago — 0.00334 0.01197 —
Calheta (R.A.A)) 0.02072 - - -
Penamacor — 0.00166 0.00777 0.00807
Vila Nova de Paiva — 0.00540 0.00513 0.00725
Terras de Bouro — 0.00287 - 0.01099
Vila Flor — 0.00275 — 0.00852
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Metodologias Graficas

3.1 Estatistica descritiva de dados composicionais

Na estatistica descritiva, o foco principal é resumir informagcao acerca de um determinado
conjunto de dados. Medidas estatisticas usuais como a média aritmética, a varidncia ou o
desvio padrao para uma variavel ou, ainda, a matriz de covaridncia no caso multivariado sao
ferramentas proeminentes para sumariar o conjunto de dados a analisar.

As medidas estatisticas da analise multivariada nao sdo muito informativas para os dados
composicionais devido as suas caracteristicas particulares. Tentativas de aplicar estas medidas
as composicoes originais que obedecem & geometria de Aitchison sdo bastante problemaéticas.
Tal facto deve-se a que as medidas estatisticas nao lidam com o principio de invaridncia de
escala (Secgao [19]. Portanto, se tais medidas devem ser interpretaveis diretamente em
termos de partes de uma composicao, abordagens alternativas sao necessérias. Nesta subseccao
apresentar-se-4 um conjunto de medidas estatisticas aplicadas a dados composicionais para
que informacao tutil e vantajosa possa ser extraida.

Uma alternativa adequada a média aritmética quando o espago de resultados é o simplex
caracteriza-se pela média geométrica das componentes [38]. Neste contexto a média geométrica
é designada por centro uma vez que caracteriza o centro da distribuicao da amostra em questao.
A sua definigao é apresentada de seguida.

Definigao 3.1.1 (Centro). Seja X = [zy4], | = 1,2,...,n, d = 1,2,..., D, uma amostra

aleatoria de | composi¢coes de D partes. O centro da amostra € o vetor de médias geométricas
das partes definido por

1 1 1
cen(X) =C (H :cH) , (H x12> ey (H $ZD> )
=1 =1 =1

onde C(.) € a operagao de fecho.

Exemplo 3.1.1. Designa-se por X53 uma amostra de 5 composigoes de 3 partes, z1, x2 € T3,
do conjunto de dados por situagao profissional que representam, respetivamente, as variaveis
Desempregado, Empregado e Inativo. Considere-se essas 5 composi¢oes que correspondem aos
municipios de Beja, Esposende, Ilhavo, Sines e Viseu.
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A matriz X ¢é dada por

0.104 0.510 0.386
0.068 0.546 0.386
0.094 0.561 0.345
0.072 0.571 0.357
0.094 0.502 0.404

Segundo a Definicao o centro da amostra X é obtido por

5 3 /5 5 /5 3
cen(X) =C <H 3611) : (H 9012) ; <H 3613)
=1 =1 I=1

= C(0.085,0.537, 0.375)
= (0.085,0.539,0.376).

Portanto, a média aritmética de X é o vetor (0.085,0.539,0.376) na qual estao representadas
as médias geométricas das 3 partes/componentes.

Como medida de variabilidade dos dados composicionais existe a variancia de log-razao
(logratio variance) entre duas partes composicionais, definida a seguir.

Definigao 3.1.2 (Variancia de log-razdo). Seja x € SP wma composi¢io de D partes. A
varidncia de log-razao entre duas partes x; e x; € dada por

€T
Tij = var | In — | .
Tj

De forma a que se obtenha uma ideia mais abrangente sobre a variabilidade dos dados
composicionais é necessario calcular a varidncia de log-razao entre todos os pares de partes das
composigoes da amostra. Deste modo, obtém-se uma matriz de variagdo (variation matriz),
enunciada em seguida |2, 6].

Definigao 3.1.3 (Matriz de variagao). Seja X = [x4], | = 1,2,...,n, d =1,2,...,D, uma
amostra aleatdria de n composicées de D partes. A matriz de varia¢ao de X é uma matriz
quadrada D x D, denotada por T, que determina a varidncia das log-razoes entre partes da
composicao, sendo definida da sequinte forma:

T = [Tij] = [var(ln%)] , 1,7=1,2,...,D.
Lj

Perante esta definicdo tem-se uma matriz simétrica e com a diagonal preenchida por ele-
mentos nulos, isto é,

0 7120 T3 T4 .. 1D
0 723 T24 T2D
0 T34 T3D
T =
0
TD—-1,D
L 0 -
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Exemplo 3.1.2. Tendo em conta o Exemplo|3.1.1] a matriz de variagao de X é

0 0.093 0.206
T = 0 0.134
0

Com esta matriz realga-se o facto de que a maior variacao entre duas componentes provém da
relacao entre Empregado e Inativo, registando-se 113 = 0.206. Por outro lado, a menor variagao
é entre Empregado e Desempregado com um valor de 1o = 0.093. Tal significa entdao que o
racio entre proporcao de EFmpregado e Desempregado é pouco variavel entre os 5 municipios, ao
contrario do racio entre proporcao de Empregado e Inativo que apresenta maior variabilidade.

Alternativamente & matriz de variacao, pode obter-se uma matriz de variacdo normalizada
(normalized variation matriz) para dados composicionais tendo como suporte a Defini¢ao
[6]. Adicionando uma constante de normalizac¢ao aos elementos da matriz de variagao,
obtém-se

7h=var| —=In— | = =7y,
1] . 17
V2 Lj 2
e, consequentemente, sendo T" = [7’2}}, tem-se que T* = %T, e a matriz T* continua a ser

simétrica com a diagonal de zeros.

Admitindo a normalidade das log-razoes, em [6] deduziu-se o estimador de maxima vero-
similhanca para a varidncia de log-razao dado por

1L 1y 2 lﬁ(Xz’) ?
TZ]_EZ H;U—HA ‘ s

=1 9(x;)

onde §(x;) e g(x;) correspondem, respetivamente, as médias geométricas dos vetores de partes
X; € Xj.

Por ultimo, para fins tedricos, é importante certificar-se de que a variabilidade total de
um conjunto de dados composicionais nao depende de uma representacao de coordenadas
especifica. Para se medir a dispersdo global de uma amostra de dados composicionais X,,x p,
utiliza-se a variagdo total (Sample total variance), sendo a sua definicdo exibida a seguir.
Observe-se que, por vezes, a variancia total ¢ também designada por variancia métrica (metric
variance) [9].

Definigao 3.1.4 (Variancia total). Seja X = [z14], | = 1,2,...,n, d = 1,2,...,D, uma
amostra aleatoria de n composicées de D partes. A wvaridncia total da amostra X € definida
do sequinte modo:

1 D D . 1 D D 1 D D
totvar(X) = 5D ZZUCLT (ln m;) =3D ZZTU = BZZTZ

i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1

Exemplo 3.1.3. Perante o ultimo exemplo apresentado, a varidncia total é dada por

1
totvar(X) = 5(0.093 +0.134 + 0.206) = 0.144.
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3.2 Representacao grafica de dados composicionais

A representacdo grafica de um conjunto de dados é um método muito vantajoso em qual-
quer analise exploratoria de dados uma vez que permite ao analista visualizar tendéncias nos
dados. No contexto da analise de dados composicionais duas ferramentas visuais podem ser
utilizadas, nomeadamente, os diagramas ternarios e os biplots.

Os diagramas ternarios sao graficos de dispersao fechados de trés componentes usados para
representar os dados composicionais no simplex S2, na sua forma natural: composicional e
relativa, sem haver a necessidade de aplicar uma transformacao. Porém tém a particularidade
de que apenas podem exibir somente trés partes de composigoes.

Em 1971 Gabriel introduziu o biplot, um grafico para dados multivariados que permite
visualizar simultaneamente os individuos e as variaveis no mesmo esbogo. Mais tarde, em 2002,
Aitchison e Greenacre adaptaram a metodologia biplot a dados composicionais. Atendendo a
que o objetivo desta dissertacao centra-se na detecao de outliers multivariados, uma anélise
robusta deste grafico deve ser tida em consideragao.

Nas subseccoes seguintes apresentar-se-a4 a teoria por detrés destes dois métodos e as
ilustragoes sobre cada um deles serao apresentadas no Capitulofd] onde uma abordagem prética
das técnicas de analise serdo aplicadas ao conjunto dos dados demograficos.

3.2.1 Diagrama ternario

O diagrama ternario resulta da representacao dos dados composicionais com uma restrigao
de soma constante, isto é, o grafico exibe uma visualizacao grafica do simplex de trés partes,

93 = {X: (z1,72,23) €R3 | 1 >0, 29 > 0, 23 >0, o1 + 29 + 23 :k},
para uma dada constante k, geralmente 1 ou 100 para os casos de proporgoes ou percentagens,
respectivamente [19).

A malior parte da literatura aplicada a analise de dados composicionais, essencialmente em
Geologia, restringe os graficos a (sub) composigoes de trés partes visto que a representagao
grafica de composigoes com mais do que trés partes torna-se dificil de visualizar |6]. Para
D = 3, o simplex pode ser representado no plano R? numa superficie triangular com vértices
X1 = [k,0,0], Xo = [0,k,0] e X3 = 0,0, k], tal como mostra a Figura [3.1]

X3

X3

o

X, X2

Xy
X1

Figura 3.1: Representacdo do simplex em R3.

o6



Capitulo 3. Metodologias Grdficas

Definigao 3.2.1 (Diagrama Ternario). Um diagrama terndrio € um tridngulo equildtero de
vértices Xy, Xo, X3 sendo o comprimento de cada segmento considerado como propor¢do
de uma parte dada, isto é, um dos lados € iqual a 2k para k = x1 + x9 + 3, onde uma
composicao X = (x1,x2,x3) € representada a uma distancia xy do lado oposto ao vértice Xy, a
uma distdncia xo do lado oposto ao vértice X9 e a uma distdncia x3 do lado oposto ao vértice
X3.

Na Figura visualiza-se o diagrama ternario no plano R? que é uma representacio
do triangulo observado na Figura Geralmente, o tripleto (z1,x2,23) é designado por
coordenadas baricéntricas de x e o centro do diagrama ternario denominado por baricentro.

X3

X2 X1

Xy Xy

Figura 3.2: Diagrama ternario (adaptado de |2]).

As bordas do diagrama ternario correspondem a marginais nulas na representacao em R?,
da Figura [3.1] e os proprios vértices representam composi¢cdes com uma parte igual a k e as
restantes duas partes iguais a zero, conforme referido anteriormente. A soma das distancias
permanece constante para qualquer escolha das partes de x [19).

A construcao de um diagrama ternario em R? inicia-se com a representacio dos vértices
em coordenadas cartesianas, no sentido contrario dos ponteiros do relégio. Assume-se que
X1 = (up, vp) sao as coordenadas do vértice X; (Origem) e os restantes vértices sdo Xo =
(up + 1, vo) e X3 = (up + %, v + ?), onde a segunda coordenada do vértice X3 se obtém
pelo teorema de Pitagoras. Deste modo, o diagrama ternério tera a forma exibida na Figura

B3l

1 3
X3 = u0+§,170 +7

X1 = (Uo, Vo) Xy = (up +1,19)

Figura 3.3: Representacao de um diagrama ternario com coordenadas cartesianas.
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Para se representar um ponto correspondente a uma composicao x de trés partes, x =
(1,9, x3), fechado para uma constante k, torna-se necessario conhecer as suas coordenadas
(u,v), que sao obtidas através da combinacao linear convexa das coordenadas dos vértices,
dada por

1
(U,U) = % (xle + 29 X0 + .%'3X3) .

Para interpretar o diagrama ternario pode-se recorrer & propriedade de que os segmentos
ortogonais que ligam uma composigao x (ver Figura [3.2]) com os trés lados de um tridngulo
equilatero tém soma dos seus comprimentos constante [37]. Assim:

1) uma composi¢ao representada sobre (ou muito proxima de) uma aresta do tridngulo
indica a dominéncia das duas partes que formam essa aresta;

2) uma composigao assinalada sobre um vértice indica a dominancia da parte associada a
esse vértice.

Portanto, ao analisar dados composicionais por meio de diagramas ternarios deve-se ter
em atencao os seguintes padroes:

i. as (sub) composigdes concentram-se num vértice: indica a dominéancia da parte associada
a esse vertice (Figura|3.4] (a));

ii. as (sub) composigoes distribuem-se ao longo de uma aresta: indica a dominancia das
duas partes associadas a essa aresta (Figura (b));

iii as (sub) composigoes agrupam-se em torno do baricentro do simplex: indica que as
partes representadas tém proporgdes aproximadamente iguais (Figura (c)).

©)

X X, X X,

Figura 3.4: Representagdo em diagramas ternarios dos padrdes (i), (ii) e (iii), respetivamente.

Para além destes trés padroes existem ainda mais trés segundo o qual os dados composi-
cionais podem ser representados num diagrama ternario, sao eles:

iv. as (sub) composi¢des formam um padrao linear paralelo a um dos lados: indica que as
proporgoes da parte associada ao vértice oposto nas (sub) composigdes sao (aproxima-

damente) constantes (Figura (a));

v. as (sub) composigoes formam um padrao linear (aproximadamente) perpendicular a um
dos lados: indica que as partes associadas a esse lado sdo (aproximadamente) proporci-
onais (reduzida variabilidade relativa) (Figura (b));

vi. as (sub) composigdes encontram-se dispersas no simplex: indica que as partes apresen-
tam elevada variabilidade relativa entre si (Figura (c)).
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X4 Xz X1 Xz

Figura 3.5: Representacao em diagramas ternarios dos padroes (iv), (v) e (vi), respetivamente.

Ao exibir dados composicionais num diagrama ternario, situagoes que frequentemente cau-
sam problemas sao as caracteristicas apresentadas em (i), (ii) e (iii). Uma forma de contorna-
las é adotar o método de centraliza¢ao que, usualmente, exibira as caracteristicas (iv), (v) e

(vi).

A centralizagao é um caso especial da perturbacao (Defini¢ao[2.2.1)) e consiste em perturbar
cada linha da matriz de dados, com composi¢oes completas, pela inversa do centro, de modo
que o conjunto de dados fique distribuido em torno do baricentro do simplex. Realizar uma
analise com base nos dados centrados permite uma melhor observagao da real tendéncia no
conjunto de dados [37, 3].

Exemplo 3.2.1. Suponha-se que se tem a matriz X do Exemplo [3.1.1] cujo vetor associado
ao centro de X ¢é (0.085,0.539,0.376). Deste modo, a inversa do centro de X é dada por

1 1 1
0.0857 0.539" 0.376

& cent(X) = C < > = C(11.765,1.855,2.660) = (0.723,0.114,0.163).

Portanto, cada observacao (linha) da matriz de dados pode ser perturbada pela inversa do

CentrOE}

0.104 0.510 0.386

0.068 0.546 0.386 0.723
Xe= | 0.094 0561 0345 | & | 0.114
0.072 0.571 0.357 0.163
0.094 0.502 0.404
0.075192 0.058140 0.062918 0.383 0.296 0.321
0.049164 0.062244 0.062918 0.282 0.357 0.361
=C | 0.067962 0.063954 0.056235 | = | 0.361 0.340 0.299
0.052056 0.065094 0.058191 0.297 0.371 0.332
0.067962 0.057228 0.065852 0.356 0.300 0.345

Na Figura visualiza-se o diagrama ternario com os dados composicionais da matriz X
e apo6s aplicar o método de centralizagao. Verifica-se que os dados sofrem uma deslocagao
posicionando-se em torno do baricentro do simplex.

2A operacéo entre matrizes de dados no simplex obedece a regra usual da Teoria de Algebra Matricial, mas
tendo em conta a teoria do simplex. O fecho de uma matriz corresponde ao fecho das linhas.
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(a) Inativo (b) Inativo

Desempregado Empregado Desempregado Empregado

Figura 3.6: Diagrama ternario com os dados composicionais (a) iniciais (b) apés o método de
centralizagao.

Conclui-se que as partes representadas no diagrama (Desempregado, Empregado e Inativo)
tém proporcoes aproximadamente iguais.

3.2.2 Biplot

Para verificar se existe alguma relagdo entre duas varidveis, o grafico de dispersao é das
ferramentas mais utilizadas. O biplot pode ser classificado como uma generalizagao deste
grafico: pretende-se representar um grafico de dispersao contendo marcadores para as varidveis
e para as observagoes.

Definigao 3.2.2.1 (Biplot). O biplot é uma representagao grdfica, em duas dimensoes, de uma
matriz de dados Xy, xp, onde asn linhas correspondentes as observagoes sao representadas como
projecao da nuvem de dados no espaco reduzido e, simultaneamente, sob o mesmo grifico, sdo
representadas as p colunas da matriz de dados através da projecao dos eixos das varidveis
também no mesmo espaco reduzido.

Observagao 3.2.2.1. O termo “bi” em biplot refere-se a representacao conjunta das obser-
vagoes e das varidveis da matriz de dados no mesmo grifico e ndo ao facto da exibi¢ao ser
bidimensional.

Sem perda de generalidade, seja X,,xp uma matriz de dados tal que:

T11 12 ... I1D
r21 X922 ... X2D

X=| . . . (3.1)
Tnl Tp2 ... TnpD

onde o elemento x;; representa o valor da [-ésima observagao na d-ésima variavel.

Habitualmente, a construgdo de biplots inicia-se com uma transformacao da matriz X,
de acordo com a natureza dos dados, para que se obtenha uma matriz transformada sobre
a qual se aplica o biplot. Vérios tipos de transformacao podem ser usados, por exemplo: a
centralizacao em relacao & média geral, a centralizacdo em relacao a média das varidveis, a
normalizacao das varidveis, a raiz quadrada, as transformagoes log-razoes, entre outras |7].

Relativamente aos dados multivariados sem restri¢cées é frequente usar-se a centralizacao
em relagdo & média das variaveis. Deste modo, suponha-se que X em (3.1)) é uma matriz
centrada pela média das variaveis.
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% Decomposi¢ao em Valores Singulares

De forma a que seja possivel representar num biplot a matriz de dados é necessario recorrer
a uma fatorizagdo de X. A Decomposi¢do em Valores Singulares (Singular Value Decompo-
sition, de uma matriz genérica é um dos resultados mais importantes na Teoria das
Matrizes uma vez que permite fatorizar qualquer matriz. Baseando-se neste resultado, Ga-
briel desenvolveu a teoria dos biplots [39].

Qualquer matriz de dados X, «p (para n > D) definida por (3.1), com caracteristica r
(r <min(n, D)), pode ser fatorizada na forma

X = UDW/, (3.2)
designando-se por [DVS|da matriz X, onde

— U,x, é a matriz ortogonal de vetores singulares a esquerda, isto é, vetores préprios de

XX’

— D,x, é a matriz diagonal formada pelos valores singulares positivos, isto é, raizes qua-
dradas dos valores proprios de X’X dispostos por ordem decrescente: d; > dy > ... >
dy, > 0;

— Wy, é a matriz ortogonal de vetores singulares & direita, isto ¢, de vetores préprios de

X'X:

Observacao 3.2.2.2. Se X tem dada por , entao a transposta de X tem dada
por X' = WDU'.

Pelo teorema de Eckart-Young (|40]) pode-se usar os primeiros maiores r* < r valores
singulares e correspondentes vetores singulares para obter uma matriz X = [%14] de dimensao
n x D e caracteristica r*, sendo esta a melhor aproximagao no sentido dos minimos quadrados
de X, ou seja, tal que

n D
X =X = | DD (w10 — 1a)? = = min||X — Y|, (3.3)
=1 d=1
para todas as possiveis matrizes Y de caracteristica r*, onde ||.|| denota a norma matricial de

Frobenius. A solugao do problema (3.3)) é
X = XP,

onde Ppyp = W, W/, e W, é uma matriz ortonormal, D x r*, cujas colunas correspondem
4 . . . . . . . . /
aos vetores proprios associados aos primeiros 7* maiores valores proprios da matriz X'X [41].

Para r* = 2, a matriz X seria dada por

Uil u21 U1 21

- ul2  U22 di 0 Vi2 V22
X = 3.4
. 0 dy (3-4)

Uln U2n V1D V2D
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O biplot da matriz de dados X é construido com base na matriz aproximada X, no espaco
reduzido de dimensao r* = 2. A precisdo desse biplot diz respeito & precisdo na aproximacao
de X por X, e a qualidade da aproximacao em 1) corresponde & proporc¢ao de variabilidade
explicada, usualmente expressa em percentagem, dada por
d? + d3
T = =5 X 100%.
2= 4
* Biplots

Apresentada a Decomposigao em Valores Singulares segue-se de forma simplificada o con-
teado subjacente & construcao e interpretacao dos biplots.

Seja X xp = [X1X2... Xp] a matriz de dados com caracteristica r fatorizada por (3.2)),
isto ¢, X = UDW'. Para0<a <1, a pode ser escrita da seguinte forma:

X = UD!'"*(WD?)

Definindo
G =UD!™@ (3.5)
H = WD~
obtém-se
X = GH'. (3.7)

A matriz G tem dimensao n x r existindo uma correspondéncia entre as linhas de G e as
observagoes da matriz X. Por sua vez, H tem dimensao D X r havendo uma correspondéncia
entre as linhas de H e as variaveis da matriz X [16]. Deste modo, o biplot no espa¢o R" tem
a propriedade de que o produto escalar entre a [-ésima linha de G e a d-ésima coluna de H' é
igual ao elemento x4y da matriz X |7].

Quando aplicado na pratica, representado em R?, nem sempre é possivel obter uma repre-
sentacao grafica exata, exceto se a matriz X tiver caracteristica r = 2 e, assim, o biplot é repre-
sentado num espaco de dimensao reduzida essencialmente de duas dimensoes, R?, tornando-se
mais facil a sua interpretacao.

Para r = 2, a [DVY| fornece uma decomposigao adequada para a fatorizagao da matriz
X obtida em 1) conforme apresentada em |D Consequentemente, escolhendo G =
(d%_aul dé_aug) e H = (d{'vy d§va) resulta

i di_aun d%_aum
X_G_H/_ dl_o“u,12 d2_au22 d%?}ll d‘f‘vlg dclxle
- - 5 ; dSvar  dSvae ... dSvep
L d%_auln d%_auﬂn
[ g1
g2
=| 7 | [l hy ... hp], (3.8)
L 8n
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onde os n vetores g;,8,...,8,, representarao os n marcadores das n observacgoes e os D
vetores hy, hs, ... hp representarao os D marcadores das D variaveis descritas na matriz X
que serao representados graficamente no biplot.

A constante a € [0,1] é designada por parametro de forma e consoante o valor que se
escolha em e obtém-se diferentes biplots. Os diferentes valores de « fornecem
exatamente a mesma matriz de aproximacao e destacam diferentes aspetos da matriz de dados.
Para a interpretacao do biplot, os dois valores de o mais usados sao « =0 e a =1 [7]. Cada
escolha origina um biplot com caracteristicas e interpretagoes diferentes.

Observagao 3.2.2.3. No caso do parametro de forma, o € [0,1], tomar o valor « = 0.5, o
biplot correspondente designa-se na literatura por[SQRT] biplot. Com este tipo de representagao
atinge-se a mesma qualidade de representacdo para os individuos e varidveis. No entanto, essa
qualidade ndo € mdzima nem para os indiwiduos nem para as varidveis como quando se obtém
fazendo a =0 e a = 1, respetivamente.

Independentemente da escolha de n a construgao do biplot é feita sobre as duas primeiras
componentes principais resultantes da aplica¢ao de|Anéalise de Componentes Principais| (ACP))
sobre a matriz de dados X.

Dada uma matriz de dados X definida por , para realizar uma é necessario obter
0s vetores proprios e os valores proprios da matriz de covaridncia amostral S = ﬁX'X de
X. Os vetores proprios de S correspondem a cada uma das colunas de W que definem os
coeficientes das componentes principais e sdo proporcionais aos marcadores hy,hs,... hp a
representar no biplot.

Em (3.2)), ao multiplicar & direita ambos os membros por W obtém-se XW que representa
0s scores, ou seja, os individuos nas componentes principais, dado por

XW = UDW'W = UD. (3.9)
Tal significa que
(XW)'(XW) = (UD)'(UD) = DU'UD = D?, (3.10)

onde D? & uma matriz diagonal D x D contendo os valores proprios de S por ordem decrescente,
d2>d3>...> d% > 0, que representam os quadrados dos valores singulares de X contidos
na diagonal da matriz D. Por , as varidncias das componentes principais coincidem,
a menos de uma constante igual a (n — 1), aos valores proprios de X'X. Assim, quando se
tomam as duas primeiras componentes principais (isto é, a representagao dos individuos pelos
seus scores) ter-se-a4 a melhor qualidade de representacao das observagdes, ou seja, a maxima
variabilidade das observacoes no espago de dimensao dois. Por e , tal ocorrera
quando os marcadores g;,8s, - - ., 8, dos individuos forem representados pela matriz XW, ou
seja, UD.

# Biplot com a =1

Para a = 1, as matrizes G e H definidas em (3.5)) e (3.6]), respetivamente, ficam do seguinte
modo:

G=U e H=WD, (3.11)
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com X = GH'. Prova-se que esta fatorizagdo preserva a métrica das colunas (Column Metric
Preserving), favorecendo com maxima qualidade a representacao das variaveis [42]. O biplot
associado a esta fatorizagao é frequentemente denominado na literatura por biplot classico de
Gabriel, ou ainda, de modo menos comum, por biplot de covaridncia ou GH biplot.

A [Anélise de Componentes Principaisl ¢ um método fundamental no processamento de
dados exploratorios para obter informagao sobre a estrutura dos dados multivariados [19].
Este método foca-se em explicar a estrutura de covaridncia dos dados através de novas varié-
veis, designadas por componentes principais, que sao definidas como combinagoes lineares das
variaveis originais, reduzindo a dimensionalidade dos dados.

Tendo em conta (3.7), a matriz de covariancias amostral de X sera dada por

1 1
X'X =
n—1 n—1

1 1
= | ——HG’ ——GH' ).
(F=me) (=)
Dado que G = U, tem-se que G'G = U'U = Ip, resultando que
1

n—1

S = (GH')GH'

S = HH'. (3.12)

Como H ¢ dado pelos marcadores hy, hg,...,hp de acordo com (3.8) tem-se que:

h;
HH' = EQ [hy hy ... hp]
| ho
[P (hyhyg)
| (h;,hg) ... |lhp][?

e, portanto, igual a (3.12]) significa que
o ||hy|]? = (n—1) var(X))
e (h;,hj) =(n—1) cov(X;, Xg)
ou seja, geometricamente tem-se que
e 0 comprimento do marcador h; é proporcional ao desvio padrao da variavel X;
e 0 cosseno do angulo entre marcadores h; e hy é proporcional & correlagao entre X; e Xy,
isto é,
(h;, hg)
cos(hy, hy) = —"——
|| [hall
_ cov(Xy, Xy)
V/var(X;)var(X,)

= correlagao entre X; e Xy
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Para que os comprimentos das setas associadas as colunas X1, Xs,..., Xp da matriz X
correspondam aos valores dos desvios padrao descritos na diagonal de S, deve-se conceber em

(3.7) a seguinte fatorizagao [25]:

X:@T:Wm4®<wiiw>

Assim, devera ser tomado os marcadores g;,8s,...,8, ¢ hi,ho,... h, das linhas de G* =
Vn—1G e de H* = \/anlH', respetivamente.

# Biplot com a =0

Para a = 0, as matrizes G e H definidas em (3.5)) e (3.6]), respetivamente, apresentam-se
do seguinte modo:

G=UD e H=W,

com X = GH’. Tendo em conta o que se mencionou atrés, esta escolha de G = UD determina
a melhor representagao de linhas da matriz X pelo que a fatorizagio X = GH' = (UD)W’
preserva a métrica das linhas (Row Metric Preserving), favorecendo a representacao das ob-
servacoes. Por isso, se conclui que este tipo de biplot beneficia a exibi¢ao das observacoes. O
biplot asssociado a esta fatorizagao é habitualmente denominado por JK biplot ou, de modo
menos comum, por biplot de forma.

3.2.3 Biplot composicional

Os biplots para dados composicionais baseiam-se na teoria apresentada na subsecgao an-
terior e adaptados as caracteristicas dos dados composicionais.

Sem perda de generalidade, seja X = [x;49] = [X1 X2 ... Xp] uma matriz n x D de dados
composicionais onde X1, Xo,..., Xp representam as D partes onde se descrevem os dados. A
representacao num biplot do conjunto de dados requer, primeiramente, a aplicagao de uma
transformacao log-razao aos dados antes de centra-los, de modo que os vetores singulares a
esquerda e & direita reproduzam a escala relativa dos dados composicionais |7].

A transformacao log-razao que se usa para construir biplots de dados composicionais é
a transformacao clr. Por conseguinte, o biplot de X é construido com base numa matriz Z
transformada cujas entradas sao as coordenadas clr-transformadas calculadas sobre a matriz
de dados X, tendo sido previamente centrada em relagao a média das colunas [6].

Partindo de X = [X; X2 ... Xp], a transformagao clr desta matriz é denotada por
Z* = [z}], com

D
Lid

1
e Inwzyy — lenxm = Sid — Si+
D
\/ Hd:1 Tid d=1

1 D 1 D
onde s;g = Inxyg e sip = 55> 5 s1a- Logo, 5> 41 2y = 0.

* —
2ld = In
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Da matriz Z* obtém-se a matriz Z = [z4] = [Z1 Z2 ... Zp] das observagoes clr-
transformadas e centrada em relagao & média das colunas, isto &,

n

E (S1d — Si+) = Sid — Si+ — S+d + S+
=1

n
. i 1
21d = 2 —*E Z1g = Sid — Si+ — —
= ld +T

d=1
d _ 1 n _ 1 n D Portant 1 n -0 D 1 _
onde 544 =73 11 S1d € S++ = 75 2=1 2og—1 Sta- Portanto, 5370 zg =0e Yy Inzg =

0.

Assim, sendo Z a melhor aproximagao de Z no sentido dos minimos quadrados, na fatori-
zagao em os vetores g1, 8y, . . ., &, sao designados por marcadores das linhas de 7 e dizem
respeito as projecoes das n composicoes no plano, por sua vez os vetores hy, hs, ..., hp sdo
denominados por marcadores das colunas de 7 referindo-se as projecoes das D coordenadas
clr no plano [6].

Interpretacao do biplot composicional

A Figura[3.7 exibe um biplot de uma matriz de dados composicionais X, «p, para D = 5,
onde se observam os seguintes elementos:

(i) uma origem do referencial que representa o centro O de todas as variaveis (circulo verde);
(ii) pontos denotados como marcadores das n observagoes;

(iii) vetores para cada uma das partes denominados por raios com origem no centro O;

vértices para cada uma das D partes (variaveis) em coordenadas clr-transformadas (cen-
tradas);

(v) segmentos de reta que ligam dois vértices designados por ligagoes (links).

(iv

Figura 3.7: Ilustracado de um biplot de uma matriz de dados X genérica com a seguinte
representagao dos simbolos: e linhas (observagoes); = colunas (variaveis); —— ligagao (razao
entre variaveis); o origem do conjunto de dados (centro O) (adaptado de [7]).

Observagao 3.2.3.1. Os raios sao denotados por hg, com d = 1,2,...,D e a ligagao entre
dois raios hy e hy, nos seus vértices por hg— hy. Observe-se que, geometricamente, esta ligacdo
corresponde o diferenca entre dois vetores (os raios). Num biplot composicional os elementos
bdsicos sao as ligagoes, nomeadamente a sua direcdo e o seu comprimento, e ndo 0s raios tal
como quando se interpreta um biplot de covaridncia.
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Assim, para os biplots de dados composicionais, as ligacoes fornecem as diretrizes para
exploracao da variabilidade dos dados composicionais de acordo com as seguintes propriedades
[37. 16]:

1. A ligacao entre dois raios hy e hy nos seus vértices, hy — hy, indica a variabilidade da
log-razao entre as partes envolvidas, isto &,

X
|hg — hy||? o var <ln Xi) .

De facto, pelas propriedades dos biplots [|39], tem-se que

n

Ihg — byl oc | > (210 — 28)?
=1

n

= Z[Sld — 81+ = Sqd T S+ — (S1k — 814 — Sk + 544))?
=1

n

= | D ls1a = sk — (54a — 51%)]?

=1

n

= Z[ln g —Inay — (Inzyg — Inayy)]?
=1

n n 2
rlg 1 Tid

= > (m2 =N
T N Tk

=1

x 4/ var <lnXk) (3.13)

Conclui-se, portanto, que a distancia entre dois vértices é a menos de uma constante de
proporcionalidade uma aproximagao do desvio padrao das correspondentes log-razoes.
Assim, se a qualidade de representaciao dos dados no biplot for suficientemente elevada,
deve-se ter em conta dois aspetos:

(a) duas variaveis clr-transformadas com ligagdo muito curta entre si significa que as
correspondentes variaveis originais sao proporcionais e tém log-razao quase cons-
tante, coincidindo com valores baixos na matriz de varia¢ao (Defini¢ao |3.1.3));

(b) duas variaveis clr-transformadas com ligagdo muito longa significa que as corres-
pondentes variaveis originais apresentam variabilidade muito grande entre si, coin-
cidindo com valores elevados na matriz de variagao;

Assim, por exemplo, se dois vértices coincidirem (ou quase coincidirem) significa que a

ligagao hy—hy tem comprimento aproximadamente igual a zero e, portanto, var (111 %)

serda 0 (ou aproximadamente 0), sendo o réacio % aproximadamente constante,

N ECADS tant
n Xk ~ constante.
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Consequentemente, neste caso, ha uma redundancia das duas partes envolvidas.

2. O angulo formado pela ligagao hy —hy, (entre as variaveis Z; e Z) e pela ligacao h, —hy
(entre as variaveis Z, e Zp) indica o valor do coeficiente de correlagao entre as duas

log-razoes correspondentes,

X X,
cos(hy — hy, h, — hy) =~ corr <ln X: In Xb) .

De facto, recorrendo a célculos algébricos realizados em (3.13) tem-se que

1O ) Xq
var(Zg — Zx) = —3 Z(zld — z11)? = var | In X, )
=1

e pelas propriedades dos biplots [39], obtém-se que

COS(hd — hk, ha — hb) ] COI"I“(Zd — Z}C, Za - Zb)

Yoy (21 — zik) (210 — 21v)
\/V&I'(Zd — Zk) V&I‘(Za — Zb)

= Z?:l[sld — Stk — (S+d = 5+&)|[S1a — 81 — (840 — S4)]
\/Var (ln %) var <ln %)
_ i (2 i) (e — 5 i)
\/var (ln %:) var (ln _)f{—:)
cov (ln ,In Za )

o = corr <ln Xa In Xa >
- X, X
\/var (ln %:) var (ln _))((—‘;) k b

Conclui-se, portanto, que o cosseno do angulo entre as ligagdes é uma aproximagao da
correlagao entre as correspondentes log-razoes das variaveis originais. Assim,

(a)

Se duas ligagoes, hy — hy e h, — hy, formam um angulo de 90° entre si entdao a
correlacao entre as log-razoes das partes envolvidas serd aproximadamente zero,

X X,
Corr (ln Xd In Xb> ~ 0,

revelando que as log-razoes das correspondentes partes estarao, provavelmente, nao
correlacionadas;

Se duas ligagoes formam um angulo de 0° ou 180°, as log-razoes das partes originais
envolvidas estarao perfeitamente correlacionadas (direta ou indiretamente) com
uma correlac¢ao igual a 1 (ou aproximadamente 1),

X Xa
Ccorr <ln Xd In ){b> ~ ].

demonstrando que ha uma relacao linear entre o logaritmo do racio das respetivas
partes.
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Para interpretacao do biplot composicional, a qualidade deste grafico depende da proporgao
de variancia total retida pelo biplot. Todas as conclusoes que advém da analise do biplot devem
ser confrontadas com outras ferramentas exploratorias dos dados composicionais, por exemplo
a matriz de varia¢do e o diagrama ternario [37].

3.2.4 Biplot composicional robusto

O procedimento para detecao de outliers serd mais compreensivo se os resultados forem exi-
bidos graficamente, por isso os outliers tendem a ser identificados por meios de representagoes
graficas dos dados. O biplot apresenta-se como uma ferramenta adequada visto que permite
visualizar padroes na estrutura dos dados multivariados no espaco reduzido 2-dimensional.

Dado que os biplots composicionais sao sensiveis a outliers, para muitas situagoes praticas
é necessario adotar uma abordagem robusta. Tal abordagem nao é direta porque a transforma-
¢ao clr resulta em dados colineares (ver Secgao e a estimativa da matriz de covariancia
nao consegue lidar com a colinearidade dos dados. Por este motivo, a transformacao ilr auxilia
na resolucao deste problema e ambas as transformagoes cooperam na construgdo de biplots
robustos.

Em |11] propds-se o uso destes biplots para lidar e identificar outliers em dados composi-
cionais. Para a realizagao da[ACP|e construgao de biplots robustos sugere-se a transformagao
dos dados em coordenadas ilr-transformadas (de acordo com uma determinada base) a fim
de se obter loadings e scores robustos. Porém, para a interpretacio da [ACP] realizada so-
bre a transformacao ilr, recomenda-se que se volte a transformar os dados em coordenadas
clr-transformadas onde a interpretagao do biplot é conhecida.

Seguindo a abordagem proposta por |11] considere-se uma amostra de dados composicio-
nais X, xp € a sua matriz em coordenadas ilr-transformadas Z,,,(p_1), de valor médio pugz e
matriz de covariancia Xz, com estimativas robustas fiy e Z‘Z, respetivamente, obtidas pelo
estimador [MCDI

Tendo em conta a de Xz, isto 6, Xz = WzD% W/, a matriz dos scores serda a
matriz an( D-1) & qual descreve os dados Z centrados no espago das componentes principais
robustas, ou seja,

Z" = [Z — 1jz] Wy,

onde 1 é um vetor n dimensional com entradas iguais & unidade e Wy é a matriz dos loadings,
cujas colunas contém os vetores proprios de X'z.

tica D — 1, e o estimador [MCD)| podera ser usado para obter estimativas robustas fiy e 22
resultando em loadings e scores robustos contidos na matriz Wy e Z*, respetivamente |11].

Se a matriz de dados oriiinal X, xp tiver caracteristica D, a matriz Z teri caracteris-

No entanto, em coordenadas ¢lr-transformadas o biplot nao é interpretavel. Consequente-
mente, a relacao linear entre as transformagdes clr e ilr obtida em e ¢é de extrema
importéncia, pois permite que os resultados de uma analise perante a transformacao ¢lr sejam
facilmente convertidos para serem interpretados no espaco clr, sem perda de informacao.
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Assim, transpondo ([2.15)) para notagao matricial tem-se Z = YV’, e utilizando esta relacao
a matriz dos scores robustos em coordenadas clr é dada por

Y*=7Z"V
De modo semelhante, a notagao matricial de (2.14) ¢ Y = ZV pelo que se obtém
Yy =gy
=V'3zV
= V'W,D2WzV
= W4 D7Wy,
onde Wy é a matriz dos loadings robustos em coordenadas clr-transformadas.

Observacao 3.2.4.1. Em virtude da relacao de linearidade entre as duas transformacaes,
0s valores proprios nao nulos de Xz sao iguais aos de X'y, pelo que a percentagem de va-
riabilidade explicada contida na diagonal da matriz D2Z permanece inalterdvel para a matriz

D%,

Assim sendo, para construir o biplot composicional robusto para uma matriz de coorde-
nadas clr-transformadas Y, ¢ necessario aplicar a[DVS| Fatorizando a matriz de acordo com
(3-2) obtém-se

Y = UyDy W4,

onde Dy é a matriz diagonal cujas entradas sao as raizes quadradas dos elementos de D%(.
Portanto, mediante (3.9) tem-se a matriz dos scores robustos dada por:

Y* = UyDvy (3.14)
Em 1} ao multiplicar a direita ambos os membros por D}l, resulta que
Y*'Dy' = Uy

Por intermédio de (3.7), Y = GyHY e o biplot de covariancias composicional robusto em
coordenadas clr-transformadas é obtido, segundo (3.11]), escolhendo-se

Gy = Y'Dy' e Hy = DyWy,

onde Y* e Wy sdo, respetivamente, as matrizes de scores e loadings robustos da |ACP|

Para interpretacao deste biplot, as propriedades que advém do biplot composicional sao
analogas ao biplot composicional robusto. Porém, para posterior identificagao de outliers,
optar pela robustez da representacdo deste grafico torna-se uma mais valia para uma correta
interpretacao dos resultados.

70



Capitulo 4

Aplicacao em dados demograficos

4.1 Matrizes de dados

No Capitulo [1] foi realizada uma breve introdugao acerca dos dados demogréficos para
o presente estudo. Tal como se referiu, estes dados sao provenientes dos Censos de 2011 e
correspondem ao fluxo migratério interno em Portugal, isto é, & deslocagdo de pessoas da
sua area de residéncia para outros municipios de Portugal. Um dos objetivos deste trabalho
prende-se em analisar os dados sob o ponto de vista composicional. As trés matrizes de
dados iniciais dos trés conjuntos continham informacao absoluta pelo que se construiu novas
matrizes contendo informagao relativa (proporgoes), aplicando a operacao de fecho (Definigao

2.1.2)) para k = 1.

Suponha-se a matriz inicial do conjunto de dados por grupo etério representada na Tabela
Note-se que o “Total 1” refere-se ao numero de habitantes internos que entraram, até a
data de 2011, em cada municipio.

Tabela 4.1: Tabela representativa da matriz inicial do conjunto de dados do grupo etario.

Municipios ‘ Idade 0-14 Idade 15-24 Idade 25-39 Idade 40-64 Idade 65+ ‘ Total 1

Abrantes 81 299 719 723 299 2121
Agueda 136 374 1005 926 295 2736
Aguiar da Beira 5 28 195 143 43 414
Vouzela 19 89 255 180 80 623
Total 2 ‘ 33847 119861 324255 316261 99295 ‘ 893519

De forma a que se obtivesse informagao relativa, isto €, informacao essa que é dada pela
distribuicao das idades dos novos habitantes que passaram a residir em cada municipio, foi
necessario obter racios. Utilizando a operagao de fecho, construiu-se uma nova matriz de dados,
X308x5, € a informacao relativa foi obtida pela frequéncia relativa, racio entre a frequéncia
absoluta e o “Total 1”. Por exemplo, a distribuicdo das idades dos habitantes em Abrantes,
referente & idade dos 0 aos 14 anos, é % = 0.03819. Para a nova matriz de dados eliminou-se
as variaveis “Total 1”7 e “Total 27, tal como mostra a Tabela [4.2]
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Tabela 4.2: Tabela representativa da matriz do conjunto de dados composicional (aqui refe-
renciada como matriz composicional) do grupo etario.

Municipios Idade 0-14 Idade 15-24 Idade 25-39 Idade 40-64 Idade 65+

Abrantes 0.03819 0.14097 0.33899 0.34088 0.14097
Agueda 0.04971 0.13670 0.36732 0.33845 0.10782
Aguiar da Beira 0.01208 0.06763 0.47101 0.34541 0.10386
Vouzela 0.03050 0.14286 0.40931 0.28892 0.12841

Assim sendo, para o conjunto de dados por habilitacdo académica e por situagdo profis-
sional efetuou-se o mesmo procedimento e a matriz composicional dos conjuntos é denotada
por Xsosx10 € X308x3, respetivamente, sendo a anélise dos dados demograficos baseada nas
matrizes composicionais.

4.2 Metodologias de analise dos dados

De modo a que se pudesse examinar e extrair, adequadamente, toda a informacao necessa-
ria dos trés conjuntos efetuou-se a analise dos dados separadamente, onde em cada um deles
o procedimento foi o mesmo mas adaptado ao conjunto.

O procedimento de andlise foi realizado de acordo com metodologias numéricas e grafi-
cas. As metodologias numéricas tiveram como finalidade a descoberta de observacoes atipicas
numa perspetiva analitica, baseando-se na teoria do Capitulo [2] e com o auxilio de fungoes
implementadas nas bibliotecas do RStudio. Por sua vez, tal como o nome indica, as metodo-
logias gréficas serviram para uma visualizagdo panoramica dos resultados onde graficamente
se identificaram os outliers com o uso dos biplots composicionais robustos. Para uma me-
lhor interpretacao da informagao extraida foram utilizados outros métodos graficos e, ainda,
algumas das estatisticas descritivas do Capitulo [3]

Para proceder com a analise dos dados, as matrizes composicionais obtidas tiveram de ser
transformadas de maneira a que as metodologias estatisticas usuais pudessem ser aplicadas.
No Capitulo[2] conclui-se que das trés transformagoes log-razoes apresentadas, a transformagao
ilr & a que melhor se adequa para a detegao de outliers multivariados. Por conseguinte, deve-
se determinar a base ortonormal a fim de se obter as coordenadas ilr-transformadas, tendo
sido escolhida a técnica da [PBS| proposta por Filzmoser e seus colaboradores. No RStudio
existem duas fungoes que permitem obter, isoladamente, a base ortonormal e as coordenadas
ilr, provenientes da biblioteca robCompositions (|43]), sendo elas: orthbasis() e pivotCoord(),
respetivamente. Note-se que com a funcdo orthbasis() também é possivel obter a matriz de
contrastes e a tabela da[PBS]

No Capitulo 2] constatou-se que pelos métodos baseados na estimativa da estrutura de
covariancia da matriz de dados, a detecao das observacoes atipicas decorria do uso da mé-
trica de Mahalanobis robusta. Para esse fim obtinha-se as estimativas robustas [t e by pelo
estimador [MCD] e estas eram implementadas na métrica. De seguida, todas as observagoes
que continham um valor da distancia superior ao valor de corte correspondente ao quantil de
ordem 0.975 eram outliers.

Nas metodologias numéricas usou-se quatro funcoes disponiveis em diferentes bibliotecas
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do RStudio, entre elas:

1. a fungao covMecd(), acessivel na biblioteca robustbase (|44]), utiliza o algoritmo Fast-
MCD de Rousseeuw e Van Driessen para as estimativas robustas f1 e X, e possibilita a
identificagao de outliers;

2. a funcao ag.plot(), disponivel na biblioteca mvoutlier (|45]), deteta os outliers tendo
como output quatro graficos sendo o mais relevante aquele que representa as observagoes
atipicas detetadas pelo quantil XQD;

3. a fungao dd.plot(), acessivel na biblioteca mvoutlier, para além de identificar os outliers
representa graficamente a distancia de Mahalanobis classica versus a distancia de Maha-
lanobis robusta baseada no estimador [MCD] O grafico, designado por [D-D Plod, contém
uma linha a tracejado que referencia o conjunto de observacoes onde ambas as distan-
cias sdo iguais, e as linhas horizontais e verticais sdo desenhadas em fungao do valor de
corte. Todas as observagoes que se situam para 14 destas linhas (no 1° quadrante) sao
outliers, além disso diferentes simbolos e cores sao usados dependendo da métrica usada:
distancia de Mahalanobis ou distancia Euclidiana [34];

4. a fungao outCoDa(), disponivel na biblioteca robCompositions, permite detetar obser-
vagoes atipicas usando métodos estatisticos classicos e robustos. Esta func¢ao tem um
detalhe interessante de que nao necessita, como input, a matriz composicional sob co-
ordenadas ilr-transformadas, ela prépria tem a caracteristica de converter os dados nas
respetivas coordenadas.

Apos a execucao destas fungoes averiguou-se que nas trés ultimas havia instabilidade, ou
seja, o numero de outliers detetados variava para o mesmo conjunto de dados e, apenas, para
a primeira fungdo é que esse nimero era fixo. Por exemplo, para o conjunto da habilitacao
académica a fungao ag.plot() identificava observagoes atipicas entre 58 a 62 observagoes, en-
quanto o dd.plot() detetava 64 a 69 observagdes. Tal facto pode ser explicado uma vez que
associado a cada grupo de outliers que se identifique encontra-se uma determinada estimativa
[e 2, por conseguinte o estimador para cada grupo é também diferente. O que se
pretende sempre obter é a estimativa da matriz de covaridncia associada ao menor valor do
seu determinante, o tal valor de[MCD] Deste modo, de forma a contornar a questao da insta-
bilidade, as trés funcoes foram repetidas dez vezes e escolheu-se o grupo de outliers para os
quais o valor do determinante da matriz de covaridncia era o minimo. Note-se que no output
das trés fungoes nao surge o valor de [MCD] pelo que houve necessidade de alterar o codigo
acessivel no RStudio de cada uma de tal forma que esse valor fosse impresso. O valor de[MCD]
obtido era bastante baixo, por isso escolheu-se por imprimir o seu logaritmo. Assim, no cédigo
usado a estimativa da matriz de covariancia esta associada ao menor valor do logaritmo do
seu determinante.

Nas metodologias graficas, o biplot composicional robusto é construido com recurso a
funcao muvoutlier. CoDa(), acessivel na biblioteca mvoutlier. Além de construir biplots compo-
sicionais robustos, esta funcdo permite a identificacao dos outliers representando-os por cores
progressivamente mais vivas, destacando-se a seguinte ordem: azul, verde, amarelo e vermelho.
As cores s@o definidas de acordo com a média das medianas das distancias de Mahalanobis
das observagoes entre quantis de referéncia (a titulo ilustrativo, estes quantis de referéncia
encontram-se assinalados na Figura pelas elipses). Assim, observagoes com valores altos
da média das medianas sao representadas pela cor vermelha, enquanto as que possuem valores
mais baixos sao representadas pela cor azul [33]. De igual modo, esta fun¢ao também possuia
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instabilidade. Consequentemente, também o grupo das observagoes atipicas foi escolhido com
base na repeti¢ao associada ao menor valor de [MCD] tendo sido o respetivo codigo alterado.
Por sua vez, a representacao do biplot composicional robusto teve de ser feita de acordo com
a solucéo obtida, pelo que o codigo foi novamente alterado inserindo-se a solugdo. Assim
garantia-se a representacdo correta do biplot para o grupo de outliers encontrado. Note-se
que entende-se por solugao o menor valor de e as estimativas robustas fi e 3.

A funcao muwoutlier.CoDa() nao s6 permite obter biplots composicionais robustos como
também outros tipos de graficos que visam uma melhor interpretagao dos dados composi-
cionais com observagoes atipicas. Por exemplo, os graficos de dispersdo univariados para
as coordenadas ¢lr-transformadas. Nestes graficos, os outliers sao representados para cada
uma das coordenadas pivd podendo assumir valores altos ou baixos consoante a distancia de
Mahalanobis robusta com base no estimador [MCD] Um facto interessante destes graficos de
dispersao é que, individualmente, cada um deles representa cada uma das variéveis originais
nas coordenadas #lr. Ou seja, o primeiro grafico da variavel z; contém toda a informacgao da
parte z1, o segundo gréifico da varidvel zo contém toda a informacao da parte xo e, assim,
sucessivamente.

Observagao 4.2.1. Os biplots composicionais robustos e os grdficos de dispersao univariados
exibem os outliers por nimeros. O Apéndice [A] contém as tabelas para cada um dos conjuntos
referentes a fun¢ao mvoutlier.CoDa() com os municipios outliers e respetiva numeragao.

Para as cinco fun¢ées implementadas foi selecionado o grupo de outliers com o menor valor
de[MCD] e constatou-se que o nimero de observagoes atipicas era diferente em todas elas. De
forma a que se pudesse analisar o comportamento desses outliers decidiu-se numa primeira
fase escolher o grupo que continha o maior niimero de observagdes. Assim, para esse grupo
aplicou-se algumas ferramentas estatisticas para dados multivariados, destacando-se a Analise
de Clusters e os Heatmaps. Os resultados obtidos nao foram favoraveis e a interpretagao
dos mesmos nao propiciaram a que se concluisse nada em concreto. Portanto optou-se por
escolher numa segunda fase apenas os outliers comuns a todas as fungoes e analisou-se o
comportamento destes através de graficos de coordenadas paralelas e graficos de dispersao
para algumas variaveis originais.

Para os trés conjuntos de dados, a anélise efetuada com estes dois ultimos graficos nao
revelou quaisquer conclusoes adicionais para além das que foram obtidas com os gréaficos de
dispersao univariados. Destaca-se que as conclusoes retiradas com os graficos de dispersao
univariados apenas incidiam em outliers provenientes da fun¢ao muvoutlier.CoDa(), pelo que
as observagoOes atipicas que nao fizessem parte deste grupo nao eram analisadas. Todavia
foi realizado um diagnostico e constatou-se que esses outliers que nao apareciam no grupo
das observagoes atipicas da funcdo seguiam o comportamento de outros outliers detetados
pelas restantes fungoes e que integravam o grupo dos outliers comuns. Por conseguinte, as
conclusoes que se sucediam para a analise das observacoes atipicas em falta eram analogas as
que ja tinham sido realizadas. Deste modo, para nao sobrecarregar a discussao dos resultados,
decidiu-se apenas apresentar o estudo dos graficos de dispersao univariados.

Com os grupos das observagoes atipicas comuns decidiu-se representar os outliers em
cartogramas a fim de ser facilmente visivel os municipios outliers de Portugal Continental,
Madeira e Agores (Grupo Ocidental, Central e Oriental), e identifica-los. Na secc¢@o a seguir
serao apresentados os resultados obtidos para cada um dos trés conjuntos, tendo em conta
todo o procedimento de analise especificado nesta sec¢ao, bem como a discussao dos mesmos.
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4.3 Andlise e discussao dos resultados

Para o estudo dos dados demograficos inicia-se por proceder a leitura do ficheiro em Excel
no RStudio. Para tal é crucial a instalacdo e leitura de duas bibliotecas, nomeadamente,
XLConnectJars e XLConnect, uma vez que estas sao o ponto de partida para fazer a transigao
do ficheiro do Excel para o software. De seguida efetua-se a leitura das bibliotecas que serao
utilizadas, sendo este processo igual para cada conjunto.

4.3.1 Conjunto de dados por grupo etéario

Realizada a leitura da matriz do conjunto de dados por grupo etéario que contém a infor-
macao absoluta, procedeu-se com a construcao da nova matriz que integra toda a informacao
relativa dos dados. Iniciou-se o estudo com as metodologias numeéricas e, para isso, aplicou-se
a obtendo-se as coordenadas ilr-transformadas.

A primeira funcao executada foi a covMed(). Calculada varias vezes verificou-se que o
nimero de outliers nao variava, ficando assim calculado o valor do logaritmo do determinante
da estimativa robusta da matriz de covaridncia dos dados. O ntimero de municipios outliers
obtido foi 34 para um valor do logaritmo de [MCD] de —13.00288, e guardou-se a solugao
encontrada. Esta fungdo tem a vantagem de representar graficamente uma comparacao dos
outliers obtidos pela distancia de Mahalanobis robusta e cléssica, tal como mostra a Figura
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Figura 4.1: Comparagao grafica da raiz quadrada da distancia de Mahalanobis robusta (grafico
da esquerda) e classica (grafico da direita) para o conjunto de dados por grupo etéario. As
observagoes identificadas por nameros sao outliers.

Os graficos evidenciam uma diferenga pouco expressiva das duas distancias, no entanto
destaca-se que na distancia de Mahalanobis robusta o nimero de outliers aumenta, e observa-
¢Oes que nao eram consideradas atipicas pela distancia de Mahalanobis cléssica convertem-se
em atipicas.
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N

A segunda fungao diz respeito & ag.plot() e repetindo o comando dez vezes a solugao
que produziu o valor minimo de [MCD] foi: 30 outliers para um valor do logaritmo de [MCD]
de —13.01813. Esta solucao foi igualmente guardada e a Figura mostra as observacoes
atipicas a vermelho detetadas pelo quantil XAQL;O.975' O grafico evidencia que alguns outliers se
situam na parte exterior da nuvem de observagoes nao atipicas, porém alguns deles tendem a
aproximarem-se ao centro da nuvem.

Qutliers based on 97.5% quantile
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Figura 4.2: Gréafico que exibe os outliers (destacados a vermelho) de acordo com o quantil
Xio.975 para o conjunto de dados por grupo etério.

A terceira fungao implementada corresponde & dd.plot() e também nesta houve repetigao.
A solugao obtida foi: 34 outliers com um valor do logaritmo de [MCD| de —13.01813. Como
referido na secgao anterior, esta fungao tem a particularidade de conceder o[D-D Plof tal como
mostra a Figura[f.3] onde ha uma visivel exibigao das observagoes a terem valores da distancia
robusta superior & versao cléassica da distancia de Mahalanobis.
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Robust Distance

o -
T T T T

1 2 3 4 5

Mahalanobis Distance

Figura 4.3: Grafico que compara as distadncias de Mahalanobis robusta versus classica para o
conjunto de dados por grupo etario. Os simbolos “+” no 1° quadrante destacam as observagoes
atipicas que se localizam fora do quantil X?L;O,975‘
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Por fim, a ultima fungao foi a outCoDa(). Novamente, a repetigao foi efetuada e no input
escolheu-se a opgao method="robust” de tal forma que se garantisse que o método aplicado
para a detegdo de outliers multivariados fosse robusto. A solugao foi guardada e é dada por:
48 outliers para um valor do logaritmo de [MCD]de —13.16091.

Relativamente as metodologias graficas, na fungao mwoutlier.CoDa(), a solugao guardada
foi: 31 outliers com um valor do logaritmo de MCD]de —13.01813. Os biplots composicionais
robustos para esta solugdo encontram-se na Figura [£.4]
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Figura 4.4: Biplots composicionais robustos (a) para visualiza¢ao dos outliers bem como do
comprimento dos links e (b) para visualizagdo dos angulos entre os links para o conjunto de
dados por grupo etario.

A percentagem de variabilidade total retida pelo biplot, na Figura (a), 6de49.1423.3 =
72.4% e para a sua interpretacao ¢ fundamental as ligagoes (links) entre as setas que fornecem
informagoOes sobre a variagao relativa entre as varidveis. Desse biplot destaca-se que o menor

link provém da ligacao entre as variaveis Idade 25-39 e Idade 40-64, evidenciando que estas sao

proporcionais entre si, possuindo log-razao In (%) constante, comprovada pela matriz

de variagao composicional da Tabela Assim, este resultado indica que a razao entre as
percentagens de residentes que passaram a residir num municipio com idades entre os 25 e os
39 anos e os 40 e os 64 anos tende a ser a mais constante entre o restante racio no conjunto
dos 308 municipios. Ou seja, as percentagens de residentes que mudaram de municipio com
estas idades devem manter-se proporcionalmente mais parecidas entre si, no conjunto dos 308
municipios.

Por outro lado, o maior link surge entre as variaveis Idade 0-14 e Idade 65+ demons-
trando que estas possuem uma variabilidade muito grande entre si, confirmada pela Tabela
[4:3] Consequentemente, significa que a razao entre as percentagens de residentes que muda-
ram de municipio com idades entre os 0 e os 14 anos e com mais de 65 anos apresenta maior
variabilidade no conjunto dos 308 municipios. Neste conjunto onde se observou mobilidade
de residéncia dos seus habitantes, havera municipios em que a percentagem de residentes com
idades dos 0 aos 14 anos serd um dado valor proporcional & percentagem de residentes com
idades a partir dos 65 anos mas tal valor de proporcionalidade diferira entre os diferentes 308
municipios, sendo que para este par de grupos etarios se observa a maior variabilidade.
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Tabela 4.3: Matriz de variagdo composicional entre as variaveis dos grupos etéarios (a negrito destacam-
se os valores do maior e do menor link).

‘ Idade 0-14 Idade 15-24 Idade 25-39 Idade 40-64 Idade 65+

Idade 0-14 0 0.167 0.157 0.152 0.182
Idade 15-24 0 0.074 0.079 0.117
Idade 25-39 0 0.043 0.087
Idade 40-64 0 0.083
Idade 65+ 0

Na Figura (b), o angulo formado pelos links fornece informacao acerca do coeficiente
de correlacao entre log-razées. Do biplot composicional robusto, verifica-se um angulo de 90°
entre os links de dois conjuntos de variaveis. O primeiro conjunto é formado pela varidveis:
Idade 65+, Idade 40-64, Idade 25-39 e Idade 15-24, sendo o segundo formado pelas varidveis:
Idade 0-14 e Idade 25-39. No primeiro conjunto fazem-se os links entre quaisquer pares de
varidveis e no segundo conjunto o link do par das duas variaveis. Verifica-se que os links entre
estes dois conjuntos formam um angulo reto e, por isso, o racio entre variaveis do primeiro
conjunto sdo nao correlacionadas com o racio entre as partes Idade 0-14 e Idade 25-39. A
submatriz de correlagoes entre as log-razdes, apresentada na Tabela corrobora com as
conclusoes obtidas do biplot, pois a primeira linha dessa submatriz apresenta valores baixos e
préoximos de zero.

Relativamente & interpretacao deste resultado, sabe-se que os individuos deslocam-se entre
2005 e 2011 com o propédsito de mudaram de residéncia. O facto da razao entre as percenta-
gens de residentes que mudaram de municipio para estes dois conjuntos de variaveis serem nao
correlacionadas leva a concluir que os individuos com estas idades apresentam légicas de des-
locagoes diferentes. Ou seja, os diferentes grupos etérios tém problemas e questoes diferentes
que os levam a adotar comportamentos divergentes consoante a situagao em que se encontram.

Os links do primeiro conjunto formam um angulo de 0° salientando que as varidveis sao
correlacionadas. No entanto, tal conclusao nao é diretamente comprovada pela submatriz de
correlacoes da Tabela visto que se observam valores relativamente baixos (por exemplo:
—0.342, —0.037,—0.327 para alguns dos racios). Estes valores deveriam ser elevados, proximos
de 1. Tal situacao podera ser eventualmente explicada pela quantidade de variabilidade dos
dados retida pelas duas primeiras componentes principais nao ser suficiente para captar as
correlagoes realmente observadas (Tabela .

As log-razoes entre as variaveis Idade 65+, Idade 40-64, Idade 25-89 e Idade 15-2j sao
correlacionadas concluindo-se que a mobilidade de um determinado grupo ocorre com a mo-
bilidade de um outro grupo etario (exceto na idade dos 0 aos 14 anos), evidenciando que
individuos com estas idades (> 15 anos) possuem padroes de mobilidade relacionados entre
os 308 municipios.

Tabela 4.4: Uma submatriz de correlacoes entre log-razoes e partes no grupo etario.

Idade 0-1 Idade 15-24 Idade 25-39 Idade 40-64
‘ In7de 2530 M Tqade 2539 M Tdade joo; 10

Idade 65+
In [ade 014 1.000 ~0.299 ~0.289 ~0.063
In Jdade 1524 1.000 —0.342 —0.037
In 7ege e 1.000 —0.327
In At 1.000
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Os outliers detetados no biplot sdo mais facil de serem analisados usando os graficos de
dispersao univariados da Figura
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Figura 4.5: Gréficos de dispersao univariados para o conjunto de dados por grupo etario.

Os graficos de dispersao univariados salientam os outliers dispersos para as diferentes va-
riaveis em coordenadas ilr. Destaca-se no grafico em ilr(Idade 0-14) que as observagdes 30,
9, 4, 20 e 31, correspondentes aos municipios de Vila Nova de Paiva, Figueira de Castelo
Rodrigo, Carrazeda de Ansiaes, Montalegre e Vizela, respetivamente, assumem valores altos
confirmando este resultado com o biplot onde se visualiza que a variavel Idade 0-14 é do-
minante para estas observacoes. Este facto leva a concluir que estes cinco municipios foram
“atrativos” pois existe uma maior percentagem de individuos com idades dos 0 aos 14 anos que
passaram a residir nestes municipios. Por outro lado, apenas as trés primeiras observagoes as-
sumem valores baixos em ilr(Idade 25-39) indicando que estes municipios foram considerados
repulsivosﬁ para individuos com idades dos 25 aos 39 anos.

Em ulr(Idade 15-2/), os valores elevados sao atribuidos as observagdes 12 e 7 o que evidencia
no biplot que a parte dominante destas observagoes é a variavel Idade 15-24. Conclui-se
que em termos de proporc¢oes nos cinco grupos etarios, os municipios de Lajes das Flores e
Crato, respetivamente, foram apraziveis para pessoas com idades entre os 15 e 24 anos que se
deslocaram para residirem nestes municipios.

A observacéo 1, referente ao municipio de Aguiar da Beira, € um dos municipios que possui
uma elevada percentagem de individuos com idades dos 25 aos 39 anos que passaram a habitar
neste municipio. Porém, Aguiar da Beira tornou-se um local pouco atrativo para residir para
cidadaos com idades dos 0 aos 14 anos.

Um facto interessante na Figura surge em ilr(Idade 40-64) destacando que a maioria
das observacoes atipicas tende a revelar valores médios ou baixos exceto nas observagoes 5
e 29, cujos valores sao consideravelmente elevados. Esta anélise sugere que estes municipios

3Entenda-se “repulsivo” no sentido de néo atrair ou cativar residentes para os municipios.
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atipicos podem ser considerados como repulsivos para pessoas com idades entre os 40 e os 64
anos. Apenas Castanheira de Péra e Vila Nova de Foz Cda mostraram-se, em termos relativos,
corresponder a localidades onde individuos com estas idades preferiram residir.

Em ulr(Idade 65+ ), as observagoes 22 e 16 evidenciam que os municipios de Pinhel e Meda,
respetivamente, sdo incompativeis para pessoas com idades superiores a 65 anos. Existe uma
maior percentagem de pessoas com estas idades, que entre 2005 e 2011, preferiram mover-se
para o municipio de Pinhel para residir enquanto que uma baixa porcao de individuos optou
por se deslocar para Meda.

Efetuado o estudo de ambas as metodologias para o conjunto de dados em questdo, a
Tabela [£.5] evidencia os resultados obtidos relativamente as cinco fungoes implementadas para
a detegdo das observagoes atipicas.

Tabela 4.5: Sintese dos resultados obtidos pelas fung¢oes das metodologias numeéricas e graficas.

Fungoes Nimero de outliers | Menor valor de In(MCD)
covMecd() 34 —13.00288
aq.plot() 30 —13.01813
dd.plot() 34 ~13.01813
outCoDa() 48 —13.16091
muoutlier.CoDa() 31 —13.01813

Seleccionaram-se os outliers comuns as cinco fungoes usadas tendo-se obtido um total de
30 observagoes, listadas a seguir:

Municipios
Aguiar da Beira Figueira de Castelo Rodrigo Melgago Torre de Moncorvo
Alcoutim Freixo de Espada a Cinta Mira, Trancoso
Arouca Fronteira Monchique Vila de Rei
Carrazeda de Ansidaes Lajes das Flores Montalegre Vila Nova de Foz Coa
Castanheira de Péra ~ Macedo de Cavaleiros Pampilhosa da Serra Vila Nova de Paiva
Castelo de Vide Manteigas Pinhel Vizela
Crato Marvao Porto Moniz
Cuba Meda Santa Marta de Penaguiao

Na lista seguinte encontram-se os restantes 18 municipios outliers que nao sao comuns as
funcoes, mas que fazem parte do grupo das observacoes atipicas. Estes outliers sao conside-
rados dubios, pois apesar de nao pertencerem ao conjunto das observacoes comuns todos eles
estao associados ao menor valor do logaritmo de [MCD] de cada uma das fungoes.
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Municipios
Almeida Constéancia Moimenta da Beira Ribeira Grande Viana do Castelo
Almodoévar Figueir6 dos Vinhos Mora Sernancelhe Vila Flor
Arganil Fornos de Algodres Ponte da Barca Tarouca
Camara de Lobos Gois Ribeira de Pena Velas (R.A.A)

Na Figura visualiza-se o cartograma de Portugal Continental, destacando a cor verde
os 28 municipios outliers, provenientes da primeira lista, para este territério. Numa primeira
observagao salienta-se que a maioria destas observagoes atipicas pertencem a regides do interior
de Portugal, com excecdo de Mira localizada na Beira Litoral e Monchique na regiao do
Algarve.

Portugal (Continental)

Figura 4.6: Cartograma de Portugal (Continental) com 28 municipios outliers a cor verde,
para o conjunto de dados por grupo etério.

Face ao graficos de dispersao univariados, da Figura [4.5] Mira e Monchique identificados
pelas observagoes 18 e 19, respetivamente, situam-se na parte inferior do grafico para as
variaveis ilr(Idade 0-14) e ilr(Idade 40-64), respetivamente. Tal situagao revela que para estes
dois grupos etarios ambos os municipios foram considerados repulsivos, pois uma pequena
percentagem de cidadaos daquelas idades escolheu estes municipios para habitar.
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O cartograma do Arquipélago da Madeira surge na Figura na qual somente o munici-
pio de Porto Moniz se destaca como outlier. Perante a interpretacao da observacao 23 deste
municipio nos gréficos de dispersao univariados, esta destaca-se posicionando-se na parte in-
ferior dos graficos para as variaveis ilr(Idade 40-64) e ilr(Idade 65+). Assim, conclui-se que
durante 2005 e 2011 este municipio tornou-se repulsivo para individuos com idades a partir dos
40 anos. Ou seja, na Regido Autéonoma da Madeira uma pequena percentagem de individuos
moveu-se para Porto Moniz para residir neste municipio.

Madeira

¥

4

Figura 4.7: Cartograma do Arquipélago da Madeira com identificacdo do municipio outlier de
Porto Moniz a cor verde, para o conjunto de dados por grupo etario.

A Figura [4.8] exibe o cartograma do Arquipélago dos Acgores revelando que unicamente
o municipio de Lajes das Flores é um outlier para o grupo Ocidental. Além disso, nenhum
outro municipio pertencente aos restantes grupos sao outliers. Diante dos graficos de dispersao
univariados, este municipio foi interpretado segundo a observagao 12 para a variavel ilr(Idade
15-24).

Acores

o

Figura 4.8: Cartograma do Arquipélago dos Acores com identificagdo do municipio outlier de
Lajes das Flores a cor verde, no grupo Ocidental, para o conjunto de dados por grupo etéario.
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4.3.2 Conjunto de dados por habilitacao académica

Os dados referente ao conjunto da habilitacao académica tinham a particularidade de
possuir componentes irregulares, nomeadamente zeros de contagem. Tal situacao impedia a
aplicagao direta dos métodos estatisticos usuais conforme esclarecido no Capitulo Deste
modo, foi realizado o pré-processamento dos dados usando o algoritmo k-NN pela funcao
impKNNa(), da biblioteca robCompositions, tendo sido a analise destes dados efetuada de
acordo com a matriz composicional preenchida.

Dado que a anélise se fundamenta em dados composicionais, a fungao impKNNa() tem
especificidades para estudar com estes dados. Uma delas é o facto de que a distancia de
Aitchison é um requisito essencial no algoritmo para determinar a distancia entre observagoes,
pelo que no input da funcdo se deve escolher metric=“Aitchison”. A outra incide na agregacao
e no ajuste dos k vizinhos mais proximos cuja escolha deve ser a mediana das observagoes,
agg="“median” e adj="“median”, respetivamente.

Concluido todo o pré-processamento da matriz composicional procedeu-se com a aplica-
gao da a fim de se obter as coordenadas ilr-transformadas. Nas metodologias numé-
ricas, para a fungdo covMed() o ntmero de outliers foi 69 com um valor de In(MCD) de
—24.58819. Os graficos obtidos para comparacao das distancias de Mahalanobis segundo esta
funcao encontram-se na Figura
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Figura 4.9: Comparagao grafica da raiz quadrada da distancia de Mahalanobis robusta (grafico
da esquerda) e classica (grafico da direita) para o conjunto de dados por habilitagao académica.
As observacoes identificadas por ntumeros sao outliers.

Pela visualizagao dos gréaficos é notéria uma saliente diferenga das duas disténcias e, clara-
mente, que o nimero de outliers detetado em ambas é relevante. Uma vez mais se verifica que
a distancia de Mahalanobis robusta para detecao de outliers multivariados prevalece sobre a
distancia de Mahalanobis classica.
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A fungao agq.plot() para os dados em foco deu como solugdo 62 outliers e um valor de
In(MCD) de —24.61327. A Figuradiferencia os outliers identificados pelo quantil X3;0,975,
observando uma indubitavel mistura de observagoes atipicas e nao atipicas.

Qutliers based on 97.5% quantile

1.5

1.0

-1.0 05 00 05

Figura 4.10: Gréafico que exibe os outliers (destacados a vermelho) de acordo com o quantil
X3;0.975 para o conjunto de dados por habilitacao académica.

Relativamente a funcdo dd.plot(), o namero de outliers foi 69 para um valor de In(MCD)
de —24.58819, tendo-se obtido na Figura [£.11] o grafico Certifica-se que a solugao
encontrada para esta funcao é igual a solu¢ao de covMed() e o revela que as obser-
vagoes tendem a distanciar-se da distancia cléssica para se dispersar na regiao da distancia
robusta.

Distance-Distance Plot

Robust Distance

Mahalanobis Distance

Figura 4.11: Grafico que compara as distancias de Mahalanobis robusta e classica para o
conjunto de dados por habilitagdo académica. Os simbolos “+” no 1° quadrante destacam as
observagoes atipicas que se localizam fora do quantil X3;0,975~

Por ultimo, a fungdo outCoDa() identificou 88 outliers com um valor de In(MCD) de
—25.4167.
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Em relagao as metodologias graficas, a solugao para a fungao mvoutlier.CoDa() deu 63 ou-
tliers com um valor de In(MCD) de —24.58819. Os respetivos biplots composicionais robustos
sao exibidos na Figura |4.12]
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Figura 4.12: Biplots composicionais robustos (a) para visualiza¢do dos outliers bem como do
comprimento dos links e (b) para visualizagao dos angulos entre os links para o conjunto de
dados por habilitacao académica.

A percentagem de variabilidade total retida pelo biplot da Figura (a) éde 53.64+19.7 =
73.3% e pela sua visualizacao verifica-se que o menor link é demonstrado pela ligacao entre
as variaveis EB 2°Ciclo e EB 3°Ciclo, provado pela matriz de variagdo composicional da
Tabela @, 734 = 0.062. Tal facto realga que estas varidveis sao proporcionais entre si e,
por conseguinte, possuem log-razao In (%%) constante. Portanto, no conjunto dos 308
municipios, este resultado salienta que a razao entre as percentagens de cidadaos que mudaram
de municipio com habilitacao académica do Ensino Basico do 2° e 3° Ciclo se revela ser a mais
constante. Quer dizer que as percentagens de residentes que mudaram de municipio com
estas habilitagoes académicas devem manter-se proporcionalmente mais parecidas entre si, no

conjunto dos 308 municipios.

Em contrapartida, o maior link advém da ligagao entre as variaveis EB 1°Ciclo e Dou-
toramento, mas também entre as varidaveis EB 1°Cliclo e Mestrado. Concluindo-se que estas
duas ligacoes evidenciam o facto das varidveis possuirem uma variabilidade muito grande
entre si. Consequentemente, a matriz de variagdo composicional comprova o sucedido mos-
trando o maior valor da matriz repetido duas vezes para as respetivas varidveis enunciadas,
To,9 = T2,10 = 0.776.

Assim sendo, este resultado indica que a razao entre as percentagens de residentes que
mudaram de municipio com escolaridade no Ensino Bésico do 1° Ciclo e com Doutoramento é
muito varidvel na totalidade dos 308 municipios. Neste conjunto onde se observou mobilidade
de residéncia dos seus habitantes, havera municipios em que a percentagem de residentes com
o Ensino Basico do 1° Ciclo ser4 um dado valor proporcional & percentagem de residentes com
Doutoramento mas tal valor de proporcionalidade diferira entre os diferentes 308 municipios,
sendo que para este par de habilitacoes académicas observa-se a maior variabilidade. De forma
anéloga, a mesma analise ¢ efetuada para as variaveis EB 1°Ciclo e Mestrado.
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Tabela 4.6: Matriz de variagdo composicional entre as variaveis das habilitagdes académicas (a negrito
destacam-se os valores do maior e menor link).

‘Nenhum EB 1°Ciclo  EB 2°Ciclo EB 3°Ciclo  Ens Secun Ens Pos Secun  Bacharelato  Licenciatura  Mestrado — Doutoramento

Nenhum 0 0.076 0.097 0.100 0.189 0.395 0.373 0.294 0.571 0.582
EB 1°Ciclo 0 0.162 0.211 0.361 0.586 0.549 0.468 0.776 0.776
EB 2°Ciclo 0 0.062 0.155 0.327 0.361 0.218 0.478 0.559
EB 3°Ciclo 0 0.066 0.234 0.249 0.159 0.399 0.481
Ens Secun 0 0.172 0.160 0.104 0.306 0.428
Ens Pos Secun 0 0.295 0.204 0.324 0.599
Bacharelato 0 0.191 0.369 0.451
Licenciatura 0 0.179 0.368
Mestrado 0 0.530
Doutoramento 0

Relativamente aos dngulos entre os links é notorio na Figura m (b) um angulo de 90°
entre dois conjuntos de varidveis. O primeiro conjunto é constituido pelas varidveis Ens.
Secunddrio e Doutoramento, sendo o segundo composto pelas varidveis Fns Secunddrio, EB
3°Ciclo, EB 2°Ciclo, Nenhum e EB 1°Ciclo. Neste tltimo faz-se a uniao dos quatro links das
variaveis obtendo-se um tnico link. De seguida, verifica-se que ao unir este link com o link
do primeiro conjunto existe um angulo reto pelo que as varidveis sdo nao correlacionadas. A
submatriz de correlagoes da Tabela prova tal conclusao, demonstrando na primeira linha

valores muito préximos de zero.

Deste modo é admissivel constatar que nao havendo correlacao entre a log-razao destas
variaveis, entao existem padroes discrepantes de deslocacao dos individuos que apresentam
estes diferentes graus de escolaridade. Por exemplo, a mobilidade da razao entre as percen-
tagens de pessoas que mudaram de municipio com escolaridade no Ensino Secundério e com
Doutoramento é distinta da razao entre as percentagens de pessoas que mudaram de municipio
com escolaridade no Ensino Basico do 1° Ciclo e sem qualquer habilitagao académica.

Um angulo de 0° é projetado entre os quatro links das variaveis Ens. Pos Secunddrio,
EB 5°Ciclo, EB 2°Ciclo, Nenhum e EB 1°Ciclo, revelando que estas estao correlacionadas.
Contudo, na submatriz de correlagoes os valores 0.130, 0.096 e 0.302 da tltima coluna nao sao
elevados, préoximos de 1, logo tal conclusao nao pode ser diretamente provada pela submatriz.
Tal ocorréncia poderd novamente dever-se as percentagens de variabilidade dos dados retidas
pelas duas primeiras componentes principais no biplot.

Este resultado salienta o facto de que a razao entre as percentagens de pessoas que mu-
daram de municipio com habilitagbes académicas no Ensino Pos Secundério, Ensino Bésico
do 1°, 2° e 3° Ciclo e sem nenhuma habilitagao académica apresentam padroes similares de
deslocagao que os levou a habitar noutros municipios.

Tabela 4.7: Uma submatriz de correlagoes entre log-razoes e partes na habilitacdo académica.

| 10 s 10 sy 0 B o 0 mpsrcan M PRana 0 g pos Seoun
In 5Zns Secun_ | 1.000 —0.038 —0.035 —0.028 0.060 —0.018
In B8 & biclo | 1.000 0.212 —0.024 0.432 0.515
In £B 2 Ciclo | 1.000 0.379 0.335 0.130
In gheium. | 1.000 —0.062 0.096
In £F LG | 1.000 0.302
I g pos Seem | 1.000
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Para complementar a analise dos outliers identificados pelo biplot recorreu-se aos graficos
de dispersao univariados da Figura 4.13]

ilr(Bacharelato)  ilr(D ) ilr(EB 1°Ciclo) ilr(EB 2°Ciclo) il{EB 3°Ciclo)  ilr(Ens Pos Secund)  ilrEns Secun) ilrf{Licenciatura) ilr(Mestrado) ilr(Nenhum)

20
L

05

05
L
05

Figura 4.13: Graficos de dispersao univariados para o conjunto de dados por habilitacao
académica.

Para um total de 63 observagoes atipicas, alguns dos graficos de dispersao univariados
tornam-se um pouco imprecisos de interpretar. De forma sucinta h4 uma tendéncia para os
outliers assumirem uma percentagem elevada em ilr(Bacharelato) e ilr(Ens. Pos Secund).
A maior parte deles tende a permanecer em valores médios das varidveis ilr e uma parte
dos outliers agrupa-se em valores baixos das variaveis ilr(EB 2°Ciclo), ilr(EB 3°Ciclo) e
ilr(Mestrado).

Em ilr(Licenciatura) e ilr(Mestrado), o municipio de Nordeste é considerado atrativo pois
existe uma elevada percentagem de pessoas com habilitagoes académicas de Licenciatura e
Mestrado que passaram a residir neste municipio, assinalada pela observacao 38. Em contra-
partida, esta observagao assume valores baixos em ilr(Nenhum) indicando que o municipio
tornou-se repulsivo para individuos que nao tinham nenhuma habilitagdo académica e, por
isso, uma pequena percentagem de pessoas escolheu Nordeste para residir.

Em ilr(Bacharelato), a observagao 50 possui valores baixos contrastando com ilr(Nenhum,).
De 2005 para 2011 houve uma pequena porgao de pessoas com Bacharelato que se deslocaram
para Ribeira de Pena a fim de habitar neste municipio. Enquanto que durante esses seis anos
uma grande parte das pessoas com nenhuma habilitacao académica optou por passar a residir
neste municipio.

A observagao 59, alusiva ao municipio de Vila do Bispo, tem um destaque interessante em
algumas das variaveis ilr. E de realcar que esta observacdo tem uma elevada percentagem
em ilr(Bacharelato) e em ilr(Ens. Pos Secund), porém dispoe de pequenas percentagens em
ilr(EB 1°Ciclo), ilr(EB 2°Ciclo) e ilr(EB 3°Ciclo). Tais conclusoes auxiliam a perceber que
durante 2005 e 2011 este municipio foi cativante para individuos que tiraram um Bacharelato
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e fizeram o Ensino Pos Secundéario passando a residir neste municipio. Todavia, Vila do Bispo
tornou-se repulsivo para cidadaos com escolaridade do Ensino Basico do 1°, 2° e 3° Ciclo.

Da visualizagao do biplot destacam-se as observagoes 39 e 29 que se afastam do conjunto de
outliers. Respetivamente correspondem aos municipios de Odemira e Manteigas demonstrando
que no grafico de dispersao univariado, em ilr(Doutoramento), ambas situam-se na parte
inferior do gréfico assumindo valores baixos. Deste modo conclui-se que uma pequena parte
de individuos com Doutoramento optaram por mover-se para estes municipios com a intengao
de residirem. Realga-se que a observacao 29 é a que se encontra na parte mais funda do grafico
salientando que neste municipio a percentagem de pessoas que se deslocaram para residir em
Manteigas é mais pequena que na observagao 39.

Sob outra perspetiva observa-se no biplot que as variaveis Ens. Secunddrio e Ens. Pos
Secunddrio sdo dominantes para as duas observagoes anteriores, supondo que para os graficos
de dispersao univariados ambas assumam valores elevados tanto em ulr(Ens Secund) como em
ilr(Ens Pos Secund). Contudo, na Figura h& uma separacao destas observagoes nas duas
variaveis ilr. Em ilr(Ens Pos Secund) a observacao 29 situa-se na parte superior do grafico
enquanto a 39 posiciona-se para baixo (sobreposta com outras observagoes). Assim é possivel
concluir que uma maior percentagem de individuos com Ensino Pos Secundario preferiu mudar-
se para Manteigas a fim de habitar neste municipio. Em ilr(Ens Secun) verifica-se o contrario,
a observacao 39 assume valores elevados enquanto a 29 localiza-se a meio do grafico. Do mesmo
modo se conclui que individuos com escolaridade no Ensino Secundério preferiram mover-se
para Odemira com a finalidade de residir neste municipio.

Realizado o estudo de ambas as metodologias para o presente conjunto de dados, a Tabela
mostra os resultados obtidos no que diz respeito as cinco func¢oes implementadas para a
detecao dos grupos das observacoes atipicas.

Tabela 4.8: Sintese dos resultados obtidos pelas fungoes das metodologias numeéricas e gréficas.

Fungoes Nuamero de outliers | Menor valor de In(MCD)
covMed() 69 —24.58819
aq.plot() 62 —24.61327
dd.plot() 69 —24.58819
outCoDa() 88 —24.41670
muoutlier.CoDa() 63 —24.58819

Para o estudo dos outliers selecionou-se as observacoes atipicas comuns as funcoes das
metodologias e obteve-se um total de 62 observac¢oes. Os municipios outliers apresentam-se
listados a seguir. Existem, ainda, 26 outliers dibios que apesar de serem outliers nao sao
comuns as fungoes, estando associados ao menor valor do logaritmo de [MCD| de cada uma
delas, os quais estao listados apds os primeiros.
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Lista total dos 62 municipios outliers comuns as 5 fung¢oées do conjunto de dados por
habilitagao académica.

Municipios

Aguiar da Beira

Castelo de Vide

Lajes do Pico

Pampilhosa da Serra

Sernancelhe

Alandroal Castro Daire Magao Penalva do Castelo Sever do Vouga
Alcoutim Castro Marim Manteigas Penela Tarouca

Alfandega da Fé Celorico da Beira Marvao Pinhel Vieira do Minho
Almeida Cinfaes Mesao Frio Ponta do Sol Vila de Rei
Almodovar Corvo Monchique Ponte de Sor Vila do Bispo

Alvito Crato Mondim de Basto Portel Vila Franca do Campo
Arronches Estremoz Monforte Porto Moniz Vila Nova de Paiva
Borba Ferreira do Alentejo Mortagua Povoagao Vila Nova de Poiares
Calheta (R.A.A.) Freixo de Espada a Cinta Mourao Ribeira de Pena Vinhais

Campo Maior Fronteira Nordeste Sabrosa

Carrazeda de Ansiaes Gaviao Odemira Santa Comba Dao

Castanheira de Péra  Lajes das Flores Oleiros Sardoal

Lista dos 26 municipios outliers que nao sdo comuns as 5 fungoes do conjunto de dados
por habilitagao académica.

Municipios
Alvaiazere Figueira de Castelo Rodrigo Nisa Terras de Bouro
Avis Fornos de Algodres Ourique Valpagos
Baiao Gois Pedrégao Grande Viana do Alentejo
Belmonte Idanha-a-Nova Proenga-a-Nova Vila da Praia da Vitoéria
Boticas Meértola Sabugal Vila Velha de Rodao
Castro Verde Montalegre Santa Cruz da Graciosa (R.A.A.)
Celorico de Basto Murga Sao Vicente
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O cartograma de Portugal Continental é exibido na Figura [4.14] salientando a cor verde
os 54 municipios outliers, referentes na primeira lista, para este territério nacional. Do mapa
visualiza-se que estes municipios encontram-se dispersos pelas varias regioes, afastando-se da
zona costeira a Norte e Centro de Portugal. A interpretagao de alguns destes outliers foi
realizada anteriormente de acordo com a Figura [£.13]

Portugal (Continental)

Figura 4.14: Cartograma de Portugal (Continental) com 54 municipios outliers a cor verde,
para o conjunto de dados por habilitagao académica.

A Figurad.15|apresenta o cartograma do Arquipélago da Madeira expondo dois municipios
outliers, nomeadamente Porto Moniz e Ponta do Sol. Da Figura [£.13] estes municipios sao
indicados pelas observagoes 48 e 45, respetivamente. Ambos posicionam-se em ilr(EB 3°
Ciclo) na parte inferior do grafico, contudo Porto Moniz apresenta uma percentagem menor
de individuos com escolaridade no Ensino Basico do 3° Ciclo que se deslocaram para residir
neste municipio. Relativamente & observagao 45, esta surge na parte superior em ilr(Ens Pos
Secund) e em ilr(Licenciatura), porém a percentagem de individuos com uma Licenciatura que
se moveram para habitar neste municipio é mais elevada do que a percentagem de individuos
com escolaridade no Ensino Pos Secundario.
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Madeira

Figura 4.15: Cartograma do Arquipélago da Madeira com identificagdo dos municipios outliers
de Porto Moniz e Ponta do Sol a cor verde, para o conjunto de dados por habilitagao académica.

Para a Regidao Auténoma dos Agores, os trés grupos, Ocidental, Central e Oriental, que
constituem este Arquipélago possuem todos pelo menos um outlier. No grupo Ocidental tem-
se os municipios do Corvo e Lajes das Flores, no grupo Central o municipio de Lajes do Pico
e no grupo Oriental os municipios de Nordeste, Povoagao e Vila Franca do Campo.

Agores

"

Figura 4.16: Cartograma do Arquipélago dos Acores com identificagdo a cor verde dos muni-
cipios outliers de Corvo e Lajes das Flores no grupo Ocidental, do municipio Lajes do Pico
no grupo Central e dos municipios Nordeste, Povoacao e Vila Franca do Campo no grupo
Oriental, para o conjunto de dados por habilitacao académica.

Os municipios de Lajes das Flores (observacao 26) e do Pico (observacao 27) apresentam
valores baixos em ilr(Nenhum) do gréafico da Figura no entanto a percentagem de indi-
viduos que se moveu para o municipio de Lajes do Pico sem qualquer habilitacao académica
¢é bastante pequena comparando com a percentagem para Lajes das Flores. De igual modo,
a observagao 26 também apresenta valores baixos em ilr(Bacharelato) e ilr(EB 3° Ciclo) e
a observagao 27 em ilr(EB 1° Ciclo). Mas, a percentagem de pessoas que se moveu para o
municipio de Lajes das Flores é muito elevada em ilr(Doutoramento). Corvo (observagao 19) e

91



Capitulo 4. Aplicacdo em dados demogrdficos

Povoagao (observagao 49) sao os dois municipios que apresentam a percentagem mais elevada
de cidadaos com Mestrado e com escolaridade no Ensino Basico do 2° Ciclo, respetivamente,
que se deslocaram para residir nestes municipios. Vila Franca do Campo (observagao 60)
é o municipio que possui a percentagem mais baixa de pessoas com escolaridade no Ensino
Secundario que passaram a morar neste municipio. Nordeste foi analisado previamente.

4.3.3 Conjunto de dados por situagao profissional

Procedeu-se com a leitura da matriz do conjunto de dados por situagao profissional que
continha a informagao absoluta e fez-se a elaboracao da matriz composicional com a informagao
relativa. De seguida aplicou-se a[PBS| obtendo-se as coordenadas ilr-transformadas, e iniciou-
se o estudo das metodologias numéricas.

A fungao covMecd() revelou a existéncia de 11 outliers para um valor de In(MCD) de
—5.518727, sendo os respetivos graficos das distancias de Mahalanobis exibidos na Figura
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Figura 4.17: Comparagao grafica da raiz quadrada da distancia de Mahalanobis robusta (gréa-
fico da esquerda) e cléssica (grafico da direita) para o conjunto de dados por situagao profis-
sional. As observacoes identificadas por nimeros sao outliers.

Os graficos demonstram uma diferenca quase inexistente entre as duas distdncias. Observa-
se que a distancia de Mahalanobis robusta deteta 11 observagoes atipicas enquanto a classica
revela 10 observagoes. Ambas possuem 9 outliers em comum onde apenas trés deles nao sao
comuns as distancias, as observacoes 116 e 301 sao detetas pela distancia robusta e a observagao
195 pela distancia classica. Deste modo, constata-se que a distancia robusta predomina sobre
a cléssica.

A fungao ag.plot() identificou a mesma solugao encontrada do comando anterior e a Figura
exibe as observacoes atipicas detetadas pelo quantil X%;o,gm- Um facto interessante deste
grafico é que os outliers localizam-se na regido periférica das observagoes nao atipicas nao
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revelando jungao de observagoes, contrastando com os dois graficos homoélogos obtidos nas
subsecgoes anteriores.

Qutliers based on 97.5% quantile
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Figura 4.18: Grafico que exibe os outliers (destacados a vermelho) de acordo com o quantil
X%;o,975 para o conjunto de dados por situacao profissional.

Para a funcao dd.plot() obteve-se 14 outliers e o valor do logaritmo de MCD foi exatamente
igual aos dois comandos anteriores. No gréfico na linha a tracejado, as observacoes
tendem a permanecer sobre a linha aproximadamente até metade, mas de seguida separam-se
e enquanto algumas mantém-se no espaco da distancia robusta trés delas afastam-se para a
divisao da distancia cléssica.
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Figura 4.19: Grafico que compara as distancias de Mahalanobis robusta e classica para o
conjunto de dados por situagéo profissional. Os simbolos “+” no 1° quadrante destacam as
observagoes atipicas que se localizam fora do quantil X%;0.975-

Em ultimo, para a fungao outCoDa() o namero de outliers detetado foi 19 com um valor

de In(MCD) de —5.539568.
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Quanto as metodologias graficas, a fungao mwoutlier.CoDa() identificou 15 outliers para
um valor de In(MCD) de —5.518727. E de destacar que, para encontrar o menor valor do
logaritmo do determinante da matriz de covaridncia dos dados, nesta fungdo esse valor foi
exatamente o mesmo em todas as dez vezes que houve repeticao da funcao. Por conseguinte,
o codigo nao foi alterado tal como ocorreu para os outros dois conjuntos de dados. Os biplots
composicionais robustos surgem na Figura [£.20]
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Figura 4.20: Biplots composicionais robustos (a) para visualiza¢ao dos outliers bem como do
comprimento dos links e (b) para visualizagdo dos dngulos entre os links para o conjunto de
dados por situagao profissional.

Observe-se que a percentagem de variabilidade dos dados com as duas primeiras compo-
nentes principais ¢ 100% em ambos os biplots, o que seria de esperar porque a matriz dos
dados é constituida por trés partes restringida a soma ser um. Logo, o espago dos dados esta
contido em R2.

Por visualizacido do biplot na Figura (a) é percetivel que os trés links tém compri-
mentos muito similares. Recorrendo diretamente & matriz de variagdo composicional, exibida
na Tabela [1.9] observa-se que a variabilidade das trés possiveis log-razoes sao todas baixas.

Tabela 4.9: Matriz de variacdo composicional entre as variaveis da situagao profissional (a
negrito destacam-se os valores do menor e maior link, respetivamente).

Empregado  Desempregado  Inativo

Empregado 0 0.093 0.206
Desempregado 0 0.134
Inativo 0

Comparando os valores da matriz de variacdo composicional, o menor é entre as variaveis

Empregado e Desempregado com um valor de 712 = 0.093, o que evidencia que estas variaveis
Empregado

constante. Assim
Desempregado ’

sdo proporcionais entre si e, por isso, possuem log-razao In (
a razao entre as percentagens de residentes que mudaram de municipios estando emprega-
dos e desempregados reflete ser a mais constante no conjunto dos 308 municipios. Isto é, as
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percentagens de residentes que mudaram de municipio, encontrando-se nas respetivas situa-
¢Oes profissionais enunciadas, devem manter-se proporcionalmente mais parecidas entre si no
conjunto dos 308 municipios.

Por outro lado, o maior valor da matriz de variagao é entre as variaveis EFmpregado e Ina-
tiwo com um valor de 713 = 0.206. Tal facto vem demonstrar que estas duas variaveis tém
uma variabilidade maior que a log-razao referida anteriormente. Como consequéncia, significa
que a razao entre as percentagens de residentes que mudaram de municipio apresentando-se
empregados e inativos é mais variavel no total dos 308 municipios. Neste conjunto, onde se
observou mobilidade de residéncia dos seus habitantes, haverd municipios em que a percenta-
gem de residentes empregados serd um dado valor proporcional & percentagem de residentes
inativos mas tal valor de proporcionalidade diferiré entre os diferentes 308 municipios, sendo
que para este par de varidveis da situagao profissional constata-se a maior variabilidade.

Do biplot da Figura (b) ndo se observam angulos entre links de 90° ou de 0° pelo
que da anélise do biplot nao se deduzem interpretacoes de existéncia de correlagoes entre log-
razoes fortes ou quase nulas, respetivamente. Contudo, calculando a submatriz de correlagoes
entre as log-razoes possiveis das trés partes que constituem o conjunto de dados (Tabela
observa-se que a submatriz de correlagoes exibe um tnico valor bastante préximo de zero,

Empregado Inativo ; 3
0.094, entre In <7Desempmga o) eln Desempregado |- Tal sugere que relativamente a percenta-

gem de desempregados, a percentagem de empregados e de inativos que mudam de municipio,
bem como de residéncia, nao se correlacionam. Este resultado leva a crer a mobilidade (em
termos de novo municipio para residir) inerente aos empregados e inativos, comparativamente
com os desempregados, resulta de diferentes perspetivas, onde se deduz que os fundamentos
que impulsionam os individuos empregados e inativos a mudar de municipio, bem como de re-
sidéncia, serao distintos. Por sua vez, —0.744 é o valor da submatriz de correlagoes com maior
valor absoluto (diferente de 1) implicando que existe uma correlacao relativamente forte posi-

tiva entre In ( Zmpregado ) oy (Desempregado ) (1 (__Inativo 1)) = Ageim  relativamente
Inativo Inativo Desempregado )

a percentagem de inativos, a percentagem de empregados e de desempregados que mudam de
municipio, bem como de residéncia, estd correlacionada positivamente. Este resultado leva
a crer que tal mobilidade inerente aos empregados e aos desempregados, comparativamente
com a dos inativos, se relacionam entre si, sugerindo que a mudanc¢a de municipio bem como
de residéncia dos individuos desempregados nos 308 municipios, relativamente & dos inativos,
podera ser influenciada positivamente pela mobilidade dos individuos empregados.

Tabela 4.10: Uma submatriz de correlagoes entre log-razoes e partes na situagao profissional.

In Empregado
Inativo

1.000

Empregado Inativo Empregado
‘ In Desempregado In Desempregado In Inativo
Empregado
In pombregado | 1.000 0.094 0.596
Inativo
In Desempregado ‘ 1.000 —0.744
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Em relacao aos outliers presentes no biplot, para a interpretacao destes analisou-se os
graficos de dispersaos univariados da Figura [£.21]
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Figura 4.21: Gréficos de dispersao univariados para o conjunto de dados por situagao profis-
sional.

Dado que a fungdo muoutlier.CoDa() identificou apenas 15 outliers, os graficos de dis-
persao univariados tornam-se acessiveis de interpretar e sdo muito menos confusos. Da sua
visualiza¢do destacam-se as observagdes 4, 9 e 10 em ilr(Desempregado) que se situam na
parte superior do grafico apresentando valores altos. Pelo biplot observa-se que a variavel
Desempregado € dominante para estas observagoes. Assim, conclui-se que os municipios de
Mourao, Porto Santo e Ribeira de Pena, respetivamente, foram apraziveis uma vez que existe
uma elevada percentagem de individuos desempregados que passaram a residir nestes munici-
pios. A maior parte das restantes oito observagoes, em ilr(Desempregado), tendem a situar-se
na parte inferior do grafico evidenciando que estes oito municipios outliers sao repulsivos para
individuos desempregados.

Em ilr(Empregado) exclusivamente a observagao 1, referente ao municipio do Corvo, as-
sume valores elevados pelo que existe uma elevada percentagem de pessoas empregadas que
moveram-se para este municipio entre 2005 e 2011 com a finalidade de residirem. Tal conclusao
confirma-se com o biplot, pois a variavel Empregado é somente dominante para a observagao
1. As observagdes 4, 10, 11, 6 e 7 evidenciam valores baixos em ilr(Empregado) constatando-
se que uma pequena porcao de individuos empregados passou a habitar nos municipios de
Mourao, Ribeira de Pena, Sabugal, Pampilhosa da Serra e Penamacor.

Por fim, em ilr(Inativo) ha uma clara disposi¢ao da maioria das observagdes presente na
parte superior do grafico, destacando que nestas a variavel Inativo se torna dominante, tal
como mostra o biplot. Assim, entre 2005 e 2011 os individuos que nao possuiam qualquer
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contrato de trabalho deslocaram-se para estes municipios atrativos passando a habitar. Em
contrapartida, os municipios de Mourao, Corvo e Porto Santo, exibidos pelas observagoes 4,
1 e 9, foram considerados repulsivos pois uma pequena percentagem de individuos inativos
escolheu estes municipios para residir.

Para o conjunto de dados desta subseccao existem apenas trés variaveis representativas dos
dados, tornando assim possivel a exibicao num diagrama ternario deste conjunto. Para tal
recorreu-se a funcao ternaryDiag(), da biblioteca robCompositions. Esta fun¢ao tem algumas
particularidades que o analista pode escolher para representar os seus dados. Uma delas é
delinear uma elipse em torno do conjunto, line="ellipse”, e definir o parametro que determina a
elipse. Para a detegao de outliers multivariados o parametro escolhido foi tol=0.975. O gréafico
da Figura [1.22] é o diagrama ternario para o conjunto de dados por situagao profissional.

Inativo

Desempregado Empregado

Figura 4.22: Diagrama ternario para o conjunto de dados por situacao profissional.

Um dos principais problemas dos diagramas ternarios é o facto de que a mente humana
estd apenas acostumada a pensar em termos da distancia Euclidiana, e nao na distancia de
Aitchison que precisa de ser considerada quando se olha para dados num diagrama terna-
rio. Por isso, a interpretagao do diagrama sera tida em conta apenas com as caracteristicas
enunciadas na Subsecgao [3.2.1]

Pela visualizagao do diagrama, os dados exibem a tendéncia de se alinhar entre as varidveis
Empregado e Inativo, formando um padrao linear paralelo & aresta direita do grafico. Tal
situagdo condiz com as caracteristicas (ii) e (iv) exibidas nas Figuras[3.4](b) e[3.5] (a), indicando
a dominéancia das componentes associadas & aresta direita o que se conclui que as proporgoes
da componente Desempregado nas composicoes sao constantes. Observa-se, ainda, a presenga
de outliers que se situam no lado exterior da elipse. Porém, a fun¢do nao permite saber quais

sao essas observagoes.
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Finalizado o estudo de ambas as metodologias para os dados da situagdo profissional,
a Tabela revela os resultados obtidos acerca das cinco fungoes implementadas para a
detecao de outliers.

Tabela 4.11: Sintese dos resultados obtidos pelas fung¢ées das metodologias numéricas e grafi-
cas.

Fungoes Nuamero de outliers | Menor valor de In(MCD)
covMed() 11 —5.518727
ag.plot() 11 —5.518727
dd.plot() 14 —5.518727
outCoDa() 19 —5.539568
muoutlier.CoDa() 15 —5.518727

Para a interpretacao das observagoes atipicas obteve-se 11 municipios outliers comuns as
fungoes das metodologias, tal como mostra a lista seguinte:

Municipios

Corvo Oleiros Torre de Moncorvo

Freixo de Espada & Cinta Pampilhosa da Serra Vila Nova de Foz Coa

Idanha-a-Nova Porto Santo Vila Velha de Rodao

Mourao Sabugal

A listagem a seguir revela os 8 outliers dubios associados ao menor valor do logaritmo de
[MCD] de cada uma das fungoes.

Municipios

Arouca Ribeira de Pena

Melgaco Sao Roque do Pico

Penamacor Vila de Rei

Penedono Vila Nova de Poiares
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A Figura[4.23|demonstra o cartograma de Portugal Continental revelando os 9 municipios
outliers deste territério, presentes na primeira lista. Observa-se, claramente, que estes muni-
cipios localizam-se em regides do interior de Portugal, nomeadamente Tras-os-Montes e Alto
Douro, Beira Interior e Alentejo.

Portugal (Continental)

Figura 4.23: Cartograma de Portugal (Continental) com 9 municipios outliers a cor verde,
para o conjunto de dados por situacao profissional.

Transpondo a andlise destes nove municipios para os graficos de dispersao univariados, da
Figura [£.21] salienta-se que a maioria deles admitem posicionamentos semelhantes para as
diferentes variaveis ilr. Destes nove municipios, somente em ilr(Empregado) é que Mourao
(observacao 4) tem comportamento similar aos restantes, sendo que em ilr(Desempregado) e
ilr(Inativo) este sobressai-se com um comportamento contrario.

99



Capitulo 4. Aplicacdo em dados demogrdficos

Para o Arquipélago da Madeira, o cartograma, é exibido na Figura onde exclusivamente
o municipio de Porto Santo é considerado um outlier. A interpretagao desta observagao, tendo
em conta os dados relativos & situacao profissional, foi discutida anteriormente.

Madeira

Figura 4.24: Cartograma do Arquipélago da Madeira com identificagdo do municipio outlier
de Porto Santo a cor verde, para o conjunto de dados por situagao profissional.

A Figura[4.25| mostra o cartograma do Arquipélago dos Agores evidenciando que existe ape-
nas um outlier no grupo Ocidental identificado pelo municipio do Corvo. Nos gréaficos de dis-
persao univariados, a observagao 1, referente a este municipio, foi analisada em ilr(Empregado)
e ilr(Inativo). Constata-se que em ilr(Desempregado) a observagao adota o mesmo comporta-
mento que em ilr(Inativo), pelo que as conclusoes retiradas sao semelhantes nas duas variaveis.

Agores

"

Figura 4.25: Cartograma do Arquipélago dos Agores com identificacdo do municipio outlier
do Corvo a cor verde, no grupo Ocidental, para o conjunto de dados por situagao profissional.
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Conclusao e trabalho futuro

Os trabalhos de Aitchison, em 1986, foram os impulsionadores para a descoberta de dados
composicionais. Durante os anos 80, outros autores desenvolveram trabalhos na sequéncia
do estudo de Aitchison e, desde entdo, a anélise de dados composicionais tem ganho uma
dimensao suprema apresentando-se em crescente desenvolvimento. A anélise destes dados
ganha interesse na medida em que se pretende avaliar o racio entre componentes (variagao
relativa) e ndo a diferenga entre elas (variagao absoluta). Para tal, a finalidade de uma analise
multivariada de dados composicionais requer alguma precaucao visto que uma transformacao
apropriada é crucial para que os dados possam ser interpretados no espago Euclidiano, dado
que a geometria de Aitchison é o espago amostral dos dados composicionais.

Frequentemente, em diversos conjuntos de dados, a presenca de outliers multivariados
constitui um acontecimento interessante para a andlise uma vez que revela o aparecimento de
fenémenos atipicos camuflados pelo desconhecimento de tais observagoes. Os dados composi-
cionais nao fogem a regra pelo que o estudo da presenga de dados atipicos nesta classe de dados
se revela também interessante. A identificacao de outliers multivariados em dados composici-
onais era um dos objetivos desta dissertacao, recorrendo a metodologias numeéricas e graficas.
Constatou-se que a transformacao ilr é essencial para a detecdo de observagoes atipicas, no
entanto uma conjugacao desta com a transformacao clr permite que, posteriormente, os dados
atipicos possam ser visualizados em biplots composicionais robustos. Averiguou-se também
que a distancia de Mahalanobis robusta é o principal método para a detegao destas observagoes
e que o estimador [MCD] é adequado para que uma abordagem robusta desta distancia possa
ser garantida. Por sua vez, ferramentas exploratorias graficas permitiram também a identifi-
cacao de outliers multivariados, nomeadamente os biplots composicionais robustos enquanto
os diagramas ternarios possibilitaram apenas a sua visualiza¢ao para o conjunto de dados por
situacao profissional. Para interpretacao das observacoes atipicas, os graficos de dispersao
univariados foram as ferramentas fulcrais para justificar a detecao destas observacoes.

A matriz de dados composicionais relativa ao conjunto de dados por habilitagdo acadé-
mica continha zeros de contagem que foram imputados pelo algoritmo k-NN, para k = 3. A
imputacao desses valores foi realizada com base na selecao de quatro valores diferentes para
k, e como os resultados obtidos eram iguais, a escolha de qualquer um dos valores era indife-
rente. Ora, para que esta escolha nao seja baseada exclusivamente numa decisdo do analista
e para que os resultados sejam mais fidedignos sugere-se que um dos trabalhos futuros seja o
aperfeicoamento do estudo do k 6timo, por exemplo, recorrendo a validagao cruzada.
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Da analise efetuada aos dados demograficos obteve-se um total de 30 outliers para o con-
junto do grupo etario, 62 outliers para o conjunto da habilitacao académica e 11 outliers para
o conjunto da situacao profissional. Curiosamente, os municipios outliers tém tendéncia para
se localizar em regides do interior de Portugal Continental. Somente dois desses municipios
sdo comuns aos conjuntos, tais como Freixo de Espada & Cinta e Pampilhosa da Serra. Po-
rém, nao foram identificados municipios comuns para as Regioes Auténomas da Madeira e dos
Acores.

Dos trés conjuntos, a anéalise realizada ao conjunto da situacdo profissional revelou con-
clusoes mais interpretéveis. De um modo geral, constatou-se a existéncia de um padrao nos
municipios outliers revelando que a maior parte desses municipios tendem a ser menos atra-
tivos para individuos que se encontram na atividade econdémica empregados, mas também
aqueles que se encontram desempregados. Contrariamente, individuos que nao possuam ne-
nhum contrato de trabalho consideram esses mesmos municipios atrativos escolhendo-os para
residir. Relativamente aos restantes dois conjuntos, os resultados nao evidenciaram um padrao
global que pudesse ser interpretado de modo explicito. O conjunto do grupo etario demonstra
que os municipios outliers foram atrativos tanto para residentes mais novos como para resi-
dentes mais idosos. No entanto, curiosamente, individuos com idades entre os 40 e os 64 anos
consideraram que os municipios outliers, identificados neste conjunto, ndo eram atrativos para
habitar. O conjunto da habilitacdo académica possui um padrao diversificado, no sentido em
que nao ha uma clara distingdo do modo como se possa tipificar/categorizar o grau académico
dos novos residentes em cada municipio outlier.

Em suma, os municipios identificados como outliers sao considerados dados atipicos uma
vez que o modo como “atraem” residentes é diferente dos restantes municipios em termos de
distribuicao do grupo etéario, habilitacao académica e situagao profissional. Portanto, o estudo
destes municipios beneficiou a clarificar que a percentagem de pessoas que entraram pode ser
muito elevada, mas também muito baixa fazendo com que os municipios identificados sejam
mais atrativos ou repulsivos consoante a distribuicao do grupo etério, habilitacdo académica e
situacao profissional. Do ponto de vista demografico, as particularidades das composicoes dos
municipios outliers detetados sdo sugeridas para futuros estudos, nomeadamente com equipas
multidisciplinares envolvendo estatisticos e demografos.

Perante os resultados obtidos salienta-se que, para o conjunto de dados por situagao pro-
fissional, os graficos de dispersao univariados revelaram conclustes mais objetivas apresentado
uma melhor padronizacao dos outliers identificados. Além disso, a qualidade de representagao
dos biplots para este conjunto é perfeita (75.7 4+ 24.3 = 100%) pelo que o padrao de variagao
dos dados apresentado nos biplots para dados originais é fiAvel. O mesmo nao podera ser
dito relativamente aos restantes dados, pois as percentagens sao de 49.1 + 23.3 = 72.4% e
53.6 +19.7 = 73.3% para o primeiro e segundo conjunto, respetivamente, influenciando os re-
sultados da andlise das correlagoes entre racios. Deste modo, um dos trabalhos que se propoe
para futuro é a visualizacao de outros planos, ou seja, a construcao de biplots composicionais
robustos com base noutras componentes principais de forma a que os resultados obtidos com
a matriz de correlacoes possam ser devidamente interpretados.

Uma das limitagoes deste estudo corresponde ao facto da abordagem relativa considerada
nao ter em conta o total de residentes que habita em cada municipio, ou seja, nao tem em conta
a densidade populacional do municipio. Por exemplo, um municipio onde se verifique uma
percentagem populacional de 5% pode ser pouco ou muito volumoso, isto &, esta percentagem
pode corresponder a 1 ou 100 pessoas pelo que terd uma interpretagdo demografica diferente.
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As composigoes dos trés conjuntos, dos 308 municipios, foram analisadas separadamente
para trés fatores distintos: grupo etario, habilitacao académica e situacao profissional. No
entanto, uma anéalise sob o ponto de vista de tabelas de composi¢ao (compositional tables)
pode revelar inéditas conclusoes. Por exemplo, a analise pode ser efetuada de acordo com
a conjugacao dos conjuntos em dois fatores. Assim sendo, uma sugestao de investigacao fu-
tura corresponde a estudar a agregagao dos conjuntos em tabelas composicionais com dois
fatores que permita o estudo das interagoes. Poder-se-ia analisar pares de conjuntos: grupo
etario versus habilitacdo académica, ou grupo etario versus situagdo profissional ou, ainda,
habilitagdo académica versus situacao profissional. Esta ultima revela-se importante em ter-
mos de politicas publicas na capacidade de empregabilidade dos municipios tendo em conta a
escolaridade dos potenciais empregados.
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Apéndice A

Outliers: funcao mwvoutlier.CoDa()

A.1 Conjunto de dados por grupo etario

Tabela A.1: Identificacao dos outliers detetados pela fungao muvoutlier. CoDa() para o conjunto
de dados por grupo etério.

Ntumero ‘ Municipio Ntumero Municipio
1 Aguiar da Beira 17 Melgaco
2 Alcoutim 18 Mira
3 Arouca 19 Monchique
4 Carrazeda de Ansiaes 20 Montalegre
5 Castanheira de Péra 21 Pampilhosa da Serra
6 Castelo de Vide 22 Pinhel
7 Crato 23 Porto Moniz
8 Cuba 24 Santa Marta de Penaguiao
9 Figueira de Castelo Rodrigo 25 Tarouca
10 Freixo de Espada a Cinta 26 Torre de Moncorvo
11 Fronteira 27 Trancoso
12 Lajes das Flores 28 Vila de Rei
13 Macedo de Cavaleiros 29 Vila Nova de Foz Coa
14 Manteigas 30 Vila Nova de Paiva
15 Marvao 31 Vizela
16 Meda
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A.2 Conjunto de dados por habilitacao académica

Tabela A.2: Identificagio dos outliers detetados pela fungdo muvoutlier. CoDa() para o conjunto de
dados por habilitacao académica.

Numero ‘ Municipio ‘ Numero ‘ Municipio Namero ‘ Municipio
1 Aguiar da Beira 22 Ferreira do Alentejo 43 Penela
2 Alandroal 23 Freixo de Espada a Cinta 44 Pinhel
3 Alcoutim 24 Fronteira 45 Ponta do Sol
4 Alfandega da Fé 25 Gaviao 46 Ponte de Sor
5 Almeida 26 Lajes das Flores 47 Portel
6 Almodovar 27 Lajes do Pico 48 Porto Moniz
7 Alvito 28 Magao 49 Povoacao
8 Arronches 29 Manteigas 50 Ribeira de Pena
9 Borba 30 Marvao 51 Sabrosa
10 Calheta (R.A.A.) 31 Mesao Frio 52 Santa Comba Dao
11 Campo Maior 32 Monchique 53 Sardoal
12 Carrazeda de Ansiaes 33 Mondim de Basto 54 Sernancelhe
13 Castanheira de Péra 34 Monforte 55 Sever do Vouga
14 Castelo de Vide 35 Mortagua 56 Tarouca
15 Castro Daire 36 Mourao 57 Vieira do Minho
16 Castro Marim 37 Nisa 58 Vila de Rei
17 Celorico da Beira 38 Nordeste 59 Vila do Bispo
18 Cinfaes 39 Odemira 60 Vila Franca do Campo
19 Corvo 40 Oleiros 61 Vila Nova de Paiva
20 Crato 41 Pampilhosa da Serra 62 Vila Nova de Poiares
21 Estremoz 42 Penalva do Castelo 63 Vinhais

A.3 Conjunto de dados por situacao profissional

Tabela A.3: Identificacdo dos outliers detetados pela fungao muvoutlier. CoDa() para o conjunto
de dados por situagao profissional.

Ntmero Municipio Namero Municipio
1 Corvo 9 Porto Santo
2 Freixo de Espada a Cinta 10 Ribeira de Pena
3 Idanha-a-Nova 11 Sabugal
4 Mourao 12 Torre de Moncorvo
5 Oleiros 13 Vila Nova de Foz Coa
6 Pampilhosa da Serra 14 Vila Nova de Poiares
7 Penamacor 15 Vila Velha de Rédao
8 Penedono
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Based on robust multivariate statistical methods in the context of compositional data,

of the 308 municipalities in Portugal.
these data, our analysis identified some municipalities as being atypical.
municipalities tend to be in the interior regions of Portugal

Introduction

C data are of positive values which sum results in
a constant. They represent quantitative descriptions of the parts of a whole, conveying
relative rather than absolute information, usually proportions or percentages, being the
sum of those values equal to 1 or 100, respectively.

The present study corresponds to an indirect analysis based on data extracted from
the 2011 Census concerning the 308 municipalities of Portugal internal flows. The
compositions of academic qualification (dataset A) and occupational status (dataset
B) of the residents of each municipality are analyzed

Methods

Compositional data follow the Aitchison geometry (the sample space of compositions is
called Simplex), therefore standard statistical methods that rely mostly on the Euclidean
geometry cannot be used for a raw compositional data. To transform the data into the
Euclidean space, a family of logratio transformations (alr, clr and ilr) was proposed

Nowadays, the isometric logratio (ilr) transformation is preferred due to advantageous
theoretical properties like isometry and non-singularity. A popular choice for an or-
thonormal basis (with D — 1 vectors) on the Simplex leads to transform the original D-
dimensional composmona\ observation x = (z;, p) into the (D — 1)-dimensional

vector 21 = (=, 2 ), 1=1,...,D, wnh ilr coordinates defined by
= D1, )
NP 7
where (a2, 2", 2)),.....al)) stands for a permutation of the parts

(#1,....xp) such that Ith compositional part always fills the first position,
(0,21, -+, 211321415 - -, 2p). In such configuration, the first ilr variable =" explains
all the relative information about the original compositional part z; the coordinates
.,z then explain the remaining logratios in the composition.

Multivariate outliers detection can be based on robust Mahalanobis distance, defined

for the sample z, 2, of (D — 1)-dimensional observations which resulted from an
ilr ion of the sample, as
MD(z) = \(z — &) (@~ ). i=1 n 0]

where fi and = are the robust estimates of the location and covariance parameters,
both obtained by the MCD estimator, in opposition to the classical estimates which are
given by the arithmetic mean and sample covariance matrix, respectively. For the robust
(squared) Mahalanobis distance, it is usual to consider the quantile of order 0.975 of
the y2 distribution with D — 1 degrees of freedom as a cutoff value separating regular
observations from outliers.

Since the dataset A contains zero counts, in order to apply robust multivariate statistical
techniques into this dataset, all those zeros were previously imputed by the k-Nearest
Neighbor (k-NN) imputation method, considering k
Based on two logratio jons, robust biplots were

to visualize the outliers into the datasets. Thus, firstly each dataset was transformed
with the ilr transformation in order to identify the outliers, and then the data were
back transformed to the clr space in order to allow for an interpretation in terms of the
original variable names

Results

Figure 1 Robust compositional biplots for datasets A (on the left, (i)) and B (on the right, (i),
respectively. Only outirs are <hown by the symbol +

i Portugal
IE )

Flgne 2 Wi of Portuga (Congoenal) withthe 54 a1d 13 muriiass cners detctnd ot

A {on the It (mj) and 1 (on the ). respectively. Label 1 in (i) - Aguiar da Beira, Alandroal,

Alcoutim, Alfin & Almeida, Almcduvir Rvito, Arronches, Borba, Campe Majo, Carrageda de

A Cattonhesa do Férn Concl e Yide: astro Daire, Castro Marim, Celorico ia em Cinfes,
e remmor Fenirs d Alensto Frano ds Expods 3 Ciniar Fronteira. Cav Manmgas

arvio, Mesdo, Frio, Monchique, Mondim de Basto, Vonforte, risgue  Qltos,
s oo, Pendle. Piohe. o d¢ s, m\ Rmua de Pana 'Sabros

e o 5o, Swdoa Semanceine, Sver do Vouga, Toroncs. Terr inho,
la de Rel, Vila o Bispo, i Nova de Paia, Vil Vinhais: Lzbdlm )~ Prevo e
Espada 3 Cinta, Idanha-a-Nova, Mour3o, Oleiros, Pampilhosa da Serra, Penamacor, Penedono, Ribeira

de'Pena. Sabugal, Torre de Moncorvo, Via Nova de Foz Coa, Vila Nova de Porares, Vil Velna dé Rod3o

Conclusion
The main goal of the present study were the identification of municipalities outliers from
the point of view of a compositional analysis in order to pick up particularities that may
exist for both datasets A and B.
Curiously, municipalities outliers tend to be in the interior regions of Portugal. A few
regions are common to both datasets, such as Freixo de Espada 3 Cinta, Mourso,
Oleiros, Pampilhosa da Serra, Ribeira de Pena and Vila Nova de Poiares.
From demographical point of view, particularities of the compositions of the detected
municipalities outliers is suggested as scope for future studes.
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