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Resumo Dados multivariados que representam descrições quantitativas positivas das
partes de um todo como, por exemplo proporções, transmitindo informação
relativa em vez de absoluta, são designados por dados composicionais e são
o alvo fulcral de estudo da presente dissertação. Em particular, estudam-se
e aplicam-se técnicas estatísticas numéricas, baseadas em transformações
de log-razões, e técnicas estatísticas gráficas sobre os dados transformados
na deteção de composições (observações) atípicas (outliers) às quais corres-
pondem as observações multivariadas que, por algum motivo, diferem das
restantes composições do conjunto de dados.

Os métodos estatísticos multivariados clássicos tendem a ignorar os outli-
ers, tomando-os como observações “normais” e potenciando assim o en-
viesamento de resultados. Técnicas estatísticas robustas, que reduzem a
influência de outliers, são de extrema importância para uma correta análise
e interpretação dos dados.

Um dos métodos estatísticos mais usuais na identificação de observações
multivariadas atípicas baseia-se na distância de Mahalanobis calculada com
estimativas robustas da média e da matriz de covariância populacionais ob-
tidas através do estimador MCD (Minimum Covariance Determinant). Gra-
ficamente, o método biplot é uma ferramenta exploratória amplamente uti-
lizada na visualização de observações multivariadas e, consequentemente,
de outliers. Considerando o caso especial de dados composicionais, um dos
propósitos do presente trabalho reside também em estudar propriedades da
distância de Mahalanobis robusta e biplots robustos sobre este tipo de dados
na deteção de composições outliers.

Como aplicação destas metodologias estatísticas exploram-se, sob o ponto de
vista relativo (isto é, composicional), três conjuntos de dados demográficos,
extraídos dos Censos de 2011, baseados na migração interna em Portugal.
Esses conjuntos dizem respeito a todos os 308 municípios e, para cada mu-
nicípio, têm-se contagens de residentes que afirmaram que no período de
2005 a 2011 mudaram de residência passando a habitar no município em
causa. A contagem dos residentes que mudaram de município tem em conta
o grupo etário, a habilitação académica e a situação profissional.

A análise estatística realizada conduziu à identificação de grupos distintos
de municípios outliers entre os três conjuntos de dados. Relativamente à
situação profissional as conclusões foram mais interpretáveis. Tendo em
conta a distribuição do grupo etário, da habilitação académica e da situação
profissional, este estudo denuncia a existência de municípios atípicos por
serem mais ou menos atrativos. Usando cartogramas constata-se que muitos
destes municípios outliers localizam-se em regiões do interior de Portugal
Continental.





keywords compositional data, logratio transformations, outliers, robust mahalanobis
distance, MCD estimator, robust compositional biplot.

Abstract Multivariate data of positive values which describe parts of a whole such as
proportions, conveying relative rather than absolute information, are referred
to as compositional data. This type of data is the main subject of the study
of this dissertation. Numerical statistical techniques, based on log-ratios
transformations, and graphical statistical techniques on transformed data in
the detection of atypical compositions (multivariate observations outliers)
are discussed. Outliers are observations that, for some reason, differ from
the other observations belonging to the data set.

Classic multivariate statistical methods tend to ignore outliers which are
taking as “normal” observations and can produce results biased. Hence,
robust statistical techniques, which reduce the influence of outliers, are of
extreme importance for proper analysis and interpretation of the data.

One of the most popular statistical methods for identifying outliers is based
on the Mahalanobis distance calculated using robust estimates of the mean
and covariance matrix obtained by the MCD (Minimum Covariance Deter-
minant) estimator. On another hand, graphically, the biplot method is an
exploratory tool widely used in the visualization of multivariate data and,
consequently, outliers. Considering the special case of compositional data,
properties of Mahalanobis robust distance and robust biplots on this type of
data in the detection of outlier are also studied of this dissertation.

The applications of these statistical methodologies on three demographic
data sets, extracted from the 2011 Census and based on internal migration
in Portugal, are explored from a relative point of view (i.e., compositional).
These data sets concern the total set of 308 municipalities of Portugal.
For each municipality, there are counts of residents who stated that in the
period from 2005 to 2011 they changed their residence and began to live in
the municipality in question.

The count of the residents who changed the municipality considers the age
group, the academic qualification and the occupational status. The statisti-
cal analysis performed led to the identification of distinct groups of outlier’s
municipalities among the three datasets. Concerning the occupational status
the conclusions were more interpretable. Considering the age distribution,
academic qualification and occupational status, this study denounces the
existence of atypical municipalities because they are more or less attractive.
Using cartograms, it is found that many of these outlier’s municipalities are
in regions of the interior of Portugal.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Noção de dados composicionais

No decorrer dos tempos, nas mais diversas áreas de investigação, Biologia, Geologia, Quí-
mica, Medicina, entre tantas outras, surgem conjuntos de dados que possuem uma estrutura
na forma de composição [1]. Por exemplo, na área da Geologia quando se analisa a textura
dos solos, as frações de areia, silte e argila formam uma composição com três elementos dando
uma propriedade ao solo; na área da Química, os elementos que compõem o vinho formam
uma composição e determinam que tipo de vinho podem descrever. Estes exemplos de dados
podem ser abordados como uma composição, cujos elementos, no seu total, irão formar todo
o conjunto de dados.

Um determinado conjunto de dados designa-se composicional se apresenta partes de um
todo, dando como exemplo as proporções, percentagens ou concentrações. Nestes casos, o con-
junto só pode ser considerado composição se apresentar pelo menos duas componentes. Caso
contrário, não há uma parte do todo. Este pormenor é de extrema importância, pois revela
que os dados composicionais (compositional data) são multivariados (no mínimo bivariados).

Os dados composicionais são observações multivariadas que possuem certas particularida-
des que os distinguem de outros conjuntos de dados, por exemplo, os dados absolutos. Os
dados composicionais contêm apenas informação relativa. Cada elemento de uma observação
composicional é designado por componente e deve ser um número real estritamente positivo.
Essa componente pode ou não representar a proporção de um todo. Pelo facto dos dados
serem relativos, a soma de todas as componentes deve ser igual a uma constante.

Segundo [2], qualquer vetor x = (x1, x2, ..., xD) com elementos não negativos, represen-
tando proporções de um todo está sujeito à seguinte restrição,

x1 + x2 + . . .+ xD = k

sendo k > 0 um número real. De um modo geral tem-se k = 1 quando os dados representam
proporções, ou k = 100 para medições feitas em percentagens.

Os dados composicionais têm várias características e propriedades importantes com con-
sequências para qualquer análise estatística [3]. Na maior parte dos casos, um aspeto bastante
comum na análise destes dados é a sua interpretação ser feita através da aplicação de tradi-
cionais técnicas destinadas a dados multivariados reais após transformações convenientes nos
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dados originais. As primeiras recomendações que abordam a análise estatística de dados com-
posicionais remete a um artigo de Karl Pearson de 1897 sobre correlações espúrias. O artigo
expõe problemas decorrentes do uso de métodos estatísticos tradicionais em proporções. No
entanto, as suas advertências foram ignoradas até por volta de 1960 quando o geólogo Felix
Chayes também alertou contra a aplicação da análise multivariada tradicional para dados
composicionais, a fim de evitar inconsistências pela restrição da soma unitária [1].

A primeira proposta metodológica consistente da análise de dados composicionais surgiu,
apenas, nos inícios dos anos 80, em 1982 e 1986, com os trabalhos de John Aitchison, um esta-
tístico escocês e professor na Universidade de Hong Kong [4, 1]. Dos trabalhos de Aitchison, o
principal aspeto centra-se na análise estatística de log-razões (logratios) entre as componentes
de um vetor composicional e os princípios de uma análise de dados composicionais [5].

Dos trabalhos de Aitchison de 1986, este concluiu que uma completa análise das partes que
compõem um todo poderia ser realizada em termos de razões das partes da composição, uma
vez que as composições apenas contêm informação relativa entre as componentes. Além disso,
propôs, ainda, metodologias baseadas em vários tipos de transformações log-razões, visto que
a transformação log-razão é uma correspondência biunívoca em R e o uso matemático de um
quociente é mais simples em termos do seu logaritmo. Estas transformações permitiram a
aplicação de procedimentos standard da análise multivariada sobre os dados transformados
transpondo as conclusões extraídas em termos de dados originais [6].

Apesar das vantagens que as técnicas baseadas em transformações log-razões contribuem
para a análise de dados composicionais, tais técnicas não tiveram o sucesso que se esperava
obter no seio dos estatísticos. Tal facto pode, talvez, ser explicado devido à tendência habitual
de interpretar e analisar resultados em termos absolutos e, consequentemente, a uma menor
fluidez no raciocínio numa perspetiva relativa, necessitando que o pensamento seja direcionado
em termos de razões [4]. Para uma melhor análise de dados composicionais, na década de 2000,
foram publicadas várias contribuições que permitiram uma melhor abordagem sistemática dos
métodos propostos por John Aitchison. Tais contribuições podem ser vistas, por exemplo, nas
seguintes referências: Aitchison et al 2002 e 2005 ([7, 8]), Pawlowsky et al 2001 ([9]), Egozcue
et al 2003 ([10]) e Filzmoser et al 2009 ([11]). Atualmente, a análise de dados composicionais
pode ser, principalmente, dividida em três etapas:

1. Representação de dados em coordenadas log-razões;

2. Uso de técnicas de análise estatística multivariada sobre os dados em coordenadas log-
razões transformadas;

3. Interpretação dos resultados em dois contextos:

3 coordenadas transformadas;

3 coordenadas originais.
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1.2 Noção de observações atípicas

Na análise estatística de qualquer categoria de dados, por diversas vezes, existem observa-
ções que se destacam das restantes por apresentarem comportamentos fora do padrão normal,
designando-se por observações atípicas (outliers). Não existe uma definição formal defini-
tiva do termo outlier, pois existem inúmeras designações associadas, por exemplo, podem ser
denominados por: desvios, anomalias, exceções, dados atípicos, entre outras.

O problema dos outliers é um dos mais antigos na análise estatística, e durante os últimos
anos o interesse nesta área aumentou progressivamente [12]. Qualquer estatístico que analise
vários conjuntos de dados, provavelmente, deparou-se com outliers. Em 1978, Barnett e Lewis
definiram outlier como sendo “uma observação (ou subconjunto de observações) que parece
ser inconsistente com o restante daquele conjunto de dados” [13]. Segundo estes autores, as
principais causas que levam ao aparecimento de outliers provém da variabilidade inerente da
população, de erros de medição, e de erros de execução.

Assim, de um modo simples e preciso, pode-se considerar uma observação atípica como
sendo qualquer dado que se “desvie” de um “padrão” do conjunto de dados em que se insere,
(Figura 1.1 (a)) estando dependente de como se mede esse desvio e como se define esse padrão.
É, fundamental, destacar que um outlier será sempre um elemento do conjunto, podendo
existir mais do que um dado atípico nesse mesmo conjunto (Figura 1.1 (b)), e, além disso, a
observação é considerada atípica em relação a um determinado padrão A, pois poderá não ser
em relação a um padrão B (Figura 1.1 (c)).

Figura 1.1: (a) Representação de uma observação que se desvia visivelmente de um conjunto de
dados, tratando-se de um dado atípico. (b) Representação de três outliers. (c) Representação
de dois conjuntos de dados, A e B, onde a observação verde é atípica para o conjunto A mas
pertence ao conjunto B.

As observações atípicas, por apresentarem comportamentos diferentes dos restantes dados,
requerem uma atenção redobrada com um cuidado especial a ter em conta. Numa primeira
análise, ao ignorar a existência de tais observações pode induzir a que os resultados obtidos
sejam inconsistentes. Na maior parte das situações, leva a que a interpretação de resulta-
dos provenientes da aplicação de técnicas estatísticas tradicionais possa ser prejudicada pela
presença de outliers.

Uma forma de lidar com a existência de outliers é a utilização de técnicas estatísticas ro-
bustas que mantêm a adequação do modelo aos dados mesmo na presença de outliers [14]. Esta
questão é, particularmente, de grande foco quando o conjunto de dados contém observações
multivariadas, como é o caso dos dados composicionais.
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1.3 Motivação para o tema

_ Informação absoluta ou relativa?

Dois tipos de informação estão subjacentes a qualquer conjunto de dados:

3 Informação absoluta: refere-se aos dados originais nas suas unidades de medidas con-
cretas, como contagens, unidades monetárias, peso, altura, entre outras. Por qualquer redi-
mensionamento das observações originais de uma variável, por exemplo percentagens, o seu
valor informativo é afetado ou até mesmo perdido.

3 Informação relativa: refere-se a uma representação de contribuições quantitativamente
descritas sobre um todo, cujo valor absoluto é irrelevante. As unidades dos dados são geral-
mente proporções ou percentagens. Também qualquer tipo de quantidade positiva vista em
termos de partes de um todo, por exemplo concentrações de elementos químicos em ppm ou
mg/kg, são candidatos a observações com informação relativa.

I Questão primordial: “Que tipo de informação se está interessado em analisar?”

Na maior parte das vezes, numa análise de dados composicionais, o interesse baseia-se
em investigar a variação relativa entre componentes em vez da variação absoluta. Ou seja,
pretende-se avaliar os rácios e não as diferenças entre componentes. Considere-se o exemplo
apresentado na Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Número de habitantes do município de Aguiar da Beira agrupados por grupo
etário (em anos).

Grupo etário 0-14 15-24 25-39 40-64 65+

Aguiar da Beira 5 28 195 143 43

Numa escala absoluta, a diferença entre os dois grupos etários 0-14 e 15-24 é de 23 (28−5).
Por outro lado, a diferença entre os grupos 15-24 e 40-64 é de 115 (143−28). Logo, a diferença
do número de habitantes entre os dois grupos mais novos é menor do que nos outros dois
grupos etários (15-24 e 40-64). Ao ser comparado numa escala relativa o resultado torna-se
totalmente diferente. Nos grupos 0-14 e 15-24, o rácio resulta em 28

5 = 5.6, e nos grupos 15-24
e 40-64 é bastante similar, 143

28 ≈ 5.1. Logo, o rácio entre os dois primeiros grupos e entre
os outros dois grupos etários é igual naquele município. O número de habitantes no grupo
etário 15-24 é cerca de 5 vezes maior do que no grupo dos mais novos, assim como o grupo dos
habitantes 40-64 é cerca de 5 vezes maior ao grupo dos 15-24 anos. Portanto, verifica-se uma
clara distinção de conclusões destas duas escalas sendo de particular interesse para os dados
composicionais avaliar as relações entre variáveis do ponto de vista de uma escala relativa.

þ Conclusão: Informações relativas, em vez de absolutas, são relevantes para a análise
dos dados composicionais.
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` Deteção de outliers

A deteção de outliers é uma tarefa importante numa análise estatística de dados multi-
variados. A presença de outliers permite tirar conclusões sobre a qualidade dos dados bem
como fenómenos atípicos que possam surgir [15]. O uso de métodos estatísticos robustos deve
ser de extrema importância para uma correta análise dos resultados. Nesta dissertação se-
rão estudados métodos estatísticos robustos para a deteção de outliers, e os desvios das
observações atípicas serão detetados em contexto analítico e gráfico.

a Representação gráfica

Na representação gráfica, o diagrama ternário e o biplot composicional robusto serão
dois gráficos exploratórios para visualização e identificação dos outliers. Em geral, perante
uma análise estatística composicional, os dados necessitam de ser transformados. Contudo
para a construção de diagramas ternários tais transformações não precisam de ser efetuadas.
Estes diagramas têm a particularidade de que as observações só podem ser visualizadas com
três componentes de cada vez.

Um biplot permite a visualização de dados multivariados num espaço reduzido. Com este
tipo de representação gráfica podem ser detetadas relações entre variáveis e/ou existência de
grupos de indivíduos [16]. A sua aplicação em dados composicionais, para deteção de outliers,
tem sido uma das ferramentas mais utilizadas. Representar os dados composicionais num
biplot composicional robusto requer que se faça uso de transformações adequadas.

b Agregação dos 3 itens

A informação relativa proveniente dos dados composicionais, a deteção de outliers e as
representações gráficas são os três itens para os quais esta dissertação se foca. Estes itens
complementam-se na medida em que seguem um encadeamento lógico para que a análise aos
dados demográficos possa ser realizada de forma apropriada.

Dado que se analisará os dados demográficos em termos composicionais é de todo o interesse
que se consiga perceber a razão pela qual se opta por escolher a análise baseada na informação
relativa e coloca-se de parte a perspetiva absoluta. O analista deve perceber que vantagens
é que advêm de uma análise estatística composicional. A deteção de outliers surge como a
principal tarefa para a análise dos dados demográficos sendo importante entender quais os
melhores métodos estatísticos que permitem a descoberta de dados atípicos. A representação
gráfica sucede da necessidade de se conseguir visualizar as observações atípicas, por isso, os
gráficos concedem tal visualização.

Como aplicação prática destes três itens no contexto dos dados composicionais, a presente
dissertação faz uma análise de dados demográficos reais no contexto de uma análise composicio-
nal. Após a identificação das observações atípicas, pelos dois gráficos exploratórios enunciados
anteriormente, serão ainda utilizados cartogramas para uma melhor visualização geográfica
das observações a fim de identificar regiões de Portugal Continental e dos Arquipélagos da
Madeira e dos Açores onde se detetam os outliers sobressaindo, em termos composicionais, o
fluxo migratório dos indivíduos.
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1.4 Objetivos e organização da dissertação

A presente dissertação tem como principal objetivo estudar e utilizar técnicas exploratórias
na deteção de outliers em dados composicionais. Estas serão aplicadas a dados reais. Os dados
a analisar correspondem a dados demográficos, provenientes dos Censos de 2011, e baseiam-se
nos fluxos migratórios internos em Portugal.

Na decorrente análise estatística a apresentar pretende-se analisar três conjuntos de dados
relativos ao número de residentes que mudaram de município entre 2005 e 2011, nos 308 mu-
nicípios que constituem Portugal (incluindo as Regiões Autónomas da Madeira e dos Açores).
Os três conjuntos descrevem os residentes que mudaram de município quanto ao grupo etário,
habilitação académica e situação profissional. Cada conjunto é constituído por 308 observa-
ções (municípios) sendo cada um descrito por partes, nomeadamente 5, 10 e 3, respetivamente.
No esquema da Figura 1.2 encontram-se listadas as partes que descrevem cada conjunto.

Figura 1.2: Esquema representativo das partes de cada um dos três conjuntos de dados em
estudo.

Inicialmente, os conjuntos de dados contêm informação absoluta, ou seja, as composições
das observações são referentes ao número de indivíduos que nos Censos de 2011 declararam
ter mudado de residência por comparação à data de 2005 e estão caracterizados consoante
o grupo etário, a habilitação académica e a situação profissional. A Tabela 1.2 ilustra um
exemplo da informação absoluta do conjunto de dados do grupo etário para seis municípios
de Portugal.

Tabela 1.2: Parte inicial do conjunto de dados por situação profissional em composições
absolutas.

Municípios Desempregado Empregado Inativo

Abrantes 233 876 1012
Águeda 270 1395 1071
Aguiar da Beira 27 120 267
Alandroal 22 101 138
Albergaria-a-Velha 155 984 671
Albufeira 783 3063 2207

6



Capítulo 1. Introdução

Contudo, uma análise do ponto de vista composicional deve ser tida em consideração de
forma a cumprir os objetivos. Assim, as frequências absolutas serão convertidas do ponto de
vista composicional, isto é, serão consideradas as frequências relativas. Consequentemente,
as composições das observações serão proporções referentes à distribuição dos habitantes que
entraram em cada município de acordo com o grupo etário, a habilitação académica e a
situação profissional. Serve de exemplo a Tabela 1.3 para ilustrar a informação relativa dos
seis municípios apresentados na tabela anterior.

Tabela 1.3: Parte inicial do conjunto de dados por situação profissional em composições
relativas.

Municípios Desempregado Empregado Inativo

Abrantes 0.110 0.413 0.477
Águeda 0.099 0.510 0.391
Aguiar da Beira 0.065 0.290 0.645
Alandroal 0.084 0.387 0.529
Albergaria-a-Velha 0.086 0.544 0.371
Albufeira 0.129 0.506 0.365

Observação 1.4.1. Os conjuntos de dados contendo informação absoluta e relativa serão
usados para ilustrar conceitos ao longo da dissertação.

Partindo de uma análise estatística multivariada robusta pretende-se identificar municípios
que sejam considerados atípicos quanto a atração (ou não) de residentes, numa perspetiva
composicional e em termos de grupo etário, habilitação académica e situação profissional,
a fim de investigar a composição do fluxo migratório entre municípios de Portugal. Com
os resultados obtidos em modo gráfico, pretende-se detetar as observações atípicas (isto é,
municípios outliers) e fazer uso das devidas interpretações gráficas.

De forma a alcançar os objetivos mencionados anteriormente, esta dissertação é consti-
tuída, para além deste capítulo com uma breve introdução do tema em análise, por mais
quatro capítulos e dois apêndices.

No Capítulo 2 apresentar-se-á as metodologias numéricas que serão utilizadas para iden-
tificar os outliers multivariados nos conjuntos de dados a analisar. Serão introduzidas nas
primeiras quatro secções conceitos básicos de dados composicionais, a sua geometria, os prin-
cípios para uma correta análise estatística composicional bem como as três transformações
log-razões usualmente referenciadas a este tipo de dados, alr, clr e ilr. Associada à transfor-
mação ilr, na quinta secção será introduzida a técnica da Partição Binária Sequencial (PBS)
para construção de bases ortonormais no simplex. De seguida, na sexta secção introduz-se a
principal métrica utilizada para identificação de outliers multivariados: a distância de Maha-
lanobis, sendo essencial o estimador MCD (Minimum Covariance Determinant) para obter
estimativas robustas aplicadas a esta métrica. Na sétima secção serão expostas as proprieda-
des inerentes às transformações log-razões fundamentais para uma adequada análise de dados
composicionais. Por fim, na última secção, será introduzido o algoritmo k-NN para lidar com
as componentes irregulares, nomeadamente os zeros de contagem.
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No Capítulo 3 serão apresentadas as metodologias gráficas. Na primeira secção abordar-
se-ão as estatísticas descritivas aplicadas aos dados composicionais, nomeadamente o centro
e a matriz de variação que dizem respeito às medidas de localização e dispersão dos dados
composicionais, respetivamente. Na segunda secção serão apresentadas as ferramentas gráfi-
cas, nomeadamente, o diagrama ternário, os biplots para dados multivariados (standard), os
biplots para dados composicionais e, ainda, os biplots composicionais robustos.

No Capítulo 4 analisar-se-á, separadamente, os três conjuntos de dados demográficos apli-
cando as metodologias dos Capítulos 2 e 3. Iniciar-se-á por descrever em maior detalhe os
conjuntos brevemente introduzidos no Capítulo 1 e, seguidamente, introduzir-se-á as técnicas
utilizadas para análise dos dados. Posteriormente serão realizadas análises dos conjuntos e
discutidos os resultados obtidos com exibição de gráficos e tabelas. Tendo em conta que o ob-
jetivo se prende com a deteção de outliers multivariados, uma abordagem robusta em termos
de representação gráfica é indispensável pelo que esta última parte da análise incidirá apenas
nos biplots composicionais robustos.

No Capítulo 5 serão apresentadas as principais conclusões do estudo aplicado elaborado
no capítulo anterior e, ainda, referindo possíveis trabalhos de investigação que poderão ser
desenvolvidos futuramente.

Para completar o trabalho serão incluídos dois apêndices onde constam os outliers identifi-
cados segundo uma das funções utilizadas no RStudio para as metodologias gráficas (Apêndice
A) e o poster apresentado nas XXVI Jornadas de Classificação e Análise de Dados, na Es-
cola Superior de Tecnologia e Gestão de Viseu, em Abril de 2019, fruto do presente trabalho
(Apêndice B). O trabalho exibido no poster é relativo, somente, aos resultados obtidos pe-
los biplots composicionais robustos dos conjuntos de dados por habilitação académica e por
situação profissional. As aplicações práticas foram todas realizadas com recurso ao software
estatístico RStudio [17]. O script do código realizado para a análise dos dados demográficos
e deteção de outliers desta dissertação encontra-se publicado online no site GitHub [18].
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Metodologias Numéricas

2.1 Conceitos básicos de dados composicionais

Em qualquer análise estatística de dados, é importante reconhecer o espaço amostral na
qual os dados estão inseridos. A maioria dos dados insere-se no espaço Euclidiano e técnicas
estatísticas clássicas fornecem um vasto conjunto de ferramentas para lidar com esses dados [3].
No entanto, os dados composicionais pertencem a uma parte restrita do espaço real e operações
associadas a esse espaço desempenham um papel fundamental nos dados composicionais [2].

O espaço amostral dos dados composicionais é representado por classes de equivalência
de vetores proporcionais [19]. Todos os vetores com componentes positivas proporcionais
representam a mesma composição, uma vez que a multiplicação de um vetor de componentes
positivas por uma constante positiva não altera a razão entre as componentes, sugerindo que
as composições podem ser vistas como classes de equivalência de vetores proporcionais, isto
é, contendo a mesma informação [4].

Definição 2.1.1 (Composições como classes de equivalência). Dois vetores x,y ∈ RD+ , onde
RD+ denota o espaço real D-dimensional (xd, yd > 0,∀d = 1, 2, . . . , D) são composicional-
mente equivalentes se existe um escalar λ ∈ R+ tal que x = λy, ou seja, as composições
x = (λy1, λy2, . . . , λyD) e y = (y1, y2, . . . , yD) contêm essencialmente a mesma informação
relativa, ∀λ ∈ R+.

Seja qual for o vetor escolhido de uma classe de equivalência, todos eles podem ser usados
para representar essa mesma classe. Desta forma, qualquer composição pode ser explícita em
proporções utilizando-se um fator de escala apropriado [4]. De modo a simplificar a análise,
é adequado selecionar-se um representante da classe de equivalência, pela normalização dos
vetores, para que a soma das componentes seja igual a uma dada constante k, podendo ser
1, 100, 1000 ou qualquer outra constante positiva. A reconstrução de composições pode ser
formalizada pela operação de fecho (Closure operator).

Definição 2.1.2 (Operação de fecho). Seja x = (x1, x2, . . . , xD) ∈ RD+ um vetor de compo-
nentes reais e estritamente positivas. O fecho de x para uma dada constante positiva k ∈ R+

é definido por:

Ck(x) =

(
k · x1∑D
d=1 xd

,
k · x2∑D
d=1 xd

, . . . ,
k · xD∑D
d=1 xd

)
.
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Assim, ao aplicar a operação de fecho a uma composição x origina-se um novo vetor
composicional com o mesmo número de elementos, ou seja, esta operação transforma uma
composição x noutra composição equivalente, Ck(x) [19]. Como consequência, a reestruturação
do vetor inicial permite que a soma das suas componentes transformadas seja k. Assim, dois
vetores x,y em R+ são equivalentes se Ck(x) = Ck(y), para qualquer constante k ∈ R+ [6].

Exemplo 2.1.1. Considere-se o conjunto da situação profissional cujas composições são de-
finidas por 3 partes, x1 = Desempregado, x2 = Empregado e x3 = Inativo. Seja x =
(233, 876, 1012) a composição absoluta referente ao município de Abrantes. Sendo x1 + x2 +
x3 = 2121, então o fecho da composição x para k = 1 será:

y = C(x)

=

(
1× 233

2121
,
1× 876

2121
,
1× 1012

2121

)

= (0.110, 0.413, 0.477)

onde a composição resultante y satisfaz y1+y2+y3 = 1. Além do mais, x e y são composições
equivalentes uma vez que se pode escrever x = 2121y.

A restrição de soma constante concede aos dados composicionais particularidades que
os distinguem dos dados no espaço multidimensional. Torna-se necessário definir o espaço
amostral dos dados composicionais, denominado por simplex, de modo que este espaço consiga
satisfazer essas mesmas particularidades.

Definição 2.1.3 (Simplex). Considere-se o subconjunto RD+ e k uma constante real positiva.
O simplex, para composições de D partes, é denotado por SD e definido por:

SD =

{
x = (x1, x2, . . . , xD) ∈ RD | xd > 0,

D∑

d=1

xd = k

}
.

Apesar de uma composição ser uma classe de equivalência, os representantes dessa classe
no simplex também são designados por composições. As componentes de um vetor em SD

são denominadas de partes para destacar o seu carácter composicional. Na maior parte dos
casos, no estudo dos dados composicionais, o interesse foca-se em apenas algumas partes da
composição [6]. Portanto, importa destacar a definição de subcomposição apresentada de
seguida.

Definição 2.1.4 (Subcomposição). Dada uma composição x e uma seleção de índices S =
{d1, d2, . . . , ds}, uma subcomposição xs, com s partes, é obtida pela aplicação da operação de
fecho ao subvetor (xd1 , xd2 , . . . , xds) de x. O conjunto de índices S indica as partes selecionadas
para a subcomposição.

Assim, uma subcomposição é considerada um subconjunto de componentes ou partes de
uma composição. O estudo de uma subcomposição exige que os resultados não sejam contra-
ditórios com os obtidos a partir da composição completa [5]. Veja-se o seguinte exemplo.

10



Capítulo 2. Metodologias Numéricas

Exemplo 2.1.2. Considerando o conjunto de dados por grupo etário, cada município é uma
composição de 5 partes, x = (x1, x2, x3, x4, x5) em que x1 = Idade 0-14, x2 = Idade 15-24,
x3 = Idade 25-39, x4 = Idade 40-64 e x5 = Idade 65+. Por exemplo, a composição relativa do
município de Albufeira é dada por x = (0.040, 0.167, 0.381, 0.311, 0.101). Suponha-se que se
pretende apenas estudar a composição referente às partes x1, x3, x5 (isto é, os grupos etários
Idade 0-14, Idade 25-39 e Idade 65+). Então, a subcomposição de x é dada por

x3 = C(x1, x3, x5),

sendo que para o município de Albufeira ficaria

x3 = C
(

0.040

0.040 + 0.381 + 0.101
,

0.381

0.040 + 0.381 + 0.101
,

0.101

0.040 + 0.381 + 0.101

)

= (0.077, 0.730, 0.193).

2.2 Geometria de Aitchison no simplex

Para uma análise estatística apropriada é essencial considerar propriedades geométricas
inerentes ao espaço amostral das observações. A necessidade de um tratamento especial dos
dados composicionais rege-se pelo facto destes dados não serem coerentes com a geometria
usual Euclidiana. Os dados composicionais possuem uma geometria particular distinta no
simplex, designada por geometria de Aitchison.

Na estrutura geométrica dos dados composicionais, o objetivo prende-se em conferir ao
simplex de D partes uma estrutura de um espaço vetorial, de modo que seja possível definir
bases, linhas retas e outros operadores no simplex. Para tal, Aitchison introduziu duas ope-
rações unicamente composicionais, conhecidas na literatura por perturbação (perturbation) e
potenciação (powering). As suas definições encontram-se de seguida.

Definição 2.2.1 (Perturbação). Considere-se duas composições x,y ∈ SD. A perturbação de
x por y é uma composição definida por

x⊕ y = C(x1y1, x2y2, . . . , xDyD),

onde C(.) é a operação de fecho.

Observação 2.2.1. A inversa de uma composição y é y−1 = C
(

1
y1
, 1
y2
, . . . , 1

yD

)
, pelo que a

perturbação de x pela inversa de y, denotada por x⊕ y−1 ou por x	 y, é dada por x	 y =

C
(
x1
y1
, x2y2 , . . . ,

xD
yD

)
.

Exemplo 2.2.1. Do conjunto da situação profissional considere-se as composições relativas
referentes aos municípios da Amadora e de Aveiro dadas por x = (0.102, 0.575, 0.323) e y =
(0.083, 0.590, 0.327), respetivamente. Aplicando a definição de perturbação obtém-se

x⊕ y = C(0.102× 0.083, 0.575× 0.590, 0.323× 0.327)

= C(0.008, 0.339, 0.106)

=

(
0.008

0.008 + 0.339 + 0.106
,

0.339

0.008 + 0.339 + 0.106
,

0.106

0.008 + 0.339 + 0.106

)

= (0.018, 0.748, 0.234).
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Pode-se, ainda, medir a perturbação de x pela inversa de y:

x	 y = C
(
0.102

0.083
,
0.575

0.590
,
0.323

0.327

)

= C(1.229, 0.975, 0.988)

=

(
1.229

1.229 + 0.975 + 0.988
,

0.975

1.229 + 0.975 + 0.988
,

0.988

1.229 + 0.975 + 0.988

)

= (0.398, 0.299, 0.303).

Definição 2.2.2 (Potenciação). Considere-se uma composição x ∈ SD e um escalar α ∈ R.
A potenciação de x por α é uma composição definida por

α⊗ x = C(xα1 , xα2 , . . . , xαD),

sendo C(.) a operação de fecho.

Exemplo 2.2.2. Suponha-se que se tem a composição do município da Amadora do Exemplo
2.2.1 e seja α = 3 o escalar. Então, a potenciação de x por 3 é dada por,

α⊗ x = C(0.1023, 0.5753, 0.3233)
= C(0.001, 0.190, 0.034)

=

(
0.001

0.001 + 0.190 + 0.034
,

0.190

0.001 + 0.190 + 0.034
,

0.034

0.001 + 0.190 + 0.034

)

= (0.004, 0.844, 0.151).

O produto interno, a norma e a distância de Aitchison são três conceitos cruciais que cons-
tituem a geometria de Aitchison, permitindo-lhe conferir uma estrutura métrica no simplex.
As duas operações composicionais permitem definir o simplex como uma estrutura de espaço
vetorial [19].

Definição 2.2.3 (Produto interno de Aitchison). O produto interno entre duas composições
x = (x1, x2, . . . , xD) ∈ SD e y = (y1, y2, . . . , yD) ∈ SD é definido por

〈x,y〉A =
1

2D

D∑

d=1

D∑

j=1

ln
xd
xj

ln
yd
yj

=
1

D

D−1∑

d=1

D∑

j=d+1

ln
xd
xj

ln
yd
yj
.

Definição 2.2.4 (Norma de Aitchison). A norma de uma composição x = (x1, x2, . . . , xD) ∈
SD é a raiz quadrada do produto interno dela própria, definida do seguinte modo

||x||A =
√
〈x,x〉A =

√√√√ 1

D

D−1∑

d=1

D∑

j=d+1

(
ln
xd
xj

)2

.
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Definição 2.2.5 (Distância de Aitchison). A distância de Aitchison entre duas composições,
x e y ∈ SD, é definida por

dA(x,y) =

√√√√ 1

D

D−1∑

d=1

D∑

j=d+1

(
ln
xd
xj
− ln

yd
yj

)2

.

Exemplo 2.2.3. Do terceiro conjunto de dados considere-se duas composições x,y ∈ S3, em
que x = (0.107, 0.473, 0.421) e y = (0.068, 0.377, 0.556), correspondendo aos municípios de
Estarreja e Murtosa, respetivamente. Cada uma das três definições anteriores são ilustradas
a seguir.

i. Produto interno de Aitchison entre as composições x e y:

〈x,y〉A = 1
2×3

[
2×

(
ln 0.107

0.473 × ln 0.068
0.377 + ln 0.107

0.421 × ln 0.068
0.556 + ln 0.473

0.421 × ln 0.377
0.556

)]

= 1.793

ii. Norma de Aitchison das composições x e y:

||x||A =

√√√√1

3

[(
ln

0.107

0.473

)2

+

(
ln

0.107

0.421

)2

+

(
ln

0.473

0.421

)2
]
= 1.169

||y||A =

√√√√1

3

[(
ln

0.068

0.377

)2

+

(
ln

0.068

0.556

)2

+

(
ln

0.377

0.556

)2
]
= 1.581

iii. Distância de Aitchison entre as composições x e y:

dA(x,y) =
√

1
3

[(
ln 0.107

0.473 − ln 0.068
0.377

)2
+
(
ln 0.107

0.421 − ln 0.068
0.556

)2
+
(
ln 0.473

0.421 − ln 0.377
0.556

)2]

= 0.530

Tal como ocorre na geometria Euclidiana, a norma e o produto de Aitchison determinam
o ângulo α entre dois vetores composicionais x e y no espaço simplex, partindo da seguinte
relação:

cosα =
〈x,y〉A

||x||A · ||y||A
.

Exemplo 2.2.4. Do Exemplo 2.2.3, o ângulo no espaço simplex entre as composições dos
municípios de Estarreja e Murtosa pode ser obtido do seguinte modo:

cosα =
1.793

1.169× 1.581
= 0.970; logo α = cos−1(0.970) = 14.070◦
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2.3 Princípios de uma análise composicional

Para uma análise estatística de dados composicionais, John Aitchison (1986) definiu três
princípios sobre os quais devem ser seguidos por qualquer técnica utilizada na análise destes
dados onde apenas o rácio entre componentes contém informações relevantes. São eles:

1. Invariância de escala;
2. Invariância de permutação;
3. Coerência subcomposicional.

Embora os dois últimos princípios devam ser cumpridos por qualquer análise estatística, a
invariância de escala é um princípio específico que resulta diretamente da definição de dados
composicionais [19]. Para uma melhor compreensão destes princípios, uma breve ilustração
sobre o significado de cada um deles será apresentado de seguida.

Princípio 2.3.1 (Invariância de escala). A informação presente numa composição não de-
pende das unidades particulares em que a composição é expressa.

Este princípio vai ao encontro das Definições 2.1.1 e 2.1.2 que explicam que a multiplicação
de um vetor composicional por uma constante arbitrária positiva não altera as proporções entre
as partes da composição [19]. Portanto, qualquer característica de uma composição deve ser
invariante sob uma mudança de escala.

Exemplo 2.3.1. Suponha-se a informação da composição x do concelho de Estarreja dada
no conjunto de dados relativo à situação profissional, x = (177, 785, 699). Esta composição é
equivalente a ser expressa cada parte em termos de proporção: y = (0.107, 0.473, 0.421) já que
y = 1

1661x (x e y são composições equivalentes). Ao efetuar-se uma análise composicional deve
reconhecer-se que composições equivalentes representam a mesma composição. Um requisito
indispensável na análise de dados composicionais é o facto de, dada uma função f , a relação
f(y) = f(x) deve verificar-se sempre que x e y forem vetores equivalentes [8]. Uma função com
esta propriedade é designada de função invariante quanto à escala (scale invariant) definida
formalmente conforme se segue.

Definição 2.3.1 (Função invariante quanto à escala). Seja f uma função definida em RD+ .
A função f é invariante quanto à escala se, para qualquer número real positivo λ ∈ R+

e para qualquer composição x ∈ SD, satisfaz f(λx) = f(x), isto é, a imagem de vetores
composicionalmente equivalentes por meio de f mantém-se sempre a mesma.

Princípio 2.3.2 (Invariância de permutação). As conclusões de uma análise estatística de
dados composicionais não devem depender da ordem das partes envolvidas.

Segundo este princípio, a permutação das partes de uma composição não alteram a infor-
mação transmitida pelo vetor composicional [19]. Assim, ao aplicar uma análise estatística
aos dados composicionais, a ordem das diferentes partes não deverá ter qualquer influência
sobre os resultados.

Exemplo 2.3.2. A análise estatística do conjunto dos 308 municípios relativa à situação
profissional onde se descrevem 3 partes, x1, x2, x3, produzirá iguais conclusões se os dados
forem tomados na ordem, por exemplo, x3, x2, x1.
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Princípio 2.3.3 (Coerência subcomposicional). As análises sobre um conjunto de partes de
uma composição não devem depender de outras partes não envolvidas, pelo que o estudo de
uma subcomposição não pode conduzir a resultados contraditórios com os obtidos a partir da
composição total.

O princípio de coerência subcomposicional pode ser reformulado em dois critérios [20]:

i. A distância entre duas composições completas deve ser maior ou igual à distância entre
as respetivas subcomposições. Isto é, se ∆p(x,y) denota uma qualquer distância entre
duas composições de p partes, então

∆D(x,y) ≥ ∆d(xd,yd)

onde, x,y são composições de D partes e xd,yd são subcomposições das anteriores com
d partes, d < D. A este critério atribui-se o nome de dominância subcomposicional
(Subcomposicional dominance);

ii. Se uma parte “não informativa” for removida, os resultados não devem ser alterados.

Assim sendo, as técnicas para a análise de dados composicionais devem garantir que a
sua aplicação a qualquer subcomposição não altere as proporções entre as partes. Por outras
palavras, visto que as proporções são a única informação considerada, os resultados da aná-
lise devem permanecer invariantes ao usar as mesmas partes, tanto da composição como da
subcomposição.

Exemplo 2.3.3. Considere-se o conjunto da habilitação académica cujas composições in-
cluem 10 partes (Bacharelato, Doutoramento, EB 1o Ciclo, EB 2o Ciclo, EB 3o Ciclo, Ens.
Pos Secundário, Ens. Secundário, Licenciatura, Mestrado e Nenhum). Seja x a composição
completa referente ao município de Monção, e y a composição constituída pelas partes Ba-
charelato, Doutoramento, Licenciatura e Mestrado. Tendo em conta o significado das partes
das duas composições enunciadas é evidente que a composição y é uma subcomposição de
x. Assim, face ao Princípio 2.3.3, técnicas adequadas de análise deverão conduzir à mesma
conclusão relativamente às partes Bacharelato, Doutoramento, Licenciatura e Mestrado para
as duas composições.

2.4 Transformações de dados composicionais

Tecnicamente, a análise de dados composicionais é frequentemente associada, em primeiro
lugar, à aplicação de uma transformação apropriada e, em seguida, ao recurso de metodologias
estatísticas usuais sobre os dados transformados [19]. Embora, do ponto de vista técnico, seja
verdade em muitos casos, a dificuldade deste procedimento é a interpretação dos resultados.
Depois de aplicar uma transformação, não se trabalha mais com as composições originais,
mas sim com as suas transformações, e a interpretação dos resultados deve ser adaptada em
conformidade.

A transformação a ser aplicada aos dados composicionais baseia-se na análise estatística de
log-razões das partes de uma composição conhecida na literatura especializada como Análise
de Log-razões (Logratio Analysis). Esta abordagem surgiu face ao reconhecimento da impor-
tância do princípio de invariância de escala (Princípio 2.3.1), cuja aplicação prática exigia que
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se trabalhasse com razões entre as componentes, que anula a constante de escala. A transfor-
mação log-razão é uma correspondência biunívoca em R e o tratamento matemático de um
quociente é mais simples em termos do seu logaritmo, por isso Aitchison propôs a adoção de
uma técnica de transformação envolvendo logaritmos de razões das componentes [4].

Apesar de se ter a noção de que em qualquer análise de dados composicionais deve-se,
sempre, recorrer a uma transformação dos dados, a questão centra-se em saber qual a trans-
formação log-razão a escolher. Deste modo, surge a necessidade de introduzir o conceito de
log-contraste (logcontrast), que pode ser considerado como uma combinação linear no simplex.

Definição 2.4.1 (Log-contraste). Considere-se uma composição x = (x1, x2, . . . , xD) ∈ SD
e a = (α1, α2, . . . , αD) ∈ RD, com

∑D
d=1 αd = 0, o vetor dos coeficientes αd ∈ R,∀d =

1, 2, . . . , D. Um log-contraste de x é uma combinação linear definida do seguinte modo:

a′ logx =

D∑

d=1

αd ln(xd).

Uma propriedade a destacar deste conceito é a seguinte.

Propriedade 2.4.1. Log-contrastes são invariantes quanto à escala.

Demonstração. De facto, para qualquer k > 0, e para a = (α1, α2, . . . , αD) se tem:

a′ log(kx) =
D∑

d=1

αd ln(kxd)

=
D∑

d=1

αd ln(xd) +
D∑

d=1

αd ln(k)

=
D∑

d=1

αd ln(xd) + ln(k)×
D∑

d=1

αd

=

D∑

d=1

αd ln(xd) + ln(k)× 0

=
D∑

d=1

αd ln(xd) = a′ ln(x)

Conclui-se, assim, que as transformações log-razões que sejam log-contrastes são invari-
antes quanto à escala. De forma a remover a ambiguidade dos log-contrastes, por exemplo
podendo manifestar-se na comparação de log-contrastes, surge o conceito de log-contrastes
ortogonais apresentado de seguida.

Definição 2.4.2 (Log-contrastes ortogonais). Dois log-contrastes, a′ log(x) e b′ log(x), são
ortogonais se a′b = 0.

Dificuldades relacionadas com a análise de dados composicionais podem ser ultrapassadas
com a escolha de um log-contraste apropriado. Não existe um método específico que auxilie o
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analista a adotar uma transformação que seja melhor que todas as outras. É, sim, fundamental
que este analise de forma adequada os seus dados, de modo que essa mesma escolha dependerá
do problema, da interpretação da composição e dos objetivos que pretende alcançar.

Tal como se constatou na Secção 2.2, os dados composicionais possuem um espaço amos-
tral próprio (simplex) usando a geometria de Aitchison. Esta geometria é substancialmente
diferente da geometria Euclidiana, pelo que os métodos estatísticos projetados para a geome-
tria Euclidiana não podem ser aplicados diretamente nos dados composicionais [21]. Contudo,
existe uma família de transformações log-razões que permite representar os dados composici-
onais do simplex no espaço real Euclidiano.

Aitchison (1986) introduziu a primeira transformação de log-razões denominada por trans-
formação de log-razões aditiva (alr: additive logratio) [2]. No entanto, percebeu que esta
transformação não era isométrica1. Posto isto, introduziu uma nova proposta. Baseada na
média geométrica das partes das composições, Aitchison (1986) introduziu a transformação de
log-razões centrada (clr: centered logratio) [2]. Em 2003, Egozcue et al ([10]) propuseram a
transformação de log-razões isométrica (ilr: isometric logratio) definida a partir de uma base
ortonormal do simplex.

Nas subsecções a seguir, analisar-se-á as três transformações log-razões referidas acima.

2.4.1 Transformação alr

Definição 2.4.1.1 (Transformação alr). Seja x uma composição de D partes no simplex SD.
Designa-se por transformação de log-razões aditiva de x e, denota-se por alr(x), relativamente
à j-ésima componente, a transformação alr : x ∈ SD → x(j) ∈ RD−1, definida por:

x(j) = alrj(x)

= (x
(j)
1 , x

(j)
2 , . . . , x

(j)
D−1)

=

(
ln
x1
xj
, ln

x2
xj
, . . . , ln

xj−1
xj

, ln
xj+1

xj
, . . . , ln

xD
xj

)
.

Observação 2.4.1.1. Se for dada uma matriz X = [xld] de dados composicionais de dimensão
n × D com composições definidas por xl = (xl1, xl2, . . . , xlD) nas linhas de X, para l =
1, 2, . . . , n, então a matriz de coordenadas alr, relativamente à componente j dos dados, é
formada pelas seguintes linhas:

x
(j)
l = alrj(xl)

=

(
ln
xl1
xlj

, ln
xl2
xlj

, . . . , ln
xl,j−1
xlj

, ln
xl,j+1

xlj
, . . . , ln

xlD
xlj

)
, l = 1, 2, . . . , n.

O índice j ∈ {1, 2, . . . , D} refere-se à variável que é escolhida como sendo a variável razão
nas coordenadas. Qualquer outra parte da composição poderia ser escolhida como referência
para figurar no denominador, levando a diferentes transformações alr [19]. Esta escolha,
usualmente, depende do contexto, mas também da adequação dos resultados para visualização
e exploração de dados.

1As distâncias entre composições em coordenadas transformadas são iguais às distâncias entre composições
em coordenadas originais.
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Uma vez obtidas as coordenadas alr é possível, posteriormente, voltar aos dados compo-
sicionais originais. Para isso, recorre-se à inversa da transformação alr, denotada por alr−1j :

x(j) ∈ RD−1 → x ∈ SD, para qualquer j ∈ {1, 2, . . . , D}, e definida por x = (x1, x2, . . . , xD)
com

xi =
exp(x

(j)
i )

exp(x
(j)
1 )+...+exp(x

(j)
j−1)+exp(x

(j)
j+1)+...+exp(x

(j)
D )+1

, para i = 1, 2, . . . , D, i 6= j,

xj =
1

exp(x
(j)
1 )+...+exp(x

(j)
j−1)+exp(x

(j)
j+1)+...+exp(x

(j)
D )+1

.

A transformação alr permite reduzir a perturbação e a potenciação a operações comuns de
adição e multiplicação no espaço RD−1. Considerando duas composições x1 e x2 ∈ SD, uma
constante α ∈ R e j ∈ {1, 2, . . . , D}, a partir da definição da soma de composições e produto
escalar facilmente se prova que (veja-se, por exemplo, [4], pág. 27):

alrj(x1 ⊕ x2) = alrj(x1) + alrj(x2)

alrj(α⊗ alrj(x1)) = α alrj(x1)

Todavia, como é salientado em [19], a transformação alr no espaço euclidiano não satisfaz o
produto interno, a norma nem a distância de Aitchison apresentados na Secção 2.2; a título
de exemplo repare-se que 〈x1,x2〉A 6= 〈alrj(x1), alrj(x2)〉. Mais ainda, as coordenadas alr
conduzem a interpretações que podem ser enganosas em termos das suas partes originais já
que a interpretação de uma determinada coordenada não pode ser feita apenas em termos
de uma parte. Por exemplo, veja-se que a primeira componente de x(j) é ln

(
x1
xj

)
e contém

informação de x1 relativa apenas à j-ésima componente e, não a todas as outras partes.

As principais desvantagens práticas das coordenadas alr são a subjetividade da escolha da
variável razão e o facto desta transformação originar um sistema de coordenadas não ortogonal
[19]. Além disso, na transformação alr há a possibilidade de escolha da variável razão o que
resulta em diferentes transformações alr para uma mesma composição x. Tal ocorrência revela
que esta transformação não satisfaz o princípio de invariância de permutação (Princípio 2.3.2)
e, por isso, a análise de dados composicionais, através deste tipo de transformação, pode
causar conclusões pouco fidedignas [4].

2.4.2 Transformação clr

De forma a evitar problemas relativamente ao uso da transformação alr, Aitchison estabe-
leceu a transformação de log-razões centrada onde se representa uma composição de D partes
através de D coordenadas clr.

Definição 2.4.2.1 (Transformação clr). Seja x uma composição de D partes no simplex
SD. Designa-se por transformação de log-razões centrada de x, e denota-se por clr(x), a
transformação clr : x ∈ SD → y ∈ RD definida por:

y = clr(x)
= (y1, y2, . . . , yD)

=


ln

x1

D

√∏D
d=1 xd

, ln
x2

D

√∏D
d=1 xd

, . . . , ln
xD

D

√∏D
d=1 xd


 . (2.1)
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Observação 2.4.2.1. Se for dada uma matriz X = [xld] de dados composicionais de dimensão
n × D com composições definidas por xl = (xl1, xl2, . . . , xlD) nas linhas de X, para l =
1, 2, . . . , n, então a matriz de coordenadas clr é formada pelas seguintes linhas:

yl = clr(xl) =


ln

xl1
D

√∏D
d=1 xld

, ln
xl2

D

√∏D
d=1 xld

, . . . , ln
xlD

D

√∏D
d=1 xld


 , l = 1, 2, . . . , n. (2.2)

O denominador em (2.1) é a média geométrica dos elementos de x, ou seja

gm(x) = D

√√√√
D∏

d=1

xd = exp

(
1

D

D∑

d=1

lnxd

)
.

Note-se que em (2.2), a média geométrica é calculada para cada observação individual.

Numa primeira análise, há uma clara diferença entre a transformação alr e clr. Esta última
transformação evita que haja subjetividade na escolha da variável razão uma vez que utiliza
a média geométrica no denominador. Além disso, a transformação clr usa D componentes em
vez de utilizar D − 1 componentes, tal como acontece com a transformação alr.

O facto da transformação clr conter no denominador a média geométrica determina que
cada componente é comparada com uma quantidade global tratando, assim, todas as compo-
nentes simetricamente [11]. Esta característica possibilita que os nomes das variáveis originais
possam ser usados para a interpretação dos resultados estatísticos com base nos dados transfor-
mados por clr. Este tipo de transformação, ao ter a vantagem de simplificar a interpretação
das variáveis transformadas, é muitas vezes utilizada na construção de biplots para dados
composicionais.

Uma desvantagem desta transformação clr é que os dados composicionais assim transfor-
mados são colineares porque a soma das coordenadas é igual a zero. Efetivamente, segundo
(2.1) e (2.2),

D∑

j=1

yj =
D∑

j=1

ln
xj

exp
(

1
D

∑D
d=1 lnxd

)

=

D∑

j=1

(
lnxj −

1

D

D∑

d=1

lnxd

)

=
D∑

j=1

lnxj −
D∑

j=1

(
1

D

D∑

d=1

lnxd

)

=
D∑

j=1

lnxj −
1

D
D

D∑

d=1

lnxd = 0. (2.3)

Esta desvantagem tem um forte impacto na transformação clr quando o objetivo se prende
na deteção de outliers, uma vez que dados colineares inviabilizam a aplicação de técnicas
estatísticas robustas [11].

Visto que, na transformação clr, o denominador é a média geométrica das partes, a análise
de dados composicionais em coordenadas clr-transformadas satisfaz o princípio de invariância
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de permutação (Princípio 2.3.2). Contudo, a média geométrica de uma composição completa
não é necessariamente igual à média geométrica de uma das suas subcomposições. Pelo que,
não há garantias que esta transformação satisfaça o princípio de coerência subcomposicional
(Princípio 2.3.3).

Contudo, analogamente à transformação alr, com a transformação clr é possível voltar aos
dados composicionais originais. De facto, recorre-se à inversa da transformação clr, denotada
por clr−1 : y ∈ RD → x ∈ SD e definida por x = (x1, x2, . . . , xD) com

xi =
exp(yi)

exp(y1) + . . .+ exp(yD)
, para i = 1, 2, . . . , D. (2.4)

Observação 2.4.2.1. A inversa da transformação clr em (2.4) pode ser escrita a partir da
operação de fecho de uma composição (Definição 2.1.2) da seguinte forma:

x = clr−1(y) = C(ey1 , ey2 , . . . , eyD).

Observação 2.4.2.2. O vetor y em (2.1) pode ser obtido em forma matricial do seguinte
modo:

y = clr(x) = R · ln(x)

com

R = ID −
1

D
1D1′D =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


−

1

D




1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1


 .

onde ID é a matriz identidade de dimensão D×D, e 1D = [1 . . . 1]′ é um vetor de comprimento
D com entradas de 1.

De forma semelhante, também a transformação clr permite reduzir a perturbação e a
potenciação à soma e ao produto no espaço RD. Além disso, outro aspeto importante centra-
se no facto da representação de composições em coordenadas clr-transformadas poder ser
usada para definir uma estrutura métrica no simplex. Considerando duas composições x1 e
x2 ∈ SD e uma constante α ∈ R, tem-se [10]:

clr(x1 ⊕ x2) = clr(x1) + clr(x2)

clr(α⊗ x1) = α · clr(x1)

〈x1,x2〉A = 〈clr(x1), clr(x2)〉 (2.5)
||x1||A = ||clr(x1)|| (2.6)
dA(x1,x2) = d(clr(x1), clr(x2)). (2.7)

Face aos resultados expostos, conclui-se que em (2.5) o produto interno de Aitchison é o
mesmo que o produto interno Euclidiano entre as composições com coordenadas clr; em (2.6)
a norma de Aitchison corresponde à norma Euclidiana de uma composição com coordenadas
clr; e, de igual modo, em (2.7) a distância de Aitchison é a mesma que a distância Euclidiana
entre composições com coordenadas clr. As três últimas propriedades são importantes uma
vez que mostram que todos os conceitos de métrica no simplex são mantidos após a obtenção
das coordenadas clr, evidenciando que estas coordenadas representam uma isometria.
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2.4.3 Transformação ilr e Coordenadas Pivô

Um aspeto crucial para se trabalhar com a geometria de Aitchison consiste na criação de
uma base ortonormal e nas suas correspondentes coordenadas. O procedimento para esta-
belecer uma base ortonormal no simplex foi proposto pela primeira vez por um trabalho de
Egozcue e colaboradores, em 2003 [10]. A definição de uma base ortonormal no simplex é
enunciada de seguida.

Definição 2.4.3.1 (Base ortonormal no simplex). Seja SD um simplex de D partes. O con-
junto de vetores {e1, e2, . . . , eD−1}, com ei ∈ SD, i = 1, 2, . . . , D − 1, é uma base ortonormal
de SD se:

i. 〈ei, ej〉A = 0, para i 6= j;

ii. ‖ei‖A = 1, i = 1, 2, . . . , D − 1.

Exemplo 2.4.3.1. O conjunto {e1, e2} de vetores pertencentes ao simplex S3 e dados por

e1 = C(e
√

6
3 , e−

√
6

6 , e−
√
6

6 ) =

(
e

√
6

3

a , e
−
√
6

6

a , e
−
√
6

6

a

)
e e2 = C(1, e

√
2

2 , e−
√
2

2 ) =

(
1
b ,

e

√
2
2

b ,
−
√
2

2
b

)
,

para a = e
√
6
3 + e−

√
6

6 + e−
√
6

6 e b = 1 + e
√

2
2 + e−

√
2

2 , constituem uma base ortonormal de S3

pois satisfazem a Definição 2.4.3.1. De facto, notando primeiramente que:

clr(e1) =


ln

e

√
6

3

a

3

√
e

√
6

3

a ·
e−
√
6
6

a · e
−
√
6
6

a

, ln
e−
√

6
6

a

3

√
e

√
6

3

a ·
e−
√

6
6

a · e
−
√
6
6

a

, ln
e−
√

6
6

a

3

√
e

√
6

3

a ·
e−
√
6

6

a · e
−
√
6
6

a




=


ln

e

√
6

3

a
1
a

3
√
e0
, ln

e−
√

6
6

a
1
a

3
√
e0
, ln

e−
√

6
6

a
1
a

3
√
e0




=
(
ln e

√
6

3 , ln e−
√
6

6 , ln e−
√
6

6

)

=

(√
6

3
,−
√
6

6
,−
√
6

6

)

e

clr(e2) =


ln

1
b

3

√
1
b ·

e

√
2
2

b ·
e−
√
2
2

b

, ln
e

√
2

2

b

3

√
1
b ·

e

√
2

2

b ·
e−
√
2
2

b

, ln
e−
√

2
2

b

3

√
1
b ·

e

√
2

2

b ·
e−
√
2

2

b




=


ln

1
b

1
b

3
√
e0
, ln

e

√
2

2

b
1
b

3
√
e0
, ln

e−
√
2

2

b
1
b

3
√
e0




=
(
ln e0, ln e

√
2

2 , ln e−
√
2

2

)

=

(
0,

√
2

2
,−
√
2

2

)
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então,

i. 〈e1, e2〉A = 〈
(√

6
3 ,−

√
6
6 ,−

√
6
6

)
,
(
0,
√
2
2 ,−

√
2
2

)
〉 =

√
6
3 × 0 + −

√
6

6 ×
√
2
2 + −

√
6

6 × −
√
2

2 = 0

ii. ‖e1‖A =

√(√
6
3

)2
+
(
−
√
6
6

)2
+
(
−
√
6
6

)2
= 1,

‖e2‖A =

√
02 +

(√
2
2

)2
+
(
−
√
2
2

)2
= 1

Definição 2.4.3.2 (Transformação ilr). Seja x ∈ SD uma composição de D partes e
{e1, e2, . . . , eD−1}, ei ∈ SD, uma base ortonormal de SD. Designa-se por transformação de
log-razões isométricas de x em relação à base {e1, e2, . . . , eD−1}, e denota-se por ilr(x), a
transformação ilr : x ∈ SD → z ∈ RD−1 definida por:

z = ilr(x)
= (z1, z2, . . . , zD−1)

com

zi = 〈x, ei〉A

ou, de acordo com (2.5),

zi = 〈clr(x), clr(ei)〉 para i = 1, 2, . . . , D − 1.

Considerando os vetores linha

vi = [vi1vi2 . . . viD] = clr(ei), i = 1, 2, . . . , D − 1, (2.8)

tem-se, como verificado em (2.3), que

D∑

j=1

vij = 0 (2.9)

pelo que os vetores v1,v2, . . . ,vD−1 pertencem a um hiperplano H : {y = (y1, y2, . . . , yD) ∈
RD : y1 + y2 + . . .+ yD = 0}. Assim, qualquer transformação do tipo ilr é baseada na escolha
de uma base ortonormal do hiperplano H que é formado pela transformação clr. Nessa base a
composição x ∈ SD passa a ser descrita por vetores não colineares transformados por ilr [11].
Por conseguinte, a transformação ilr resolve o problema da colinearidade dos dados resultante
da transformação clr. No caso especial dos vetores v1,v2, . . . ,vD−1 em (2.8), associados a
uma base ortonormal de H, serem definidos por:

vi =

√
D − i

D − i+ 1

(
0, . . . , 0, 1,− 1

D − i
, . . . ,− 1

D − i

)
, i = 1, 2, . . . , D − 1 (2.10)

com i− 1 zeros nas primeiras componentes de cada vetor vi resulta que as coordenadas ilr da
composição x associada à base {e1, e2, . . . , eD−1} com

ei = clr−1(vi)
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são definidas por

z = ilr(x) = (z1, z2, . . . , zD−1)

com

zi =

√
D − i

D − i+ 1
ln

xi

D−i
√∏D

d=i+1 xd

, para i = 1, 2, . . . , D − 1. (2.11)

De facto, neste caso, para i = 1, 2, . . . , D − 1, tem-se:

zi = 〈clr(x),vi〉

=

〈(
ln x1

D
√∏D

d=1 xd
, . . . , ln xD

D
√∏D

d=1 xd

)
,
√

D−i
D−i+1

(
0, . . . , 0, 1,− 1

D−i , . . . ,−
1

D−i

)〉

= 0 + . . .+ 0︸ ︷︷ ︸
(i-1) termos

+

√
D − i

D − i+ 1
ln

xi

D

√∏D
d=1 xd

−
√

D − i
D − i+ 1

· 1

D − i
ln

xi+1

D

√∏D
d=1 xd

− . . .

. . .−
√

D − i
D − i+ 1

· 1

D − i
ln

xD

D

√∏D
d=1 xd

=

√
D−i
D−i+1 ln

xi
D
√∏D

d=1 xd
−
√

D−i
D−i+1 ·

1
D−i

(
ln xi+1

D
√∏D

d=1 xd
+ . . .+ ln xD

D
√∏D

d=1 xd

)

=

√
D − i

D − i+ 1
ln

xi

D

√∏D
d=1 xd

−
√

D − i
D − i+ 1

· 1

D − i


ln

xi+1 . . . xD(
D

√∏D
d=1 xd

)D−i




=

√
D − i

D − i+ 1
ln

xi

D

√∏D
d=1 xd

−
√

D − i
D − i+ 1

· 1

D − i


ln

xi+1 . . . xD
(∏D

d=1 xd

)D−i
D




=

√
D−i
D−i+1 ln

xi
D
√∏D

d=1 xd
−
√

D−i
D−i+1 ·

1
D−i

(
ln(xi+1 . . . xD)− D−i

D ln
(∏D

d=1 xd

))

=

√
D − i

D − i+ 1
ln

xi

D

√∏D
d=1 xd

−
√

D − i
D − i+ 1

(
1

D − i
ln(xi+1 . . . xD)−

1

D
ln

(
D∏

d=1

xd

))

=

√
D − i

D − i+ 1


ln

xi

D

√∏D
d=1 xd

− 1

D − i
ln(xi+1 . . . xD) +

1

D
ln

(
D∏

d=1

xd

)


=

√
D − i

D − i+ 1

(
lnxi −

1

D
ln

(
D∏

d=1

xd

)
− 1

D − i
ln(xi+1 . . . xD) +

1

D
ln

(
D∏

d=1

xd

))

=

√
D − i

D − i+ 1
ln

xi

(xi+1 . . . xD)
1

D−i
=

√
D − i

D − i+ 1
ln

xi

D−i
√∏D

d=i+1 xd

= zi
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As coordenadas ilr obtidas por (2.11) são, habitualmente, referidas como coordenadas pivô
(pivot coordinates). A razão para tal designação surge de forma intuitiva: apenas uma parte
será configurada para ser um pivô no sentido de ser comparada com todas as restantes partes.
De acordo com (2.11), a primeira coordenada, x1, é a única que é comparada com as restantes
que estão em denominador. Efetivamente, detalhando as D−1 componentes em (2.11) resulta
que

z1 =

√
D − 1

D
ln

x1

D−1

√∏D
d=2 xd

(isto é, x1 é comparada com x2, . . . , xD)

z2 =

√
D − 2

D − 1
ln

x2

D−2

√∏D
d=3 xd

(isto é, x2 é comparada com x3, . . . , xD)

...

zD−2 =

√
2

3
ln

xD−2√
xD−1xD

(isto é, xD−2 é comparada com xD−1, xD)

zD−1 =

√
1

2
ln
xD−1
xD

(isto é, xD−1 é comparada com xD)

Exemplo 2.4.3.2. Seja x = (0.087, 0.351, 0.562) a composição por situação profissional do
município da Sertã relativa ao terceiro conjunto referido no Capítulo 1. Ora, as coordenadas
pivô para esta composição segundo (2.11) são dadas por:

z1 =

√
3− 1

3− 1 + 1
ln

x1

3−1

√∏3
d=2xd

=

√
2

3
ln

0.087√
0.351× 0.562

= −1.331

z2 =

√
3− 2

3− 2 + 1
ln

x2

3−2

√∏3
d=3xd

=
1√
2
ln

0.351

0.562
= −0.333

Note-se que as coordenadas ilr apenas são obtidas até à componente D − 1.

Observação 2.4.3.1. Se X = [xld] é uma matriz de dados composicionais de dimensão n×D
com composições definidas por xl = (xl1, xl2, . . . , xlD) nas linhas de X, para l = 1, 2, . . . , n,
então a matriz de coordenadas pivô é uma matriz Z de dimensão n× (D − 1) e de elementos

zli =

√
D − i

D − i+ 1
ln

xli

D−i
√∏D

d=i+1 xld

, l = 1, 2, . . . , n, e i = 1, 2, . . . , D − 1

para a linha l e coluna i de Z.

Como mencionado anteriormente, as coordenadas pivô têm a característica de que x1
surge unicamente na coordenada z1. Esta situação não se verifica para as outras partes. Por
exemplo, x2 aparece em z1 e em z2. Isolar uma parte numa única componente ilr-transformada
é vantajosa no sentido de ser apenas em z1 que se resume todas as informações relativas sobre
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x1. Mais ainda, em z1, a parte x1 é comparada individualmente com as restantes já que:

z1 =

√
D − 1

D
ln

x1

D−1

√∏D
d=2 xd

=

√
1

D(D − 1)

(
ln
x1
x2

+ ln
x1
x3

+ . . .+ ln
x1
xD

)
.

Por tal facto, z1 pode, assim, ser interpretado como contendo a dominância relativa de x1
dentro da composição dada. Nenhuma outra parte pode ser interpretada desta forma, pelo
que a definição de coordenadas pivô em (2.11) é especificamente projetada em favor de uma
interpretação para a primeira parte x1 da composição original [19].

Por outro lado, observe-se que a primeira coordenada pivô z1 da transformação ilr, em
(2.11), e o primeiro coeficiente y1 da transformação clr, em (2.1), são proporcionais a um fator
de escala dependendo apenas da dimensão D, isto é,

z1 =

√
D

D − 1
y1. (2.12)

De facto, ao desenvolver (2.11) na primeira coordenada, (2.12) surge conforme se segue:

z1 =

√
D − 1

D
ln

x1

D−1

√∏D
d=2 xd

=

√
D − 1

D
ln

x1
(∏D

d=2 xd

) 1
D−1

× (x1)
1

D−1

(x1)
1

D−1

=

√
D − 1

D
ln

(x1)
D
D−1

(∏D
d=1 xd

) 1
D−1

=

√
D − 1

D
ln

(x1)
D
D−1

[(∏D
d=1 xd

) 1
D

] D
D−1

=

√
D − 1

D
ln


 x1

D

√∏D
d=1 xd




D
D−1

=

√
D − 1

D
· D

D − 1
ln

x1

D

√∏D
d=1 xd

=

√
D

D − 1
ln

x1

D

√∏D
d=1 xd

= y1

Por (2.1) também y1 pode ser interpretado como z1 em termos da dominância relativa de
x1 na composição. Essa relação é dada por,

y1 =

√
D − 1

D
z1. (2.13)
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Exemplo 2.4.3.3. Atendendo à composição x do Exemplo 2.4.3.2, a coordenada pivô obtida
neste exemplo pode também ser obtida segundo (2.12), de tal modo que se tem

z1 =

√
3

3− 1
ln

x1

3

√∏3
d=1xd

=

√
3

2
ln

0.087
3
√
0.087× 0.351× 0.562

= −1.331

E, por (2.13), a primeira coordenada clr será:

y1 =

√
3− 1

3
z1 =

√
2

3
× (−1.331) = −1.087

Da mesma forma, na transformação ilr é possível voltar aos dados composicionais originais.
Recorrendo à inversa da transformação ilr, denotada por ilr−1 : z ∈ RD−1 → x ∈ SD, esta é
definida por x = (x1, x2, . . . , xD) do seguinte modo [19]:

x1 = exp

(√
D − 1

D
z1

)

xj = exp

(
−
j−1∑

d=1

1√
(D − d+ 1)(D − d)

zd +

√
D − j

D − j + 1
zj

)
, j = 2, . . . , D − 1,

xD = exp

(
−
D−1∑

d=1

1√
(D − d+ 1)(D − d)

zd

)
.

Note-se que em SD podem ser definidas inúmeras bases ortonormais. A transformação
ilr depende da escolha de uma base ortonormal, pelo que diferentes bases ortonormais estão
associadas a diferentes coordenadas ilr-transformadas. Importa realçar que em (2.11) as
coordenadas pivô estão definidas daquele modo uma vez que, associado a essas coordenadas,
encontra-se a base ortonormal definida em (2.10). Na Subsecção 2.5.2 será abordado em mais
detalhe esta questão.

As equações (2.1) e (2.11) podem ser reescritas em notação matricial para expressar a
relação linear existente entre a transformação clr e ilr. De facto, prova-se que:

y = V′z (2.14)

onde V′ = [v1 . . .vD−1] é uma matriz de dimensão D× (D−1), onde em cada coluna estão os
vetores de uma base ortonormal de H dados por (2.10) [10]. Multiplicando à esquerda ambos
os membros da equação (2.14) por V e sabendo que VV′ = ID−1, obtém-se:

z = Vy (2.15)

Posteriormente, esta relação linear será útil no contexto da Análise de Componentes Principais
(ACP) quando for introduzido o tópico da construção de biplots composicionais robustos.

Observação 2.4.3.2. Tendo em conta a transformação realizada, as equações (2.14) e (2.15)
podem ser reescritas em termos da composição x original do seguinte modo: clr(x) = V′ilr(x)
e ilr(x) = Vclr(x), respetivamente.
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As coordenadas ilr-transformadas, obtidas a partir de uma base ortonormal, garantem que
a correspondência entre o simplex SD e o espaço Euclidiano RD−1 seja isométrica. Assim, esta
transformação preserva a propriedade de isometria entre o simplex e o espaço real Euclidiano.

Identicamente à transformação clr, também a representação de composições em coorde-
nadas ilr-transformadas pode ser usada para definir uma estrutura métrica no simplex. No
entanto, tem a particularidade de que o produto, a norma e a distância de Aitchison cor-
respondem ao espaço real RD−1 que é isomorfo a SD. Considerando duas composições x1 e
x2 ∈ SD e uma constante α ∈ R, obtém-se [10]:

ilr(x1 ⊕ x2) = ilr(x1) + ilr(x2)

ilr(α⊗ x1) = α · ilr(x1)

〈x1,x2〉A = 〈ilr(x1), ilr(x2)〉
||x1||A = ||ilr(x1)||
dA(x1,x2) = d(ilr(x1), ilr(x2)).

Assim, a analogia da métrica no espaço SD à custa da métrica no espaço Euclidiano permite
aplicar as técnicas estatísticas usuais aos dados composicionais em termos das suas coordena-
das ilr-transformadas.

Duas grandes vantagens da transformação ilr resulta do facto desta transformação pre-
servar propriedades vantajosas da transformação clr e satisfazer todos os princípios de uma
análise de dados composicionais. Contudo, apesar das suas propriedades geométricas vanta-
josas, as correlações calculadas com base na transformação ilr não podem ser interpretadas
de acordo com as variáveis originais. Isto ocorre pois as variáveis ilr-transformadas estão
relacionadas com as variáveis originais através de funções não lineares (Definição 2.4.3.2).

Atualmente, para a maioria dos métodos estatísticos em dados composicionais, a trans-
formação ilr é uma das mais utilizadas para avaliação dos resultados. No entanto, existem
algumas exceções, como é o caso do biplot composicional. Neste caso, a transformação clr
torna-se favorável, pois permite uma interpretação mais fácil. Por razões que serão posterior-
mente enunciadas na Secção 2.7, para a deteção de outliers a transformação ilr é a preferida
na família das transformações log-razões. A junção destas duas transformações torna-se um
aspeto fulcral na identificação de outliers em dados composicionais usando biplots.

2.5 Base ortonormal no simplex

No espaço do simplex, SD, existem infinitas bases ortonormais. Uma base ortonormal
permite representar qualquer elemento do simplex, ou seja, existindo uma composição, os
seus elementos podem ser representados pelas suas coordenadas em eixos ortogonais tal como,
normalmente, se faz no espaço real [10].

Representar os elementos do simplex SD, através de uma base ortonormal com D − 1
vetores, pode ser visto como uma transformação que atribui a cada elemento x do simplex as
suas correspondentes D − 1 coordenadas. Essa transformação é uma bijeção e é isométrica,
ou seja, as distâncias e ângulos de Aitchison no simplex são transformados em distâncias e
ângulos euclidianos comuns no espaço real (D−1)-dimensional das coordenadas [10]. Quando
a base ortonormal é selecionada, os dados composicionais podem ser transformados por ilr, e
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consequentemente, representados pelas suas coordenadas e analisados como um conjunto de
dados multivariados no espaço real. Assim, a aquisição de coordenadas ilr-transformadas dos
elementos do simplex permite um tratamento eficaz e prático dos dados composicionais. A
única dificuldade em usar este tipo de transformação reside na seleção da base ortonormal de
referência.

Algumas bases ortogonais especiais podem ser obtidas através de uma técnica conhecida
por Partição Binária Sequencial (PBS). A primeira proposta foi sugerida, em 2003, por Egoz-
cue e colaboradores ([10]). Esta técnica é definida em termos de uma partição predefinida das
partes da composição, o que implica que uma base construída por PBS dependerá da esco-
lha dessa mesma partição. Na literatura são referidas duas formas de escolher partições com
interesse prático. Uma primeira escolha baseia-se no conceito de equilíbrio (balances) entre
grupos de partes e foi sugerida por Egozcue e colaboradores, em 2005 ([22]). Uma segunda
escolha foi sugerida por Filzmoser e colaboradores, em 2009 ([23]), com o interesse de garantir
a interpretabilidade das coordenadas transformadas.

O método baseado no conceito de equilíbrio tem a desvantagem de ser necessário um
conhecimento à priori do problema em estudo com vista a predefinir a separação das partes
da composição de modo a esta ser interpretável para o problema em causa. A PBS tende a
ficar confusa para composições que envolvem muitas partes e/ou quando nenhuma informação
a priori sobre o problema está disponível, o que pode condicionar, na prática, a eficácia de
análise com dados em coordenadas ilr-transformadas [24]. Com o objetivo de ultrapassar esse
constrangimento, um segundo método de construção de partições foi desenvolvido que garante
uma escolha adequada de bases de modo que cada uma das coordenadas ortogonais explique
todas as log-razões de uma variável original [23].

Importa mencionar que os dados demográficos que serão analisados na presente dissertação,
não contêm qualquer informação previa que se possa usar para construir uma partição das
partes composicionais. Deste modo, para garantir uma melhor eficácia de análise dos três
conjuntos de dados (Grupo etário, Habilitação académica e Situação profissional) escolher-se-
á a PBS proposta por Filzmoser e colaboradores para obtenção de uma base dos dados em
coordenadas ilr. Assim sendo, nas subsecções seguintes estudar-se-á esta técnica de partição.

2.5.1 Generalização das coordenadas pivô

As coordenadas pivô introduzidas na Subsecção 2.4.3 suportam uma interpretação espe-
cialmente da primeira parte composicional x1, uma vez que a primeira coordenada descreve
exclusivamente toda a informação relativa sobre x1. No entanto, pode ser interessante obter
uma interpretação específica para uma única parte dentro da composição sem que essa seja a
primeira parte. Nesse caso, pode-se simplesmente permutar as partes composicionais de forma
a que a parte que interessa fique colocada na primeira posição e, assim, as coordenadas pivô
são construídas para a composição permutada [19].

Dada uma composição x ∈ SD, denota-se por x(`) = (x
(`)
1 , x

(`)
2 , . . . , x

(`)
D ) uma permutação

de x. Ao executar D permutações tal que na `-ésima permutação a parte x`, ` ∈ {1, 2, . . . , D},
de x ocupe a primeira posição, obtém-se D vetores composicionais que contêm a mesma in-
formação relativa de x definidos por x(`) = (x`, x1, x2, . . . , x`−1, x`+1, . . . , xD), ` = 1, 2, . . . , D.
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Assim, a composição permutada atrás referida, x(`), corresponde a ter

x(`) = (x`, x1, x2, . . . , x`−1, x`+1, . . . , xD). (2.16)

Repare-se que apenas a parte x(`)1 é colocada na primeira posição e a ordem das restantes partes
permanece inalterada. Por exemplo, para D = 5, permutando as partes de uma composição
x ∈ S5, os cinco vetores seguintes correspondem às cinco permutações desejadas e contêm a
mesma informação relativa de x:

x(1) = x = (x1, x2, x3, x4, x5);

x(2) = (x2, x1, x3, x4, x5);

x(3) = (x3, x1, x2, x4, x5);

x(4) = (x4, x1, x2, x3, x5);

x(5) = (x5, x1, x2, x3, x4).

A transformação ilr para x(`) resulta em z(`) = (z
(`)
1 , z

(`)
2 , . . . , z

(`)
D−1) onde, tendo em conta

(2.11), as componentes de z(`) são definidas por:

z
(`)
i =

√
D − i

D − i+ 1
ln

x
(`)
i

D−i
√∏D

d=i+1 x
(`)
d

para i = 1, 2, . . . , D − 1. (2.17)

Observe-se que, para cada permutação ` = 1, 2, . . . , D, x(`)1 corresponde à única componente
que pode ser explicada por z(`) por apenas uma componente que é a componente z(`)1 [24]. Em
z(`) o foco centra-se em z

(`)
1 , que explica toda a informação relativa sobre a parte x`. Usando

as D permutações z(1), z(2), . . . , z(D), a interpretação de resultados da análise de dados compo-
sicionais em termos destas coordenadas ortogonais centra-se nas suas primeiras componentes
conduzindo a conclusões em termos de coordenadas originais, x1, x2, . . . , xD [5].

Observação 2.5.1.1. Se for dada uma matriz X = [xld], de dados composicionais, de di-
mensão n × D com composições definidas por xl = (xl1, xl2, . . . , xlD) nas linhas de X, para
l = 1, 2, . . . , n, então a matriz de coordenadas pivô Z(`) = [z

(`)
li ], de dimensão n × (D − 1),

com ênfase na parte x`, para algum ` = 1, 2, . . . , D, é formada por elementos

z
(`)
li =

√
D − i

D − i+ 1
ln

x
(`)
li

D−i
√∏D

d=i+1 x
(`)
ld

,

onde x(`)ld é o d-ésimo elemento para a l-ésima linha da matriz de dados permutados dada por

(xl`, xl1, . . . , xl,`−1, xl,`+1, . . . , xlD).

A permutação em (2.16) pode ser definida através de uma matriz de permutação P(`),
de dimensão D × D com entradas 0 e 1, onde o elemento 1 em cada linha encontra-se na
coluna da posição permutada. A título ilustrativo, considere-se, por exemplo, a composição
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x = (x1, x2, x3) e a parte que se pretende interpretar é x3, então a composição permutada de
interesse é x(3) = (x3, x1, x2), a qual pode ser obtida por

x(3) =




x3
x1
x2


 = P(3)x =




0 0 1
1 0 0
0 1 0






x1
x2
x3


 ,

onde P(3) é a matriz de permutação. Com esta matriz de permutação é possível definir uma
nova base para as coordenadas pivô, z(`). Os vetores da base ortonormal para a composição
não permutada foram definidos em (2.10), e destes obtida a matriz V. A matriz contendo os
vetores da base ortonormal para a composição permutada será

V(`) = P(`)V′. (2.18)

Assim, as linhas da matriz V′ são permutadas da mesma forma que as partes da composição.
Considere-se a seguinte matriz

Q(`) = (VV(`))′. (2.19)

Ora, Q(`) é uma matriz ortonormal pois,

(Q(`))′Q(`) = Q(`)(Q(`))′ = ID−1.

As coordenadas pivô para uma composição permutada são obtidas em termos da composição
não permutada usando a matriz Q(`),

z(`) = Q(`)z

= (VV(`))′z por (2.19)

= (VP(`)V′)′z por (2.18)

= V(P(`))′V′z. (2.20)

A equação em (2.20) mostra, de uma maneira elegante, como é que a base pode ser alterada
para expressar composições num sistema diferente da base ortonormal não permutada, permi-
tindo uma interpretação concisa da `-ésima parte composicional. Além disso, (2.20) demonstra
que outra escolha do sistema de coordenadas pivô é apenas uma rotação do sistema original.

De forma semelhante, tal como se constatou em (2.12) para o caso especial de z1, também
a relação entre z(`)1 e as coordenadas clr, y`, pode ser generalizada do seguinte modo,

z
(`)
1 =

√
D

D − 1
y`.

A vantagem de obter uma interpretação para cada parte composicional é resgatada pela ne-
cessidade de construir um sistemas de D coordenadas, onde apenas uma variável é de interesse
primário (na primeira posição) [25]. É de destacar que para qualquer ` = 1, . . . , D a primeira
coordenada z(`)1 corresponde sempre à coordenada clr-transformada y`, diferindo apenas pela

constante
√

D
D−1 .
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2.5.2 Partição Binária Sequencial

A escolha de uma base ortonormal específica em SD é crucial para a interpretação de
coordenadas. As bases que resultam da PBS são preferíveis porque permitem a interpretação
em termos de partes agrupadas da composição [26].

Seja x ∈ SD uma composição e x(`) = (x
(`)
1 , x

(`)
2 , . . . , x

(`)
D ) uma permutação de x. Quando

se considera uma partição do vetor x(`) de modo que na primeira posição se tenha um grupo for-
mado pela componente x(`)1 , obtém-se um outro grupo formado pelas partes x(`)2 , x

(`)
3 , . . . , x

(`)
D .

Por outro lado, estabelecendo uma segunda partição separa-se o grupo {x(`)2 , x
(`)
3 , . . . , x

(`)
D }

obtido na etapa anterior de modo que se tenha um grupo formado pela parte x(`)2 e outro
grupo formado pelas partes x(`)3 , . . . , x

(`)
D . Procedendo deste modo até à partição de ordem

D − 1 irá obter-se um grupo formado pela parte x(`)D−1 e outro pela parte x(`)D .

A PBS para a partição descrita anteriormente é construída da seguinte forma. Num
primeiro passo, as partes da composição são divididas em dois grupos: partes no primeiro
grupo são codificadas por +1 e partes no segundo grupo são codificadas por −1. Assim
obtém-se a primeira coordenada que separa as partes +1 e −1. Na segunda etapa e nas
seguintes etapas, um grupo anterior de partes é dividido em dois novos grupos. Os grupos
são codificados de forma semelhante por +1 e −1, enquanto as componentes não envolvidas
são codificadas com 0. O número de etapas necessárias para que todos os grupos contenham
uma única componente é exatamente D − 1, ou seja, a dimensão de SD [26]. Na Tabela 2.1
encontra-se a PBS para esta partição onde a primeira partição confronta a parte x(`)1 com as
restantes partes da composição.

Tabela 2.1: Codificação de uma PBS para construção de uma base ortonormal onde a primeira
partição confronta a parte x(`)1 com as restantes partes da composição.

Resultados de cada etapa da PBS
Etapa i da PBS x

(`)
1 x

(`)
2 x

(`)
3 x

(`)
4 . . . x

(`)
D−2 x

(`)
D−1 x

(`)
D r s

1 +1 −1 −1 −1 . . . −1 −1 −1 1 D − 1
2 0 +1 −1 −1 . . . −1 −1 −1 1 D − 2
3 0 0 +1 −1 . . . −1 −1 −1 1 D − 3
4 0 0 0 +1 . . . −1 −1 −1 1 D − 4
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

D − 2 0 0 0 0 . . . +1 −1 −1 1 2
D − 1 0 0 0 0 . . . 0 +1 −1 1 1

Sem perda de generalidade, assume-se que na i-ésima etapa da PBS um grupo de r + s
partes é dividido em dois grupos. Um dos grupos é formado por r partes (etiquetadas com
+1) e, tal como se verifica na Tabela 2.1, em cada etapa da PBS a etiqueta +1 surge apenas
uma vez para identificar a parte que é separada do restante grupo de partes, pelo que o grupo
formado por r partes contém unicamente 1 parte. Por outro lado, o outro grupo é formado
por s partes (etiquetadas por −1) e irá conter as restantes D − i partes, i = 1, 2, . . . , D.
Nestas condições, o vetor ei da base ortonormal associado à i-ésima etapa da PBS é dado pela
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seguinte expressão:

ei = clr−1(vi) = C(exp(vi))
= C[exp(vi1vi2 . . . viD)], (2.21)

em que vij corresponde à j-ésima coordenada clr-transformada do vetor ei, i = 1, 2, . . . , D−1,
e é dada por

vij =





√
D−i
D−i+1 , se a etiqueta em (i, j) = +1
−1√

(D−i)(D−i+1)
, se a etiqueta em (i, j) = −1

0, se a etiqueta em (i, j) = 0

Pelo facto dos elementos vij de vi satisfazerem (2.9) surge o conceito de matriz de contrastes
(contrast matrix ) associado a uma base ortonormal {e1, e2, . . . , eD−1} e, de um modo geral, é
definida conforme se segue.

Definição 2.5.2.1 (Matriz de contrastes). Seja {e1, e2, . . . , eD−1} uma base ortonormal do
simplex. Uma matriz VD−1×D = [vij ], tal que a i-ésima linha vi = clr(ei), i = 1, 2, . . . , D−1,
é designada por matriz de contrastes associada à base ortornormal {e1, e2, . . . , eD−1}.

A matriz de contrastes associada à PBS, apresentada na Tabela 2.1, contendo as coorde-
nadas clr-transformadas dos vetores ei associados a cada etapa i = 1, 2, . . . , D−1 da partição,
encontra-se na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Processo para obtenção da matriz de contrastes resultante da PBS obtida por partição.

Matriz de contrastes, V = [vij ]

Etapa i da PBS vi1 vi2 vi3 . . . viD−1 viD v(`)
i

1
√

D−1
D−1+1

−1√
(D−1).(D−1+1)

−1√
(D−1)(D−1+1)

. . . −1√
(D−1)(D−1+1)

−1√
(D−1)(D−1+1)

v(`)
1

2 0
√

D−2
D−2+1

−1√
(D−2)(D−2+1)

. . . −1√
(D−2)(D−2+1)

−1√
(D−2)(D−2+1)

v(`)
2

3 0 0
√

D−3
D−3+1 . . . −1√

(D−3)(D−3+1)

−1√
(D−3)(D−3+1)

v(`)
3

...
...

...
...

. . .
...

...
...

D − 1 0 0 0 . . . 1√
2

−1√
2

v(`)
D−1

Exemplo 2.5.2.1. Seja x = (x1, x2, x3, x4, x5) uma composição de 5 partes, sendo que cada
parte corresponde ao conjunto do grupo etário referido no Capítulo 1. De acordo com o
procedimento de construção da PBS, na Tabela 2.3 encontra-se a PBS para a composição x.

Tabela 2.3: PBS de uma composição de 5 partes.

Etapa i da PBS x
(`)
1 x

(`)
2 x

(`)
3 x

(`)
4 x

(`)
5 r s

1 +1 −1 −1 −1 −1 1 4
2 0 +1 −1 −1 −1 1 3
3 0 0 +1 −1 −1 1 2
4 0 0 0 +1 −1 1 1
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Os valores vij correspondentes às coordenadas clr-transformadas dos vetores da base orto-
normal do simplex S5 obtidas por esta partição encontram-se na Tabela 2.4, e foram obtidos
com base na Tabela 2.2.

Tabela 2.4: Processo para obtenção da matriz de contrastes resultante da PBS de uma com-
posição de 5 partes.

Etapa i da PBS vi1 vi2 vi3 vi4 vi5 v(`)
i

1 2√
5

−1√
20

−1√
20

−1√
20

−1√
20

v(`)
1

2 0
√

3
4

−1√
12

−1√
12

−1√
12

v(`)
2

3 0 0 2√
6

−1√
6

−1√
6

v(`)
3

4 0 0 0 1√
2

−1√
2

v(`)
4

Assim, a base obtida por esta partição é dada à custa dos vetores v(`)
i listados na Tabela

2.4, e usando (2.21):

e1 = C
[
exp

(
2√
5
,
−1√
20
,
−1√
20
,
−1√
20
,
−1√
20

)]
,

e2 = C

[
exp

(
0,

√
3

4
,
−1√
12
,
−1√
12
,
−1√
12

)]
,

e3 = C
[
exp

(
0, 0,

2√
6
,
−1√
6
,
−1√
6

)]
,

e4 = C
[
exp

(
0, 0, 0,

1√
2
,
−1√
2

)]
.

Deste modo, a base ortonormal {e1, e3, e3, e4} é a base obtida pela PBS associada a uma
composição x de 5 partes. Note-se que as composições com diferentes números de partes
conduzem a diferentes bases. Assim, por exemplo, para o conjunto da habilitação académica
referido no Capítulo 1, o qual contém composições de 10 partes, uma base ortonormal será
constituída por 9 vetores ortogonais, {e1, e3, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9}. Já para o conjunto da
situação profissional constituído por composições formadas por 3 partes, a base terá apenas 2
vetores ortogonais, {e1, e2}.

Resumidamente, conclui-se que obter uma base ortonormal segundo a PBS importa obter
uma matriz de contrastes. Os vetores da base ortonormal serão formados pelas coordenadas
clr-transformadas que se obtêm das linhas da matriz de contrastes. Por sua vez, o número de
vetores ortogonais será dado pelo número de etapas que a PBS contenha e corresponderá às
D − 1 partes das composições.

Na matriz de contrastes, as linhas são obtidas segundo (2.10) que, colocando em evidência
um fator de escala, equivale a ter

vi =
√

D − i
D − i+ 1

(
0, 0, . . . , 0, 1,− 1

D − i
, . . . ,− 1

D − i

)
.
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Pela Subsecção 2.5.1 averiguou-se que zi = z
(`)
i , i = 1, 2, . . . , D − 1, pelo que às coordenadas

pivô generalizadas também estão associadas a mesma base dada por ei = clr−1(vi) e obtida,
também, para as coordenadas pivô não permutadas que originam as definições em (2.11) e
(2.17).

Evidentemente que, se a finalidade fosse obter coordenadas pivô respeitantes a uma com-
posição permutada, a base ortonormal teria de ser permutada e, por conseguinte, também a
matriz V conforme estabelecido em (2.18). Consequentemente, originar-se-ia novas coordena-
das pivô definidas de acordo com (2.20).

2.5.3 Balances

Existem muitas possibilidades de escolher uma base ortonormal no simplex e construir
as coordenadas ortonormais. Infelizmente, não há nenhuma base canónica no simplex (as
D partes composicionais originais são representadas apenas por D − 1 novas coordenadas),
de modo que são necessárias alternativas interpretáveis. Uma escolha possível representa o
conceito de balances [22] (traduzido-se refere-se a equilíbrio), que permite uma interpretação
das coordenadas ortonormais em termos do equilíbrio entre grupos de partes composicionais
[24].

Em termos práticos, não é de todo apenas interessante interpretar a predominância relativa
de partes, mas também o comportamento de grupos de partes composicionais dentro da com-
posição. Suponha-se que os principais efeitos dentro de uma composição sejam causados por
dois grupos de partes. Então, é de todo o interesse construir coordenadas que permitem uma
interpretação dos dois grupos em termos de informação relativa. Estas coordenadas designa-
das por balances, referem-se ao equilíbrio entre os grupos. O procedimento para a construção
destas coordenadas baseia-se na PBS. Tal como o nome indica, o interesse não reside somente
no equilíbrio entre dois grupos, mas também a dominância relativa dos grupos é considerada
de forma sequencial [19].

O conceito de balances surge no processo da PBS de uma dada composição. Tendo em
conta o procedimento da PBS sumariado na Tabela 2.1, o equilíbrio entre os grupos de partes
formados na i-ésima etapa da PBS de uma dada composição é dado por [19]:

zi =

√
rs

r + s
ln

(∏r
i=1 x

(+)
i

) 1
r

(∏s
i=1 x

(−)
i

) 1
s

, (2.22)

onde x(+)
i

(
x
(−)
i

)
representa as composições com etiqueta + (−), respetivamente. O nú-

mero total de etapas necessárias é D − 1 e as coordenadas resultantes, z1, z2, . . . , zD−1, estão
associadas a uma determinada base ortonormal em SD [19].

A interpretação do equilíbrio entre grupos de partes é baseada na média geométrica como
representante dos grupos presentes no numerador e denominador em (2.22). As médias geomé-
tricas são valores centrais das partes de cada grupo pelo que a razão entre médias (geométricas)
indica o peso relativo de cada grupo. Por exemplo, um equilíbrio positivo indica que, em mé-
dia (geométrica), o grupo de partes no numerador é dominante comparativamente ao grupo
de partes no denominador, dado que este tem maior peso relativo na composição (o contrário
se verifica para equilíbrios negativos) [6].
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Exemplo 2.5.3.1. De maneira a exemplificar a interpretação de equilíbrio entre grupos, seja
x = (0.031, 0.139, 0.337, 0.358, 0.135) a composição de 5 partes respeitante ao município de
Anadia do conjunto do grupo etário. De acordo com (2.22) é necessário obter-se a PBS da
composição x e uma vez que x contém 5 partes, no exemplo anterior, na Tabela 2.3, a PBS
já se encontra obtida. Assim, na Tabela 2.5 tem-se a PBS e a expressão do equilíbrio entre
grupos referente a cada etapa.

Tabela 2.5: PBS de uma composição de 5 partes e equilíbrio entre grupos de partes do muni-
cípio de Anadia.

Etapa i da PBS x
(`)
1 x

(`)
2 x

(`)
3 x

(`)
4 x

(`)
5 r s Equilíbrio entre grupos

1 +1 −1 −1 −1 −1 1 4 z1 =
√

4
5 ln

x1
4
√
x2x3x4x5

2 0 +1 −1 −1 −1 1 3 z2 =
√

3
4 ln

x2
3
√
x3x4x5

3 0 0 +1 −1 −1 1 2 z3 =
√

2
3 ln

x3√
x4x5

4 0 0 0 +1 −1 1 1 z4 =
√

1
2 ln

x4
x5

Perante as expressões obtidas na Tabela 2.5, a composição de x é transformada no vetor z =
(z1, z2, z3, z4). Para a composição x o vetor z resulta em z = (−1.745,−0.520, 0.349, 0.690)
onde, de acordo com a construção, z1 descreve o equilíbrio entre os dois grupos de partes x1
e x2, x3, x4, x5; z2 é o equilíbrio entre x2 e x3, x4, x5; z3 é o equilíbrio entre x3 e x4, x5; e, por
fim z4 descreve toda a informação relativa entre as partes x4 e x5 envolvendo apenas a razão
logarítmica das partes.

Relativamente à interpretação de z conclui-se que a variável Idade 0-14 tem o menor
peso relativo na composição; a variável Idade 15-24 possui o menor peso relativo em relação
às variáveis Idade 25-39, Idade 40-64 e Idade 65+; a variável Idade 25-39 tem maior peso
relativo do que as variáveis Idade 40-64 e Idade 65+; e a variável Idade 40-64 tem maior peso
relativo na composição do que a variável Idade 65+.

Sabe-se que as coordenadas pivô, definidas em (2.17), são construídas de tal forma que z1
descreve toda a informação relativa sobre a parte de x1. Assim, z1 também pode ser visto
como um equilíbrio entre os “grupos” x1 e x2, . . . , xD. Por conseguinte, pode-se optar por
referir, alternativamente, o termo de coordenadas pivô por balances dado por z1, assim como
para as restantes coordenadas, isto é, zi ≡ zi.

2.6 Deteção de outliers multivariados

No início de uma análise estatística de um determinado conjunto de dados composicio-
nais, geralmente foca-se o interesse em padrões da estrutura principal dos dados, por exemplo:
grupos formados pelas observações ou relações entre as variáveis, bem como em desvios repre-
sentados pelas observações atípicas [27].

Numa análise estatística, os outliers estão amplamente presentes nos conjuntos de dados
reais [28]. Estas observações atípicas podem, muitas das vezes, danificar os estimadores clás-
sicos, por isso é usual considerar que essas mesmas observações devem ser retiradas dos dados
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e feita a análise sem qualquer influência destas observações. Todavia, os outliers são frequen-
temente as observações mais interessantes porque algum fenómeno atípico é responsável pela
sua presença, o que ocorre é que eles são unicamente desvalorizados para obter um ajuste de
modelo que acomode a maioria dos dados [19].

Os dados composicionais são observações multivariadas, consequentemente numa deteção
de outliers em dados composicionais assume-se que os dados multivariados são composições
e, por isso, foca-se o interesse em outliers multivariados. Na identificação das observações
atípicas, em vez de se identificar os outliers diretamente no espaço original, é comum expressar
as composições em coordenadas log-razões e, em seguida, aplicar os métodos usuais de deteção
de outliers multivariados.

Os outliers multivariados não são necessariamente extremos, mas podem estar localizados
em qualquer parte do espaço multivariado. Para detectar estas observações atípicas, é impor-
tante dispor de métodos capazes de revelar observações divergentes, independentemente da
escolha do tipo de transformação [19].

O foco da subsecção seguinte é expor ferramentas úteis na deteção de outliers multivaria-
dos. Abordar-se-á dois procedimentos para identificar as observações atípicas, mas o objetivo
principal centra-se em analisar ao pormenor um desses procedimentos.

2.6.1 Métodos para deteção de outliers multivariados

No estudo exploratório da análise de dados composicionais, a deteção de outliers deve ser
um passo importante da análise. Os outliers identificados são candidatos a dados atípicos
que contribuem para erros na especificação do modelo, estimativa dos parâmetros e resultados
incorretos [27]. Por isso, é importante identificar essas observações atípicas antes da análise
dos dados.

Existem dois procedimentos diferentes para identificar outliers multivariados: (1) métodos
baseados na projeção e, (2) métodos baseados na estimativa da estrutura de covariância da
matriz de dados. A ideia dos métodos em (1) consiste em projetar repetidamente os dados
multivariados no espaço univariado uma vez que a deteção univariada de outliers torna-se
muito mais simples (para mais detalhe recomendo as seguintes referências: Gnanadesikan et
al 1972 ([29]), Peña et al 2001 ([30]) e Maronna et al 2002 ([31])). Apesar destes métodos,
geralmente, serem computacionalmente intensivos são particularmente úteis para dados de
elevada dimensionalidade e reduzido tamanho da amostra [32].

Para o procedimento (2), a deteção de outliers multivariados baseia-se na estimativa da
estrutura de covariância. O que se pretende é identificar observações que se desviam de uma
distribuição do modelo subjacente. Neste caso, apenas a distribuição normal multivariada é
considerada, o que serve como uma importante distribuição de modelo para muitos métodos
estatísticos [19].

Neste procedimento, a estimativa da estrutura de covariância é usada para atribuir uma
distância a cada observação, indicando até que ponto a observação se encontra do centro da
nuvem de dados (também designado por centróide) em relação à estrutura de covariância.
Esta distância é calculada com base na métrica de Mahalanobis. Sem perda de generalidade,
assumindo que uma amostra z1, z2, . . . , zn de observações (D− 1)-dimensionais contém dados
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composicionais em coordenadas ilr, a distância de Mahalanobis é definida por:

MD(zl) =
√
(zl −T)′C−1(zl −T), l = 1, 2, . . . , n (2.23)

onde o vetor T de dimensão (D− 1) e a matriz C de dimensão (D− 1)×(D− 1) representam
as estimativas de localização e de covariância, respetivamente [14, 33, 21].

A propriedade de equivariância afim para as estimativas T e C, enunciada a seguir, é de
extrema importância na distância de Mahalanobis.

Propriedade 2.6.1.1. As estimativas T e C de localização e de covariância, respetivamente,
são designadas por equivariantes afim, se para qualquer matriz não singular A de dimensão
d× d e para qualquer vetor b ∈ Rd as seguintes condições são satisfeitas:

T(Az1 + b, . . . ,Azn + b) = AT(z1, . . . , zn) + b
C(Az1 + b, . . . ,Azn + b) = AC(z1, . . . , zn)A′

onde z1, z2, . . . , zn são n composições de D partes.

Assim, estimativas que cumpram estas condições e, posteriormente, utilizadas na distância
de Mahalanobis fazem com que as distâncias permaneçam inalteradas sob transformações afins
regulares, isto é,

MD(Azl + b) = MD(zl), l = 1, 2, . . . , n. (2.24)

De facto, partindo de (2.23) verifica-se a igualdade (2.24):

MD(Azl + b)

=
√

[Azl + b−T(Azl + b)]′C(Azl + b)−1[Azl + b−T(Azl + b)]
=
√

[Azl + b− (AT(z1, . . . , zn) + b)]′(AC(z1, . . . , zn)A′)−1[Azl + b− (AT(z1, . . . , zn) + b)]

=

√
[zl −T(z1, . . . , zn)]′A′[(A′)−1C(z1, . . . , zn)−1A−1]A[zl −T(z1, . . . , zn)]

=
√

(zl −T(zl))′C(zl)−1(zl −T(zl))
= MD(zl)

A Propriedade 2.6.1.1 garante que os outliers identificados sejam invariantes com a escolha
da transformação log-razão, independentemente da escolha de A e b [33] (na Secção 2.7 será
discutida em mais detalhe esta questão).

A escolha das estimativas T e C é um passo crucial para garantir a qualidade da deteção de
observações atípicas multivariadas [33]. No caso da distribuição normal multivariada, escolhe-
se para as estimativas de localização e de covariância (populacional), a média aritmética e
a matriz de covariância da amostra, respetivamente, tornando esta escolha a mais adequada
para assegurar uma melhor eficiência estatística [32]. Para uma amostra z1, z2, . . . , zn de n
composições em coordenadas ilr-transformadas, a média aritmética e a matriz de covariância
da amostra são dadas por, respetivamente:

z =
1

n

n∑

l=1

zl e SZ =
1

n− 1

n∑

l=1

(zl − z)(zl − z)′ (2.25)
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As próprias definições da média aritmética e da matriz de covariância revelam que estas
estimativas clássicas partilham a propriedade da equivariância afim. De facto, considere-se
uma amostra Z = {z1, z2, . . . , zn} e seja (µ̂(Z), Σ̂(Z)) ≡ (z,SZ) as estimativas clássicas dadas
pela média aritmética e matriz de covariância amostral (fórmula em (2.25)). Estas estimativas
são equivariantes afim uma vez que satisfazem a relação:

µ̂(AZ + b) = Aµ̂(Z) + b (2.26)

Σ̂(AZ + b) = AΣ̂(Z)A′ (2.27)

No entanto, quando se considera estas duas estimativas clássicas muitas vezes esta escolha
leva a resultados inúteis uma vez que estas são influenciadas pelas observações atípicas [33].
Deste modo, para contornar esta questão foram desenvolvidas metodologias estatísticas robus-
tas que reduzem a influência dos outliers, concentrando-se na estrutura dos dados principais.
Portanto, a escolha das estimativas deve incidir em estimativas robustas. Assim, a distância
de Mahalanobis em (2.23) é reformulada do seguinte modo:

MD(zl) =

√
(zl − µ̂)′Σ̂

−1
(zl − µ̂), l = 1, 2, . . . , n

onde µ̂ e Σ̂ correspondem, respetivamente, às estimativas robustas da média e da matriz
de covariância, garantindo que as distâncias utilizadas sejam robustas. Na Subsecção 2.6.2,
explicar-se-á um método de obter estas estimativas robustas.

Dada uma matriz de dados composicionais Xn×D considere-se, sem perda de generalidade,
que a matriz Zn×(D−1) resulta da aplicação da transformação ilr à matriz Xn×D.

Definição 2.6.1.1 (Distribuição Normal de dados composicionais). Seja z = (z1, . . . , zD−1) as
coordenadas ilr-transformadas de uma composição x ∈ SD. Diz-se que um conjunto de dados
composicionais Xn×D tem distribuição normal no simplex se Zn×(D−1) = ilr(X) tem distri-
buição normal multivariada em RD−1, denotando-se por Z ∼ N(µZ,ΣZ) e X ∼ NSD(µ,Σ).

Os procedimentos da deteção de outliers multivariados assumem que a maioria das ob-
servações da matriz Z são geradas por uma distribuição normal multivariada. Pela Definição
2.6.1.1, seXn×D segue uma distribuição normal no simplex, Zn×(D−1) tem distribuição normal
multivariada em RD−1, Z ∼ N(µZ,ΣZ) [6].

Os dados composicionais necessitam de ser transformados antes de se calcular as distân-
cias de Mahalanobis. Por razões que serão discutidas na Secção 2.7, a deteção de observações
atípicas deve incidir no uso da transformação ilr. Por conseguinte, a distância de Mahala-
nobis baseia-se na matriz Zn×(D−1) contendo as coordenadas ilr. Perante uma distribuição
normal multivariada, proveniente de Zn×(D−1), a distância de Mahalanobis torna-se robusta
influenciada por estimativas robustas de µz e Σz. Sob o pressuposto da normalidade multi-
variada dos dados no simplex, a Propriedade 2.6.1.2 contribui para concluir que a distância
de Mahalanobis, MD(zl), l = 1, 2, . . . , n, segue uma distribuição de qui-quadrado com (D− 1)
graus de liberdade, onde (D − 1) corresponde ao número de variáveis em Z. Deste modo, se
Z ∼ N(µZ,ΣZ) então MD(Z, µ̂, Σ̂) ∼ χ2

D−1 tendo em conta o seguinte resultado:

Propriedade 2.6.1.2. Se X ∼ Np(µ,Σ), com |Σ| > 0, então

(X− µ)′Σ−1(X− µ) ∼ χ2
p

onde χ2
p denota a distribuição de qui-quadrado com p graus de liberdade.

38



Capítulo 2. Metodologias Numéricas

O gráfico associado a quadrados de distâncias de Mahalanobis constantes, MD(zl)2 =
constante, corresponde a elipsoides. Essa constante permitirá a identificação dos outliers. Da
Propriedade 2.6.1.2 essa constante corresponde a um quantil χ2

D−1. Assim, em χ2
D−1 surge a

questão de qual a ordem do quantil a considerar para detetar observações atípicas. O valor do
quantil correspondente a essa ordem irá servir como valor de corte para separar as observações
“regulares” daquelas que constituem potenciais outliers [33].

Existem várias opções para a ordem a tomar, na literatura, o quantil de ordem 0.975 é
frequentemente usado como indicador do valor de corte para detetar outliers. Em síntese,
considera-se que observações que possuem um valor do quadrado da distância de Mahalanobis
superior ao valor de corte são consideradas observações atípicas [32], isto é,

MD(zl)2 > χ2
D−1;0.975.

Na Figura 2.1 encontram-se as duas primeiras coordenadas ilr-transformadas de uma com-
posição. Visualizam-se quatro elipses relativas aos quadrados de distâncias de Mahalanobis
robusta constantes e iguais aos quantis de ordem 0.25, 0.50, 0.75 e 0.975. A última elipse, cor-
respondente ao quantil de ordem 0.975, determina as observações outliers exibidas a vermelho
e etiquetadas com símbolo “+” de maior tamanho [33].

Figura 2.1: Representação das quatro elipses referentes aos quantis de ordem 0.25, 0.5 e 0.75
e ao valor de corte para detetar outliers, quantil de ordem 0.975 (Figura extraída de [33]).

É de realçar que na Figura 2.1 existem mais quatro grupos diferentes de símbolos. Os
símbolos referenciados por “+” de menor tamanho encontram-se entre os quantis de or-
dem 0.75 e 0.975 não sendo considerados observações atípicas. Em oposição, no interior da
elipse, encontram-se os símbolos em forma de círculo (“o”). Os círculos preenchidos (pontos)
localizam-se entre os quantis de ordem 0.5 e 0.75 e os círculos que não estão preenchidos, tanto
de menor como de maior tamanho, situam-se desde o centro da nuvem de dados até ao quantil
de ordem 0.5 (ultrapassando o quantil de ordem 0.25) [33].

Observe-se que há também outras propostas na literatura para encontrar um valor de corte
apropriado. Para uma abordagem mais pormenorizada aconselho a leitura da referência [34].
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2.6.2 Estimador MCD

Para obter as estimativas robustas de quaisquer parâmetros populacionais, pode-se re-
correr ao estimador MCD (Minimum Covariance Determinant) ou aos estimadores S [14].
Geralmente, opta-se por obter as estimativas robustas pelo estimador MCD uma vez que este
apresenta a vantagem de ser um estimador eficiente e assintoticamente normal. Tornou-se bas-
tante conhecido devido às suas boas propriedades de robustez e a um algoritmo rápido para o
seu cálculo proposto por Rousseeuw e Van Driessen, em 1999, designado por Fast-MCD [35].

O estimador MCD caracteriza-se pela determinação de um subconjunto de pelo menos
h observações cuja matriz de covariância amostral, S, tenha o menor determinante. Assim,
as estimativas robustas dos parâmetros populacionais µ e Σ são escolhidos, respetivamente,
como a média aritmética e a matriz de covariância amostral deste subconjunto, multiplicados
por um fator para garantir a consistência dos estimadores sob o pressuposto da normalidade
dos dados [35].

A escolha de h determina tanto a robustez como a eficiência estatística dos estimadores, e
tem que englobar a maioria dos dados podendo ser escolhido como um valor inteiro no intervalo
[n+D+1

2 , n], ondeD é o número de partes do conjunto. O valor de h deve ser pelo menos metade
do tamanho total da amostra n, resultando numa melhor resistência às observações externas
mas com uma eficiência estatística menor. Por outro lado, se h assumir um valor grande, por
exemplo, próximo de n, a robustez das estimativas obtidas por MCD é fraca, mas a eficiência
aumenta. A literatura sugere que a melhor escolha deverá ser, aproximadamente, h = 3

4n.
Esta escolha tolera uma fração de outliers de cerca de n−h

n = 1
4 das observações. Assim, é

necessário que n−h
n seja maior que essa fração de observações atípicas, pois, caso contrário, as

estimativas podem-se tornar pouco confiáveis [11].

A equivariância afim é uma propriedade desejável de qualquer estimativa em situações
em que é fundamental que o resultado permaneça essencialmente inalterado sob quaisquer
transformações lineares não singulares [14]. Na Secção 2.6.1 constatou-se que as estimativas
clássicas, µ̂ e Σ̂, satisfaziam essa propriedade (em (2.26) e (2.27)) e, consequentemente, o
uso desta propriedade garante que as distâncias de Mahalanobis não sofram alterações sob
qualquer transformação log-razão que se aplique (provado na Secção 2.7).

Porém, na identificação de observações atípicas a distância de Mahalanobis deve ser robusta
e ao considerar estimativas robustas deve-se ter o cuidado de garantir que o estimador utilizado
para estas estimativas consiga satisfazer a propriedade da equivariância afim. Ora, o estimador
MCD é por si só um estimador que cumpre esta propriedade [33]. Portanto, para além das
suas vantagens é de todo o interesse optar por este estimador.

Na secção seguinte serão apresentadas as propriedades das transformações log-razões onde,
pormenorizadamente, se explica as relações entre as transformações, a distância de Mahala-
nobis e a propriedade da equivariância afim.
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2.7 Propriedades das transformações na deteção de observações
atípicas

A utilidade das distâncias robustas de Mahalanobis para a deteção de outliers multivari-
ados tem sido demonstrada na literatura e tem muitas aplicações. Esta ferramenta não seria
apropriada para dados fechados, mas apenas para dados após a transformação. O problema
surge em identificar qual a transformação de log-razões do simplex mais adequada para o
espaço real [32].

Respostas para cada uma das transformações apresentadas na Secção 2.4 e, ainda, questões
cruciais abordadas na Secção 2.6.1 e 2.6.2 serão esclarecidas de seguida. Embora as demons-
trações se encontram em [32], o estudo destas tornou-se útil para uma melhor compreensão
das propriedades pelo que as demonstrações são aqui apresentadas com mais detalhe.

Teorema 2.7.1. As distâncias de Mahalanobis para dados transformados por alr são invari-
antes em relação à escolha da variável razão se a estimativa de localização T e a estimativa
de dispersão C forem equivariantes afim.

Demonstração. Seja Xn,D uma matriz de dados composicionais. Portanto, tendo em conta
que xl = (xl1, xl2, . . . , xlD) tem-se

∑D
d=1 xld = 1 e xld > 0, para l = 1, 2, . . . , n, isto é, xl ∈ SD.

Seja X(j)
n,D−1 uma matriz que resulta da transformação alr de X usando a coluna j. As linhas

de X(j) são da forma

x(j)
l =

(
log

xl1
xlj

, log
xl2
xlj

, . . . , log
xl,j−1
xlj

, log
xl,j+1

xlj
, . . . , log

xlD
xlj

)
, l = 1, 2, . . . , n. (2.28)

Do mesmo modo, sejaX(k) uma matriz de dados que resulta da transformação alr deX usando
a coluna k, com k 6= j. Então, pelas propriedades dos logaritmos, é simples de mostrar que
X(j) = X(k)Bkj ou x(j)

l = B′kjx
(k)
l com a matriz Bkj de dimensão (D− 1)× (D− 1) definida

do seguinte modo:

Bkj =




1 0
. . .

...
1 0

−1 . . . −1 −1 −1 . . . −1 . . . −1
1 0 0

. . . . . .
...

1 0
0 1
...

. . .
0 1




.

Esta matriz coincide com a matriz identidade exceto que na j-ésima linha da matriz inclui
apenas entradas de −1, a diagonal principal entre a linha j + 1 e a linha k − 1 é completada
com entradas iguais a zero e, por final, a diagonal paralela a esta imediatamente anterior passa
a ter entradas iguais a 1. Note-se que as entradas em branco na matriz são zeros. De forma a
melhor ilustrar esta matriz Bkj e a condição X(j) = X(k)Bkj , suponha-se que D = 5. Neste

41



Capítulo 2. Metodologias Numéricas

caso, a matriz Xn,5 com n observações é

Xn,5 =



x11 x12 x13 x14 x15
...

...
...

...
...

xn1 xn2 xn3 xn4 xn5


 .

A matriz que resulta da transformação alr aplicada à matrizXn,5 utilizando a coluna 2 (j = 2)
é representada por:

X(2)
n,4 =




log x11 − log x12 log x13 − log x12 log x14 − log x12 log x15 − log x12
...

...
...

...
log xn1 − log xn2 log xn3 − log xn2 log xn4 − log xn2 log xn5 − log xn2


 .

Agora, considere-se novamente uma matriz que resulta da transformação alr aplicada à matriz
Xn,5 utilizando a coluna 5 (k = 5),

X(5)
n,4 =




log x11 − log x15 log x12 − log x15 log x13 − log x15 log x14 − log x15
...

...
...

...
log xn1 − log xn5 log xn3 − log xn5 log xn3 − log xn5 log xn4 − log xn5


 .

Ora, para D = 5, a matriz B5,2 será

B5,2 =




1 0 0 0
−1 −1 −1 −1
0 1 0 0
0 0 1 0


 .

De facto, a condição X(2) = X(5)B52 verifica-se.
A matriz quadrada Bkj é não singular. Após cálculos algébricos consegue-se provar que o
determinante é não nulo, concretamente que det(Bkj) = (−1)k−j . Assim, a matriz admite
inversa, B−1kj e, por conseguinte, a matriz transposta de Bkj também admite inversa, (B′kj)−1.
Então, para T e C estimadores equivariantes afim (Propriedade 2.6.1.1), obtém-se:

T
(
x(j)
1 ,x(j)

2 , . . . ,x(j)
n

)
= T

(
B′kjx

(k)
1 ,B′kjx

(k)
2 , . . . ,B′klx

(k)
n

)

= B′kjT
(
x(k)
1 ,x(k)

2 , . . . ,x(k)
n

)

e,

C
(
x(j)
1 ,x(j)

2 , . . . ,x(j)
n

)
= C

(
B′kjx

(k)
1 ,B′kjx

(k)
2 , . . . ,B′kjx

(k)
n

)

= B′kjC
(
x(k)
1 ,x(k)

2 , . . . ,x(k)
n

)
Bkl
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Consequentemente,

MD2(x(j)
l )

=
[
x(j)
l −T

(
x(j)
1 ,x(j)

2 , . . . ,x(j)
n

)]′ [
C
(
x(j)
1 ,x(j)

2 , . . . ,x(j)
n

)]−1 [
x(j)
l −T

(
x(j)
1 ,x(j)

2 , . . . ,x(j)
n

)]

=
[
B′kjx

(k)
l −B′kjT

(
x(k)
1 ,x(k)

2 , . . . ,x(k)
n

)]′ [
B′kjC

(
x(k)
1 ,x(k)

2 , . . . ,x(k)
n

)
Bkj

]−1
×

×
[
B′klx

(k)
l −B′kjT

(
x(k)
1 ,x(k)

2 , . . . ,x(k)
n

)]

=
[
x(k)
l −T

(
x(k)
1 ,x(k)

2 , . . . ,x(k)
n

)]′
BkjB−1kl

[
C
(
x(k)
1 ,x(k)

2 , . . . ,x(k)
n

)]−1
(B′kj)

−1B′kj ×

×
[
x(k)
l −T

(
x(k)
1 ,x(k)

2 , . . . ,x(k)
n

)]

= MD2(x(k)
l )

donde se conclui o pretendido.

O Teorema 2.7.1 garante que os outliers identificados não dependerão da variável razão
escolhida para a transformação alr, desde que as estimativas T e C sejam consideradas como
equivariantes afim.

Obervação 2.7.1. Em Álgebra Linear, a pseudoinversa A+ de uma matriz A é uma genera-
lização da matriz inversa de A. Em 1956, Penrose estabeleceu um resultado que caracteriza a
pseudoinversa de uma matriz, também conhecida como inversa Moore-Penrose. Esse resultado
é enunciado de seguida sob a forma de Lema.

Lema 2.7.1. Seja A ∈ Rm×nr . Então, G = A+ se e só se

(P1) AGA = A

(P2) GAG = G

(P3) (AG)′ = AG

(P4) (GA)′ = GA

Além disso, A+ existe e é única.

Teorema 2.7.2. As distâncias de Mahalanobis para dados transformados por clr e alr são as
mesmas se a estimativa de localização T for a média aritmética e a estimativa de covariância
C for a matriz de covariância da amostra.

Atendendo ao resultado explícito na Observação 2.7.1 tem-se todas as condições para
demonstrar o Teorema 2.7.2.

Demonstração. Seja x = (x1, x2, . . . , xD) ∈ SD, com
∑D

d=1 xd = 1 e xd > 0, uma composição.
Primeiramente, obtém-se uma relação em termos matricial entre as transformações alr e clr
de x. Sem perda de generalidade, suponha-se que a última variável D é a parte de referência
usada para a transformação alr. Dada a composição X recorde-se que a transformação de alr
de X é dada por:

x(D) = (log x1 − log xD, log x2 − log xD, . . . , log xD−1 − log xD)
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e a transformação clr, y = (y1, y2, . . . , yD), é dada por:

yd = log xd −
1

D

D∑

j=1

log xj =
D − 1

D
log xd −

1

D

D∑

j=1,j 6=d
log xj , d = 1, 2, . . . , D.

Através de manipulação algébrica verifica-se que uma relação entre as duas transformações
pode ser descrita através das seguintes igualdades: x(D) = Fy e y = F*x(D), onde

FD−1,D =




1 . . . 0 −1
...

. . .
...

...
0 . . . 1 −1


 e F*D,D−1 =




D−1
D − 1

D . . . − 1
D

− 1
D

D−1
D

. . .
...

...
. . . . . . − 1

D
...

. . . D−1
D

− 1
D . . . . . . − 1

D




De facto, relativamente à primeira igualdade observe-se que Fy = (y1−yD, y2−yD, . . . , yD−1−
yD) e qualquer que seja d = 1, 2, . . . , D − 1 se tem que

yd − yD =
D − 1

D
log xd −

1

D

D∑

j=1,j 6=d
log xj −

D − 1

D
log xD +

1

D

D∑

j=d,j 6=D
log xj

= log xd −
1

D
log xd −

1

D

D∑

j=1,j 6=d
log xj − log xD +

1

D
log xD +

1

D

D∑

j=1,j 6=D
log xj

= log xd − log xD −
1

D

D∑

j=1

log xj +
1

D

D∑

j=1

log xj

= log xd − log xD,

Logo Fy = x(D).
Relativamente à segunda igualdade, observe-se que F∗x(D) representa um vetor de dimensão
D − 1, sendo a sua primeira componente dada por:

D − 1

D
(log x1 − log xD)−

1

D
(log x2 − log xD)− . . .−

1

D
(log xD−1 − log xD)

=
D − 1

D
log x1 −

D − 1

D
log xD −

1

D
log x2 +

1

D
log xD − . . .−

1

D
log xD−1 +

1

D
log xD

=
D − 1

D
log x1 −

1

D

D−1∑

d=2

log xd −
D − 1

D
log xD +

1

D
log xD × (D − 2)

=
D − 1

D
log x1 −

1

D

D−1∑

d=2

log xd −
1

D
log xD

=
D − 1

D
log x1 −

1

D

D∑

d=2

log xd

= y1

Do mesmo modo, se obtém os restantes resultados para as demais componentes de y, o que
se conclui que F∗x(D) = y.
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Tendo em conta as definições de F e F∗, ocorre que relativamente à matriz F, F∗ satisfaz
as propriedades de (P1) a (P4) do Lema 2.7.1. Na verdade, FF* = ID−1 = (FF∗)′ (prop. P3)
(onde ID−1 é a matriz identidade de ordem D−1), F*F é simétrica, e portanto, (F∗F)′ = F∗F
(prop. P4), FF*F = F, e F*FF* = F*. Logo, F∗ é a pseudoinversa de F. Assim, F∗ será
a partir de agora denotada por F+. Note-se que conclusões análogas podem ser retiradas se,
porventura, se considerar para a transformação alr outra variável de referência para a razão,
mas as estruturas das matrizes serão diferentes pois também F será diferente.

Considere-se, agora, as matrizes transformadas por alr e clr denotadas por X(D)
n,D−1 e Yn,D

com linhas x(D)
l e yl, para l = 1, 2, . . . , n, respetivamente. Usar-se-á a notação x(D) e y para

denotar os vetores de média (em coluna) dessas observações, respetivamente, e, Sx(D) e Sy para
as matrizes de covariância da amostra. Relativamente às matrizes de covariância verifica-se a
seguinte relação entre elas:

Sy =
1

n

n∑

l=1

(yl − y)(yl − y)′

=
1

n

n∑

l=1

(
F+x(D)

l − F+x(D)
)(

F+x(D)
l − F+x(D)

)′

= F+ 1

n

n∑

l=1

(
x(D)
l − x(D)

)(
x(D)
l − x(D)

)′ (
F+
)′

= F+Sx(D)

(
F+
)′
.

Seja S∗y = F′S−1x(D)F. Recordando ainda que FF+ = I e as propriedades da inversa generalizada
de Moore-Ponrose do Lema 2.7.1, retiram-se as seguintes relações:

SyS∗ySy = F+Sx(D)(F+)′F′S−1x(D)FF
+Sx(D)(F+)′

= F+Sx(D)(FF+)′S−1x(D)Sx(D)(F+)′

= F+Sx(D)(F+)′

= Sy,

S∗ySyS∗y = F′S−1x(D)FF
+Sx(D)(F+)′F′S−1x(D)F

= F′S−1x(D)Sx(D)(FF+)′S−1x(D)F

= F′S−1x(D)F

= S∗y,
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(SyS∗y)
′ =

[
F+Sx(D)(F+)′F′S−1x(D)F

]′

=
[
F+Sx(D)(FF+)′S−1x(D)F

]′

=
[
F+Sx(D)S−1x(D)F

]′

= (F+F)′

= F+F

= F+Sx(D)S−1x(D)F

= F+Sx(D)(FF+)′S−1x(D)F

= F+Sx(D)(F+)′F′S−1x(D)F

= SyS∗y

(S∗ySy)
′ =

[
F′S−1x(D)FF

+Sx(D)(F+)′
]′

=
[
F′S−1x(D)Sx(D)(F+)′

]′

=
[
F′(F+)′

]′

=
[
(F+F)′

]′

= F+F
= F+FF+F
= (F+F)′FF+

= F′FF+(F+)′

= F′S−1x(D)Sx(D)FF+(F+)′

= F′S−1x(D)FF
+Sx(D)(F+)′

= S∗ySy

Estas relações mostram que S∗y relativa à matriz Sy, satisfaz (P1)-(P4) do Lema 2.7.1, pelo que
S∗y é a inversa generalizada de Moore-Penrose de Sy, ou seja, S+

y = S∗y e, consequentemente,

MD2
(
x(D)
l

)
=
(
x(D)
l − x(D)

)′
S−1x(D)

(
x(D)
l − x(D)

)

= (Fyl − Fy)′S−1x(D)(Fyl − Fy)

= (yl − y)′F′S−1x(D)F(yl − y)

= (yl − y)′S∗y(yl − y)

= (yl − y)′S+
y (yl − y)

= MD2(yl) l = 1, 2, . . . , n.

Agora, usando o Teorema 2.7.1 e a notação em (2.28), obtém-se

MD2(x(j)
l ) = MD2(x(D)

l ) = MD2(yl), para j = 1, 2, . . . , D − 1,

completando, assim, a prova.
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O resultado do Teorema 2.7.2 é inválido do ponto de vista da robustez. A igualdade da
distância de Mahalanobis para as transformações clr e alr é válida apenas para as estimativas
não robustas definidas pela média aritmética e matriz de covariância da amostra, visto que
para estimadores robustos, como é o caso do estimador MCD, o teorema não é válido. Para
o caso de se considerar o estimador MCD na estimação dos parâmetros populacionais µ e Σ,
outro resultado para a distância de Mahalanobis é conhecido. Antes do enunciar recorde-se
uma propriedade das matrizes inversa enunciada aqui sob a forma de Lema.

Lema 2.7.2. Se uma matriz quadrada A tem uma matriz inversa B à direita ou à esquerda,
então A é não singular e B é uma inversa de A.

Teorema 2.7.3. As distâncias de Mahalanobis para dados transformados por ilr são as mes-
mas que no caso da transformação alr se a estimativa de localização T e a estimativa de
covariância C forem equivariantes afim.

Atendendo ao Lema 2.7.2 tem-se todas as condições para demonstrar o Teorema 2.7.3.

Demonstração. Seja x(D), y e z matrizes que resultam das transformações alr, clr e ilr,
respetivamente, para uma composição x ∈ SD. Observe-se que a variável D é escolhida
como sendo a variável razão para a transformação alr. Da prova do Teorema 2.7.2, sabe-se
x(D) = Fy e y = F+x(D). Considere-se as relações existentes entre a transformação clr e
ilr enunciadas em (2.14) e (2.15). Consequentemente, das transformações alr e ilr é possível
obter os resultados seguintes:

x(D) = Fy
= FV′z, por (2.14)

e,

z = Vy

= VF+x(D) pois y = F+x(D)

onde FV′ e VF+ são ambas matrizes quadradas de dimensão (D− 1)× (D− 1). Além disso,
partindo da expressão y = F+x(D), multiplicando porV do lado esquerdo e usando as relações
descritas anteriormente, de forma detalhada tem-se o seguinte resultado:

y = F+x(D)

⇔ Vy = VF+x(D)

⇔ z = VF+x(D)

⇔ FV′z = FV′VF+x(D)

⇔ x(D) = FV′VF+x(D) (2.29)

Face ao resultado obtido em (2.29) e comparando ambos os membros resulta que FV′VF+ = I.
Então, pelo Lema 2.7.2, VF+ é a matriz inversa da matriz não singular FV′. Por fim,
utilizando (2.24) e o Teorema 2.7.1 resulta em

MD2(z) = MD2
(
VF+x(D)

)
= MD2

(
x(j)

)
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OTeorema 2.7.3 completa as relações entre as três transformações mencionadas. Quando se
utilizam estimativas clássicas, isto é, a média aritmética e a matriz de covariância da amostra
(total), as três transformações conduzem às mesmas distâncias de Mahalanobis. Visto que
a deteção de observações atípicas é mais confiável com estimativas robustas serão estas a
considerar no cálculo da distância de Mahalanobis. Contudo, verifica-se que as distâncias de
Mahalanobis robustas são as mesmas para os dados transformados por alr e ilr, desde que as
estimativas utilizadas sejam equivariantes afim.

Portanto, optar pela transformação alr ou ilr será uma decisão que cabe ao analista
decidir. Contudo, tendo em conta as características destas duas transformações enunciadas
nas Subsecções 2.4.1 e 2.4.3, respetivamente, a transformação ilr prevalece sobre a segunda
o que torna o processo de decisão e posterior análise dos dados composicionais mais fácil e
vantajoso.

Relativamente à transformação clr constatou-se na Subsecção 2.4.2 que esta resulta em
dados colineares. Tal facto torna-a inapropriada em técnicas estatísticas robustas baseadas
na matriz de covariância [11]. No caso das distâncias de Mahalanobis robustas, as estimativas
de µ e Σ são obtidas pelo estimador MCD que só pode ser determinado para conjuntos de
dados não singulares cuja característica da matriz de dados seja igual ao número de variáveis
[14]. Deste modo, a transformação clr torna-se desaconselhável em dados que contêm outliers
na qual uma abordagem robusta deve ser tida em conta.

A transformação ilr não apresenta o problema da colinearidade, pois a matriz de cova-
riância resultante desta transformação ΣZ é não singular, (|ΣZ| 6= 0) [6]. Além disso, goza
de propriedades estatísticas compatíveis com qualquer tipo de análise estatística no espaço
Euclidiano. Assim sendo, esta transformação é a ideal na deteção de outliers em dados com-
posicionais.

Apesar do que se pode concluir anteriormente, quando se pretende representar os dados
composicionais num biplot a fim de se identificar os outliers, a transformação ilr tem a desvan-
tagem de que as novas variáveis não sejam diretamente interpretáveis em termos das variáveis
originais. E, portanto também se torna útil o uso da transformação clr na análise gráfica
destes dados (ver Subsecção 3.2.4).

2.8 Componentes irregulares

Como referido em secções anteriores, a análise de dados composicionais baseia-se nas log-
razões entre as partes da composição, pelo que as composições devem ser abordadas em termos
de relações logarítmicas. Isto implica que as componentes que assumem valor zero não po-
dem ser tratadas diretamente neste contexto uma vez que o logaritmo de zero não existe.
Infelizmente, os zeros ocorrem com bastante frequência em conjuntos de dados. Zeros e valo-
res ausentes (missing values) são, portanto, componentes irregulares segundo a qual deve-se
adotar métodos apropriados a fim de se conseguir lidar com este tipo de componente [6].

Atendendo à natureza das componentes irregulares, existem várias classificações que podem
ser atribuídas. Os zeros podem assumir três tipos de classificação: zeros estruturais (structural
zeros), zeros arredondados (rounded zeros) ou zeros de contagem (zero counts). Dada a
natureza dos dados de qualquer um dos três conjuntos a analisar na presente dissertação (dados
de contagem) a existência de componentes irregulares corresponderão a zeros de contagem.
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Numa análise estatística, quando os conjuntos de dados contêm componentes irregulares,
nem sempre a maioria dos métodos pode ser aplicada diretamente a esses conjuntos . Uma
forma intuitiva de lidar com esta questão seria retirar as observações. Contudo, no caso
multivariado, pode resultar numa grave perda de informação [36]. Em vez de se excluir essas
componentes é preferível optar por um pré-processamento dos dados e preencher/substituir
os espaços com valores apropriados, designando-se este procedimento por imputação. Após
os dados em falta terem sido imputados, o conjunto de dados pode ser analisado pelas usuais
técnicas estatísticas multivariadas.

Ao longo das últimas décadas, para a imputação de zeros e valores ausentes, muitos algorit-
mos baseados em modelos foram desenvolvidos. Os métodos multivariados mais aconselháveis
são baseados nas semelhanças entre os objetos e/ou variáveis. De todos os métodos que exis-
tem apenas abordar-se-á o mais conhecido baseado na distância do k-vizinho mais próximo
(k-Nearest Neighbor, k-NN).

De seguida, analisar-se-á em mais pormenor o tipo de componente irregular e o algoritmo k-
NN escolhido para imputação. Para mais detalhe sobre a classificação de zeros e os algoritmos
destas componentes irregulares recomendo a leitura das seguintes referências: Pawlowsky et
al 2015 ([6]) e Filzmoser et al 2018 ([19]).

2.8.1 Zeros de contagem

Dos três conjuntos de dados para estudo na presente dissertação apenas um, o conjunto
de dados relativo à habilitação académica, contém observações “incompletas”, ou seja, tem
componentes irregulares. Recorde-se que estes dados dizem respeito a contagens de pessoas
que afirmaram, nos Censos de 2011, que no período de 2005 a 2011 mudaram de residência
passando a habitar no município em causa. De acordo com as contagens obtidas, há municípios
onde não se observam quaisquer novos residentes em algumas categorias do conjunto de dados
por habilitação académica. Consequentemente, este conjunto possui características que levam
à presença de componentes irregulares. Observou-se ao todo 86 municípios repartidos por
quatro variáveis (partes da composição), onde se observa zeros de contagem. Considere-se o
seguinte exemplo, contendo apenas seis desses 86, relativo a esse conjunto.

Do conjunto de dados em questão foram extraídas as informações presentes na Tabela
2.6. A cada município faz corresponder a proporção de habitantes com doutoramento entre
os que se deslocaram para esse município. Por exemplo, para Abrantes observa-se o valor
0.00283. Significa que 0.283% dos habitantes de Abrantes em 2011, que lá não residiam em
2005, tinham Doutoramento. Em contrapartida, verifica-se que Aguiar da Beira, Alfândega da
Fé e Alijó têm valores ausentes, ou seja, entende-se que estes municípios não têm habitantes
que foram residir para esses municípios tendo como habilitação académica um Doutoramento.

Tabela 2.6: Proporção de habitantes que se deslocaram em cada município com Doutoramento.

Municípios Proporção com Doutoramento

Abrantes 0.00283
Águeda 0.00219
Aguiar da Beira 0
Alandroal 0.01533
Alfândega da Fé 0
Alijó 0
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Observando então a existência de zeros no conjunto de dados, é importante atribuir uma
classificação a estes zeros. De acordo com as três classificações mencionadas previamente,
pode-se descartar a hipótese de serem zeros arredondados uma vez que os zeros não provêm
de nenhum valor que necessite de arredondamento. Os zeros estruturais são valores intrin-
secamente zero devido a uma dada limitação. Diz-se que uma determinada variável tem um
zero estrutural numa dada observação quando essa parte não está adequadamente definida
ou simplesmente não pode existir devido a alguma razão pré determinada [37]. Ora, não há
nenhuma restrição/condição/circunstância física/legal/natural que impeça os municípios de
terem residentes com Doutoramento. Por isso, elimina-se o pressuposto dos zeros serem es-
truturais. Todavia, dado que a informação das observações corresponde a contagens, a sua
natureza leva a concluir que os zeros presentes nos dados são zeros de contagem.

2.8.2 Algoritmo k-NN para imputação

O método do k-vizinho mais próximo é um dos métodos mais utilizados para lidar com
componentes irregulares. A ideia deste método é usar uma medida de distância para encontrar
as k ≥ 1 observações mais similares de uma composição, e preencher/substituir as componentes
irregulares usando a informação variável dos vizinhos [36].

No contexto dos dados composicionais, a medida de distância apropriada deste método é a
distância de Aitchison (definida na Secção 2.2). Quando uma composição contém componentes
irregulares em várias partes, a imputação é feita sequencialmente (uma célula após a outra),
procurando os k vizinhos mais próximos entre as observações [36]. Esta opção é preferida
entre várias alternativas possíveis (ver [36]), pois permite que o analista possa escolher as k
observações durante a imputação sequencial.

O método do k-NN usado para imputação é numericamente estável uma vez que nenhum
esquema iterativo é requerido. No entanto, contém algumas limitações. Particularmente, o
número ideal k tem que ser determinado sendo, geralmente, obtido por simulação. De forma
aleatória seleciona-se observações que serão omitidas e estima-se os espaços vazios com base
em diferentes valores de k, medindo o erro entre os valores imputados e os valores originais
das observações. O valor de k que gerar o menor erro pode ser considerado como o k ótimo.
Uma outra limitação diz respeito ao seu uso sobre amostras de tamanho reduzido uma vez
que poucos “bons” vizinhos podem estar disponíveis [21, 19].

Para calcular a parte que falta de uma composição, o algoritmo k-NN baseia-se na mediana
das observações que correspondem aos k vizinhos mais próximos. Como as proporções entre
as partes são as mesmas para composições proporcionalmente equivalentes, as observações
precisam primeiro de ser ajustadas de acordo com o tamanho total das partes [19]. Veja-se a
seguinte descrição do algoritmo [36].

Considere-se uma composição xl = (xl1, xl2, . . . , xlD), com l = 1, 2, . . . , n, e seja Ml ⊂
{1, 2, . . . , D} o conjunto de índices correspondente às partes omissas da composição xl. Então,
Ol = {1, 2, . . . , D} \Ml refere-se às partes composicionais de xl “preenchidas”, isto é, que não
contém as partes com valores omissos. Para imputar esses valores omissos xlj , para ∀j ∈Ml,
são consideradas as partes preenchidas nas posições j e em Ol, e são identificados os k vizinhos
mais próximos xl1 ,xl2 , . . . ,xlk para a composição xl usando a distância de Aitchison. A
j-ésima parte da composição de todos os k vizinhos mais próximos é de interesse para a
imputação. Primeiro, essas partes precisam de ser ajustadas por fatores que comparam o
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tamanho das partes de Ol. Os fatores de ajuste são obtidos por:

fllκ =

∑
o∈Ol xlo∑
o∈Ol xlκo

, para κ = 1, 2, . . . , k. (2.30)

Utilizar estes fatores como pesos para as observações torna os k vizinhos mais próximos com-
paráveis. O valor imputado substituindo a parte omissa xlj é

x∗lj = mediana{fll1xl1j , fll2xl2j , . . . , fllkxlkj}.

Usando a mediana obtém-se robustez para os outliers nas partes j dos k vizinhos mais próxi-
mos. Embora a escolha dos pesos de ajuste em (2.30) seja coerente com a definição de dados
composicionais, uma versão mais robusta é preferível. A sugestão proposta na literatura é
usar os fatores de ajuste dados por:

f∗lj =
medianao∈Olxlo
medianao∈Olxlκo

, para κ = 1, 2, . . . , k, (2.31)

que tem mostrado levar a resultados mais estáveis para dados que contêm observações atípicas.

Considere-se o exemplo esquematizado pela Tabela 2.7. Pela sua visualização, ao todo
existem 10 municípios que podem ser agrupados em 4 grupos diferentes consoante as partes
da composição com zeros de contagem, referenciados pelas siglas NA’s, presentes nos vários
tipos de habilitações académicas.

Tabela 2.7: Alguns municípios que possuem zeros de contagem (NA’s) nas diferentes partes das suas
composições.

Habilitações académicas

Municípios Bacharelato Doutoramento Ens. Pos Secundário Mestrado

Aguiar da Beira − NA NA −
Barrancos − NA NA −
Boticas − NA NA −
Corvo − NA NA −
Tabuaço − NA NA −

Calheta (R.A.A.) NA − − −

Penamacor − NA NA NA
Vila Nova de Paiva − NA NA NA

Terras de Bouro − NA − NA
Vila Flor − NA − NA

Suponha-se que se pretende utilizar o algoritmo k-NN para efetuar a imputação dos zeros
de contagem referente ao município da Calheta (R.A.A.). Ora, esta composição possui apenas
um zero de contagem no Bacharelato para ser imputado. Escolhendo k = 3 como sendo o
número de vizinhos mais próximos, o algoritmo irá determinar pela distância de Aitchison
as três composições mais próximas da composição que se pretende imputar. Visto que o
conjunto de dados por habilitação académica possui outliers, o algoritmo ao selecionar as três
composições determina os fatores de ajuste baseados na mediana das observações, seguindo a
fórmula (2.31).
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A imputação dos zeros de contagem foi realizada, separadamente, para valores diferentes de
k, nomeadamente k = 2, 3, 4 e 10. Constatou-se que os resultados da imputação não variavam
com a escolha de k. Assim, para prosseguir com a análise dos dados demográficos, por mera
opção, selecionou-se k = 3.

Aplicando o algoritmo às composições anteriores, o resultado é apresentado na Tabela 2.8.

Tabela 2.8: Resultado do algoritmo k-NN para imputação dos zeros de contagem para os diferentes
municípios assinalados pela sigla NA na Tabela 2.7.

Habilitações académicas

Municípios Bacharelato Doutoramento Ens. Pos Secundário Mestrado

Aguiar da Beira − 0.00117 0.00703 −
Barrancos − 0.00221 0.01993 −
Boticas − 0.00303 0.01643 −
Corvo − 0.00289 0.01300 −
Tabuaço − 0.00334 0.01197 −

Calheta (R.A.A.) 0.02072 − − −

Penamacor − 0.00166 0.00777 0.00807
Vila Nova de Paiva − 0.00540 0.00513 0.00725

Terras de Bouro − 0.00287 − 0.01099
Vila Flor − 0.00275 − 0.00852
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3.1 Estatística descritiva de dados composicionais

Na estatística descritiva, o foco principal é resumir informação acerca de um determinado
conjunto de dados. Medidas estatísticas usuais como a média aritmética, a variância ou o
desvio padrão para uma variável ou, ainda, a matriz de covariância no caso multivariado são
ferramentas proeminentes para sumariar o conjunto de dados a analisar.

As medidas estatísticas da análise multivariada não são muito informativas para os dados
composicionais devido às suas características particulares. Tentativas de aplicar estas medidas
às composições originais que obedecem à geometria de Aitchison são bastante problemáticas.
Tal facto deve-se a que as medidas estatísticas não lidam com o princípio de invariância de
escala (Secção 2.3) [19]. Portanto, se tais medidas devem ser interpretáveis diretamente em
termos de partes de uma composição, abordagens alternativas são necessárias. Nesta subsecção
apresentar-se-á um conjunto de medidas estatísticas aplicadas a dados composicionais para
que informação útil e vantajosa possa ser extraída.

Uma alternativa adequada à média aritmética quando o espaço de resultados é o simplex
caracteriza-se pela média geométrica das componentes [38]. Neste contexto a média geométrica
é designada por centro uma vez que caracteriza o centro da distribuição da amostra em questão.
A sua definição é apresentada de seguida.

Definição 3.1.1 (Centro). Seja X = [xld], l = 1, 2, . . . , n, d = 1, 2, . . . , D, uma amostra
aleatória de l composições de D partes. O centro da amostra é o vetor de médias geométricas
das partes definido por

cen(X) = C



(

n∏

l=1

xl1

) 1
n

,

(
n∏

l=1

xl2

) 1
n

, . . . ,

(
n∏

l=1

xlD

) 1
n


 ,

onde C(.) é a operação de fecho.

Exemplo 3.1.1. Designa-se por X53 uma amostra de 5 composições de 3 partes, x1, x2 e x3,
do conjunto de dados por situação profissional que representam, respetivamente, as variáveis
Desempregado, Empregado e Inativo. Considere-se essas 5 composições que correspondem aos
municípios de Beja, Esposende, Ílhavo, Sines e Viseu.
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A matriz X é dada por

X =




0.104 0.510 0.386
0.068 0.546 0.386
0.094 0.561 0.345
0.072 0.571 0.357
0.094 0.502 0.404




Segundo a Definição 3.1.1, o centro da amostra X é obtido por

cen(X) = C



(

5∏

l=1

xl1

) 1
5

,

(
5∏

l=1

xl2

) 1
5

,

(
5∏

l=1

xl3

) 1
5




= C(0.085, 0.537, 0.375)
= (0.085, 0.539, 0.376).

Portanto, a média aritmética de X é o vetor (0.085, 0.539, 0.376) na qual estão representadas
as médias geométricas das 3 partes/componentes.

Como medida de variabilidade dos dados composicionais existe a variância de log-razão
(logratio variance) entre duas partes composicionais, definida a seguir.

Definição 3.1.2 (Variância de log-razão). Seja x ∈ SD uma composição de D partes. A
variância de log-razão entre duas partes xi e xj é dada por

τij = var
(
ln
xi
xj

)
.

De forma a que se obtenha uma ideia mais abrangente sobre a variabilidade dos dados
composicionais é necessário calcular a variância de log-razão entre todos os pares de partes das
composições da amostra. Deste modo, obtém-se uma matriz de variação (variation matrix ),
enunciada em seguida [2, 6].

Definição 3.1.3 (Matriz de variação). Seja X = [xld], l = 1, 2, . . . , n, d = 1, 2, . . . , D, uma
amostra aleatória de n composições de D partes. A matriz de variação de X é uma matriz
quadrada D × D, denotada por T, que determina a variância das log-razões entre partes da
composição, sendo definida da seguinte forma:

T = [τij ] =

[
var
(
ln
xi
xj

)]
, i, j = 1, 2, . . . , D.

Perante esta definição tem-se uma matriz simétrica e com a diagonal preenchida por ele-
mentos nulos, isto é,

T =




0 τ12 τ13 τ14 . . . τ1D
0 τ23 τ24 . . . τ2D

0 τ34 . . . τ3D

0 . . .
...

. . . τD−1,D
0




.
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Exemplo 3.1.2. Tendo em conta o Exemplo 3.1.1, a matriz de variação de X é

T =




0 0.093 0.206
0 0.134

0


 .

Com esta matriz realça-se o facto de que a maior variação entre duas componentes provém da
relação entre Empregado e Inativo, registando-se τ13 = 0.206. Por outro lado, a menor variação
é entre Empregado e Desempregado com um valor de τ12 = 0.093. Tal significa então que o
rácio entre proporção de Empregado e Desempregado é pouco variável entre os 5 municípios, ao
contrário do rácio entre proporção de Empregado e Inativo que apresenta maior variabilidade.

Alternativamente à matriz de variação, pode obter-se uma matriz de variação normalizada
(normalized variation matrix ) para dados composicionais tendo como suporte a Definição
3.1.3 [6]. Adicionando uma constante de normalização aos elementos da matriz de variação,
obtém-se

τ∗ij = var
(

1√
2
ln
xi
xj

)
=

1

2
τij ,

e, consequentemente, sendo T∗ = [τ∗ij ], tem-se que T∗ = 1
2T, e a matriz T∗ continua a ser

simétrica com a diagonal de zeros.

Admitindo a normalidade das log-razões, em [6] deduziu-se o estimador de máxima vero-
similhança para a variância de log-razão dado por

τ̂ij =
1

n

n∑

l=1

(
ln
xli
xlj
− ln

ĝ(xi)
ĝ(xj)

)2

,

onde ĝ(xi) e ĝ(xj) correspondem, respetivamente, às médias geométricas dos vetores de partes
xi e xj .

Por último, para fins teóricos, é importante certificar-se de que a variabilidade total de
um conjunto de dados composicionais não depende de uma representação de coordenadas
específica. Para se medir a dispersão global de uma amostra de dados composicionais Xn×D,
utiliza-se a variação total (Sample total variance), sendo a sua definição exibida a seguir.
Observe-se que, por vezes, a variância total é também designada por variância métrica (metric
variance) [9].

Definição 3.1.4 (Variância total). Seja X = [xld], l = 1, 2, . . . , n, d = 1, 2, . . . , D, uma
amostra aleatória de n composições de D partes. A variância total da amostra X é definida
do seguinte modo:

totvar(X) =
1

2D

D∑

i=1

D∑

j=1

var
(
ln
xi
xj

)
=

1

2D

D∑

i=1

D∑

j=1

τij =
1

D

D∑

i=1

D∑

j=1

τ∗ij .

Exemplo 3.1.3. Perante o último exemplo apresentado, a variância total é dada por

totvar(X) =
1

3
(0.093 + 0.134 + 0.206) = 0.144.
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3.2 Representação gráfica de dados composicionais

A representação gráfica de um conjunto de dados é um método muito vantajoso em qual-
quer análise exploratória de dados uma vez que permite ao analista visualizar tendências nos
dados. No contexto da análise de dados composicionais duas ferramentas visuais podem ser
utilizadas, nomeadamente, os diagramas ternários e os biplots.

Os diagramas ternários são gráficos de dispersão fechados de três componentes usados para
representar os dados composicionais no simplex S3, na sua forma natural: composicional e
relativa, sem haver a necessidade de aplicar uma transformação. Porém têm a particularidade
de que apenas podem exibir somente três partes de composições.

Em 1971 Gabriel introduziu o biplot, um gráfico para dados multivariados que permite
visualizar simultaneamente os indivíduos e as variáveis no mesmo esboço. Mais tarde, em 2002,
Aitchison e Greenacre adaptaram a metodologia biplot a dados composicionais. Atendendo a
que o objetivo desta dissertação centra-se na deteção de outliers multivariados, uma análise
robusta deste gráfico deve ser tida em consideração.

Nas subsecções seguintes apresentar-se-á a teoria por detrás destes dois métodos e as
ilustrações sobre cada um deles serão apresentadas no Capítulo 4, onde uma abordagem prática
das técnicas de análise serão aplicadas ao conjunto dos dados demográficos.

3.2.1 Diagrama ternário

O diagrama ternário resulta da representação dos dados composicionais com uma restrição
de soma constante, isto é, o gráfico exibe uma visualização gráfica do simplex de três partes,

S3 =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x1 + x2 + x3 = k

}
,

para uma dada constante k, geralmente 1 ou 100 para os casos de proporções ou percentagens,
respectivamente [19].

A maior parte da literatura aplicada a análise de dados composicionais, essencialmente em
Geologia, restringe os gráficos a (sub) composições de três partes visto que a representação
gráfica de composições com mais do que três partes torna-se difícil de visualizar [6]. Para
D = 3, o simplex pode ser representado no plano R3 numa superfície triangular com vértices
X1 = [k, 0, 0], X2 = [0, k, 0] e X3 = [0, 0, k], tal como mostra a Figura 3.1.

Figura 3.1: Representação do simplex em R3.
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Definição 3.2.1 (Diagrama Ternário). Um diagrama ternário é um triângulo equilátero de
vértices X1, X2, X3 sendo o comprimento de cada segmento considerado como proporção
de uma parte dada, isto é, um dos lados é igual a

√
2k para k = x1 + x2 + x3, onde uma

composição x = (x1, x2, x3) é representada a uma distância x1 do lado oposto ao vértice X1, a
uma distância x2 do lado oposto ao vértice X2 e a uma distância x3 do lado oposto ao vértice
X3.

Na Figura 3.2 visualiza-se o diagrama ternário no plano R2 que é uma representação
do triângulo observado na Figura 3.1. Geralmente, o tripleto (x1, x2, x3) é designado por
coordenadas baricêntricas de x e o centro do diagrama ternário denominado por baricentro.

Figura 3.2: Diagrama ternário (adaptado de [2]).

As bordas do diagrama ternário correspondem a marginais nulas na representação em R3,
da Figura 3.1, e os próprios vértices representam composições com uma parte igual a k e as
restantes duas partes iguais a zero, conforme referido anteriormente. A soma das distâncias
permanece constante para qualquer escolha das partes de x [19].

A construção de um diagrama ternário em R2 inicia-se com a representação dos vértices
em coordenadas cartesianas, no sentido contrário dos ponteiros do relógio. Assume-se que
X1 = (u0, v0) são as coordenadas do vértice X1 (Origem) e os restantes vértices são X2 =

(u0 + 1, v0) e X3 = (u0 +
1
2 , v0 +

√
3
2 ), onde a segunda coordenada do vértice X3 se obtém

pelo teorema de Pitágoras. Deste modo, o diagrama ternário terá a forma exibida na Figura
3.3.

Figura 3.3: Representação de um diagrama ternário com coordenadas cartesianas.
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Para se representar um ponto correspondente a uma composição x de três partes, x =
(x1, x2, x3), fechado para uma constante k, torna-se necessário conhecer as suas coordenadas
(u, v), que são obtidas através da combinação linear convexa das coordenadas dos vértices,
dada por

(u, v) =
1

k
(x1X1 + x2X2 + x3X3) .

Para interpretar o diagrama ternário pode-se recorrer à propriedade de que os segmentos
ortogonais que ligam uma composição x (ver Figura 3.2) com os três lados de um triângulo
equilátero têm soma dos seus comprimentos constante [37]. Assim:

1) uma composição representada sobre (ou muito próxima de) uma aresta do triângulo
indica a dominância das duas partes que formam essa aresta;

2) uma composição assinalada sobre um vértice indica a dominância da parte associada a
esse vértice.

Portanto, ao analisar dados composicionais por meio de diagramas ternários deve-se ter
em atenção os seguintes padrões:

i. as (sub) composições concentram-se num vértice: indica a dominância da parte associada
a esse vértice (Figura 3.4 (a));

ii. as (sub) composições distribuem-se ao longo de uma aresta: indica a dominância das
duas partes associadas a essa aresta (Figura 3.4 (b));

iii as (sub) composições agrupam-se em torno do baricentro do simplex: indica que as
partes representadas têm proporções aproximadamente iguais (Figura 3.4 (c)).

Figura 3.4: Representação em diagramas ternários dos padrões (i), (ii) e (iii), respetivamente.

Para além destes três padrões existem ainda mais três segundo o qual os dados composi-
cionais podem ser representados num diagrama ternário, são eles:

iv. as (sub) composições formam um padrão linear paralelo a um dos lados: indica que as
proporções da parte associada ao vértice oposto nas (sub) composições são (aproxima-
damente) constantes (Figura 3.5 (a));

v. as (sub) composições formam um padrão linear (aproximadamente) perpendicular a um
dos lados: indica que as partes associadas a esse lado são (aproximadamente) proporci-
onais (reduzida variabilidade relativa) (Figura 3.5 (b));

vi. as (sub) composições encontram-se dispersas no simplex: indica que as partes apresen-
tam elevada variabilidade relativa entre si (Figura 3.5 (c)).
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Figura 3.5: Representação em diagramas ternários dos padrões (iv), (v) e (vi), respetivamente.

Ao exibir dados composicionais num diagrama ternário, situações que frequentemente cau-
sam problemas são as características apresentadas em (i), (ii) e (iii). Uma forma de contorná-
las é adotar o método de centralização que, usualmente, exibirá as características (iv), (v) e
(vi).

A centralização é um caso especial da perturbação (Definição 2.2.1) e consiste em perturbar
cada linha da matriz de dados, com composições completas, pela inversa do centro, de modo
que o conjunto de dados fique distribuído em torno do baricentro do simplex. Realizar uma
análise com base nos dados centrados permite uma melhor observação da real tendência no
conjunto de dados [37, 3].

Exemplo 3.2.1. Suponha-se que se tem a matriz X do Exemplo 3.1.1 cujo vetor associado
ao centro de X é (0.085, 0.539, 0.376). Deste modo, a inversa do centro de X é dada por

	 cent(X) = C
(

1

0.085
,

1

0.539
,

1

0.376

)
= C(11.765, 1.855, 2.660) = (0.723, 0.114, 0.163).

Portanto, cada observação (linha) da matriz de dados pode ser perturbada pela inversa do
centro2:

Xc =




0.104 0.510 0.386
0.068 0.546 0.386
0.094 0.561 0.345
0.072 0.571 0.357
0.094 0.502 0.404



⊕




0.723
0.114
0.163




= C




0.075192 0.058140 0.062918
0.049164 0.062244 0.062918
0.067962 0.063954 0.056235
0.052056 0.065094 0.058191
0.067962 0.057228 0.065852



=




0.383 0.296 0.321
0.282 0.357 0.361
0.361 0.340 0.299
0.297 0.371 0.332
0.356 0.300 0.345



.

Na Figura 3.6 visualiza-se o diagrama ternário com os dados composicionais da matriz X
e após aplicar o método de centralização. Verifica-se que os dados sofrem uma deslocação
posicionando-se em torno do baricentro do simplex.

2A operação entre matrizes de dados no simplex obedece à regra usual da Teoria de Álgebra Matricial, mas
tendo em conta a teoria do simplex. O fecho de uma matriz corresponde ao fecho das linhas.
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Figura 3.6: Diagrama ternário com os dados composicionais (a) iniciais (b) após o método de
centralização.

Conclui-se que as partes representadas no diagrama (Desempregado, Empregado e Inativo)
têm proporções aproximadamente iguais.

3.2.2 Biplot

Para verificar se existe alguma relação entre duas variáveis, o gráfico de dispersão é das
ferramentas mais utilizadas. O biplot pode ser classificado como uma generalização deste
gráfico: pretende-se representar um gráfico de dispersão contendo marcadores para as variáveis
e para as observações.

Definição 3.2.2.1 (Biplot). O biplot é uma representação gráfica, em duas dimensões, de uma
matriz de dados Xn×p, onde as n linhas correspondentes às observações são representadas como
projeção da nuvem de dados no espaço reduzido e, simultaneamente, sob o mesmo gráfico, são
representadas as p colunas da matriz de dados através da projeção dos eixos das variáveis
também no mesmo espaço reduzido.

Observação 3.2.2.1. O termo “bi” em biplot refere-se à representação conjunta das obser-
vações e das variáveis da matriz de dados no mesmo gráfico e não ao facto da exibição ser
bidimensional.

Sem perda de generalidade, seja Xn×D uma matriz de dados tal que:

X =




x11 x12 . . . x1D
x21 x22 . . . x2D
...

...
. . .

...
xn1 xn2 . . . xnD


 (3.1)

onde o elemento xld representa o valor da l-ésima observação na d-ésima variável.

Habitualmente, a construção de biplots inicia-se com uma transformação da matriz X,
de acordo com a natureza dos dados, para que se obtenha uma matriz transformada sobre
a qual se aplica o biplot. Vários tipos de transformação podem ser usados, por exemplo: a
centralização em relação à média geral, a centralização em relação à média das variáveis, a
normalização das variáveis, a raiz quadrada, as transformações log-razões, entre outras [7].

Relativamente aos dados multivariados sem restrições é frequente usar-se a centralização
em relação à média das variáveis. Deste modo, suponha-se que X em (3.1) é uma matriz
centrada pela média das variáveis.
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c Decomposição em Valores Singulares

De forma a que seja possível representar num biplot a matriz de dados é necessário recorrer
a uma fatorização de X. A Decomposição em Valores Singulares (Singular Value Decompo-
sition, DVS) de uma matriz genérica é um dos resultados mais importantes na Teoria das
Matrizes uma vez que permite fatorizar qualquer matriz. Baseando-se neste resultado, Ga-
briel desenvolveu a teoria dos biplots [39].

Qualquer matriz de dados Xn×D (para n > D) definida por (3.1), com característica r
(r ≤ min(n,D)), pode ser fatorizada na forma

X = UDW′, (3.2)

designando-se por DVS da matriz X, onde

− Un×r é a matriz ortogonal de vetores singulares à esquerda, isto é, vetores próprios de
XX′;

− Dr×r é a matriz diagonal formada pelos valores singulares positivos, isto é, raízes qua-
dradas dos valores próprios de X′X dispostos por ordem decrescente: d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥
dr > 0;

− Wp×r é a matriz ortogonal de vetores singulares à direita, isto é, de vetores próprios de
X′X;

Observação 3.2.2.2. Se X tem DVS dada por (3.2), então a transposta de X tem DVS dada
por X′ = WDU′.

Pelo teorema de Eckart-Young ([40]) pode-se usar os primeiros maiores r∗ < r valores
singulares e correspondentes vetores singulares para obter uma matriz X̂ = [x̂ld] de dimensão
n×D e característica r∗, sendo esta a melhor aproximação no sentido dos mínimos quadrados
de X, ou seja, tal que

‖X− X̂‖ =

√√√√
n∑

l=1

D∑

d=1

(xld − x̂ld)2 = min
Y
‖X−Y‖2, (3.3)

para todas as possíveis matrizes Y de característica r∗, onde ‖.‖ denota a norma matricial de
Frobenius. A solução do problema (3.3) é

X̂ = XP,

onde PD×D = W∗W′
∗ e W∗ é uma matriz ortonormal, D × r∗, cujas colunas correspondem

aos vetores próprios associados aos primeiros r∗ maiores valores próprios da matriz X′X [41].

Para r∗ = 2, a matriz X̂ seria dada por

X̂ =




u11 u21
u12 u22
...

...
u1n u2n




[
d1 0
0 d2

]



v11 v21
v12 v22
...

...
v1D v2D




′

. (3.4)
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O biplot da matriz de dados X é construído com base na matriz aproximada X̂, no espaço
reduzido de dimensão r∗ = 2. A precisão desse biplot diz respeito à precisão na aproximação
de X por X̂, e a qualidade da aproximação em (3.4) corresponde à proporção de variabilidade
explicada, usualmente expressa em percentagem, dada por

πr =
d21 + d22∑r
l=1 d

2
l

× 100%.

d Biplots

Apresentada a Decomposição em Valores Singulares segue-se de forma simplificada o con-
teúdo subjacente à construção e interpretação dos biplots.

Seja Xn×D = [X1X2 . . . XD] a matriz de dados com característica r fatorizada por (3.2),
isto é, X = UDW′. Para 0 ≤ α ≤ 1, a DVS pode ser escrita da seguinte forma:

X = UD1−α(WDα)′

Definindo

G = UD1−α (3.5)
H = WDα (3.6)

obtém-se

X = GH′. (3.7)

A matriz G tem dimensão n × r existindo uma correspondência entre as linhas de G e as
observações da matriz X. Por sua vez, H tem dimensão D× r havendo uma correspondência
entre as linhas de H e as variáveis da matriz X [16]. Deste modo, o biplot no espaço Rr tem
a propriedade de que o produto escalar entre a l-ésima linha de G e a d-ésima coluna de H′ é
igual ao elemento xld da matriz X [7].

Quando aplicado na prática, representado em R2, nem sempre é possível obter uma repre-
sentação gráfica exata, exceto se a matrizX tiver característica r = 2 e, assim, o biplot é repre-
sentado num espaço de dimensão reduzida essencialmente de duas dimensões, R2, tornando-se
mais fácil a sua interpretação.

Para r = 2, a DVS fornece uma decomposição adequada para a fatorização da matriz
X̂ obtida em (3.4), conforme apresentada em (3.7). Consequentemente, escolhendo G =
(d1−α1 u1 d

1−α
2 u2) e H = (dα1v1 d

α
2v2) resulta

X̂ = GH′ =




d1−α1 u11 d1−α2 u21
d1−α1 u12 d1−α2 u22

...
...

d1−α1 u1n d1−α2 u2n




[
dα1 v11 dα1 v12 . . . dα1 v1D
dα2 v21 dα2 v22 . . . dα2 v2D

]

=




g1
g2
...
gn



[
h1 h2 . . . hD

]
, (3.8)
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onde os n vetores g1,g2, . . . ,gn, representarão os n marcadores das n observações e os D
vetores h1,h2, . . . ,hD representarão os D marcadores das D variáveis descritas na matriz X̂
que serão representados graficamente no biplot.

A constante α ∈ [0, 1] é designada por parâmetro de forma e consoante o valor que se
escolha em (3.5) e (3.6) obtém-se diferentes biplots. Os diferentes valores de α fornecem
exatamente a mesma matriz de aproximação e destacam diferentes aspetos da matriz de dados.
Para a interpretação do biplot, os dois valores de α mais usados são α = 0 e α = 1 [7]. Cada
escolha origina um biplot com características e interpretações diferentes.

Observação 3.2.2.3. No caso do parâmetro de forma, α ∈ [0, 1], tomar o valor α = 0.5, o
biplot correspondente designa-se na literatura por SQRT biplot. Com este tipo de representação
atinge-se a mesma qualidade de representação para os indivíduos e variáveis. No entanto, essa
qualidade não é máxima nem para os indivíduos nem para as variáveis como quando se obtém
fazendo α = 0 e α = 1, respetivamente.

Independentemente da escolha de n a construção do biplot é feita sobre as duas primeiras
componentes principais resultantes da aplicação de Análise de Componentes Principais (ACP)
sobre a matriz de dados X.

Dada uma matriz de dados X definida por (3.1), para realizar uma ACP é necessário obter
os vetores próprios e os valores próprios da matriz de covariância amostral S = 1

n−1X
′X de

X. Os vetores próprios de S correspondem a cada uma das colunas de W que definem os
coeficientes das componentes principais e são proporcionais aos marcadores h1,h2, . . . ,hD a
representar no biplot.

Em (3.2), ao multiplicar à direita ambos os membros por W obtém-se XW que representa
os scores, ou seja, os indivíduos nas componentes principais, dado por

XW = UDW′W = UD. (3.9)

Tal significa que

(XW)′(XW) = (UD)′(UD) = DU′UD = D2, (3.10)

ondeD2 é uma matriz diagonalD×D contendo os valores próprios de S por ordem decrescente,
d21 ≥ d22 ≥ . . . ≥ d2D > 0, que representam os quadrados dos valores singulares de X contidos
na diagonal da matriz D. Por (3.10), as variâncias das componentes principais coincidem,
a menos de uma constante igual a (n − 1), aos valores próprios de X′X. Assim, quando se
tomam as duas primeiras componentes principais (isto é, a representação dos indivíduos pelos
seus scores) ter-se-á a melhor qualidade de representação das observações, ou seja, a máxima
variabilidade das observações no espaço de dimensão dois. Por (3.9) e (3.10), tal ocorrerá
quando os marcadores g1,g2, . . . ,gn dos indivíduos forem representados pela matriz XW, ou
seja, UD.

e Biplot com α = 1

Para α = 1, as matrizesG eH definidas em (3.5) e (3.6), respetivamente, ficam do seguinte
modo:

G = U e H = WD, (3.11)
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com X = GH′. Prova-se que esta fatorização preserva a métrica das colunas (Column Metric
Preserving), favorecendo com máxima qualidade a representação das variáveis [42]. O biplot
associado a esta fatorização é frequentemente denominado na literatura por biplot clássico de
Gabriel, ou ainda, de modo menos comum, por biplot de covariância ou GH biplot.

A Análise de Componentes Principais é um método fundamental no processamento de
dados exploratórios para obter informação sobre a estrutura dos dados multivariados [19].
Este método foca-se em explicar a estrutura de covariância dos dados através de novas variá-
veis, designadas por componentes principais, que são definidas como combinações lineares das
variáveis originais, reduzindo a dimensionalidade dos dados.

Tendo em conta (3.7), a matriz de covariâncias amostral de X será dada por

S =
1

n− 1
X′X =

1

n− 1
(GH′)′GH′

=

(
1√
n− 1

HG′
)(

1√
n− 1

GH′
)
.

Dado que G = U, tem-se que G′G = U′U = ID, resultando que

S =
1

n− 1
HH′. (3.12)

Como H é dado pelos marcadores h1,h2, . . . ,hD de acordo com (3.8) tem-se que:

HH′ =




h1

h2
...
hD



[
h1 h2 . . . hD

]

=



||hl||2 . . . 〈hl,hd〉

...
. . .

...
〈hl,hd〉 . . . ||hD||2




e, portanto, igual a (3.12) significa que

• ||hl||2 = (n− 1) var(Xl)

• 〈hl,hj〉 = (n− 1) cov(Xl, Xd)

ou seja, geometricamente tem-se que

• o comprimento do marcador hl é proporcional ao desvio padrão da variável Xl

• o cosseno do ângulo entre marcadores hl e hd é proporcional à correlação entre Xl e Xd,
isto é,

cos(hl,hd) =
〈hl,hd〉
||hl|| ||hd||

=
cov(Xl, Xd)√
var(Xl)var(Xd)

= correlação entre Xl e Xd
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Para que os comprimentos das setas associadas às colunas X1, X2, . . . , XD da matriz X
correspondam aos valores dos desvios padrão descritos na diagonal de S, deve-se conceber em
(3.7) a seguinte fatorização [25]:

X = GH′ = (
√
n− 1G)

(
1√
n− 1

H′
)
.

Assim, deverá ser tomado os marcadores g1,g2, . . . ,gn e h1,h2, . . . ,hn das linhas de G∗ =√
n− 1G e de H∗

′
= 1√

n−1H
′, respetivamente.

f Biplot com α = 0

Para α = 0, as matrizes G e H definidas em (3.5) e (3.6), respetivamente, apresentam-se
do seguinte modo:

G = UD e H = W,

comX = GH′. Tendo em conta o que se mencionou atrás, esta escolha deG = UD determina
a melhor representação de linhas da matriz X pelo que a fatorização X = GH′ = (UD)W′

preserva a métrica das linhas (Row Metric Preserving), favorecendo a representação das ob-
servações. Por isso, se conclui que este tipo de biplot beneficia a exibição das observações. O
biplot asssociado a esta fatorização é habitualmente denominado por JK biplot ou, de modo
menos comum, por biplot de forma.

3.2.3 Biplot composicional

Os biplots para dados composicionais baseiam-se na teoria apresentada na subsecção an-
terior e adaptados às características dos dados composicionais.

Sem perda de generalidade, seja X = [xld] = [X1 X2 . . . XD] uma matriz n×D de dados
composicionais onde X1, X2, . . . , XD representam as D partes onde se descrevem os dados. A
representação num biplot do conjunto de dados requer, primeiramente, a aplicação de uma
transformação log-razão aos dados antes de centrá-los, de modo que os vetores singulares à
esquerda e à direita reproduzam a escala relativa dos dados composicionais [7].

A transformação log-razão que se usa para construir biplots de dados composicionais é
a transformação clr. Por conseguinte, o biplot de X é construído com base numa matriz Z
transformada cujas entradas são as coordenadas clr-transformadas calculadas sobre a matriz
de dados X, tendo sido previamente centrada em relação à média das colunas [6].

Partindo de X = [X1 X2 . . . XD], a transformação clr desta matriz é denotada por
Z∗ = [z∗ld], com

z∗ld = ln
xld

D

√∏D
d=1 xld

= lnxld −
1

D

D∑

d=1

lnxld = sld − sl+

onde sld = lnxld e sl+ = 1
D

∑D
d=1 sld. Logo,

1
D

∑D
d=1 z

∗
ld = 0.
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Da matriz Z∗ obtém-se a matriz Z = [zld] = [Z1 Z2 . . . ZD] das observações clr-
transformadas e centrada em relação à média das colunas, isto é,

zld = z∗ld −
1

n

n∑

d=1

z∗ld = sld − sl+ −
1

n

n∑

l=1

(sld − sl+) = sld − sl+ − s+d + s++

onde s+d = 1
n

∑n
l=1 sld e s++ = 1

nD

∑n
l=1

∑D
d=1 sld. Portanto, 1

n

∑n
l=1 zld = 0 e

∑D
d=1 ln zld =

0.

Assim, sendo Ẑ a melhor aproximação de Z no sentido dos mínimos quadrados, na fatori-
zação em (3.8) os vetores g1,g2, . . . ,gn são designados por marcadores das linhas de Ẑ e dizem
respeito às projeções das n composições no plano, por sua vez os vetores h1,h2, . . . ,hD são
denominados por marcadores das colunas de Ẑ referindo-se às projeções das D coordenadas
clr no plano [6].

Interpretação do biplot composicional

A Figura 3.7 exibe um biplot de uma matriz de dados composicionais Xn×D, para D = 5,
onde se observam os seguintes elementos:

(i) uma origem do referencial que representa o centro O de todas as variáveis (círculo verde);

(ii) pontos denotados como marcadores das n observações;
(iii) vetores para cada uma das partes denominados por raios com origem no centro O;
(iv) vértices para cada uma das D partes (variáveis) em coordenadas clr-transformadas (cen-

tradas);
(v) segmentos de reta que ligam dois vértices designados por ligações (links).

Figura 3.7: Ilustração de um biplot de uma matriz de dados X genérica com a seguinte
representação dos símbolos: linhas (observações); Þ colunas (variáveis); −− ligação (razão
entre variáveis); origem do conjunto de dados (centro O) (adaptado de [7]).

Observação 3.2.3.1. Os raios são denotados por hd, com d = 1, 2, . . . , D e a ligação entre
dois raios hd e hk nos seus vértices por hd−hk. Observe-se que, geometricamente, esta ligação
corresponde à diferença entre dois vetores (os raios). Num biplot composicional os elementos
básicos são as ligações, nomeadamente a sua direção e o seu comprimento, e não os raios tal
como quando se interpreta um biplot de covariância.
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Assim, para os biplots de dados composicionais, as ligações fornecem as diretrizes para
exploração da variabilidade dos dados composicionais de acordo com as seguintes propriedades
[37, 6]:

1. A ligação entre dois raios hd e hk nos seus vértices, hd − hk, indica a variabilidade da
log-razão entre as partes envolvidas, isto é,

‖hd − hk‖2 ∝ var
(
ln
Xd

Xk

)
.

De facto, pelas propriedades dos biplots [39], tem-se que

‖hd − hk‖ ∝

√√√√
n∑

l=1

(zld − zlk)2

=

√√√√
n∑

l=1

[sld − sl+ − s+d + s++ − (slk − sl+ − s+k + s++)]2

=

√√√√
n∑

l=1

[sld − slk − (s+d − s+k)]2

=

√√√√
n∑

l=1

[lnxld − lnxlk − (lnx+d − lnx+k)]2

=

√√√√
n∑

l=1

(
ln
xld
xlk
− 1

n

n∑

l=1

ln
xld
xlk

)2

∝

√
var
(
ln
Xd

Xk

)
(3.13)

Conclui-se, portanto, que a distância entre dois vértices é a menos de uma constante de
proporcionalidade uma aproximação do desvio padrão das correspondentes log-razões.
Assim, se a qualidade de representação dos dados no biplot for suficientemente elevada,
deve-se ter em conta dois aspetos:

(a) duas variáveis clr-transformadas com ligação muito curta entre si significa que as
correspondentes variáveis originais são proporcionais e têm log-razão quase cons-
tante, coincidindo com valores baixos na matriz de variação (Definição 3.1.3);

(b) duas variáveis clr-transformadas com ligação muito longa significa que as corres-
pondentes variáveis originais apresentam variabilidade muito grande entre si, coin-
cidindo com valores elevados na matriz de variação;

Assim, por exemplo, se dois vértices coincidirem (ou quase coincidirem) significa que a
ligação hd−hk tem comprimento aproximadamente igual a zero e, portanto, var

(
ln Xd

Xk

)

será 0 (ou aproximadamente 0), sendo o rácio Xd
Xk

aproximadamente constante,

ln

(
Xd

Xk

)
≈ constante.
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Consequentemente, neste caso, há uma redundância das duas partes envolvidas.

2. O ângulo formado pela ligação hd−hk (entre as variáveis Zd e Zk) e pela ligação ha−hb
(entre as variáveis Za e Zb) indica o valor do coeficiente de correlação entre as duas
log-razões correspondentes,

cos(hd − hk,ha − hb) ≈ corr
(
ln
Xd

Xk
, ln

Xa

Xb

)
.

De facto, recorrendo a cálculos algébricos realizados em (3.13) tem-se que

√
var(Zd − Zk) =

√√√√ 1

n− 1

n∑

l=1

(zld − zlk)2 = var
(
ln
Xd

Xk

)
,

e pelas propriedades dos biplots [39], obtém-se que

cos(hd − hk,ha − hb) ≈ corr(Zd − Zk, Za − Zb)

∝
∑n

l=1(zld − zlk)(zla − zlb)√
var(Zd − Zk) var(Za − Zb)

=

∑n
l=1[sld − slk − (s+d − s+k)][sla − slb − (s+a − s+b)]√

var
(
ln Xd

Xk

)
var
(
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)

Conclui-se, portanto, que o cosseno do ângulo entre as ligações é uma aproximação da
correlação entre as correspondentes log-razões das variáveis originais. Assim,

(a) Se duas ligações, hd − hk e ha − hb, formam um ângulo de 90◦ entre si então a
correlação entre as log-razões das partes envolvidas será aproximadamente zero,

corr
(
ln
Xd

Xk
, ln

Xa

Xb

)
≈ 0,

revelando que as log-razões das correspondentes partes estarão, provavelmente, não
correlacionadas;

(b) Se duas ligações formam um ângulo de 0◦ ou 180◦, as log-razões das partes originais
envolvidas estarão perfeitamente correlacionadas (direta ou indiretamente) com
uma correlação igual a 1 (ou aproximadamente 1),

corr
(
ln
Xd

Xk
, ln

Xa

Xb

)
≈ 1,

demonstrando que há uma relação linear entre o logaritmo do rácio das respetivas
partes.
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Para interpretação do biplot composicional, a qualidade deste gráfico depende da proporção
de variância total retida pelo biplot. Todas as conclusões que advêm da análise do biplot devem
ser confrontadas com outras ferramentas exploratórias dos dados composicionais, por exemplo
a matriz de variação e o diagrama ternário [37].

3.2.4 Biplot composicional robusto

O procedimento para deteção de outliers será mais compreensivo se os resultados forem exi-
bidos graficamente, por isso os outliers tendem a ser identificados por meios de representações
gráficas dos dados. O biplot apresenta-se como uma ferramenta adequada visto que permite
visualizar padrões na estrutura dos dados multivariados no espaço reduzido 2-dimensional.

Dado que os biplots composicionais são sensíveis a outliers, para muitas situações práticas
é necessário adotar uma abordagem robusta. Tal abordagem não é direta porque a transforma-
ção clr resulta em dados colineares (ver Secção 2.4.2) e a estimativa da matriz de covariância
não consegue lidar com a colinearidade dos dados. Por este motivo, a transformação ilr auxilia
na resolução deste problema e ambas as transformações cooperam na construção de biplots
robustos.

Em [11] propôs-se o uso destes biplots para lidar e identificar outliers em dados composi-
cionais. Para a realização da ACP e construção de biplots robustos sugere-se a transformação
dos dados em coordenadas ilr-transformadas (de acordo com uma determinada base) a fim
de se obter loadings e scores robustos. Porém, para a interpretação da ACP realizada so-
bre a transformação ilr, recomenda-se que se volte a transformar os dados em coordenadas
clr-transformadas onde a interpretação do biplot é conhecida.

Seguindo a abordagem proposta por [11] considere-se uma amostra de dados composicio-
nais Xn×D e a sua matriz em coordenadas ilr-transformadas Zn×(D−1), de valor médio µZ e
matriz de covariância ΣZ, com estimativas robustas µ̂Z e Σ̂Z, respetivamente, obtidas pelo
estimador MCD.

Tendo em conta a DVS de Σ̂Z, isto é, Σ̂Z = WZD2
ZW

′
Z, a matriz dos scores será a

matriz Z∗n×(D−1) a qual descreve os dados Z centrados no espaço das componentes principais
robustas, ou seja,

Z∗ =
[
Z− 1µ̂′Z

]
WZ,

onde 1 é um vetor n dimensional com entradas iguais à unidade e WZ é a matriz dos loadings,
cujas colunas contêm os vetores próprios de Σ̂Z.

Se a matriz de dados original Xn×D tiver característica D, a matriz Z terá caracterís-
tica D − 1, e o estimador MCD poderá ser usado para obter estimativas robustas µ̂Z e Σ̂Z
resultando em loadings e scores robustos contidos na matriz WZ e Z∗, respetivamente [11].

No entanto, em coordenadas ilr-transformadas o biplot não é interpretável. Consequente-
mente, a relação linear entre as transformações clr e ilr obtida em (2.14) e (2.15) é de extrema
importância, pois permite que os resultados de uma análise perante a transformação ilr sejam
facilmente convertidos para serem interpretados no espaço clr, sem perda de informação.
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Assim, transpondo (2.15) para notação matricial tem-se Z = YV′, e utilizando esta relação
a matriz dos scores robustos em coordenadas clr é dada por

Y∗ = Z∗V

De modo semelhante, a notação matricial de (2.14) é Y = ZV pelo que se obtém

Σ̂Y = Σ̂ZV

= V′Σ̂ZV

= V′W′
ZD

2
ZWZV

= W′
YD

2
ZWY,

onde WY é a matriz dos loadings robustos em coordenadas clr-transformadas.

Observação 3.2.4.1. Em virtude da relação de linearidade entre as duas transformações,
os valores próprios não nulos de Σ̂Z são iguais aos de Σ̂Y, pelo que a percentagem de va-
riabilidade explicada contida na diagonal da matriz D2

Z permanece inalterável para a matriz
D2

Y.

Assim sendo, para construir o biplot composicional robusto para uma matriz de coorde-
nadas clr-transformadas Y, é necessário aplicar a DVS. Fatorizando a matriz de acordo com
(3.2) obtém-se

Y = UYDYW′
Y,

onde DY é a matriz diagonal cujas entradas são as raízes quadradas dos elementos de D2
Y.

Portanto, mediante (3.9) tem-se a matriz dos scores robustos dada por:

Y∗ = UYDY (3.14)

Em (3.14), ao multiplicar à direita ambos os membros por D−1Y , resulta que

Y∗D−1Y = UY

Por intermédio de (3.7), Y = GYH′Y e o biplot de covariâncias composicional robusto em
coordenadas clr-transformadas é obtido, segundo (3.11), escolhendo-se

GY = Y∗D−1Y e H′Y = DYW′
Y,

onde Y∗ e WY são, respetivamente, as matrizes de scores e loadings robustos da ACP.

Para interpretação deste biplot, as propriedades que advêm do biplot composicional são
análogas ao biplot composicional robusto. Porém, para posterior identificação de outliers,
optar pela robustez da representação deste gráfico torna-se uma mais valia para uma correta
interpretação dos resultados.
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Aplicação em dados demográficos

4.1 Matrizes de dados

No Capítulo 1 foi realizada uma breve introdução acerca dos dados demográficos para
o presente estudo. Tal como se referiu, estes dados são provenientes dos Censos de 2011 e
correspondem ao fluxo migratório interno em Portugal, isto é, à deslocação de pessoas da
sua área de residência para outros municípios de Portugal. Um dos objetivos deste trabalho
prende-se em analisar os dados sob o ponto de vista composicional. As três matrizes de
dados iniciais dos três conjuntos continham informação absoluta pelo que se construiu novas
matrizes contendo informação relativa (proporções), aplicando a operação de fecho (Definição
2.1.2) para k = 1.

Suponha-se a matriz inicial do conjunto de dados por grupo etário representada na Tabela
4.1. Note-se que o “Total 1” refere-se ao número de habitantes internos que entraram, até à
data de 2011, em cada município.

Tabela 4.1: Tabela representativa da matriz inicial do conjunto de dados do grupo etário.

Municípios Idade 0-14 Idade 15-24 Idade 25-39 Idade 40-64 Idade 65+ Total 1

Abrantes 81 299 719 723 299 2121
Águeda 136 374 1005 926 295 2736
Aguiar da Beira 5 28 195 143 43 414

...
...

...
...

...
...

...
Vouzela 19 89 255 180 80 623

Total 2 33847 119861 324255 316261 99295 893519

De forma a que se obtivesse informação relativa, isto é, informação essa que é dada pela
distribuição das idades dos novos habitantes que passaram a residir em cada município, foi
necessário obter rácios. Utilizando a operação de fecho, construiu-se uma nova matriz de dados,
X308×5, e a informação relativa foi obtida pela frequência relativa, rácio entre a frequência
absoluta e o “Total 1”. Por exemplo, a distribuição das idades dos habitantes em Abrantes,
referente à idade dos 0 aos 14 anos, é 81

2121 = 0.03819. Para a nova matriz de dados eliminou-se
as variáveis “Total 1” e “Total 2”, tal como mostra a Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Tabela representativa da matriz do conjunto de dados composicional (aqui refe-
renciada como matriz composicional) do grupo etário.

Municípios Idade 0-14 Idade 15-24 Idade 25-39 Idade 40-64 Idade 65+

Abrantes 0.03819 0.14097 0.33899 0.34088 0.14097
Águeda 0.04971 0.13670 0.36732 0.33845 0.10782
Aguiar da Beira 0.01208 0.06763 0.47101 0.34541 0.10386

...
...

...
...

...
...

Vouzela 0.03050 0.14286 0.40931 0.28892 0.12841

Assim sendo, para o conjunto de dados por habilitação académica e por situação profis-
sional efetuou-se o mesmo procedimento e a matriz composicional dos conjuntos é denotada
por X308×10 e X308×3, respetivamente, sendo a análise dos dados demográficos baseada nas
matrizes composicionais.

4.2 Metodologias de análise dos dados

De modo a que se pudesse examinar e extrair, adequadamente, toda a informação necessá-
ria dos três conjuntos efetuou-se a análise dos dados separadamente, onde em cada um deles
o procedimento foi o mesmo mas adaptado ao conjunto.

O procedimento de análise foi realizado de acordo com metodologias numéricas e gráfi-
cas. As metodologias numéricas tiveram como finalidade a descoberta de observações atípicas
numa perspetiva analítica, baseando-se na teoria do Capítulo 2 e com o auxílio de funções
implementadas nas bibliotecas do RStudio. Por sua vez, tal como o nome indica, as metodo-
logias gráficas serviram para uma visualização panorâmica dos resultados onde graficamente
se identificaram os outliers com o uso dos biplots composicionais robustos. Para uma me-
lhor interpretação da informação extraída foram utilizados outros métodos gráficos e, ainda,
algumas das estatísticas descritivas do Capítulo 3.

Para proceder com a análise dos dados, as matrizes composicionais obtidas tiveram de ser
transformadas de maneira a que as metodologias estatísticas usuais pudessem ser aplicadas.
No Capítulo 2 conclui-se que das três transformações log-razões apresentadas, a transformação
ilr é a que melhor se adequa para a deteção de outliers multivariados. Por conseguinte, deve-
se determinar a base ortonormal a fim de se obter as coordenadas ilr-transformadas, tendo
sido escolhida a técnica da PBS proposta por Filzmoser e seus colaboradores. No RStudio
existem duas funções que permitem obter, isoladamente, a base ortonormal e as coordenadas
ilr, provenientes da biblioteca robCompositions ([43]), sendo elas: orthbasis() e pivotCoord(),
respetivamente. Note-se que com a função orthbasis() também é possível obter a matriz de
contrastes e a tabela da PBS.

No Capítulo 2 constatou-se que pelos métodos baseados na estimativa da estrutura de
covariância da matriz de dados, a deteção das observações atípicas decorria do uso da mé-
trica de Mahalanobis robusta. Para esse fim obtinha-se as estimativas robustas µ̂ e Σ̂ pelo
estimador MCD, e estas eram implementadas na métrica. De seguida, todas as observações
que continham um valor da distância superior ao valor de corte correspondente ao quantil de
ordem 0.975 eram outliers.

Nas metodologias numéricas usou-se quatro funções disponíveis em diferentes bibliotecas

72



Capítulo 4. Aplicação em dados demográficos

do RStudio, entre elas:

1. a função covMcd(), acessível na biblioteca robustbase ([44]), utiliza o algoritmo Fast-
MCD de Rousseeuw e Van Driessen para as estimativas robustas µ̂ e Σ̂, e possibilita a
identificação de outliers;

2. a função aq.plot(), disponível na biblioteca mvoutlier ([45]), deteta os outliers tendo
como output quatro gráficos sendo o mais relevante aquele que representa as observações
atípicas detetadas pelo quantil χ2

D;
3. a função dd.plot(), acessível na biblioteca mvoutlier, para além de identificar os outliers

representa graficamente a distância de Mahalanobis clássica versus a distância de Maha-
lanobis robusta baseada no estimador MCD. O gráfico, designado por D-D Plot, contém
uma linha a tracejado que referencia o conjunto de observações onde ambas as distân-
cias são iguais, e as linhas horizontais e verticais são desenhadas em função do valor de
corte. Todas as observações que se situam para lá destas linhas (no 1o quadrante) são
outliers, além disso diferentes símbolos e cores são usados dependendo da métrica usada:
distância de Mahalanobis ou distância Euclidiana [34];

4. a função outCoDa(), disponível na biblioteca robCompositions, permite detetar obser-
vações atípicas usando métodos estatísticos clássicos e robustos. Esta função tem um
detalhe interessante de que não necessita, como input, a matriz composicional sob co-
ordenadas ilr-transformadas, ela própria tem a característica de converter os dados nas
respetivas coordenadas.

Após a execução destas funções averiguou-se que nas três últimas havia instabilidade, ou
seja, o número de outliers detetados variava para o mesmo conjunto de dados e, apenas, para
a primeira função é que esse número era fixo. Por exemplo, para o conjunto da habilitação
académica a função aq.plot() identificava observações atípicas entre 58 a 62 observações, en-
quanto o dd.plot() detetava 64 a 69 observações. Tal facto pode ser explicado uma vez que
associado a cada grupo de outliers que se identifique encontra-se uma determinada estimativa
µ̂ e Σ̂, por conseguinte o estimador MCD para cada grupo é também diferente. O que se
pretende sempre obter é a estimativa da matriz de covariância associada ao menor valor do
seu determinante, o tal valor de MCD. Deste modo, de forma a contornar a questão da insta-
bilidade, as três funções foram repetidas dez vezes e escolheu-se o grupo de outliers para os
quais o valor do determinante da matriz de covariância era o mínimo. Note-se que no output
das três funções não surge o valor de MCD pelo que houve necessidade de alterar o código
acessível no RStudio de cada uma de tal forma que esse valor fosse impresso. O valor de MCD
obtido era bastante baixo, por isso escolheu-se por imprimir o seu logaritmo. Assim, no código
usado a estimativa da matriz de covariância está associada ao menor valor do logaritmo do
seu determinante.

Nas metodologias gráficas, o biplot composicional robusto é construído com recurso à
função mvoutlier.CoDa(), acessível na biblioteca mvoutlier. Além de construir biplots compo-
sicionais robustos, esta função permite a identificação dos outliers representando-os por cores
progressivamente mais vivas, destacando-se a seguinte ordem: azul, verde, amarelo e vermelho.
As cores são definidas de acordo com a média das medianas das distâncias de Mahalanobis
das observações entre quantis de referência (a título ilustrativo, estes quantis de referência
encontram-se assinalados na Figura 2.1 pelas elipses). Assim, observações com valores altos
da média das medianas são representadas pela cor vermelha, enquanto as que possuem valores
mais baixos são representadas pela cor azul [33]. De igual modo, esta função também possuía
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instabilidade. Consequentemente, também o grupo das observações atípicas foi escolhido com
base na repetição associada ao menor valor de MCD, tendo sido o respetivo código alterado.
Por sua vez, a representação do biplot composicional robusto teve de ser feita de acordo com
a solução obtida, pelo que o código foi novamente alterado inserindo-se a solução. Assim
garantia-se a representação correta do biplot para o grupo de outliers encontrado. Note-se
que entende-se por solução o menor valor de MCD e as estimativas robustas µ̂ e Σ̂.

A função mvoutlier.CoDa() não só permite obter biplots composicionais robustos como
também outros tipos de gráficos que visam uma melhor interpretação dos dados composi-
cionais com observações atípicas. Por exemplo, os gráficos de dispersão univariados para
as coordenadas ilr-transformadas. Nestes gráficos, os outliers são representados para cada
uma das coordenadas pivô podendo assumir valores altos ou baixos consoante a distância de
Mahalanobis robusta com base no estimador MCD. Um facto interessante destes gráficos de
dispersão é que, individualmente, cada um deles representa cada uma das variáveis originais
nas coordenadas ilr. Ou seja, o primeiro gráfico da variável z1 contém toda a informação da
parte x1, o segundo gráfico da variável z2 contém toda a informação da parte x2 e, assim,
sucessivamente.
Observação 4.2.1. Os biplots composicionais robustos e os gráficos de dispersão univariados
exibem os outliers por números. O Apêndice A contém as tabelas para cada um dos conjuntos
referentes à função mvoutlier.CoDa() com os municípios outliers e respetiva numeração.

Para as cinco funções implementadas foi selecionado o grupo de outliers com o menor valor
de MCD e constatou-se que o número de observações atípicas era diferente em todas elas. De
forma a que se pudesse analisar o comportamento desses outliers decidiu-se numa primeira
fase escolher o grupo que continha o maior número de observações. Assim, para esse grupo
aplicou-se algumas ferramentas estatísticas para dados multivariados, destacando-se a Análise
de Clusters e os Heatmaps. Os resultados obtidos não foram favoráveis e a interpretação
dos mesmos não propiciaram a que se concluisse nada em concreto. Portanto optou-se por
escolher numa segunda fase apenas os outliers comuns a todas as funções e analisou-se o
comportamento destes através de gráficos de coordenadas paralelas e gráficos de dispersão
para algumas variáveis originais.

Para os três conjuntos de dados, a análise efetuada com estes dois últimos gráficos não
revelou quaisquer conclusões adicionais para além das que foram obtidas com os gráficos de
dispersão univariados. Destaca-se que as conclusões retiradas com os gráficos de dispersão
univariados apenas incidiam em outliers provenientes da função mvoutlier.CoDa(), pelo que
as observações atípicas que não fizessem parte deste grupo não eram analisadas. Todavia
foi realizado um diagnóstico e constatou-se que esses outliers que não apareciam no grupo
das observações atípicas da função seguiam o comportamento de outros outliers detetados
pelas restantes funções e que integravam o grupo dos outliers comuns. Por conseguinte, as
conclusões que se sucediam para a análise das observações atípicas em falta eram análogas às
que já tinham sido realizadas. Deste modo, para não sobrecarregar a discussão dos resultados,
decidiu-se apenas apresentar o estudo dos gráficos de dispersão univariados.

Com os grupos das observações atípicas comuns decidiu-se representar os outliers em
cartogramas a fim de ser facilmente visível os municípios outliers de Portugal Continental,
Madeira e Açores (Grupo Ocidental, Central e Oriental), e identificá-los. Na secção a seguir
serão apresentados os resultados obtidos para cada um dos três conjuntos, tendo em conta
todo o procedimento de análise especificado nesta secção, bem como a discussão dos mesmos.
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4.3 Análise e discussão dos resultados

Para o estudo dos dados demográficos inicia-se por proceder à leitura do ficheiro em Excel
no RStudio. Para tal é crucial a instalação e leitura de duas bibliotecas, nomeadamente,
XLConnectJars e XLConnect, uma vez que estas são o ponto de partida para fazer a transição
do ficheiro do Excel para o software. De seguida efetua-se a leitura das bibliotecas que serão
utilizadas, sendo este processo igual para cada conjunto.

4.3.1 Conjunto de dados por grupo etário

Realizada a leitura da matriz do conjunto de dados por grupo etário que contém a infor-
mação absoluta, procedeu-se com a construção da nova matriz que integra toda a informação
relativa dos dados. Iniciou-se o estudo com as metodologias numéricas e, para isso, aplicou-se
a PBS obtendo-se as coordenadas ilr-transformadas.

A primeira função executada foi a covMcd(). Calculada várias vezes verificou-se que o
número de outliers não variava, ficando assim calculado o valor do logaritmo do determinante
da estimativa robusta da matriz de covariância dos dados. O número de municípios outliers
obtido foi 34 para um valor do logaritmo de MCD de −13.00288, e guardou-se a solução
encontrada. Esta função tem a vantagem de representar graficamente uma comparação dos
outliers obtidos pela distância de Mahalanobis robusta e clássica, tal como mostra a Figura
4.1.

Figura 4.1: Comparação gráfica da raíz quadrada da distância de Mahalanobis robusta (gráfico
da esquerda) e clássica (gráfico da direita) para o conjunto de dados por grupo etário. As
observações identificadas por números são outliers.

Os gráficos evidenciam uma diferença pouco expressiva das duas distâncias, no entanto
destaca-se que na distância de Mahalanobis robusta o número de outliers aumenta, e observa-
ções que não eram consideradas atípicas pela distância de Mahalanobis clássica convertem-se
em atípicas.
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A segunda função diz respeito à aq.plot() e repetindo o comando dez vezes a solução
que produziu o valor mínimo de MCD foi: 30 outliers para um valor do logaritmo de MCD
de −13.01813. Esta solução foi igualmente guardada e a Figura 4.2 mostra as observações
atípicas a vermelho detetadas pelo quantil χ2

4;0.975. O gráfico evidencia que alguns outliers se
situam na parte exterior da nuvem de observações não atípicas, porém alguns deles tendem a
aproximarem-se ao centro da nuvem.

Figura 4.2: Gráfico que exibe os outliers (destacados a vermelho) de acordo com o quantil
χ2
4;0.975 para o conjunto de dados por grupo etário.

A terceira função implementada corresponde à dd.plot() e também nesta houve repetição.
A solução obtida foi: 34 outliers com um valor do logaritmo de MCD de −13.01813. Como
referido na secção anterior, esta função tem a particularidade de conceder o D-D Plot tal como
mostra a Figura 4.3, onde há uma visível exibição das observações a terem valores da distância
robusta superior à versão clássica da distância de Mahalanobis.

Figura 4.3: Gráfico que compara as distâncias de Mahalanobis robusta versus clássica para o
conjunto de dados por grupo etário. Os símbolos “+” no 1o quadrante destacam as observações
atípicas que se localizam fora do quantil χ2

4;0.975.
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Por fim, a última função foi a outCoDa(). Novamente, a repetição foi efetuada e no input
escolheu-se a opção method="robust" de tal forma que se garantisse que o método aplicado
para a deteção de outliers multivariados fosse robusto. A solução foi guardada e é dada por:
48 outliers para um valor do logaritmo de MCD de −13.16091.

Relativamente às metodologias gráficas, na função mvoutlier.CoDa(), a solução guardada
foi: 31 outliers com um valor do logaritmo de MCD de −13.01813. Os biplots composicionais
robustos para esta solução encontram-se na Figura 4.4.

Figura 4.4: Biplots composicionais robustos (a) para visualização dos outliers bem como do
comprimento dos links e (b) para visualização dos ângulos entre os links para o conjunto de
dados por grupo etário.

A percentagem de variabilidade total retida pelo biplot, na Figura 4.4 (a), é de 49.1+23.3 =
72.4% e para a sua interpretação é fundamental as ligações (links) entre as setas que fornecem
informações sobre a variação relativa entre as variáveis. Desse biplot destaca-se que o menor
link provém da ligação entre as variáveis Idade 25-39 e Idade 40-64, evidenciando que estas são
proporcionais entre si, possuindo log-razão ln

(
Idade 25-39
Idade 40-64

)
constante, comprovada pela matriz

de variação composicional da Tabela 4.3. Assim, este resultado indica que a razão entre as
percentagens de residentes que passaram a residir num município com idades entre os 25 e os
39 anos e os 40 e os 64 anos tende a ser a mais constante entre o restante rácio no conjunto
dos 308 municípios. Ou seja, as percentagens de residentes que mudaram de município com
estas idades devem manter-se proporcionalmente mais parecidas entre si, no conjunto dos 308
municípios.

Por outro lado, o maior link surge entre as variáveis Idade 0-14 e Idade 65+ demons-
trando que estas possuem uma variabilidade muito grande entre si, confirmada pela Tabela
4.3. Consequentemente, significa que a razão entre as percentagens de residentes que muda-
ram de município com idades entre os 0 e os 14 anos e com mais de 65 anos apresenta maior
variabilidade no conjunto dos 308 municípios. Neste conjunto onde se observou mobilidade
de residência dos seus habitantes, haverá municípios em que a percentagem de residentes com
idades dos 0 aos 14 anos será um dado valor proporcional à percentagem de residentes com
idades a partir dos 65 anos mas tal valor de proporcionalidade diferirá entre os diferentes 308
municípios, sendo que para este par de grupos etários se observa a maior variabilidade.

77



Capítulo 4. Aplicação em dados demográficos

Tabela 4.3: Matriz de variação composicional entre as variáveis dos grupos etários (a negrito destacam-
se os valores do maior e do menor link).

Idade 0-14 Idade 15-24 Idade 25-39 Idade 40-64 Idade 65+

Idade 0-14 0 0.167 0.157 0.152 0.182
Idade 15-24 0 0.074 0.079 0.117
Idade 25-39 0 0.043 0.087
Idade 40-64 0 0.083
Idade 65+ 0

Na Figura 4.4 (b), o ângulo formado pelos links fornece informação acerca do coeficiente
de correlação entre log-razões. Do biplot composicional robusto, verifica-se um ângulo de 90◦

entre os links de dois conjuntos de variáveis. O primeiro conjunto é formado pela variáveis:
Idade 65+, Idade 40-64, Idade 25-39 e Idade 15-24, sendo o segundo formado pelas variáveis:
Idade 0-14 e Idade 25-39. No primeiro conjunto fazem-se os links entre quaisquer pares de
variáveis e no segundo conjunto o link do par das duas variáveis. Verifica-se que os links entre
estes dois conjuntos formam um ângulo reto e, por isso, o rácio entre variáveis do primeiro
conjunto são não correlacionadas com o rácio entre as partes Idade 0-14 e Idade 25-39. A
submatriz de correlações entre as log-razões, apresentada na Tabela 4.4, corrobora com as
conclusões obtidas do biplot, pois a primeira linha dessa submatriz apresenta valores baixos e
próximos de zero.

Relativamente à interpretação deste resultado, sabe-se que os indivíduos deslocam-se entre
2005 e 2011 com o propósito de mudaram de residência. O facto da razão entre as percenta-
gens de residentes que mudaram de município para estes dois conjuntos de variáveis serem não
correlacionadas leva a concluir que os indivíduos com estas idades apresentam lógicas de des-
locações diferentes. Ou seja, os diferentes grupos etários têm problemas e questões diferentes
que os levam a adotar comportamentos divergentes consoante a situação em que se encontram.

Os links do primeiro conjunto formam um ângulo de 0◦ salientando que as variáveis são
correlacionadas. No entanto, tal conclusão não é diretamente comprovada pela submatriz de
correlações da Tabela 4.4 visto que se observam valores relativamente baixos (por exemplo:
−0.342, −0.037,−0.327 para alguns dos rácios). Estes valores deveriam ser elevados, próximos
de 1. Tal situação poderá ser eventualmente explicada pela quantidade de variabilidade dos
dados retida pelas duas primeiras componentes principais não ser suficiente para captar as
correlações realmente observadas (Tabela 4.4).

As log-razões entre as variáveis Idade 65+, Idade 40-64, Idade 25-39 e Idade 15-24 são
correlacionadas concluindo-se que a mobilidade de um determinado grupo ocorre com a mo-
bilidade de um outro grupo etário (exceto na idade dos 0 aos 14 anos), evidenciando que
indivíduos com estas idades (≥ 15 anos) possuem padrões de mobilidade relacionados entre
os 308 municípios.

Tabela 4.4: Uma submatriz de correlações entre log-razões e partes no grupo etário.

ln Idade 0-14
Idade 25-39 ln Idade 15-24

Idade 25-39 ln Idade 25-39
Idade 40-64 ln Idade 40-64

Idade 65+

ln Idade 0-14
Idade 25-39 1.000 −0.299 −0.289 −0.063

ln Idade 15-24
Idade 25-39 1.000 −0.342 −0.037

ln Idade 25-39
Idade 40-64 1.000 −0.327

ln Idade 40-64
Idade 65+ 1.000
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Os outliers detetados no biplot são mais fácil de serem analisados usando os gráficos de
dispersão univariados da Figura 4.5.

Figura 4.5: Gráficos de dispersão univariados para o conjunto de dados por grupo etário.

Os gráficos de dispersão univariados salientam os outliers dispersos para as diferentes va-
riáveis em coordenadas ilr. Destaca-se no gráfico em ilr(Idade 0-14) que as observações 30,
9, 4, 20 e 31, correspondentes aos municípios de Vila Nova de Paiva, Figueira de Castelo
Rodrigo, Carrazeda de Ansiães, Montalegre e Vizela, respetivamente, assumem valores altos
confirmando este resultado com o biplot onde se visualiza que a variável Idade 0-14 é do-
minante para estas observações. Este facto leva a concluir que estes cinco municípios foram
“atrativos” pois existe uma maior percentagem de indivíduos com idades dos 0 aos 14 anos que
passaram a residir nestes municípios. Por outro lado, apenas as três primeiras observações as-
sumem valores baixos em ilr(Idade 25-39) indicando que estes municípios foram considerados
repulsivos3 para indivíduos com idades dos 25 aos 39 anos.

Em ilr(Idade 15-24), os valores elevados são atribuídos às observações 12 e 7 o que evidencia
no biplot que a parte dominante destas observações é a variável Idade 15-24. Conclui-se
que em termos de proporções nos cinco grupos etários, os municípios de Lajes das Flores e
Crato, respetivamente, foram aprazíveis para pessoas com idades entre os 15 e 24 anos que se
deslocaram para residirem nestes municípios.

A observação 1, referente ao município de Aguiar da Beira, é um dos municípios que possui
uma elevada percentagem de indivíduos com idades dos 25 aos 39 anos que passaram a habitar
neste município. Porém, Aguiar da Beira tornou-se um local pouco atrativo para residir para
cidadãos com idades dos 0 aos 14 anos.

Um facto interessante na Figura 4.5 surge em ilr(Idade 40-64) destacando que a maioria
das observações atípicas tende a revelar valores médios ou baixos exceto nas observações 5
e 29, cujos valores são consideravelmente elevados. Esta análise sugere que estes municípios

3Entenda-se “repulsivo” no sentido de não atrair ou cativar residentes para os municípios.
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atípicos podem ser considerados como repulsivos para pessoas com idades entre os 40 e os 64
anos. Apenas Castanheira de Pêra e Vila Nova de Foz Côa mostraram-se, em termos relativos,
corresponder a localidades onde indivíduos com estas idades preferiram residir.

Em ilr(Idade 65+), as observações 22 e 16 evidenciam que os municípios de Pinhel e Meda,
respetivamente, são incompatíveis para pessoas com idades superiores a 65 anos. Existe uma
maior percentagem de pessoas com estas idades, que entre 2005 e 2011, preferiram mover-se
para o município de Pinhel para residir enquanto que uma baixa porção de indivíduos optou
por se deslocar para Meda.

Efetuado o estudo de ambas as metodologias para o conjunto de dados em questão, a
Tabela 4.5 evidencia os resultados obtidos relativamente às cinco funções implementadas para
a deteção das observações atípicas.

Tabela 4.5: Síntese dos resultados obtidos pelas funções das metodologias numéricas e gráficas.

Funções Número de outliers Menor valor de ln(MCD)

covMcd() 34 −13.00288
aq.plot() 30 −13.01813
dd.plot() 34 −13.01813
outCoDa() 48 −13.16091
mvoutlier.CoDa() 31 −13.01813

Seleccionaram-se os outliers comuns às cinco funções usadas tendo-se obtido um total de
30 observações, listadas a seguir:

Municípios

Aguiar da Beira Figueira de Castelo Rodrigo Melgaço Torre de Moncorvo

Alcoutim Freixo de Espada à Cinta Mira Trancoso

Arouca Fronteira Monchique Vila de Rei

Carrazeda de Ansiães Lajes das Flores Montalegre Vila Nova de Foz Côa

Castanheira de Pêra Macedo de Cavaleiros Pampilhosa da Serra Vila Nova de Paiva

Castelo de Vide Manteigas Pinhel Vizela

Crato Marvão Porto Moniz

Cuba Meda Santa Marta de Penaguião

Na lista seguinte encontram-se os restantes 18 municípios outliers que não são comuns às
funções, mas que fazem parte do grupo das observações atípicas. Estes outliers são conside-
rados dúbios, pois apesar de não pertencerem ao conjunto das observações comuns todos eles
estão associados ao menor valor do logaritmo de MCD de cada uma das funções.
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Municípios

Almeida Constância Moimenta da Beira Ribeira Grande Viana do Castelo

Almodôvar Figueiró dos Vinhos Mora Sernancelhe Vila Flor

Arganil Fornos de Algodres Ponte da Barca Tarouca

Câmara de Lobos Góis Ribeira de Pena Velas (R.A.A)

Na Figura 4.6 visualiza-se o cartograma de Portugal Continental, destacando a cor verde
os 28 municípios outliers, provenientes da primeira lista, para este território. Numa primeira
observação salienta-se que a maioria destas observações atípicas pertencem a regiões do interior
de Portugal, com exceção de Mira localizada na Beira Litoral e Monchique na região do
Algarve.

Figura 4.6: Cartograma de Portugal (Continental) com 28 municípios outliers a cor verde,
para o conjunto de dados por grupo etário.

Face ao gráficos de dispersão univariados, da Figura 4.5, Mira e Monchique identificados
pelas observações 18 e 19, respetivamente, situam-se na parte inferior do gráfico para as
variáveis ilr(Idade 0-14) e ilr(Idade 40-64), respetivamente. Tal situação revela que para estes
dois grupos etários ambos os municípios foram considerados repulsivos, pois uma pequena
percentagem de cidadãos daquelas idades escolheu estes municípios para habitar.
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O cartograma do Arquipélago da Madeira surge na Figura 4.7, na qual somente o municí-
pio de Porto Moniz se destaca como outlier. Perante a interpretação da observação 23 deste
município nos gráficos de dispersão univariados, esta destaca-se posicionando-se na parte in-
ferior dos gráficos para as variáveis ilr(Idade 40-64) e ilr(Idade 65+). Assim, conclui-se que
durante 2005 e 2011 este município tornou-se repulsivo para indivíduos com idades a partir dos
40 anos. Ou seja, na Região Autónoma da Madeira uma pequena percentagem de indivíduos
moveu-se para Porto Moniz para residir neste município.

Figura 4.7: Cartograma do Arquipélago da Madeira com identificação do município outlier de
Porto Moniz a cor verde, para o conjunto de dados por grupo etário.

A Figura 4.8 exibe o cartograma do Arquipélago dos Açores revelando que unicamente
o município de Lajes das Flores é um outlier para o grupo Ocidental. Além disso, nenhum
outro município pertencente aos restantes grupos são outliers. Diante dos gráficos de dispersão
univariados, este município foi interpretado segundo a observação 12 para a variável ilr(Idade
15-24).

Figura 4.8: Cartograma do Arquipélago dos Açores com identificação do município outlier de
Lajes das Flores a cor verde, no grupo Ocidental, para o conjunto de dados por grupo etário.
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4.3.2 Conjunto de dados por habilitação académica

Os dados referente ao conjunto da habilitação académica tinham a particularidade de
possuir componentes irregulares, nomeadamente zeros de contagem. Tal situação impedia a
aplicação direta dos métodos estatísticos usuais conforme esclarecido no Capítulo 2. Deste
modo, foi realizado o pré-processamento dos dados usando o algoritmo k-NN pela função
impKNNa(), da biblioteca robCompositions, tendo sido a análise destes dados efetuada de
acordo com a matriz composicional preenchida.

Dado que a análise se fundamenta em dados composicionais, a função impKNNa() tem
especificidades para estudar com estes dados. Uma delas é o facto de que a distância de
Aitchison é um requisito essencial no algoritmo para determinar a distância entre observações,
pelo que no input da função se deve escolher metric=“Aitchison”. A outra incide na agregação
e no ajuste dos k vizinhos mais próximos cuja escolha deve ser a mediana das observações,
agg=“median” e adj=“median”, respetivamente.

Concluído todo o pré-processamento da matriz composicional procedeu-se com a aplica-
ção da PBS a fim de se obter as coordenadas ilr-transformadas. Nas metodologias numé-
ricas, para a função covMcd() o número de outliers foi 69 com um valor de ln(MCD) de
−24.58819. Os gráficos obtidos para comparação das distâncias de Mahalanobis segundo esta
função encontram-se na Figura 4.9.

Figura 4.9: Comparação gráfica da raíz quadrada da distância de Mahalanobis robusta (gráfico
da esquerda) e clássica (gráfico da direita) para o conjunto de dados por habilitação académica.
As observações identificadas por números são outliers.

Pela visualização dos gráficos é notória uma saliente diferença das duas distâncias e, clara-
mente, que o número de outliers detetado em ambas é relevante. Uma vez mais se verifica que
a distância de Mahalanobis robusta para deteção de outliers multivariados prevalece sobre a
distância de Mahalanobis clássica.
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A função aq.plot() para os dados em foco deu como solução 62 outliers e um valor de
ln(MCD) de −24.61327. A Figura 4.10 diferencia os outliers identificados pelo quantil χ2

9;0.975,
observando uma indubitável mistura de observações atípicas e não atípicas.

Figura 4.10: Gráfico que exibe os outliers (destacados a vermelho) de acordo com o quantil
χ2
9;0.975 para o conjunto de dados por habilitação académica.

Relativamente à função dd.plot(), o número de outliers foi 69 para um valor de ln(MCD)
de −24.58819, tendo-se obtido na Figura 4.11 o gráfico D-D Plot. Certifica-se que a solução
encontrada para esta função é igual à solução de covMcd() e o D-D Plot revela que as obser-
vações tendem a distanciar-se da distância clássica para se dispersar na região da distância
robusta.

Figura 4.11: Gráfico que compara as distâncias de Mahalanobis robusta e clássica para o
conjunto de dados por habilitação académica. Os símbolos “+” no 1o quadrante destacam as
observações atípicas que se localizam fora do quantil χ2

9;0.975.

Por último, a função outCoDa() identificou 88 outliers com um valor de ln(MCD) de
−25.4167.
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Em relação às metodologias gráficas, a solução para a função mvoutlier.CoDa() deu 63 ou-
tliers com um valor de ln(MCD) de −24.58819. Os respetivos biplots composicionais robustos
são exibidos na Figura 4.12.

Figura 4.12: Biplots composicionais robustos (a) para visualização dos outliers bem como do
comprimento dos links e (b) para visualização dos ângulos entre os links para o conjunto de
dados por habilitação académica.

A percentagem de variabilidade total retida pelo biplot da Figura 4.12 (a) é de 53.6+19.7 =
73.3% e pela sua visualização verifica-se que o menor link é demonstrado pela ligação entre
as variáveis EB 2oCiclo e EB 3oCiclo, provado pela matriz de variação composicional da
Tabela 4.6, τ3,4 = 0.062. Tal facto realça que estas variáveis são proporcionais entre si e,
por conseguinte, possuem log-razão ln

(EB 2o Ciclo
EB 3o Ciclo

)
constante. Portanto, no conjunto dos 308

municípios, este resultado salienta que a razão entre as percentagens de cidadãos que mudaram
de município com habilitação académica do Ensino Básico do 2o e 3o Ciclo se revela ser a mais
constante. Quer dizer que as percentagens de residentes que mudaram de município com
estas habilitações académicas devem manter-se proporcionalmente mais parecidas entre si, no
conjunto dos 308 municípios.

Em contrapartida, o maior link advém da ligação entre as variáveis EB 1oCiclo e Dou-
toramento, mas também entre as variáveis EB 1oCiclo e Mestrado. Concluindo-se que estas
duas ligações evidenciam o facto das variáveis possuírem uma variabilidade muito grande
entre si. Consequentemente, a matriz de variação composicional comprova o sucedido mos-
trando o maior valor da matriz repetido duas vezes para as respetivas variáveis enunciadas,
τ2,9 = τ2,10 = 0.776.

Assim sendo, este resultado indica que a razão entre as percentagens de residentes que
mudaram de município com escolaridade no Ensino Básico do 1o Ciclo e com Doutoramento é
muito variável na totalidade dos 308 municípios. Neste conjunto onde se observou mobilidade
de residência dos seus habitantes, haverá municípios em que a percentagem de residentes com
o Ensino Básico do 1o Ciclo será um dado valor proporcional à percentagem de residentes com
Doutoramento mas tal valor de proporcionalidade diferirá entre os diferentes 308 municípios,
sendo que para este par de habilitações académicas observa-se a maior variabilidade. De forma
análoga, a mesma análise é efetuada para as variáveis EB 1oCiclo e Mestrado.

85



Capítulo 4. Aplicação em dados demográficos

Tabela 4.6: Matriz de variação composicional entre as variáveis das habilitações académicas (a negrito
destacam-se os valores do maior e menor link).

Nenhum EB 1oCiclo EB 2oCiclo EB 3oCiclo Ens Secun Ens Pos Secun Bacharelato Licenciatura Mestrado Doutoramento

Nenhum 0 0.076 0.097 0.100 0.189 0.395 0.373 0.294 0.571 0.582
EB 1oCiclo 0 0.162 0.211 0.361 0.586 0.549 0.468 0.776 0.776
EB 2oCiclo 0 0.062 0.155 0.327 0.361 0.218 0.478 0.559
EB 3oCiclo 0 0.066 0.234 0.249 0.159 0.399 0.481
Ens Secun 0 0.172 0.160 0.104 0.306 0.428
Ens Pos Secun 0 0.295 0.204 0.324 0.599
Bacharelato 0 0.191 0.369 0.451
Licenciatura 0 0.179 0.368
Mestrado 0 0.530
Doutoramento 0

Relativamente aos ângulos entre os links é notório na Figura 4.12 (b) um ângulo de 90◦

entre dois conjuntos de variáveis. O primeiro conjunto é constituído pelas variáveis Ens.
Secundário e Doutoramento, sendo o segundo composto pelas variáveis Ens Secundário, EB
3oCiclo, EB 2oCiclo, Nenhum e EB 1oCiclo. Neste último faz-se a união dos quatro links das
variáveis obtendo-se um único link. De seguida, verifica-se que ao unir este link com o link
do primeiro conjunto existe um ângulo reto pelo que as variáveis são não correlacionadas. A
submatriz de correlações da Tabela 4.7 prova tal conclusão, demonstrando na primeira linha
valores muito próximos de zero.

Deste modo é admissível constatar que não havendo correlação entre a log-razão destas
variáveis, então existem padrões discrepantes de deslocação dos indivíduos que apresentam
estes diferentes graus de escolaridade. Por exemplo, a mobilidade da razão entre as percen-
tagens de pessoas que mudaram de município com escolaridade no Ensino Secundário e com
Doutoramento é distinta da razão entre as percentagens de pessoas que mudaram de município
com escolaridade no Ensino Básico do 1o Ciclo e sem qualquer habilitação académica.

Um ângulo de 0◦ é projetado entre os quatro links das variáveis Ens. Pos Secundário,
EB 3oCiclo, EB 2oCiclo, Nenhum e EB 1oCiclo, revelando que estas estão correlacionadas.
Contudo, na submatriz de correlações os valores 0.130, 0.096 e 0.302 da última coluna não são
elevados, próximos de 1, logo tal conclusão não pode ser diretamente provada pela submatriz.
Tal ocorrência poderá novamente dever-se às percentagens de variabilidade dos dados retidas
pelas duas primeiras componentes principais no biplot.

Este resultado salienta o facto de que a razão entre as percentagens de pessoas que mu-
daram de município com habilitações académicas no Ensino Pos Secundário, Ensino Básico
do 1o, 2o e 3o Ciclo e sem nenhuma habilitação académica apresentam padrões similares de
deslocação que os levou a habitar noutros municípios.

Tabela 4.7: Uma submatriz de correlações entre log-razões e partes na habilitação académica.

ln Ens Secun
Doutoramento ln EB 3oCiclo

Ens Secun ln EB 2oCiclo
EB 3oCiclo ln Nenhum

EB 2oCiclo ln EB 1oCiclo
Nenhum ln EB 3oCiclo

Ens Pos Secun

ln Ens Secun
Doutoramento 1.000 −0.038 −0.035 −0.028 0.060 −0.018

ln EB 3oCiclo
Ens Secun 1.000 0.212 −0.024 0.432 0.515

ln EB 2oCiclo
EB 3oCiclo 1.000 0.379 0.335 0.130

ln Nenhum
EB 2oCiclo 1.000 −0.062 0.096

ln EB 1oCiclo
Nenhum 1.000 0.302

ln EB 3oCiclo
Ens Pos Secun 1.000
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Para complementar a análise dos outliers identificados pelo biplot recorreu-se aos gráficos
de dispersão univariados da Figura 4.13.

Figura 4.13: Gráficos de dispersão univariados para o conjunto de dados por habilitação
académica.

Para um total de 63 observações atípicas, alguns dos gráficos de dispersão univariados
tornam-se um pouco imprecisos de interpretar. De forma sucinta há uma tendência para os
outliers assumirem uma percentagem elevada em ilr(Bacharelato) e ilr(Ens. Pos Secund).
A maior parte deles tende a permanecer em valores médios das variáveis ilr e uma parte
dos outliers agrupa-se em valores baixos das variáveis ilr(EB 2oCiclo), ilr(EB 3oCiclo) e
ilr(Mestrado).

Em ilr(Licenciatura) e ilr(Mestrado), o município de Nordeste é considerado atrativo pois
existe uma elevada percentagem de pessoas com habilitações académicas de Licenciatura e
Mestrado que passaram a residir neste município, assinalada pela observação 38. Em contra-
partida, esta observação assume valores baixos em ilr(Nenhum) indicando que o município
tornou-se repulsivo para indivíduos que não tinham nenhuma habilitação académica e, por
isso, uma pequena percentagem de pessoas escolheu Nordeste para residir.

Em ilr(Bacharelato), a observação 50 possui valores baixos contrastando com ilr(Nenhum).
De 2005 para 2011 houve uma pequena porção de pessoas com Bacharelato que se deslocaram
para Ribeira de Pena a fim de habitar neste município. Enquanto que durante esses seis anos
uma grande parte das pessoas com nenhuma habilitação académica optou por passar a residir
neste município.

A observação 59, alusiva ao município de Vila do Bispo, tem um destaque interessante em
algumas das variáveis ilr. É de realçar que esta observação tem uma elevada percentagem
em ilr(Bacharelato) e em ilr(Ens. Pos Secund), porém dispõe de pequenas percentagens em
ilr(EB 1oCiclo), ilr(EB 2oCiclo) e ilr(EB 3oCiclo). Tais conclusões auxiliam a perceber que
durante 2005 e 2011 este município foi cativante para indivíduos que tiraram um Bacharelato
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e fizeram o Ensino Pos Secundário passando a residir neste município. Todavia, Vila do Bispo
tornou-se repulsivo para cidadãos com escolaridade do Ensino Básico do 1o, 2o e 3o Ciclo.

Da visualização do biplot destacam-se as observações 39 e 29 que se afastam do conjunto de
outliers. Respetivamente correspondem aos municípios de Odemira e Manteigas demonstrando
que no gráfico de dispersão univariado, em ilr(Doutoramento), ambas situam-se na parte
inferior do gráfico assumindo valores baixos. Deste modo conclui-se que uma pequena parte
de indivíduos com Doutoramento optaram por mover-se para estes municípios com a intenção
de residirem. Realça-se que a observação 29 é a que se encontra na parte mais funda do gráfico
salientando que neste município a percentagem de pessoas que se deslocaram para residir em
Manteigas é mais pequena que na observação 39.

Sob outra perspetiva observa-se no biplot que as variáveis Ens. Secundário e Ens. Pos
Secundário são dominantes para as duas observações anteriores, supondo que para os gráficos
de dispersão univariados ambas assumam valores elevados tanto em ilr(Ens Secund) como em
ilr(Ens Pos Secund). Contudo, na Figura 4.13 há uma separação destas observações nas duas
variáveis ilr. Em ilr(Ens Pos Secund) a observação 29 situa-se na parte superior do gráfico
enquanto a 39 posiciona-se para baixo (sobreposta com outras observações). Assim é possível
concluir que uma maior percentagem de indivíduos com Ensino Pos Secundário preferiu mudar-
se para Manteigas a fim de habitar neste município. Em ilr(Ens Secun) verifica-se o contrário,
a observação 39 assume valores elevados enquanto a 29 localiza-se a meio do gráfico. Do mesmo
modo se conclui que indivíduos com escolaridade no Ensino Secundário preferiram mover-se
para Odemira com a finalidade de residir neste município.

Realizado o estudo de ambas as metodologias para o presente conjunto de dados, a Tabela
4.8 mostra os resultados obtidos no que diz respeito às cinco funções implementadas para a
deteção dos grupos das observações atípicas.

Tabela 4.8: Síntese dos resultados obtidos pelas funções das metodologias numéricas e gráficas.

Funções Número de outliers Menor valor de ln(MCD)

covMcd() 69 −24.58819
aq.plot() 62 −24.61327
dd.plot() 69 −24.58819
outCoDa() 88 −24.41670
mvoutlier.CoDa() 63 −24.58819

Para o estudo dos outliers selecionou-se as observações atípicas comuns às funções das
metodologias e obteve-se um total de 62 observações. Os municípios outliers apresentam-se
listados a seguir. Existem, ainda, 26 outliers dúbios que apesar de serem outliers não são
comuns às funções, estando associados ao menor valor do logaritmo de MCD de cada uma
delas, os quais estão listados após os primeiros.
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Lista total dos 62 municípios outliers comuns às 5 funções do conjunto de dados por
habilitação académica.

Municípios

Aguiar da Beira Castelo de Vide Lajes do Pico Pampilhosa da Serra Sernancelhe

Alandroal Castro Daire Mação Penalva do Castelo Sever do Vouga

Alcoutim Castro Marim Manteigas Penela Tarouca

Alfândega da Fé Celorico da Beira Marvão Pinhel Vieira do Minho

Almeida Cinfães Mesão Frio Ponta do Sol Vila de Rei

Almodôvar Corvo Monchique Ponte de Sor Vila do Bispo

Alvito Crato Mondim de Basto Portel Vila Franca do Campo

Arronches Estremoz Monforte Porto Moniz Vila Nova de Paiva

Borba Ferreira do Alentejo Mortágua Povoação Vila Nova de Poiares

Calheta (R.A.A.) Freixo de Espada à Cinta Mourão Ribeira de Pena Vinhais

Campo Maior Fronteira Nordeste Sabrosa

Carrazeda de Ansiães Gavião Odemira Santa Comba Dão

Castanheira de Pêra Lajes das Flores Oleiros Sardoal

Lista dos 26 municípios outliers que não são comuns às 5 funções do conjunto de dados
por habilitação académica.

Municípios

Alvaiázere Figueira de Castelo Rodrigo Nisa Terras de Bouro

Avis Fornos de Algodres Ourique Valpaços

Baião Góis Pedrógão Grande Viana do Alentejo

Belmonte Idanha-a-Nova Proença-a-Nova Vila da Praia da Vitória

Boticas Mértola Sabugal Vila Velha de Ródão

Castro Verde Montalegre Santa Cruz da Graciosa (R.A.A.)

Celorico de Basto Murça São Vicente
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O cartograma de Portugal Continental é exibido na Figura 4.14, salientando a cor verde
os 54 municípios outliers, referentes na primeira lista, para este território nacional. Do mapa
visualiza-se que estes municípios encontram-se dispersos pelas várias regiões, afastando-se da
zona costeira a Norte e Centro de Portugal. A interpretação de alguns destes outliers foi
realizada anteriormente de acordo com a Figura 4.13.

Figura 4.14: Cartograma de Portugal (Continental) com 54 municípios outliers a cor verde,
para o conjunto de dados por habilitação académica.

A Figura 4.15 apresenta o cartograma do Arquipélago da Madeira expondo dois municípios
outliers, nomeadamente Porto Moniz e Ponta do Sol. Da Figura 4.13, estes municípios são
indicados pelas observações 48 e 45, respetivamente. Ambos posicionam-se em ilr(EB 3o

Ciclo) na parte inferior do gráfico, contudo Porto Moniz apresenta uma percentagem menor
de indivíduos com escolaridade no Ensino Básico do 3o Ciclo que se deslocaram para residir
neste município. Relativamente à observação 45, esta surge na parte superior em ilr(Ens Pos
Secund) e em ilr(Licenciatura), porém a percentagem de indivíduos com uma Licenciatura que
se moveram para habitar neste município é mais elevada do que a percentagem de indivíduos
com escolaridade no Ensino Pos Secundário.
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Figura 4.15: Cartograma do Arquipélago da Madeira com identificação dos municípios outliers
de Porto Moniz e Ponta do Sol a cor verde, para o conjunto de dados por habilitação académica.

Para a Região Autónoma dos Açores, os três grupos, Ocidental, Central e Oriental, que
constituem este Arquipélago possuem todos pelo menos um outlier. No grupo Ocidental tem-
se os municípios do Corvo e Lajes das Flores, no grupo Central o município de Lajes do Pico
e no grupo Oriental os municípios de Nordeste, Povoação e Vila Franca do Campo.

Figura 4.16: Cartograma do Arquipélago dos Açores com identificação a cor verde dos muni-
cípios outliers de Corvo e Lajes das Flores no grupo Ocidental, do município Lajes do Pico
no grupo Central e dos municípios Nordeste, Povoação e Vila Franca do Campo no grupo
Oriental, para o conjunto de dados por habilitação académica.

Os municípios de Lajes das Flores (observação 26) e do Pico (observação 27) apresentam
valores baixos em ilr(Nenhum) do gráfico da Figura 4.13, no entanto a percentagem de indi-
víduos que se moveu para o município de Lajes do Pico sem qualquer habilitação académica
é bastante pequena comparando com a percentagem para Lajes das Flores. De igual modo,
a observação 26 também apresenta valores baixos em ilr(Bacharelato) e ilr(EB 3o Ciclo) e
a observação 27 em ilr(EB 1o Ciclo). Mas, a percentagem de pessoas que se moveu para o
município de Lajes das Flores é muito elevada em ilr(Doutoramento). Corvo (observação 19) e
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Povoação (observação 49) são os dois municípios que apresentam a percentagem mais elevada
de cidadãos com Mestrado e com escolaridade no Ensino Básico do 2o Ciclo, respetivamente,
que se deslocaram para residir nestes municípios. Vila Franca do Campo (observação 60)
é o município que possui a percentagem mais baixa de pessoas com escolaridade no Ensino
Secundário que passaram a morar neste município. Nordeste foi analisado previamente.

4.3.3 Conjunto de dados por situação profissional

Procedeu-se com a leitura da matriz do conjunto de dados por situação profissional que
continha a informação absoluta e fez-se a elaboração da matriz composicional com a informação
relativa. De seguida aplicou-se a PBS obtendo-se as coordenadas ilr-transformadas, e iniciou-
se o estudo das metodologias numéricas.

A função covMcd() revelou a existência de 11 outliers para um valor de ln(MCD) de
−5.518727, sendo os respetivos gráficos das distâncias de Mahalanobis exibidos na Figura
4.17.

Figura 4.17: Comparação gráfica da raíz quadrada da distância de Mahalanobis robusta (grá-
fico da esquerda) e clássica (gráfico da direita) para o conjunto de dados por situação profis-
sional. As observações identificadas por números são outliers.

Os gráficos demonstram uma diferença quase inexistente entre as duas distâncias. Observa-
se que a distância de Mahalanobis robusta deteta 11 observações atípicas enquanto a clássica
revela 10 observações. Ambas possuem 9 outliers em comum onde apenas três deles não são
comuns às distâncias, as observações 116 e 301 são detetas pela distância robusta e a observação
195 pela distância clássica. Deste modo, constata-se que a distância robusta predomina sobre
a clássica.

A função aq.plot() identificou a mesma solução encontrada do comando anterior e a Figura
4.18 exibe as observações atípicas detetadas pelo quantil χ2

2;0.975. Um facto interessante deste
gráfico é que os outliers localizam-se na região periférica das observações não atípicas não
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revelando junção de observações, contrastando com os dois gráficos homólogos obtidos nas
subsecções anteriores.

Figura 4.18: Gráfico que exibe os outliers (destacados a vermelho) de acordo com o quantil
χ2
2;0.975 para o conjunto de dados por situação profissional.

Para a função dd.plot() obteve-se 14 outliers e o valor do logaritmo de MCD foi exatamente
igual aos dois comandos anteriores. No gráfico D-D Plot, na linha a tracejado, as observações
tendem a permanecer sobre a linha aproximadamente até metade, mas de seguida separam-se
e enquanto algumas mantêm-se no espaço da distância robusta três delas afastam-se para a
divisão da distância clássica.

Figura 4.19: Gráfico que compara as distâncias de Mahalanobis robusta e clássica para o
conjunto de dados por situação profissional. Os símbolos “+” no 1o quadrante destacam as
observações atípicas que se localizam fora do quantil χ2

2;0.975.

Em último, para a função outCoDa() o número de outliers detetado foi 19 com um valor
de ln(MCD) de −5.539568.
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Quanto às metodologias gráficas, a função mvoutlier.CoDa() identificou 15 outliers para
um valor de ln(MCD) de −5.518727. É de destacar que, para encontrar o menor valor do
logaritmo do determinante da matriz de covariância dos dados, nesta função esse valor foi
exatamente o mesmo em todas as dez vezes que houve repetição da função. Por conseguinte,
o código não foi alterado tal como ocorreu para os outros dois conjuntos de dados. Os biplots
composicionais robustos surgem na Figura 4.20.

Figura 4.20: Biplots composicionais robustos (a) para visualização dos outliers bem como do
comprimento dos links e (b) para visualização dos ângulos entre os links para o conjunto de
dados por situação profissional.

Observe-se que a percentagem de variabilidade dos dados com as duas primeiras compo-
nentes principais é 100% em ambos os biplots, o que seria de esperar porque a matriz dos
dados é constituída por três partes restringida à soma ser um. Logo, o espaço dos dados está
contido em R2.

Por visualização do biplot na Figura 4.20 (a) é percetível que os três links têm compri-
mentos muito similares. Recorrendo diretamente à matriz de variação composicional, exibida
na Tabela 4.9, observa-se que a variabilidade das três possíveis log-razões são todas baixas.

Tabela 4.9: Matriz de variação composicional entre as variáveis da situação profissional (a
negrito destacam-se os valores do menor e maior link, respetivamente).

Empregado Desempregado Inativo

Empregado 0 0.093 0.206
Desempregado 0 0.134
Inativo 0

Comparando os valores da matriz de variação composicional, o menor é entre as variáveis
Empregado e Desempregado com um valor de τ1,2 = 0.093, o que evidencia que estas variáveis
são proporcionais entre si e, por isso, possuem log-razão ln

(
Empregado

Desempregado

)
constante. Assim,

a razão entre as percentagens de residentes que mudaram de municípios estando emprega-
dos e desempregados reflete ser a mais constante no conjunto dos 308 municípios. Isto é, as
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percentagens de residentes que mudaram de município, encontrando-se nas respetivas situa-
ções profissionais enunciadas, devem manter-se proporcionalmente mais parecidas entre si no
conjunto dos 308 municípios.

Por outro lado, o maior valor da matriz de variação é entre as variáveis Empregado e Ina-
tivo com um valor de τ1,3 = 0.206. Tal facto vem demonstrar que estas duas variáveis têm
uma variabilidade maior que a log-razão referida anteriormente. Como consequência, significa
que a razão entre as percentagens de residentes que mudaram de município apresentando-se
empregados e inativos é mais variável no total dos 308 municípios. Neste conjunto, onde se
observou mobilidade de residência dos seus habitantes, haverá municípios em que a percenta-
gem de residentes empregados será um dado valor proporcional à percentagem de residentes
inativos mas tal valor de proporcionalidade diferirá entre os diferentes 308 municípios, sendo
que para este par de variáveis da situação profissional constata-se a maior variabilidade.

Do biplot da Figura 4.20 (b) não se observam ângulos entre links de 90◦ ou de 0◦ pelo
que da análise do biplot não se deduzem interpretações de existência de correlações entre log-
razões fortes ou quase nulas, respetivamente. Contudo, calculando a submatriz de correlações
entre as log-razões possíveis das três partes que constituem o conjunto de dados (Tabela 4.10)
observa-se que a submatriz de correlações exibe um único valor bastante próximo de zero,
0.094, entre ln

(
Empregado

Desempregado

)
e ln

(
Inativo

Desempregado

)
. Tal sugere que relativamente à percenta-

gem de desempregados, a percentagem de empregados e de inativos que mudam de município,
bem como de residência, não se correlacionam. Este resultado leva a crer a mobilidade (em
termos de novo município para residir) inerente aos empregados e inativos, comparativamente
com os desempregados, resulta de diferentes perspetivas, onde se deduz que os fundamentos
que impulsionam os indivíduos empregados e inativos a mudar de município, bem como de re-
sidência, serão distintos. Por sua vez, −0.744 é o valor da submatriz de correlações com maior
valor absoluto (diferente de 1) implicando que existe uma correlação relativamente forte posi-
tiva entre ln

(
Empregado
Inativo

)
e ln

(
Desempregado

Inativo

) (
= − ln

(
Inativo

Desempregado

))
. Assim, relativamente

à percentagem de inativos, a percentagem de empregados e de desempregados que mudam de
município, bem como de residência, está correlacionada positivamente. Este resultado leva
a crer que tal mobilidade inerente aos empregados e aos desempregados, comparativamente
com a dos inativos, se relacionam entre si, sugerindo que a mudança de município bem como
de residência dos indivíduos desempregados nos 308 municípios, relativamente à dos inativos,
poderá ser influenciada positivamente pela mobilidade dos indivíduos empregados.

Tabela 4.10: Uma submatriz de correlações entre log-razões e partes na situação profissional.

ln Empregado
Desempregado ln Inativo

Desempregado ln Empregado
Inativo

ln Empregado
Desempregado 1.000 0.094 0.596

ln Inativo
Desempregado 1.000 −0.744

ln Empregado
Inativo 1.000
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Em relação aos outliers presentes no biplot, para a interpretação destes analisou-se os
gráficos de dispersãos univariados da Figura 4.21.

Figura 4.21: Gráficos de dispersão univariados para o conjunto de dados por situação profis-
sional.

Dado que a função mvoutlier.CoDa() identificou apenas 15 outliers, os gráficos de dis-
persão univariados tornam-se acessíveis de interpretar e são muito menos confusos. Da sua
visualização destacam-se as observações 4, 9 e 10 em ilr(Desempregado) que se situam na
parte superior do gráfico apresentando valores altos. Pelo biplot observa-se que a variável
Desempregado é dominante para estas observações. Assim, conclui-se que os municípios de
Mourão, Porto Santo e Ribeira de Pena, respetivamente, foram aprazíveis uma vez que existe
uma elevada percentagem de indivíduos desempregados que passaram a residir nestes municí-
pios. A maior parte das restantes oito observações, em ilr(Desempregado), tendem a situar-se
na parte inferior do gráfico evidenciando que estes oito municípios outliers são repulsivos para
indivíduos desempregados.

Em ilr(Empregado) exclusivamente a observação 1, referente ao município do Corvo, as-
sume valores elevados pelo que existe uma elevada percentagem de pessoas empregadas que
moveram-se para este município entre 2005 e 2011 com a finalidade de residirem. Tal conclusão
confirma-se com o biplot, pois a variável Empregado é somente dominante para a observação
1. As observações 4, 10, 11, 6 e 7 evidenciam valores baixos em ilr(Empregado) constatando-
se que uma pequena porção de indivíduos empregados passou a habitar nos municípios de
Mourão, Ribeira de Pena, Sabugal, Pampilhosa da Serra e Penamacor.

Por fim, em ilr(Inativo) há uma clara disposição da maioria das observações presente na
parte superior do gráfico, destacando que nestas a variável Inativo se torna dominante, tal
como mostra o biplot. Assim, entre 2005 e 2011 os indivíduos que não possuíam qualquer
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contrato de trabalho deslocaram-se para estes municípios atrativos passando a habitar. Em
contrapartida, os municípios de Mourão, Corvo e Porto Santo, exibidos pelas observações 4,
1 e 9, foram considerados repulsivos pois uma pequena percentagem de indivíduos inativos
escolheu estes municípios para residir.

Para o conjunto de dados desta subsecção existem apenas três variáveis representativas dos
dados, tornando assim possível a exibição num diagrama ternário deste conjunto. Para tal
recorreu-se à função ternaryDiag(), da biblioteca robCompositions. Esta função tem algumas
particularidades que o analista pode escolher para representar os seus dados. Uma delas é
delinear uma elipse em torno do conjunto, line=“ellipse”, e definir o parâmetro que determina a
elipse. Para a deteção de outliers multivariados o parâmetro escolhido foi tol=0.975. O gráfico
da Figura 4.22 é o diagrama ternário para o conjunto de dados por situação profissional.

Figura 4.22: Diagrama ternário para o conjunto de dados por situação profissional.

Um dos principais problemas dos diagramas ternários é o facto de que a mente humana
está apenas acostumada a pensar em termos da distância Euclidiana, e não na distância de
Aitchison que precisa de ser considerada quando se olha para dados num diagrama terná-
rio. Por isso, a interpretação do diagrama será tida em conta apenas com as características
enunciadas na Subsecção 3.2.1.

Pela visualização do diagrama, os dados exibem a tendência de se alinhar entre as variáveis
Empregado e Inativo, formando um padrão linear paralelo à aresta direita do gráfico. Tal
situação condiz com as características (ii) e (iv) exibidas nas Figuras 3.4 (b) e 3.5 (a), indicando
a dominância das componentes associadas à aresta direita o que se conclui que as proporções
da componente Desempregado nas composições são constantes. Observa-se, ainda, a presença
de outliers que se situam no lado exterior da elipse. Porém, a função não permite saber quais
são essas observações.
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Finalizado o estudo de ambas as metodologias para os dados da situação profissional,
a Tabela 4.11 revela os resultados obtidos acerca das cinco funções implementadas para a
deteção de outliers.

Tabela 4.11: Síntese dos resultados obtidos pelas funções das metodologias numéricas e gráfi-
cas.

Funções Número de outliers Menor valor de ln(MCD)

covMcd() 11 −5.518727
aq.plot() 11 −5.518727
dd.plot() 14 −5.518727
outCoDa() 19 −5.539568
mvoutlier.CoDa() 15 −5.518727

Para a interpretação das observações atípicas obteve-se 11 municípios outliers comuns às
funções das metodologias, tal como mostra a lista seguinte:

Municípios

Corvo Oleiros Torre de Moncorvo

Freixo de Espada à Cinta Pampilhosa da Serra Vila Nova de Foz Côa

Idanha-a-Nova Porto Santo Vila Velha de Ródão

Mourão Sabugal

A listagem a seguir revela os 8 outliers dúbios associados ao menor valor do logaritmo de
MCD de cada uma das funções.

Municípios

Arouca Ribeira de Pena

Melgaço São Roque do Pico

Penamacor Vila de Rei

Penedono Vila Nova de Poiares
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A Figura 4.23 demonstra o cartograma de Portugal Continental revelando os 9 municípios
outliers deste território, presentes na primeira lista. Observa-se, claramente, que estes muni-
cípios localizam-se em regiões do interior de Portugal, nomeadamente Trás-os-Montes e Alto
Douro, Beira Interior e Alentejo.

Figura 4.23: Cartograma de Portugal (Continental) com 9 municípios outliers a cor verde,
para o conjunto de dados por situação profissional.

Transpondo a análise destes nove municípios para os gráficos de dispersão univariados, da
Figura 4.21, salienta-se que a maioria deles admitem posicionamentos semelhantes para as
diferentes variáveis ilr. Destes nove municípios, somente em ilr(Empregado) é que Mourão
(observação 4) tem comportamento similar aos restantes, sendo que em ilr(Desempregado) e
ilr(Inativo) este sobressaí-se com um comportamento contrário.
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Capítulo 4. Aplicação em dados demográficos

Para o Arquipélago da Madeira, o cartograma é exibido na Figura 4.24 onde exclusivamente
o município de Porto Santo é considerado um outlier. A interpretação desta observação, tendo
em conta os dados relativos à situação profissional, foi discutida anteriormente.

Figura 4.24: Cartograma do Arquipélago da Madeira com identificação do município outlier
de Porto Santo a cor verde, para o conjunto de dados por situação profissional.

A Figura 4.25 mostra o cartograma do Arquipélago dos Açores evidenciando que existe ape-
nas um outlier no grupo Ocidental identificado pelo município do Corvo. Nos gráficos de dis-
persão univariados, a observação 1, referente a este município, foi analisada em ilr(Empregado)
e ilr(Inativo). Constata-se que em ilr(Desempregado) a observação adota o mesmo comporta-
mento que em ilr(Inativo), pelo que as conclusões retiradas são semelhantes nas duas variáveis.

Figura 4.25: Cartograma do Arquipélago dos Açores com identificação do município outlier
do Corvo a cor verde, no grupo Ocidental, para o conjunto de dados por situação profissional.
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Capítulo 5

Conclusão e trabalho futuro

Os trabalhos de Aitchison, em 1986, foram os impulsionadores para a descoberta de dados
composicionais. Durante os anos 80, outros autores desenvolveram trabalhos na sequência
do estudo de Aitchison e, desde então, a análise de dados composicionais tem ganho uma
dimensão suprema apresentando-se em crescente desenvolvimento. A análise destes dados
ganha interesse na medida em que se pretende avaliar o rácio entre componentes (variação
relativa) e não a diferença entre elas (variação absoluta). Para tal, a finalidade de uma análise
multivariada de dados composicionais requer alguma precaução visto que uma transformação
apropriada é crucial para que os dados possam ser interpretados no espaço Euclidiano, dado
que a geometria de Aitchison é o espaço amostral dos dados composicionais.

Frequentemente, em diversos conjuntos de dados, a presença de outliers multivariados
constitui um acontecimento interessante para a análise uma vez que revela o aparecimento de
fenómenos atípicos camuflados pelo desconhecimento de tais observações. Os dados composi-
cionais não fogem à regra pelo que o estudo da presença de dados atípicos nesta classe de dados
se revela também interessante. A identificação de outliers multivariados em dados composici-
onais era um dos objetivos desta dissertação, recorrendo a metodologias numéricas e gráficas.
Constatou-se que a transformação ilr é essencial para a deteção de observações atípicas, no
entanto uma conjugação desta com a transformação clr permite que, posteriormente, os dados
atípicos possam ser visualizados em biplots composicionais robustos. Averiguou-se também
que a distância de Mahalanobis robusta é o principal método para a deteção destas observações
e que o estimador MCD é adequado para que uma abordagem robusta desta distância possa
ser garantida. Por sua vez, ferramentas exploratórias gráficas permitiram também a identifi-
cação de outliers multivariados, nomeadamente os biplots composicionais robustos enquanto
os diagramas ternários possibilitaram apenas a sua visualização para o conjunto de dados por
situação profissional. Para interpretação das observações atípicas, os gráficos de dispersão
univariados foram as ferramentas fulcrais para justificar a deteção destas observações.

A matriz de dados composicionais relativa ao conjunto de dados por habilitação acadé-
mica continha zeros de contagem que foram imputados pelo algoritmo k-NN, para k = 3. A
imputação desses valores foi realizada com base na seleção de quatro valores diferentes para
k, e como os resultados obtidos eram iguais, a escolha de qualquer um dos valores era indife-
rente. Ora, para que esta escolha não seja baseada exclusivamente numa decisão do analista
e para que os resultados sejam mais fidedignos sugere-se que um dos trabalhos futuros seja o
aperfeiçoamento do estudo do k ótimo, por exemplo, recorrendo à validação cruzada.
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Capítulo 5. Conclusão e trabalho futuro

Da análise efetuada aos dados demográficos obteve-se um total de 30 outliers para o con-
junto do grupo etário, 62 outliers para o conjunto da habilitação académica e 11 outliers para
o conjunto da situação profissional. Curiosamente, os municípios outliers têm tendência para
se localizar em regiões do interior de Portugal Continental. Somente dois desses municípios
são comuns aos conjuntos, tais como Freixo de Espada à Cinta e Pampilhosa da Serra. Po-
rém, não foram identificados municípios comuns para as Regiões Autónomas da Madeira e dos
Açores.

Dos três conjuntos, a análise realizada ao conjunto da situação profissional revelou con-
clusões mais interpretáveis. De um modo geral, constatou-se a existência de um padrão nos
municípios outliers revelando que a maior parte desses municípios tendem a ser menos atra-
tivos para indivíduos que se encontram na atividade económica empregados, mas também
aqueles que se encontram desempregados. Contrariamente, indivíduos que não possuam ne-
nhum contrato de trabalho consideram esses mesmos municípios atrativos escolhendo-os para
residir. Relativamente aos restantes dois conjuntos, os resultados não evidenciaram um padrão
global que pudesse ser interpretado de modo explícito. O conjunto do grupo etário demonstra
que os municípios outliers foram atrativos tanto para residentes mais novos como para resi-
dentes mais idosos. No entanto, curiosamente, indivíduos com idades entre os 40 e os 64 anos
consideraram que os municípios outliers, identificados neste conjunto, não eram atrativos para
habitar. O conjunto da habilitação académica possui um padrão diversificado, no sentido em
que não há uma clara distinção do modo como se possa tipificar/categorizar o grau académico
dos novos residentes em cada município outlier.

Em suma, os municípios identificados como outliers são considerados dados atípicos uma
vez que o modo como “atraem” residentes é diferente dos restantes municípios em termos de
distribuição do grupo etário, habilitação académica e situação profissional. Portanto, o estudo
destes municípios beneficiou a clarificar que a percentagem de pessoas que entraram pode ser
muito elevada, mas também muito baixa fazendo com que os municípios identificados sejam
mais atrativos ou repulsivos consoante a distribuição do grupo etário, habilitação académica e
situação profissional. Do ponto de vista demográfico, as particularidades das composições dos
municípios outliers detetados são sugeridas para futuros estudos, nomeadamente com equipas
multidisciplinares envolvendo estatísticos e demógrafos.

Perante os resultados obtidos salienta-se que, para o conjunto de dados por situação pro-
fissional, os gráficos de dispersão univariados revelaram conclusões mais objetivas apresentado
uma melhor padronização dos outliers identificados. Além disso, a qualidade de representação
dos biplots para este conjunto é perfeita (75.7 + 24.3 = 100%) pelo que o padrão de variação
dos dados apresentado nos biplots para dados originais é fiável. O mesmo não poderá ser
dito relativamente aos restantes dados, pois as percentagens são de 49.1 + 23.3 = 72.4% e
53.6+ 19.7 = 73.3% para o primeiro e segundo conjunto, respetivamente, influenciando os re-
sultados da análise das correlações entre rácios. Deste modo, um dos trabalhos que se propõe
para futuro é a visualização de outros planos, ou seja, a construção de biplots composicionais
robustos com base noutras componentes principais de forma a que os resultados obtidos com
a matriz de correlações possam ser devidamente interpretados.

Uma das limitações deste estudo corresponde ao facto da abordagem relativa considerada
não ter em conta o total de residentes que habita em cada município, ou seja, não tem em conta
a densidade populacional do município. Por exemplo, um município onde se verifique uma
percentagem populacional de 5% pode ser pouco ou muito volumoso, isto é, esta percentagem
pode corresponder a 1 ou 100 pessoas pelo que terá uma interpretação demográfica diferente.
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Capítulo 5. Conclusão e trabalho futuro

As composições dos três conjuntos, dos 308 municípios, foram analisadas separadamente
para três fatores distintos: grupo etário, habilitação académica e situação profissional. No
entanto, uma análise sob o ponto de vista de tabelas de composição (compositional tables)
pode revelar inéditas conclusões. Por exemplo, a análise pode ser efetuada de acordo com
a conjugação dos conjuntos em dois fatores. Assim sendo, uma sugestão de investigação fu-
tura corresponde a estudar a agregação dos conjuntos em tabelas composicionais com dois
fatores que permita o estudo das interações. Poder-se-ia analisar pares de conjuntos: grupo
etário versus habilitação académica, ou grupo etário versus situação profissional ou, ainda,
habilitação académica versus situação profissional. Esta última revela-se importante em ter-
mos de políticas públicas na capacidade de empregabilidade dos municípios tendo em conta a
escolaridade dos potenciais empregados.
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Apêndice A

Outliers: função mvoutlier.CoDa()

A.1 Conjunto de dados por grupo etário

Tabela A.1: Identificação dos outliers detetados pela funçãomvoutlier.CoDa() para o conjunto
de dados por grupo etário.

Número Município Número Município

1 Aguiar da Beira 17 Melgaço
2 Alcoutim 18 Mira
3 Arouca 19 Monchique
4 Carrazeda de Ansiães 20 Montalegre
5 Castanheira de Pêra 21 Pampilhosa da Serra
6 Castelo de Vide 22 Pinhel
7 Crato 23 Porto Moniz
8 Cuba 24 Santa Marta de Penaguião
9 Figueira de Castelo Rodrigo 25 Tarouca
10 Freixo de Espada à Cinta 26 Torre de Moncorvo
11 Fronteira 27 Trancoso
12 Lajes das Flores 28 Vila de Rei
13 Macedo de Cavaleiros 29 Vila Nova de Foz Côa
14 Manteigas 30 Vila Nova de Paiva
15 Marvão 31 Vizela
16 Meda
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Apêndice A: Outliers

A.2 Conjunto de dados por habilitação académica

Tabela A.2: Identificação dos outliers detetados pela função mvoutlier.CoDa() para o conjunto de
dados por habilitação académica.

Número Município Número Município Número Município

1 Aguiar da Beira 22 Ferreira do Alentejo 43 Penela
2 Alandroal 23 Freixo de Espada à Cinta 44 Pinhel
3 Alcoutim 24 Fronteira 45 Ponta do Sol
4 Alfândega da Fé 25 Gavião 46 Ponte de Sor
5 Almeida 26 Lajes das Flores 47 Portel
6 Almodôvar 27 Lajes do Pico 48 Porto Moniz
7 Alvito 28 Mação 49 Povoação
8 Arronches 29 Manteigas 50 Ribeira de Pena
9 Borba 30 Marvão 51 Sabrosa
10 Calheta (R.A.A.) 31 Mesão Frio 52 Santa Comba Dão
11 Campo Maior 32 Monchique 53 Sardoal
12 Carrazeda de Ansiães 33 Mondim de Basto 54 Sernancelhe
13 Castanheira de Pêra 34 Monforte 55 Sever do Vouga
14 Castelo de Vide 35 Mortágua 56 Tarouca
15 Castro Daire 36 Mourão 57 Vieira do Minho
16 Castro Marim 37 Nisa 58 Vila de Rei
17 Celorico da Beira 38 Nordeste 59 Vila do Bispo
18 Cinfães 39 Odemira 60 Vila Franca do Campo
19 Corvo 40 Oleiros 61 Vila Nova de Paiva
20 Crato 41 Pampilhosa da Serra 62 Vila Nova de Poiares
21 Estremoz 42 Penalva do Castelo 63 Vinhais

A.3 Conjunto de dados por situação profissional

Tabela A.3: Identificação dos outliers detetados pela funçãomvoutlier.CoDa() para o conjunto
de dados por situação profissional.

Número Município Número Município

1 Corvo 9 Porto Santo
2 Freixo de Espada à Cinta 10 Ribeira de Pena
3 Idanha-a-Nova 11 Sabugal
4 Mourão 12 Torre de Moncorvo
5 Oleiros 13 Vila Nova de Foz Côa
6 Pampilhosa da Serra 14 Vila Nova de Poiares
7 Penamacor 15 Vila Velha de Ródão
8 Penedono
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Abstract
Based on robust multivariate statistical methods in the context of compositional data,
we explore data extracted from the 2011 Census related to internal migration flows
considering the occupational status and the academic qualification of the residents
of the 308 municipalities in Portugal. Regarding the multivariate compositions of
these data, our analysis identified some municipalities as being atypical. These
municipalities tend to be in the interior regions of Portugal.

Introduction

Compositional data are multivariate observations of positive values which sum results in
a constant. They represent quantitative descriptions of the parts of a whole, conveying
relative rather than absolute information, usually proportions or percentages, being the
sum of those values equal to 1 or 100, respectively.
The present study corresponds to an indirect analysis based on data extracted from
the 2011 Census concerning the 308 municipalities of Portugal internal flows. The
compositions of academic qualification (dataset A) and occupational status (dataset
B) of the residents of each municipality are analyzed.

Methods

Compositional data follow the Aitchison geometry (the sample space of compositions is
called Simplex), therefore standard statistical methods that rely mostly on the Euclidean
geometry cannot be used for a raw compositional data. To transform the data into the
Euclidean space, a family of logratio transformations (alr, clr and ilr) was proposed.
Nowadays, the isometric logratio (ilr) transformation is preferred due to advantageous
theoretical properties like isometry and non-singularity. A popular choice for an or-
thonormal basis (with D− 1 vectors) on the Simplex leads to transform the original D-
dimensional compositional observation x = (x1, . . . , xD)′ into the (D − 1)-dimensional
vector z(l) = (z(l)

1 , . . . , z
(l)
D−1)

′, l = 1, . . . , D, with ilr coordinates defined by
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D ) stands for a permutation of the parts

(x1, . . . , xD) such that lth compositional part always fills the first position,
(xl, x1, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xD). In such configuration, the first ilr variable z(l)

1 explains
all the relative information about the original compositional part xl; the coordinates
z

(l)
2 , . . . , z

(l)
D−1 then explain the remaining logratios in the composition.

Multivariate outliers detection can be based on robust Mahalanobis distance, defined
for the sample z1, . . . , zn of (D − 1)-dimensional observations which resulted from an
ilr transformation of the corresponding compositional sample, as

MD(zi) =
√

(zi − µ̂)′Σ̂−1(zi − µ̂), i = 1, . . . , n (2)

where µ̂ and Σ̂ are the robust estimates of the location and covariance parameters,
both obtained by the MCD estimator, in opposition to the classical estimates which are
given by the arithmetic mean and sample covariance matrix, respectively. For the robust
(squared) Mahalanobis distance, it is usual to consider the quantile of order 0.975 of
the χ2 distribution with D − 1 degrees of freedom as a cutoff value separating regular
observations from outliers.
Since the dataset A contains zero counts, in order to apply robust multivariate statistical
techniques into this dataset, all those zeros were previously imputed by the k-Nearest
Neighbor (k-NN) imputation method, considering k=3.
Based on two logratio transformations, robust compositional biplots were constructed
to visualize the outliers into the datasets. Thus, firstly each dataset was transformed
with the ilr transformation in order to identify the outliers, and then the data were
back transformed to the clr space in order to allow for an interpretation in terms of the
original variable names.

Results

Figure 1: Robust compositional biplots for datasets A (on the left, (i)) and B (on the right, (ii)),
respectively. Only outliers are shown by the symbol +.

Figure 2: Map of Portugal (Continental) with the 54 and 13 municipalities outliers detected into datasets
A (on the left, (iii)) and B (on the right, (iv)), respectively. Label 1 in (iii) - Aguiar da Beira, Alandroal,
Alcoutim, Alfândega da Fé, Almeida, Almodôvar, Alvito, Arronches, Borba, Campo Maior, Carrazeda de
Ansiães, Castanheira de Pêra, Castelo de Vide, Castro Daire, Castro Marim, Celorico da Beira, Cinfães,
Crato, Estremoz, Ferreira do Alentejo, Freixo de Espada à Cinta, Fronteira, Gavião, Mação, Manteigas,
Marvão, Mesão Frio, Monchique, Mondim de Basto, Monforte, Mortágua, Mourão, Odemira, Oleiros,
Pampilhosa da Serra, Penalva do Castelo, Penela, Pinhel, Ponte de Sor, Portel, Ribeira de Pena, Sabrosa,
Santa Comba Dão, Sardoal, Sernancelhe, Sever do Vouga, Tarouca, Terras de Bouro, Vieira do Minho,
Vila de Rei, Vila do Bispo, Vila Nova de Paiva, Vila Nova de Poiares, Vinhais; Label 1 in (iv) - Freixo de
Espada à Cinta, Idanha-a-Nova, Mourão, Oleiros, Pampilhosa da Serra, Penamacor, Penedono, Ribeira
de Pena, Sabugal, Torre de Moncorvo, Vila Nova de Foz Côa, Vila Nova de Poiares, Vila Velha de Ródão.

Conclusion

The main goal of the present study were the identification of municipalities outliers from
the point of view of a compositional analysis in order to pick up particularities that may
exist for both datasets A and B.
Curiously, municipalities outliers tend to be in the interior regions of Portugal. A few
regions are common to both datasets, such as Freixo de Espada à Cinta, Mourão,
Oleiros, Pampilhosa da Serra, Ribeira de Pena and Vila Nova de Poiares.
From demographical point of view, particularities of the compositions of the detected
municipalities outliers is suggested as scope for future studies.
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