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palavras-chave
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A presente dissertagdo tem como principal objetivo sis-
tematizar e organizar “truques e ilusées” que professo-
res e alunos podem utilizar numa aula de matematica do
ensino basico, ndo s6 como motivagao extra para o tra-
balho a desenvolver no ambito da disciplina, mas princi-
palmente como ponto de partida para a compreensao de
conceitos matematicos que, por tras dos referidos tru-
ques, justificam o seu funcionamento, sem qualquer de-
pendéncia da sorte ou do azar. Os “truques” escolhidos
podem ser aplicados em turmas do 3.° ciclo e foram se-
lecionados e explorados tendo em conta o seu interesse
pedagogico e os documentos curriculares em vigor, es-
perando-se que possam ser Uteis para outros professo-
res de matematica noutras escolas.






keywords

abstract

mathematics, magic, learning, middle school

The main purpose of this study is to collect and organize
“tricks and illusions” that teachers and students may use
in @ mathematics class in middle school, not only as ex-
tra motivation for the work to be carried out within the
subject, but also as a starting point for the understanding
of the mathematical concepts that lie behind those tricks
and show that their effectiveness does not depend on
chance. The selected “tricks” can be applied in grades
7t to 9" classes and were selected according to their
pedagogical interest, having in mind the portuguese cur-
ricula. We hope they may also be useful for mathematics
teachers in other schools.
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A histéria infinita do

Julgando o fim a chegar, o m deu de comecgar
a preocupar-se consigo. E um dia fez a baga-
gem e partiu numa viagem ao fundo do seu um-
bigo.

Mas o umbigo era mais fundo do que o umbigo
do mundo e o m regressou mais baralhado que
a partida, de cabeca confundida com calculos
decimais...

Hoje o m, ja muito velho, senta os netos nos joe-
lhos e fala-lhes de Alexandria, da China, de
Chung Zhi, de Al-Kashi, de Al-Kwarismi, da
Casa da Sabedoria.

E dos milhares de milhdo de casas onde viveu,
na sua aventurosa existéncia desde o dia em
que nasceu da estranha relagao dum diame-
tro e uma circunferéncia.

Manuel Anténio Pina
Pequeno Livro de Desmatematica
Porto, Assirio e Alvim, 2012, pp. 26-27

Desafio: escolha uma das primeiras treze palavras do primeiro verso
deste poema (a negrito) soletre essa palavra e conte quantas letras tem. Em
seguida, a partir da palavra a seguir a que escolheu, conte esse numero de pa-
lavras para a direita até chegar a uma nova palavra. Repita o procedimento for-
mando uma cadeia, até encontrar a primeira palavra que pertenca ao proximo

excerto a negrito, assinalado no final do texto. Que palavra € essa?

Quando finalizar a leitura desta dissertagédo (ou, quem sabe, ainda antes

disso!), descobrira magia matematica neste poema.
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Magia ou Matematica?

Capitulo 1 — Introducao

No presente capitulo apresento as ideias principais que motivaram a realizacao
deste estudo e descrevo os meus principais objetivos, como investigadora. Uma vez que
pretendo construir um trabalho com utilidade pratica para outros docentes e futuros do-
centes, prossigo fazendo uma breve sumula das principais orientagbes curriculares em
vigor para o ensino da matematica que, a par da minha experiéncia no terreno como
docente do ensino basico, norteiam a escolha dos truques que apresento nesta disser-

tacdo, bem como a analise que fago de cada um deles.

1.1. Motivagoes pessoais

Desde que iniciei a minha atividade profissional como docente tenho encontrado
muitos alunos para os quais a matematica € um aborrecimento e uma obrigagéo. Por
outro lado, para outros, a matematica €, naturalmente, um desafio e uma oportunidade
para descobrir coisas novas. Ha, muitas vezes, uma dualidade entre estas duas posicoes
opostas em cada sala de aula, que o professor de matematica deve conseguir gerir.

A ideia de explorar truques de uma verdadeira magia matematica fez-me acredi-
tar que seria possivel, ndo s6 aproveita-los para promover o lado recreativo da disciplina,
mas principalmente para conseguir chegar, de forma mais eficaz, a estes dois conjuntos
de alunos que mantém sentimentos contraditorios relativamente a mesma. Por um lado,
deslumbrar os alunos que mais se procuram distanciar da matematica, captando-lhes a

atencdo, cativando-os e promovendo uma maior motivagdo para a descoberta
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matematica e a aprendizagem. Por outro lado, manter viva a ja existente curiosidade
natural do outro grupo de alunos, mantendo a atividade matematica sempre diversificada
€ pouco rotineira e evitando a sua desmotivagao.

Também para mim, a titulo pessoal, aprender coisas novas constitui uma
motivacdo importante. Penso que, ao longo da vida, € necessario desafi-
armo-nos constantemente e predispormo-nos a aprender sempre mais. As novas
aprendizagens sdo sempre importantes, uma vez que permitem desenvolvermo-
nos pessoal e profissionalmente. Perceber, em cada truque investigado, qual €
o conteudo matematico subjacente € algo que a mim me diz muito e que me
motiva a querer investigar mais. Procurarei evidenciar a existéncia de truques
que podem ser usados apenas de forma recreativa, em cinco ou dez minutos de
uma aula, sem qualquer preocupagao a nao ser a sua parte ludica, mas também
a existéncia de truques que sao suportados por conteudos matematicos acessi-
veis a alunos do ensino basico e a partir dos quais se podem promover aprendi-

zagens previstas no curriculo de matematica.

1.2. A magia matematica

A magia matematica (ou matemagia) € um tema aliciante, que tem sido
investigado por inumeros profissionais, em diversos paises e, nos ultimos anos,
também em Portugal.

Figura incontornavel no ambito da matematica recreativa, em particular da
magia matematica, o norte-americano Martin Gardner (1914-2010) surge desta-
cado como um dos autores mais relevantes na minha pesquisa bibliografica so-
bre o tema, inspirando boa parte do trabalho desenvolvido nesta dissertacéo e
muitos dos trabalhos de magicos e investigadores de renome. Das referéncias
bibliograficas desta dissertagéo, fazem parte sete obras deste autor, mas estas
representam apenas uma pequena parte do seu enorme legado.

Arthur Benjamin, matematico norte-americano e professor universitario,
escreveu também dois livros que se revelaram muito interessantes para mim:

Secrets of mental math: the mathemagician's guide to lightning calculation and
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amazing math tricks (Benjamin & Shermer, 2006) e The magic of math: solving
for x and figuring out why (Benjamin, 2015).

Nos Estados Unidos da América, assume também grande relevancia o
trabalho desenvolvido nesta tematica pelo matematico e professor universitario
irrandés Colm Mulcahy, reconhecido como uma autoridade no que se refere ao
dominio de principios matematicos e efeitos subjacentes ao funcionamento de
inumeros truques de magia matematica realizados com cartas. O seu livro
Mathematical Card Magic: Fifty-Two New Effects (Mulcahy, 2013) € uma obra de
interesse inegavel para quem se debruga sobre esta tematica. Além disso, o
autor tem publicado materiais diversos em blogues, nomeadamente no jornal
Huffington Post e na revista Scientific American. Os norte-americanos Persi Di-
aconis e Ron Graham, no seu livro Magical Mathematics: the mathematical ideas
that animate great magic tricks (Diaconis & Graham, 2011), exploram também os
fundamentos matematicos de diversos truques de matemagia.

Pesquisando sobre o tema numa perspetiva educativa, foi-me possivel
encontrar diversos artigos/livros sobre magia matematica, com sugestoes de tru-
ques e tarefas pensadas especificamente para aulas de matematica e conselhos
sobre a sua exploracdo. Sao exemplo disso:

e 0s artigos publicados nas revistas do National Council of Teachers
of Mathematics (NCTM): Mathematics Teaching in the Middle
School e The mathematics teacher (Davis & Middlebrooks, 1983;
Hermann & Garman, 1984; Shwartzman, 1987; Koirala & Goodwin,
2000; Matthews, 2008);

e 0 artigo publicado na revista Mathematics in School, da associagao
britdnica The Mathematical Association (Crawford, 2000);

e 0 artigo publicado na revista online norte-americana International
Journal of Mathematical Education in Science and Technology
(Lim, 2018);

e algumas tarefas produzidas pelo projeto Computer Science Unplu-
gged, na Nova Zelandia (Bell, Witten, & Fellows, 1998);

e 0s trabalhos desenvolvidos pelos ingleses Stephen Froggatt
(Froggatt, 2005), Peter McOwan, Matt Parker e Jason Davidson
(McOwan & Parker, 2010; Davidson & McOwan, 2011);
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e a coletdnea de truques da autoria do norte-americano Wade
Sherard (Sherard, 1998);

e o0 livro escrito pela canadiana Linda Colgan (Colgan, 2011);

e 0 artigo dos norte-americanos Jay Cummings e Morgan Mitchell
(Mitchell & Cummings, 2017);

e 0s artigos publicados em atas de congressos de Educagao Mate-
matica, como, por exemplo, a conferéncia anual do International
Group for the Psychology of Mathematics Education (Koirala H. P.,
2005).

E possivel, também, encontrar inimeras ideias para truques de magia
matematica em blogues pessoais, como os do norte-americano John Quintanilla
ou do espanhol Fernando Blasco, em videos disponiveis no Youtube, entre ou-
tras fontes eletrdnicas. Diversos congressos de matematica recreativa, como o
Recreational Mathematics Colloquium tém reunido, também, uma vasta gama de
materiais com interesse neste dominio.

Em Portugal, tem sido de grande relevancia o trabalho desenvolvido no
ambito da Associacao Ludus, nomeadamente pela equipa de trabalho do profes-
sor Jorge Nuno Silva. Em 2016, foi publicado o livro Matemagia, que constitui um
material bastante aliciante e completo sobre truques matemagicos diversos
(Silva, Freitas, Silva, & Hirth, 2016). Também o projeto Circo Matematico, com
nucleos em Lisboa e Aveiro, tem reunido e divulgado diversos truques, em even-
tos realizados em escolas de diversos pontos do pais, no Museu de Ciéncia e
Historia Natural, entre outros locais. Também tém sido dinamizadas atuacdes de
rua, em que os animadores procuram captar a atengado de quem encontram na
sua atividade quotidiana. Na Universidade de Aveiro foi apresentada, em 2016,
a dissertacao de mestrado de Luisa Marques (Marques, 2016), que conta a his-
téria deste projeto e compila muitos dos truques realizados nos eventos do Circo
Matematico.

Até ao momento, existem, pelo menos, trés outras dissertacbes de mes-
trado sobre esta tematica, desenvolvidas e defendidas na Universidade de
Aveiro. Em 2013, Justina Melo investigou sobre truques de magia matematica
que se relacionam com conceitos probabilisticos (Melo, 2013). Em 2015, lida

Bastos desenvolveu uma dissertagao sobre truques matemagicos com numeros
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e Maria Manuela Rodrigues debrugou-se sobre truques matemagicos com cartas
(Bastos I. , 2015; Rodrigues, 2015).

Certamente muitos outros autores e trabalhos havera, ainda, por explorar
nesta area, mas torna-se evidente que € um dominio em expansao e com imen-

sas potencialidades.

1.3. Orientagdes curriculares para o ensino da matematica no ensino

basico

A atividade desenvolvida numa sala de aula de matematica €, nos dias que cor-
rem, enquadrada pelo documento “Programa e Metas Curriculares de Matematica do
Ensino Basico —1.°, 2.° e 3.° ciclos.” (M. E., 2013). Neste documento, € apontada como
uma das finalidades do ensino da matematica a estruturacdo do pensamento, nomea-
damente através da “apreenséo e hierarquizacdo de conceitos matematicos, o estudo
sistematico das suas propriedades e a argumentagéo clara e precisa, propria desta dis-
ciplina (p. 4)’. E sublinhada, também, neste documento, a importancia de, no 3.° ciclo, o
aluno saber identificar/designar conceitos, reconhecer argumentos, justificar, provar, de-
monstrar e estender raciocinios a casos mais gerais. De modo integrado, estes desem-
penhos devem contribuir para o desenvolvimento do raciocinio matematico, para o de-
senvolvimento da comunicagao oral e escrita, para a resolu¢ao de problemas e para a
constru¢ao de uma visao da matematica como um todo articulado e coerente.

Ao longo do 3.° ciclo estabelece-se a abordagem de cinco dominios tema-
ticos principais: Numeros e Operagdes, Geometria e Medida, Fungdes, Sequén-
cias e Sucessdes, Algebra e Organizacdo e Tratamento de Dados. Os contetdos
a abordar, por dominio e ano de escolaridade, encontram-se sintetizados no qua-

dro que se segue:
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Dominio / Ano
. 7.° ano 8.° ano 9.°ano
de escolaridade

Numeros e

Operagoes (NO)

Geometria e
Medida (GM)

Funcgoes,
Sequéncias e
Sucessoes
(FSS)

Algebra (ALG)

Organizacao e
Tratamento de
Dados (OTD)

NUmeros racionais Dizima

Poténcias de expoente Poténcias de expoente

natural e raizes inteiro

Teorema de Pitagoras
Vetores, translacées e
isometrias

Figuras geométricas
Areas
Semelhancas

Funcao linear

Sequéncias Funcéo afim

Mondmios e poliné-
mios
Equacbes do 2.° grau
(incompletas)
Equacdes literais
Sistemas de equacodes

Equagdes do 1.° grau

Medidas de
localizacao

Diagramas de extre-
mos e quartis

Numeros reais
Inequacgdes

Circunferéncia
Lugares Geométricos
Trigonometria

Funcao de proporcio-
nalidade inversa
Funcao quadratica

Equacgdes do 2.° grau

Histogramas
Probabilidades

Figura 1— Conteudos matematicos por dominio e ano de escolaridade

No corrente ano letivo, e acompanhando a entrada em vigor do Decreto-

Lei n.° 55/2018, de 6 de julho, que estabelece o curriculo dos ensinos basico e

secundario e os principios orientadores da avaliagdo das aprendizagens, numa

perspetiva de autonomia e flexibilizagao curricular, entra em vigor também o do-

cumento “Aprendizagens Essenciais” para o 7.° ano de escolaridade (M. E.,

2018a). Pretende-se, em ultima analise, que os alunos adquiram os conhecimen-

tos e desenvolvam capacidades e atitudes que contribuam para alcancar as com-

peténcias previstas no Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatoéria (M.

E., 2018b).
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1.4. Objetivo da investigacao

O presente trabalho tem como principal objetivo a recolha, organizagao e
sistematizagao de truques matematicos que possam ser encarados como “magia
matematica”, que um professor possa utilizar em sala de aula com os seus alu-

nos, com:

(i) o intuito de promover nos mesmos a aprendizagem de novos con-
teudos curriculares ou de conteudos previamente lecionados;

(i)  uma finalidade meramente Iludica e motivacional, permitindo aos
alunos contactar com conteudos e conceitos interessantes que nao
fazem diretamente parte do curriculo, mas podem ser brevemente
abordados, no sentido de despertar a sua curiosidade sobre a ma-

tematica que existe para além da escola.

Cada truque sera “desmontado”, no sentido de se perceber o conteudo
matematico que o sustenta e, sempre que se justifique, enquadrado do ponto de

vista da sua eventual utilidade pedagdgica.

1.5.Organizacao

Esta dissertacao inclui, apds o capitulo introdutério, um segundo capitulo
onde faco a revisdo dos principais conteudos matematicos necessarios a com-
preensao dos truques que nela sao incluidos, nomeadamente os que podem ser
menos familiares aos leitores desta dissertacdo. Este capitulo e a compreensao
dos conceitos matematicos subjacentes enquadram o que se apresenta no
quarto capitulo e permite-me, de forma informada, selecionar o que considero,
ou néo, pertinente para promover aprendizagens em alunos do ensino basico,
tendo em conta as orientagdes curriculares em vigor. Em seguida, no terceiro
capitulo, descrevo a metodologia que utilizo para a elaboragédo deste trabalho,

tendo em conta o objetivo formulado.
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No quarto capitulo surge o material que da titulo a esta dissertagao: a
coleténea de truques de magia matematica que me pareceram mais interessan-
tes durante as pesquisas efetuadas. Para cada truque apresento uma descrigao
da forma como pode ser realizado com os alunos e uma reflexdo sobre o seu
funcionamento e a matematica que o suporta. Organizo estes truques tendo em
conta seu interesse meramente ludico ou ludico-didatico, promotor de aprendi-
zagens curriculares.

Por fim, no quinto capitulo, estabelego algumas consideragdes finais so-
bre a forma como o trabalho decorreu e as principais aprendizagens que realizei.
Procuro ainda sugerir novos caminhos para futuras investigagdes no ambito do

tema que escolhi.
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Capitulo 2 — A matematica por tras da magia

Existe magia sem matematica, mas também existe magia na matematica.
Neste capitulo, procuro fazer uma revisdo de alguns conceitos matematicos cuja
compreensao pode ser util ao leitor, no sentido de dominar melhor os truques
que serao incluidos neste trabalho e de potenciar uma utilizagdo mais consciente
e eficaz dos mesmos, em ambiente de sala de aula, ou até mesmo em ambientes
meramente recreativos. A maior parte dos conceitos descritos neste capitulo es-
tdo para além dos atuais programas curriculares de matematica, em vigor nos

ensinos basico e secundario.
2.1.Nameros

Boa parte dos truques que se podem realizar numa sala de aula tém por
base questdes numéricas. Nesta sec¢cao abordam-se primeiramente a escrita de
numeros em bases diferentes, incluindo bases negativas, em seguida os nume-
ros de Fibonacci, o teorema e a representacdo de Zeckendorf e a sucessao ne-
gafibonacci e, por fim, a aritmética modular e algumas consideragbes sobre a

soma dos primeiros n numeros naturais.
2.1.1. Sistemas de numeragao e mudan¢as de base

De acordo com Glaser (1971), um sistema de numeragado é um sistema

de representacdo de numeros. Existem diversos conjuntos de elementos que
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podem servir de base para que essa representacao possa ocorrer € de forma

Unica.

a) Sistemas de numeragao standard

Os sistemas de numeragéo sdo usualmente designados por sistemas de
numeragdo standard se seguem a estrutura do sistema indo-arabe que habitual-
mente utilizamos, atribuindo o papel especial do numero 10 a outro numero in-
teiro maior do que 1.

Assim, o autor indica que um sistema de numerag¢éo standard é caracte-
rizado por ter um determinado numero, digamos £, de simbolos basicos, desig-
nados por digitos. Ao numero 8 da-se o nome de base do sistema de numeragao.
Esses digitos podem corresponder a algarismos ou a outros simbolos, quando a
base € um numero inteiro maior que nove. Por exemplo: se a base for 2 (base
binaria), os digitos sdo 0 e 1; se a base for 3 (base ternaria), os digitos sdo 0, 1
e 2; se a base for 8 (base octal), os digitos séo 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7; na base 10
(base decimal), os digitos séo 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. No caso de uma base
superior a 9, como a base hexadecimal (base 16), os digitos sdo os dez algaris-
mos, de 0 a 9, aos quais se acrescentam seis letras, de AaF.

Representando por a,,a,_4,...,a, um conjunto de n + 1 digitos € £ um
numero inteiro maior do que 1, pode ser escrita, para cada numero inteiro m,
uma sequéncia que represente a sua forma expandida (ou forma polinomial):

m=a,p" + an_lﬁn_l + -t aO.BO

E logo pode escrever-se a representagcao de m na base g:

m = (ApGpn_1 - Ao)(p)

Nesta representacdo, cada um dos digitos a,, a,_4, ..., a, tem um valor
posicional associado a poténcia de base 8 do qual é coeficiente. E conveniente
que a base que esta a ser utilizada seja indicada no final de cada sequéncia
numeérica, principalmente se se estiverem a utilizar representagbes de numeros

em bases distintas.

10
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O sistema de numeracao habitualmente utilizado, de base 10, denomina-
se por sistema de numeragao decimal. Através deste sistema conseguimos re-
presentar qualquer namero inteiro ndo negativo. Além disso, para representar
numeros negativos recorremos ao sinal “menos®, antes de cada sequéncia nu-
mérica e para representar dizimas finitas e infinitas recorremos a poténcias de
10 de expoente negativo.

Por exemplo:

—765123,489 =
=—(7x10°4+6x10*+5x103+1x10>+2x 10" +3 x10°+4x 1071 +
+8x 10724+ 9 x 1073)

Na area da computacédo, por exemplo, o sistema de numeracao binario é
o0 mais utilizado desde o aparecimento dos primeiros computadores. Neste sis-
tema de base 2, os digitos 0 e 1 desempenham um papel de extrema importancia
porque podem representar os estados Ligado/Desligado. As bases octal e hexa-
decimal sdo, também, muito utilizadas neste dominio.

Para converter um numero inteiro ndo negativo escrito na base decimal
para uma certa base f3, basta efetuar divisdes inteiras sucessivas desse numero
e de cada um dos quocientes por § até que o ultimo quociente seja zero e anotar
os restos ordenados do fim para o principio.

Por exemplo, para converter o numero 29 em base decimal para uma base

binaria:

Quociente (q) ] Resto (1)

29 =2 14 1 (5.° algarismo) 29=2x%x14+1
14 =2 7 0 (4.° algarismo) 14=2%X7+0
7+2 3 1 (3.° algarismo) 7=2x%x3+1
32 1 1 (2.° algarismo) 3=2x1+1
1+2 0 1 (1.° algarismo) 1=2x0+1
29 = (11101)y
porque

20=1%x2*41Xx234+1%x224+0x2'+1%x2°=16+8+4+1

Figura 2 — Representagdo do numero 29 em base binaria

11
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Para converter um numero escrito na base binaria em base decimal basta
escrever a forma expandida do numero correspondente e calcular o valor da ex-

pressao numerica.

b) Sistemas de numeragao nao standard — o caso da base negabinaria

Outros sistemas de numeracgao, ditos sistemas de numeragdo nao stan-
dard, podem ter como bases numeros inteiros negativos, nimeros complexos ou
até mesmo numeros fracionarios.

Os sistemas de numeragao de base negativa tém como base um numero
inteiro negativo y e permitem representar qualquer numero inteiro, sem usar o
sinal “menos” na sequéncia de digitos. Para isso, basta efetuar divisdes inteiras
sucessivas desse numero e de cada um dos quocientes por y, até que o ultimo
quociente seja nulo e anotar os restos ordenados do fim para o principio.

Qualquer divisdo inteira verifica a igualdade fundamental: D =d x q +r,
sendo D, d, q e r nimeros inteiros, com 0 <r < |d| e d # 0. Quando o divi-
dendo e o divisor sdo numeros inteiros positivos, a divisdo é simples e rotineira.
Em seguida, mostra-se como se pode proceder quando pelo menos um destes
dois numeros é negativo:

e divisdo inteira de um numero inteiro negativo por um inteiro posi-
tivo: por exemplo, se pretendermos dividir —20 por 5, o quociente
sera —4 e o resto 0, uma vez que —20 =5 x (—4) + 0; de igual
modo, em —8 + 5 o0 quociente é —2 e o resto 2, uma vez que —8 =
5 X (—2) + 2. Os restos da divisao inteira por 5 podem ser 0,1, 2, 3
ou 4;

e divisdo inteira de um numero inteiro positivo por um inteiro nega-
tivo: por exemplo, 12 = (—4) tem quociente —3 e resto 0 porque
12 = (—4) X (—3) + 0; a divisao de 15 por (—4) tem quociente —3
e resto 3 porque 15 = (—4) x (—3) + 3. Os restos da diviséo inteira
por —4 podem ser 0,1, 2 ou 3;

e divisdo inteira de um numero inteiro negativo por outro inteiro ne-
gativo: por exemplo —3 + (—3) tem quociente 1 e resto 0 porque

—3 =(-3) X1+ 0; do mesmo modo, —1 + (—3) tem quociente 1

12
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e resto 2 porque —1 = (—3) x 1 + 2. Os restos da divisao inteira

por —3 podem ser 0,1 ou 2.

Em qualquer dos casos, os restos sdo sempre numeros inteiros ndo ne-
gativos e inferiores ao valor absoluto do divisor.

Iremos agora descrever como se podem representar numeros inteiros no
sistema de numeracao de base —2 (sistema negabinario). Por exemplo, pode-
mos escrever o numero 12 efetuando divisdes sucessivas por —2, com restos

inteiros e ndo negativos, tal como se pode observar na figura seguinte:

Quociente (q) ] ___Resto (1)

12 + (-2) —6 0 (5.° algarismo) 12=(-2)x(-6)+0
-6+ (—2) 3 0 (4.° algarismo) —6=(-2)x3+0
3+(-2) -1 1 (3.° algarismo) 3=(-2)x(-1)+1
-1+ (-2) 1 1 (2.° algarismo) —-1=(-2)x1+1
1+(-2) 0 1 (1.° algarismo) 1=(-2)x0+1

12 = (11100)_,
porque
12=1Xx(-2)*+1x (-2 4+1x(-2)2+0x(-2)'+0x (-2)° =
= (+16) + (—8) + (+4)

Figura 3 — Representacdo do numero 12 em base negabinaria

Analogamente, podemos escrever um numero inteiro negativo como —30

em base negabinaria da seguinte forma:

Quociente () | Resto (1)

—-30 + (—2) 15 0 (6.° algarismo) -30=(-2)x15+0
15+ (=2) -7 1 (5.° algarismo) 15=(-2)x(-7)+1
-7 +(-2) 4 1 (4.° algarismo) —7=(-2)x4+1
4+ (=2) -2 0 (3.° algarismo) 4=(-2)x(-2)+0
-2+ (-2) +1 0 (2.° algarismo) —2=(-2)x1+0
1+ (-2) 0 1 (1.° algarismo) 1=(-2)x0+1

13
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—30 = (100110)(_y
porque
—30=1x(-2>+0x(=2)*4+0x (=23 +1x(-2)??+1x(=-2)'+0x (=2)° =
= (—32) + (+4) + (-2)

Figura 4 — Representacdo do numero —30 em base negabinaria

Tal como sucede em todos os sistemas de numeragao standard, o zero
pode ser representado em base negabinaria por um zero. Note-se que, em base
negabinaria, os numeros negativos tém um numero par de digitos enquanto os
numeros positivos tém um numero impar de digitos (Gardner, 2014). Na figura
seguinte, podemos observar a representacdo de numeros inteiros negativos en-

tre -13 e 13 (em base decimal) nas bases binaria e negabinaria:

Base decimal Base binaria Base negabinaria

-13 -1101 110111

-12 -1100 110100
-11 -1011 110101
-10 -1010 1010
-9 -1001 1011
-8 -1000 1000
-7 -111 1001
-6 -110 1110
-5 -101 1111
-4 -100 1100
-3 -11 1101
-2 -10 10
-1 -1 11

0 0 0

1 1

2 10 110
3 11 111
4 100 100

14
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5 101 101

6 110 11010
7 111 11011
8 1000 11000
9 1001 11001
10 1010 11110
11 1011 11111
12 1100 11100
13 1101 11101

Figura 5 — Representagao de numeros inteiros em base binaria e negabinaria

A conversao noutros sistemas de numeragao de base negativa, como a
base negaternaria (base —3) ou a base negadecimal (base —10), funciona de
forma idéntica a conversdo em base negabinaria.

Em todos os sistemas de numeragao mencionados até aqui neste capi-
tulo, o valor posicional de cada digito esta associado a poténcias consecutivas
de uma certa base y, que constituem os termos de uma progressdo geométrica,
como acontece na base negabinaria: y°; y1; y2; y3; v*;....

No entanto, existem outros sistemas de numeracdo em que os valores
correspondentes a posigao de cada digito ndo sdo um multiplo do valor corres-
pondente ao digito & sua direita. E o que sucede quando tomamos, por exemplo,
os numeros de Fibonacci como base do sistema de numeracio. Esta sequéncia
numeérica e a sua possivel utilizacdo como suporte para a escrita de numeros

inteiros constituem o principal tema abordado na préxima secgao.

2.1.2. Nimeros de Fibonacci

Os numeros de Fibonacci constituem uma das sucessdoes mais conheci-
das na area de Teoria dos NUumeros. Historicamente atribuida ao matematico
italiano Leonardo de Pisa, filho de Bonacci ou Fibonacci (1170 - 1250), esta su-

cessdo surge frequentemente associada ao seguinte problema:

15
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“Um homem colocou um casal de coelhos (recém-nascidos)
num local cercado por todos os lados por uma parede. Quantos
casais de coelhos podem ser gerados a partir desse casal ao fim
de um ano, sabendo que, por més, cada casal gera um novo casal,
que se torna produtivo no segundo més de vida?” (Carlos, Neto, &
Silva, 2007, p. 23)

Este conhecido problema, incluido no livro Liber Abbaci, em 1202, tem

uma resolugao bastante simples, que pode ser compreendida com o auxilio do

esquema seguinte:

1°Més 2°Més 3°Més 4.°Més 5°Més 6.°Més 7.°Més

cc CcC (CC) (CC) (CC) (CC) (CC)
cc CcC (CC) (CC) (CC)
cc CC (CC) (CC)
cc CcC (CC)
cc CcC (CC)

cc CcC

cc CcC

cc CcC

cc

cc

cc

cc

cc

Legenda: (CC) — Casal de coelhos adultos que procriam neste més;
CC - Casal de coelhos adultos que ainda nao procriam neste
més;

cc — Casal de coelhos bebé.
Figura 6 — Problema dos Coelhos e Sucessao de Fibonacci

Como é possivel verificar, no 1.° més ha apenas um casal de coelhos
ainda bebés, que no segundo més passa a fase adulta, mas ainda nao procria e
que, no 3.° més, tera a companhia do seu primeiro casal de filhos bebés. No 4.°
més, existem trés casais de coelhos: o primeiro casal e o casal de coelhos nas-

cido no 3.° més, ambos em fase adulta, e mais um casal de coelhos bebés, filhos
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do 1.° casal. No 5.° més ha cinco casais de coelhos: os trés que ja existiam no
més anterior, todos em fase adulta, e dois novos casais de coelhos bebés, uma
vez que sO 0s casais com 2 meses ou mais procriam. E o processo continua da
mesma forma a partir dai, dando origem a sucesséo: F;, = 1,F, =1,F; =2, F, =
3,F;=5,F =8,F, =13, Fy = 21, Fy = 34, F, = 55,..

Esta sucesséao pode ser definida, por recorréncia, da seguinte forma:
F,=1

15:1

Foy1 =F+Fyn=2

O termo geral da sucesséao de Fibonacci, definida desta forma, pode ser

dado por™:

Os numeros de Fibonacci surgem em inumeros contextos na vida real,
como, por exemplo, na natureza e na pintura, como se pode observar em Mar-
ques (2016).

2.1.3. Teorema de Zeckendorf e Representacao de Zeckendorf

O Teorema de Zeckendorf estabelece que “todo o numero inteiro positivo
n pode ser escrito, de forma unica, como soma de numeros de Fibonacci dis-
tintos e ndo consecutivos”.

Denomina-se por representacao de Zeckendorf de um numero inteiro po-
sitivo qualquer n a sequéncia de Numeros de Fibonacci distintos e ndo consecu-

tivos que, quando adicionados, perfazem esse numero.

" A demonstragéo subjacente a este resultado pode ser encontrada, por exemplo, em Bastos
(2015).
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Brown Jr. (1964) é um dos matematicos que apresenta demonstragoes
U1 = 1
para este teorema, considerando a sucesséao { U, = 2 e argu-
Upy1 = Up +Upqy, n 22

mentando que U, = F,, 4, para n = 1. O autor indica que todo o numero inteiro

positivo n tem uma e sé uma representacao na forma

(ee]

n =ZaiUl-

1
onde cada a; € um numero binario (0 ou 1) e a;a;,; =0, parai > 1, o0 que ga-
rante que ndo ha numeros de Fibonacci consecutivos na soma porque se o pro-
duto dos indices consecutivos € nulo, conclui-se que ou a; = 0 ou @;,; = 0.
A demonstracdo do Teorema que aqui € apresentada inclui a prova
quanto a existéncia e a unicidade da representacao de Zeckendorf para qualquer

numero inteiro positivo n. A prova é efetuada por indugao completa.

Hipotese de indugao:
’ . . . . j—1
O ndmero inteiro n satisfaz 0 <n < U; seesbésen = 211 a;U;,

com a;a;,; =0parai=>1.

Esta afirmacao é facilmente verificadaparaj=1 ej = 2:
e nO primeiro caso, sendo j =1, s6 n = 0 satisfaz 0 <n < U;, uma
vez que U; = 1; por outro lado, o0 somatorio € vazio, para i de 1 até
1—1 =0, pelo que, por convengao, é nulo;
e nosegundocaso,0<n<U,seesdsen=0oun=1,umavez
que U, = 2. Estes sado, também, os unicos valores possiveis para

_ y2-1 _
n=Xi""aU; =a.

Assim, assumindo que a afirmacéo € valida paraj = 1,2, ...,k onde k € um
nuamero inteiro maior ou igual a 2, pretende mostrar-se que a afirmacgao é neces-

sariamente valida para j = k + 1, ou seja, a tese de indugéo é a seguinte:

Tese de indugao:
O numero inteiro n satisfaz 0 < n < Uy,, se e sO se n = Y a;U;,

com q;a;,; =0, parai > 1.
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Verificar-se-a, em primeiro lugar, a condi¢ao suficiente. Repare-se que, se
0 <n< U, por hipbtese de indugdo, n=Y51a;U; = X¥a;U;, com a; =0,
sendo «a;a;,, = 0 para i = 1. Portanto, basta verificar o caso em que U, < n <
Ui+ Subtraindo U, mantém-se os sentidos das desigualdades:

Up —Up <1 — U < Upyqr — Uy
0 <n-— U, < U, (pela definicao de recorréncia)

Novamente pela hipétese de indugao, sendo k > 2, existem coeficientes
binarios f; tais que n — U, = Y72 B,U;, com S;B;+1 =0, para i > 1. Logo n =
Y2 BU; + U

Assim, os coeficientes da representacdo de Zeckendorf do numero n po-
demsera; =8, paral<i<k-2,a,_,=0e a, =1, ou seja, os coeficientes
pretendidos existem realmente.

Para verificar a condigdo necessaria, considere-se n = Y.¥ a;U;. Se aq; =
0, entdo n = ¥ 1 q,;U; e, por hipétese de indugdo, 0 <n < U, < Uy4,. Se, por
outro lado, a, =1, sendo 0= a,_,a, = a,_,, deduz-se que n=Y¥q,U; =

Yk=2 q,U; + U,.. Assim, subtraindo e depois voltando a adicionar U, tem-se que:
k-2

n—Uk=Zal-Ul-

1
0 <n-— U, < U,_; (pela hipétese de indugao)

0 < U, <n< U+ Uy_; = Uy, (pela definicdo de recorréncia)

A prova relativa a unicidade da representacao de Zeckendorf é feita por
reducdo ao absurdo. Supondo que existe um inteiro positivo n que possui duas

representacdes de Zeckendorf distintas:

n= Z a;U; =Z.BiUi
1 1

coma;a;,1 = Bifi+1 = 0, parai = 1, seja entdo k 0 maior numero inteiro i tal que
a; #f; e, sem perda de generalidade, sejam «a, =1 e B, =0. Como
KU = Y1 qU; + U, =2 U, € 0 < Y51 B,U; < Uy, que foi demonstrado por in-

ducéao, temos:
k-1

k —
Uk < ZaiUi =Z,3iUi < Uk
1 1
0 que é um absurdo. Logo os coeficientes «a; e 5; sdo necessariamente iguais.
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Assim, pode concluir-se que existe uma representagcao de Zeckendorf
para cada numero inteiro positivo e essa representacao € unica.

Para construir a representacdo de Zeckendorf de um numero inteiro posi-
tivo qualquer n, deve escolher-se o maior numero de Fibonacci inferior ou igual
an, F, , e subtrai-lo a n. Em seguida, deve escolher-se o maior numero de Fibo-
nacci inferior ou igual a n — E, , F,,, subtrair ambos os numeros e assim suces-
sivamente, até que se obtenha o numero zero. Quando isso acontece, obtém-se
a representacdo de Zeckendorf na forma n=F, +F, +--+F,, em que
ny, ..., N, S80 0s indices dos numeros de Fibonacci que integram a soma, sendo,
portanto, k numeros inteiros em ordem decrescente,

Tendo por base o Teorema de Zeckendorf, é possivel concluir que a su-
cessao de Fibonacci pode ser usada como base para a escrita de qualquer nu-
mero inteiro positivo, excluindo o 1.° numero de Fibonacci e ordenando os res-
tantes termos da sucessao da direita para a esquerda.

Por exemplo: o numero 15 pode ser escrito, na base Fibonacci, deste
modo:

n =15
F,, =13
n—F, =15-13=2
E

n;

=2
n—F, —F,=0

2

F;, Fe¢ Fs F, F; F,
Numeros de Fibonacci de indice (...) 13 8 5 3 2 1
maior que 1

Representagcao na base Fibonacci 1 0 0 0 1 0

Figura 7 — Representagcédo do numero 15 na base Fibonacci

Portanto, 15 = 100010 ;;), ou seja, 15 pode ser representado por 100010
em base Fibonacci, umavezque 15 =F, + F; = 13 + 2.

A representacao de um numero inteiro positivo na base Fibonacci € uma
sequéncia de zeros e uns de comprimento variavel onde n&do ha dois uns em

posicdes consecutivas.
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2.1.4. Sucessao negafibonacci — uma sucessao de Fibonacci generalizada

A sucessao de Fibonacci anteriormente apresentada pode ser estendida
de forma a integrar indices negativos, através da seguinte relagdo de recorréncia
F,=1

F,=1 , obtendo-se a sucessao negafibonacci, ou seja, uma
Fpy=F —F,4, n<2

sucessao de Fibonacci generalizada.
Assim:
e sen=2,,F,,=F,=F,—-F,=1-1=0;
e sen=1F_,=F,=F,—-F,=1-0=1;
e sen=0,F,,=F,=F,—F,;=0-1=—1;
e sen=-1,F, ,=F;=F,—-F,=1—(-1)=2;
e sen=-2F, ,=F ,=F,—F,=—-1-2=-3;
o efc,;

obtendo-se:

Fgy F., F, F F, F, F, F, F, F, F,
21 13 -8 5 3 2 1 1 0o 1 1

Figura 8 — Sucesséo negafibonacci, paran < 2

Se a estes nuUmeros acrescentarmos os restantes numeros de Fibonacci
de indice positivo, podemos observar que, em toda a sucessao, cada termo se

obtém como soma dos dois termos anteriores:

Fg F, F, F F, F, F, F, F, F, F, F; F, F; Fs F, Fg
21 13 8 5 3 2 41 1 0 1 1 2 3 5 8 13 21

Figura 9 — Sucesséao negafibonacci, paran € Z

NOte-Se que F_1 == Fl’ F_z == _Fz, F_3 = Fg, F_4 == _F4, F—S == Fs, F—6 ==
—Fs; F_, = F,; F_g = F3 e assim sucessivamente. De uma forma geral, podem

definir-se todos os termos da sucessao negafibonacci do seguinte modo:

F,=(—1""'E, paraneNeF, =0.
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De acordo com Knuth (2008), todo o numero inteiro pode ser representado
como soma de numeros da sucessao negafibonacci distintos e ndo consecuti-
VoS, ou seja, o Teorema de Zeckendorf, ja aqui demonstrado para qualquer n €
Z*, é extensivel a qualquer niUmero n pertencente a Z.

Por exemplo:

e 10=F_,+F_,=(+13)+ (-3);
o —26=F +F3+F(+Fg=(+1)+(+2)+(-8) + (-21);

e O zero é representado por um zero em base negafibonacci.

Da mesma forma que se pode escrever qualquer numero inteiro positivo
em base Fibonacci, € agora possivel escrever um numero inteiro qualquer
usando a base negafibonacci.

Uma representacao “do tipo Zeckendorf” com numeros da sucessao ne-
gafibonacci deve obter-se considerando indices apenas negativos, tal como no

exemplo seguinte:

Fo Fg F, Fo Fc F, F.3 F_, F_,

Numeros (---)
negafibonacci de 34 -21 13 -8 5 3 2 -1 1
indices negativos
Representagao

na base 1 0 0 1 0 1 0 0 1

negafibonacci

Figura 10 — Representagao do numero 24 na base negafibonacci

Ou seja, 24 = 100101001 _f;p) porque 24 = F_g+ F_¢+ F_4 + F_; =
=34+ (-8)+ (-3) + 1.

Note-se que a representacdo de um numero inteiro qualquer na base ne-
gafibonacci é, também, uma sequéncia de zeros e uns de comprimento variavel
onde nao existem dois uns em posi¢cdes consecutivas. Resta-nos compreender
de que forma podemos, de uma forma rapida, escrever qualquer niumero inteiro
a custa de numeros negafibonacci. O método pratico que podemos usar baseia-
se no facto de podermos dividir os numeros inteiros positivos em intervalos do

tipo [F,x + 1, F5,42], delimitados a custa de nimeros de Fibonacci de indice par,
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e 0s numeros inteiros negativos em intervalos do tipo [—F,j.; + 1; —F,;_4], deli-

mitados a custa dos simétricos dos numeros de Fibonacci de indice impar:

se o numero n for positivo: procurar o intervalo do tipo [F,; + 1, F,,42] que

contém n e calcular n — F,p44;

se o numero n for negativo: procurar o intervalo do tipo [—F,x 41 + 1, —F5—1]

que contém n; e calcular n — (—Fy;);

apos cada subtragao, repete-se a localizagdo do numero obtido num inter-

valo de um dos dois tipos descritos nos dois pontos anteriores de forma a

que o processo continue iterativamente;

se 0 numero n (ou 0 novo numero obtido apdés uma subtragao) for zero, o

processo termina.

Fo

_F9

F,=F,

[Fo+ 1,F,]

14

-13

[-Fo+1,—F]

Fs

[F, + 1,F,]

£

[Fy, + 1, F]

O N[O W[N=|O

Fe

©

-
o

N
N

-
N

-
w

N
»

-
[¢,]

-
o]

-
~

-
[oe]

-
[{e]

N
o

N
=

Fg

[Fs + 1, Fg]

-12

11

-10

_FS

[-F,+1,—F;]

_F4

_F3

[-Fs+1,—F;]

—F=-FK

[-F;+1,—F]

Fo

Figura 11 — Divisdo dos numeros inteiros em intervalos
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Por exemplo, como escrever 27 em base negafibonacci?

e 27€[Fg+1, Fp], ou seja, 27 € [21 + 1, 55], intervalo que contém F, =
F_o = 34;

o 27—Fy=27-34=-7;

e —7€[—-F,+1,—-Fs], ou seja, —7 € [-13 +1,-5], intervalo que contém
_F6 = F—6 = _8;

o —7—(=8)=+1

e 1€[F,+1, F,],ouseja,1€[0+ 1, 1], intervalo que contém F, = F_; = 1;

e« 1-F,=1-1=0.

Uma vez obtido o valor zero, o processo termina, pelo que:

27=F og+F ¢+F_1=34+(-8)+1

Fo Fg F, Fo Fc F, F.3 F_, F_,

Numeros (---)
negafibonacci de 34 -21 13 -8 5 3 2 -1 1
indices negativos
Representagao

na base 1 0 0 1 0 0 0 0 1

negafibonacci

Figura 12 — Representagao de 27 na base negafibonacci

Ou seja, 27 = 100100001 _F;p).

Esta conversao pode ser feita muito rapida e comodamente recorrendo a
um computador, por exemplo em:
http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/fibrep.htmi#CALCne-
qind
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A tabela da figura que se segue contém os numeros inteiros entre -13 e

13 (base decimal) e a sua conversao em base negafibonacci.

Base decimal Base negafibonacci

-13 10010101
-12 101010
-11 101000
-10 101001
-9 100010
-8 100000
-7 100001
-6 100100
-5 100101
-4 1010
-3 1000
-2 1001
-1 10

0 0

1 1

2 100

3 101

4 10010
5 10000
6 10001
7 10100
8 10101
9 1001010
10 1001000
11 1001001
12 1000010
13 1000000

Figura 13 — Representagcdo de numeros inteiros na base negafibonacci
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2.1.5. Aritmética modular

Por tras de diversos truques de magia matematica esta a aritmética mo-
dular (ou teoria das congruéncias). De acordo com Gardner (2002), foi Karl Fri-
edrick Gauss que unificou este dominio da teoria de numeros, conferindo-lhe
uma notacao propria, que lhe permitiu continuar a evoluir. No seu livro, Disquisi-

tiones Arithmeticae, Gauss definiu que:

Dois numeros a e b sgo congruentes relativamente a um modulo
m (inteiro e ndo nulo), se a sua diferenca for divisivel por m.

Pode, de forma equivalente, dizer-se que dois numeros a e b sdo congru-
entes modulo m se ddo origem ao mesmo resto, quando sao divididos por m
(Silva, Freitas, Silva, & Hirth, 2016).

A notagado usada por Gauss para simbolizar a congruéncia, ainda hoje é
usada: se a e b sao congruentes médulo m, escreve-se a = b (mod m).

Sempre que a = b (mod m) existe um q € Z tal que a = b + gm.

Por exemplo, 37 e 51 sdo congruentes médulo 7, ou seja, 37 = 51 (mod 7)
porque 51 — 37 = 14 e 14 é divisivel por 7. Este facto também pode ser compre-
endido, se observarmos que, ao efetuar a divisio inteira de 37 por 7 e de 51 por
7, se obtém resto 2. Podemos, ainda, escrever 51 = 37 + 2 x 7 e afirmar que
37=2(mod7)e 51 =2 (mod7)

Em geral, os restos da divisdo inteira de numeros inteiros por m podem
ser 0, 1,..., m — 1. A estes valores, da-se o nome de residuos.

Assim, numa congruéncia modulo 2, os numeros inteiros pares séo con-
gruentes com 0 e os numeros inteiros impares sao congruentes com 1. Numa
congruéncia modulo 7, os numeros inteiros podem ser congruentes com 0, 1, 2,
3,4,5,0ub.

Gardner (2002), indica que, na maior parte das culturas, a medigdo do
tempo é efetuada de forma modular: as horas do dia e os meses do ano funcio-
nam usando a aritmética modulo 12; os dias da semana funcionam maodulo 7, os
séculos funcionam mdédulo 100. Arthur Benjamin (2015), usa a congruéncia mo-
dulo 7 no truque que permite determinar o dia da semana de um determinado

dia do nosso calendario, como veremos adiante, no capitulo 4.
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De acordo com Picado (2001) e Buescu (2003), em diversas situagoes
da vida quotidiana, existe também a necessidade de transmitir a outra pessoa
algum cédigo ou dado numérico e ha sempre a possibilidade de que ocorram
erros. Estes erros podem consistir, por exemplo, em erros singulares (substitui-
¢ao involuntaria de um algarismo a por b), erros de transposi¢ao de algarismos
adjacentes (substituicdo involuntaria de uma sequéncia de algarismos ab por
ba), erros aleatérios, etc. Dai que estejam presentes, em diversos contextos,
sistemas de detecao de erros que utilizam a aritmética modular, criando algaris-
mos de controlo C, que permitem proceder a dete¢ao de alguns desses tipos de
erros.

Para determinar C, na maior parte destes sistemas, € usada uma equagao
do tipo:

P1X1 + paXy + -+ ppx, + € = 0 (mod k)

E o que acontece, por exemplo, nos seguintes contextos:

(i)  no cartdo do cidadao (congruéncias médulo 10 e médulo 11);

Os numeros de cartdo do cidadao vém seguidos de quatro caracteres. O
primeiro deles é o algarismo de controlo do numero de identificagao civil e obtém-
se através da igualdade acima, com {p;,p,, ...,ps} — {9,8,7,...,2} e k = 11. Por
exemplo, para o cartdo do cidaddo com o numero 11491350, tem-se:
9x1+8x1+7Xx4+6Xx9+5x1+4x3+3%x5+2x0+C=0(mod11)

< 131+ C =0 (mod 11)
Como C é um algarismo (de 0 a 9) tem-se que C = 1.

Mais curioso € o caso do numero 11491351 em que:

I9Xx1+8x1+7%x4+6x9+5x1+4%x3+3Xx5+2%Xx1+C=0(mod1l11)
< 1334+ C =0 (mod 11)
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O valor de C deveria ser 10, mas convencionou-se que este caso seria
representado (também) pelo algarismo 0, o que consistiu numa limitagcado deste
sistema em particular.

Os caracteres alfanuméricos que se seguem, prendem-se com 0 numero
de cartbes do cidadao ja emitidos com aquele numero de identificacdo civil.
Numa primeira via, usa-se a combinagdo ZZ. Caso o cartdo seja furtado, por
exemplo, a sua segunda via tera as letras ZY, e assim sucessivamente.

Por fim, o ultimo algarismo € o algarismo de controlo de todo o numero de
documento. Para efetuar a validagao do cartdo do cidadao, considera-se o nu-
mero de documento completo e realizam-se as seguintes operagdes:

1. Efetuando uma contagem da direita para a esquerda do numero do
documento, duplicar o valor de cada 2.° elemento, sendo que as
letras deverao ser substituidas por numeros, de acordo com os va-
lores tabelados: Z = 35; Y = 34; X = 33; W = 32; e assim sucessi-
vamente (A. M. A., 2009, pp. 4-5);

2. No caso de o resultado da duplicagao ser igual ou superior a 10,
subtrair 9 unidades ao seu valor;

3. Somar a totalidade dos valores obtidos;

4. Verificar se o valor obtido é congruente com 0 médulo 10.

No caso concreto do documento 114913510227, o Z converte-se? em 35,

pelo que se calcula:

Numero do documento 11 4 9 1 3 5 1 0 Z2 Z 7

Conversao dos caracteres 1 1 4 9 1 3 5 1 0 35 35 7

alfanuméricos

2 Para mais informagao consultar a tabela constante do documento da autoria da Agéncia para
a modernizacao administrativa (A. M. A., 2009, pp. 4-5).
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Duplicagao alternada 1 35 70 7

Subtragao de 9 unidades
aos numeros cuja duplica- 5 1. 8 9 2 3

|=
—
o

35 61 7

¢ao resultou em produtos
maiores ou iguais a 10

Figura 14 — Validagao de numero de documento (Cartdo do cidadao)

Adicionando os numeros obtidos, o total sera 130. Uma vez que este nu-

mero é congruente com 0, médulo 10, o documento € valido.

(i)  Codigos de barras

Para determinar o algarismo de controlo C, em cddigos de barras, é usada

a seguinte equagao:

P1X1 + Doxy + -+ ppx, + C =0 (mod 10)

com {py, s, ., P} — {1,3,1,3, ...,3}.

(i)  Notas de Euro

Para determinar o algarismo de controlo C, em notas de euro, € usada a

equacao:

P1X1 + DP2X; + -+ PnXn +C=0 (mOd 9)

com {p,,p,, ..., P10} — {1,1,1,1,...,1}.

29



Capitulo 2 — A matematica por tras da magia

(iv)  Numero de identificagado bancaria (NIB)
Para determinar o algarismo de controlo C, no NIB, é usada a equagéo:
pP1X1 + paXy + -+ ppx, + € = 0 (mod 97)
com {p,, p,, ..., P19} — {73,17,89,38,62,45,53,15,50,5,49,34,81,76,27,90,9,30,3}.

A paridade, pode ser, também, um sistema de detecao de erros, como se

vera no capitulo 4, em “Onde esta o erro?”.

2.1.6. Soma dos n primeiros numeros naturais

Um facto conhecido sobre a soma dos n primeiros numeros naturais € que

esta pode ser calculada a partir da formula:

nn+1)
nzT

A justificacéo desta férmula pode ser dada em termos meramente visuais,

tendo em conta que € um termo geral da sucesséo dos numeros triangulares T),:
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Sucessao dos numeros triangulares

Termo

T, =1
T,=1+2=3
T,=1+2+3=6
T,=1+2+3+4=10
Ts=1+2+3+4+5=15

a b~ WON -

_nn+1)
n nT oy

Figura 15 — Sucessao dos numeros triangulares

Para que se compreenda o termo geral desta sucessao basta observar as
figuras correspondentes aos seus termos e compreender que, se cada uma de-
las for duplicada, forma um retangulo, como se mostra, a titulo de exemplo, para

a 5.2 figura triangular.

Figura 16 — Duplicagao da 5.2 figura dos numeros triangulares

Para o n-ésimo termo, esse retangulo tem n colunas e n + 1 linhas, ou

seja, tem n(n + 1) pontos. Assim, o tridngulo correspondente ao n-ésimo termo
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~ +1 ’
desta sucessao tem n(nT) pontos, sendo este um possivel termo geral da suces-

sdo.

Este facto pode facilmente ser demonstrado por inducgao.
Hipétese de inducéo:
Supdbe-se que é valida a igualdade:

nn+1)

1+2+-4n=
+2++n >

Tese de indugao:
Pretende provar-se que € valida a igualdade:

n+1(n+2)

1424+ +n+(Mn+1)= 2

Verifica-se facilmente que, se n = 1, a proposigao € valida, uma vez que:

1(1+1)
1= 7
2

Por outro lado, 1+ 2+ +n+(n+1) = M"TH) + (n+ 1), pela hipotese

de inducgao, pelo que:

n(n+1)+2(n+1)_

1424 4n+m+1)=—7 z

_(m+2)(n+1) (m+1D(n+2)
B 2 B 2

Assim, fica demonstrado que:
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nn+1)
1+2+---+n=T,VnEN

Duas observagdes que podem ser uteis para a compreensao do truque
“Tenho um palpite!”, no capitulo 4, e que envolvem a igualdade demonstrada tém

a ver com os casos particulares em que n € impar e em que n é par:

i. Senéimpar,asomal+ 2+ -+ nésempre um multiplo de n, ou

seja, € congruente com 0 médulo n.

i. Senépar,asomal+ 2+ -+ nésempre congruente com 2 mo-

dulo n.
Estas duas propriedades demonstram-se facilmente:

i.  Suponhamos que n € um numero natural impar. Sabe-se que:

nn+1) n+1
1+2+-+n= =n< )

2 2

, . ’ y ’ +1 .
Como n € um numero impar, n + 1 € um namero par. Logo, "T é

um numero inteiro e, portanto, asoma 1+ 2 + --- 4+ n é sempre um

multiplo de n, ou seja, € congruente com 0 modulo n.

ii. Suponhamos, agora, que n € um numero natural par.

2
Sabe-seque:1+2+---+n=n("T+1)=n7+§=n(ﬁ)+ﬁ.

Portanto, quando se divide 1 + 2 + --- + n por n obtém-se quociente

2 e resto% (que sao numeros inteiros, uma vez que n € um numero
par), ou seja, a soma 1+ 2 + ---4+n é sempre congruente com g

modulo n.
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2.2. Geometria

Diversos truques sao sustentados por factos geométricos. Nesta secgao
abordam-se alguns paradoxos geométricos, o Teorema de Pick para o calculo

de areas e a nogao de simetria de uma figura.

2.2.1. Paradoxos geométricos

Martin Gardner (1956) € um dos autores que aborda este tema, reunindo
alguns paradoxos geométricos da autoria de outros magicos e matematicos e
descrevendo outros inventados por si. A maior parte destes paradoxos tem sub-
jacente um principio que Ihes € comum, que se denomina principio da distribui-

¢ao escondida.

a) Principio da distribuicdo escondida

Este principio resulta, essencialmente, do corte de determinadas figuras
em partes mais pequenas, da sua reorganizagao e da obtengao de novas figuras
em que, aparentemente, ocorre um desaparecimento misterioso, que parece nao
deixar rasto. Ao efetuar esta reorganizagao ocorre uma redistribuicdo de peque-
nas porgdes de segmentos de reta, figuras bidimensionais ou figuras tridimensi-
onais que, na nova organizagado, formam novos segmentos de reta ou novas
figuras bi/tridimensionais, muito semelhantes aos primeiros, dando a ideia de
que ocorreu o desaparecimento de um desses elementos iniciais.

Para exemplificar este principio, o autor menciona diversos paradoxos
como o que se segue, em que, num retangulo inicial, sao representados 10 seg-
mentos de reta congruentes. Em seguida, o retangulo é dividido em dois tridngu-
los e, ap6s um ligeiro deslocamento de ambos, as diversas porgdes dos seg-
mentos de reta iniciais que se obtém, sdo reagrupadas formando novos segmen-
tos de reta, aparentemente iguais, mas com um comprimento um pouco maior.
Cria-se, assim, a ilusdo de que os 10 segmentos de reta sdo, apds a deslocacéo,

apenas 9 (iguais aos iniciais), pelo que parece ocorrer um desaparecimento.
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Figura 17 — A linha desaparecida — Configuragao inicial (Gardner, 1956, p. 115)
V7

L~

e
P

pad

pd

Figura 18 — A linha desaparecida — Configuragéao final (Gardner, 1956, p. 116)

Um outro exemplo, mas que envolve figuras bidimensionais, ilustra a pos-
sibilidade de fazer desaparecer uma face, apés o deslocamento das pecas re-

sultantes do corte pela linha a tracejado:

A% -
A\ coo\
oty

12l Sde

oo

d /'.\'\
----@-..

¥ |

Figura 19 — A cara desaparecida (Gardner, 1956, p. 120)
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b) Paradoxos de Curry

Outro tipo de paradoxo envolve o principio da distribuicao escondida e o
consequente desaparecimento de uma certa por¢cao de area. O paradoxo de
Curry, originalmente inventado por um magico amador de nome Paul Curry, con-
siste no corte e na reorganizagao de partes de uma figura, formando uma figura
idéntica a original, mas com um “buraco” no seu interior (Gardner, 1956). As fi-

guras que se seguem, ilustram o que sucede neste paradoxo:

Figura 20 — Quadrados de Curry

Nas figuras anteriores existem, aparentemente, dois tridngulos, que na
realidade sé&o quadrilateros, uma vez que um dos “segmentos de reta” €, na re-

alidade, uma linha poligonal composta por dois segmentos de reta que tém de-
clives distintos: i e % Sobrepondo as duas figuras, torna-se mais evidente esta

pequena diferenca em ambos os quadrilateros:

Figura 21 — Paradoxos de Curry - Quadrilateros sobrepostos
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A area do quadrilatero maior é de 7,5 unidades de area, enquanto a area
do quadrilatero correspondente na outra figura é de 6,5 unidades de area, pelo
que a diferenca entre ambas € de uma unidade de area, que coincide com a area

do “buraco” que se gerou.

Figura 22 — “Triangulos” de Curry

Na figura anterior, a ilusdo volta a ser criada a partir de segmentos de reta

. . . . . . 7 5 7
diagonais com declives ligeiramente diferentes: 3875 do lado esquerdo (ou —ze

5 . . , .  a
—> do lado direito). Na realidade, o poligono exterior, que parece ser um trian-

gulo, em cada uma das figuras, € um pentagono. Caso sobrepuséssemos as
duas figuras, tornar-se-ia percetivel que os pentagonos nédo sao congruentes. A
area do pentagono maior é de 61 unidades de area e a do menor € de 59 unida-
des de area, pelo que a diferenca entre ambas é de 2 unidades de area, isto €,
a area do “buraco” que surge. Esta situagéo torna-se mais clara se se observar

a figura seguinte:
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VAN

/ \

Figura 23 — Paradoxos de Curry — Pentagonos sobrepostos

2.2.2. Teorema de Pick

O Teorema de Pick, demonstrado pela primeira vez pelo matematico aus-
triaco Georg Alexander Pick (1859 — 1942), é uma ferramenta que pode ser bas-
tante util em Geometria, no calculo de areas de poligonos (Fleron, Hotchkiss,
Ecke, & von Renesse, 2013). No entanto, para que se compreenda a sua formu-
lagdo e a sua demonstracao, é necessario ter presentes alguns conceitos basi-
Cos.

Em Geometria plana, recorrendo a segmentos de reta, € possivel construir
diferentes tipos de linhas, nomeadamente linhas poligonais. Se as linhas poligo-

nais sdo fechadas e simples (isto €, se cada dois segmentos de reta nao se
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intersetarem a ndo ser nos seus extremos), elas definem regides do plano no
seu interior, a que se da o nome de poligonos simples.

Quando um poligono simples & construido sobre uma grelha de pontos
equidistantes (como é o caso do geoplano), de tal forma que todos os vértices
do poligono coincidem com pontos dessa grelha (espagados entre si de 1 uni-
dade de comprimento), diz-se que os vértices do poligono tém coordenadas in-
teiras. O Teorema de Pick permite calcular a area de um poligono deste tipo

através da formula

f
A=i+=-1
l+2

onde i € o numero de pontos no interior do poligono; f € o numero de
pontos na fronteira do poligono (Varberg, 1985).

Para exemplificar como se pode usar este teorema para calcular a area
de um poligono com vértices de coordenadas inteiras, podemos observar o po-
ligono da figura que se segue, construido num geoplano, paraoquali =5e f =
8.

Figura 24 — Poligono simples cujos vértices tém coordenadas inteiras

O Teorema de Pick permite concluir que a area deste poligono é dada por

- f 8
A=l+5—1=5+5—1=5+4—1=8

ou seja, que o poligono tem 8 unidades de area.
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Para demonstrar que o Teorema de Pick é valido, existem diversas pos-
sibilidades. A prova explicada em Raman e Ohman (2011) apoia-se em trés le-

mas auxiliares®:

Lema 1: qualquer poligono de coordenadas inteiras pode
ser dividido em tridngulos elementares (tridngulos cujos
vértices sao pontos da grelha e que nao tém quaisquer ou-
tros pontos na fronteira nem quaisquer pontos no seu inte-

rior).

Note-se que os autores definem tridngulo elementar como um tridngulo do

tipo do que se encontra na figura seguinte (por exemplo):

Figura 25 — Triangulo elementar

Para compreender que este Lema ¢é valido, basta imaginar um poligono
cujos vértices tenham coordenadas inteiras. Os vértices do poligono estdo sobre
uma linha poligonal fechada simples. Se o poligono for um tridngulo elementar,
nao é necessario fazer nada. Se nao for, basta unir dois vértices da fronteira a
um que nao esteja ainda ligado, de modo a obter um tridngulo elementar e ir

repetindo o processo.

3 As demonstragdes integrais destes lemas podem ser encontradas, por exemplo, em Vavilov e
Ustinov (2017).

40



Magia ou Matematica?

. N , 1
Lema 2: a area de qualquer triangulo elementar é >

Lema 3: Férmula de Euler — Num grafo* planar conexo,
v—a+ fc =2,onde v é o numero de vértices, a

€ 0 numero de arestas e fc € o numero de faces.

Note-se, também, que os autores identificam a possibilidade de interpretar
um poligono, apds a sua triangulagao através de tridngulos elementares, como
um grafo planar conexo. No seu artigo, apresentam o seguinte exemplo de uma

triangulagdo de um poligono:

Figura 26 — Poligono e sua triangulagao (grafo planar conexo)

Dado um poligono P, pelo Lema 1, é possivel dividi-lo em tridngulos ele-
mentares. Quando se interpreta o poligono apds a triangulagdo como um grafo
planar conexo, em que os vértices do grafo sdo os vértices da triangulacao, as
arestas do grafo sdo os lados dos diversos triangulos e as faces sao as regides
do plano definidas pelo grafo, sendo uma delas ilimitada (a area exterior ao po-

ligono) e as restantes fc — 1 os triangulos no interior do poligono.
Pelo Lema 2, cada tridngulo tem area % e logo, a area total do poligono é
dada por 4 = %(fc - 1) (i).

Pelo Lema 3, v — a + fc = 2. Mas os vértices podem estar no interior ou

na fronteira do poligono, pelo que v =i + f. Logo, conjugando as duas férmulas:

4 A definigdo de grafo e muitas das suas propriedades pode ser encontrada em Rodrigues (2015).
Um grafo diz-se planar se pode ser representado no plano sem o cruzamento de arestas. Um
grafo diz-se conexo se todo o par de vértices tiver ligagdo por um caminho, nesse grafo.
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i+f)—a+fc=2
S (A+f)—2=a—fc (i)
Por outro lado, as arestas dividem-se em arestas interiores (a;,;) € arestas

que fazem parte da fronteira (as, ), ou seja, a = a;r + apr & A = a — ag, (iii).

Além disso, o numero total de arestas pode ser contado de duas formas
distintas. Por um lado a = 3(fc — 1), porque ha 3 arestas por tridngulo e ha fc —
1 tridngulos. Uma vez que esta contagem inclui as sobrecontagens relativas as
arestas interiores que sdo comuns a dois triangulos adjacentes, podemos dizer

que 3(fc — 1) = 2a;y; + ag,.
Assim, partindo desta igualdade:

3(fc — 1) = 2a;n¢ + apy
& 3fc—3 = 2a; + agr
S fe+2fc—3=2aim + apy
S fe==2fc+ 3+ 2a;, + ag,
(:)fc=—2fc+3+2(a—afr)+afr (iii)
S fe=-2fc+3+2a—2a5 + ap
& fc=-2fc+3+2a—ay
S fc=2a—2fc—ap +3
e fc=2(a—fc)—anH +3
& fe=2[G+f)—2]—f +3(ii)
S fe=2i+2f—4—-f+3
S fe=2i+f-1

Voltando ao Lema 2 e a igualdade (i), A = %(fc — 1), obtemos:

A=§(fc—1)=§(2i+f—1—1)=§(2i—f—2)=i—’2—°—1.
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2.2.3. Simetrias

A visao de Felix Klein sobre a Geometria como “o estudo das proprieda-
des das figuras, num espacgo de quaisquer dimensdes, que permanecem invari-
antes relativamente a um determinado conjunto de transformacgdes previamente
definidas” (Gardner, 1993, p. 87), faz-nos ter presente a importancia das trans-
formagdes geométricas e das simetrias de figuras.

Existem diversos tipos de transformagdes geométricas como, por exem-
plo, as isometrias, isto é, transformagdes geométricas que preservam as distan-
cias. De entre as isometrias estudadas no ensino basico, contam-se as reflexdes,
as rotacoes, as translacdes e as reflexdes deslizantes (M. E., 2013).

A nocgao de simetria define-se em termos de isometrias. Diz-se que uma
figura F tem simetria se existe uma isometria T do plano (diferente da identidade)
que a deixa globalmente invariante, isto é, tal que T(F) = F. Isto significa que
podem alguns pontos da figura ser transformados noutros, mas a figura, como
um todo permanece invariante, ou seja a figura transformada é geometricamente
igual a figura e ocupa a mesma posi¢cao no plano (Bastos R. , 2006; Veloso,
1998). Por exemplo, a figura que se segue, excluindo os noves e respetivos sim-
bolos de ouros que estédo por baixo, tem duas simetrias de reflexdo (eixo vertical
e eixo horizontal que passam pelo centro da carta) e uma simetria de rotagéo de
centro no centro da carta e amplitude 180° (simetria de rotagdo de grau 2). A

carta completa apenas tem simetria de rotagéo de grau 2.

*0
L B R B
>
L B B B

h+

Figura 27 — Simetrias de um nove de ouros
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2.3.Algebra e Fungdes

Nesta seccao abordam-se brevemente algumas nogdes e processos, re-
lativos aos temas Algebra e Fungdes, que podem intervir na justificacéo da vali-

dade de varios truques de magia matematica.

2.3.1. Processos algébricos

Historicamente, a Algebra evoluiu desde a resolucéo de problemas ex-
pressos em linguagem natural até uma Algebra eminentemente simbdlica
(Matos, 2007; Branco, 2013). No ensino basico pretende-se que se desenvolva,
nos alunos, a capacidade de generalizar e representar simbolicamente proprie-
dades e regularidades numéricas; a destreza no uso de incégnitas e variaveis; a
capacidade de simplificar expressdes algébricas e equagdes do 1.° e 2.° grau; a
resolucao de problemas (M. E., 2013). Em geral, o uso de ferramentas algébricas
€, para os alunos, algo mais dificil do que um trabalho de caracter meramente
aritmético. No entanto, a Algebra tem um poder muito maior na medida em que
permite a justificacdo de raciocinios e a demonstracao, pelo que se deve procu-
rar potenciar o uso de raciocinios algébricos desde os primeiros anos do ensino
basico (Ponte, Branco, & Matos, 2009).

2.3.2. Fungoes — algumas nog¢oes

A par da Algebra, surge um outro tema fundamental no curriculo do ensino
basico: Fungdes, Sequéncias e Sucessdes (M. E., 2013). A nogao de fungao,
parte integrante deste tema, surge por diversas vezes, em truques de magia ma-
tematica. Uma funcéo f, definida num conjunto D e com valores num conjunto E,
pode ser interpretada como uma regra que faz corresponder a cada elemento x
de D um unico elemento de E, que se designa por f(x). O conjunto D é designado
por dominio de f e o subconjunto C de E, que é formado pelos elementos f (x),
com x € D, é o seu contradominio. No caso particular em que o dominio da fun-

¢ao € o conjunto dos numeros naturais, a este tipo de correspondéncia pode dar-
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se 0 nome de sucessao. A um subconjunto finito de uma sucessao da-se o nome
de sequéncia.

No caso particular em que uma funcao é afim, admite uma expressao al-
gébrica da forma f(x) = mx + b, em que m e b S0 nUmeros reais € o0 seu grafico
€ uma reta nao vertical. Uma nogao que assume um papel importante no ambito
da fungao afim é a de declive da reta. Dados dois pontos distintos do grafico de

f, de coordenadas A(x4,y;) e B(x,,Y,), 0 declive da reta pode ser determinado

calculando®: m = 2221,
Xo2—X1
Neste trabalho menciona-se, também a nogdo de fungéo inversa® de f,

que se representa por f~1. Se f:D - E, entdo f~1: E - D e tem-se que:

e (fof™H(x)=f(f"x))=xparatodoox €E
o (fTlof)(®)=(U""(f(x)) =x, paratodoox €D
(Ferreira, 1995; Caracga, 2000)

Estes processos algébricos e estas nogdes relativas as Fungdes permitem

demonstrar a validade de diversos truques de magia matematica incluidos mais

adiante, no capitulo 4.

2.4.Cartas, dados e outros materiais com potencial matemagico

Neste subcapitulo estabelecem-se algumas consideragdes sobre materi-
ais diversos que sao, usualmente, utilizados na realizagao de truques de magia

matematica.

2.4.1. Cartas

Desde ha muitos anos, os baralhos de cartas constituem uma fonte de

inspiracao para a realizagao de jogos e truques. No entanto, de acordo com José

® Note-se que x; # x, porque A e B sdo pontos distintos do grafico de f.
6 Esta nog&o néo faz parte dos contetidos a abordar no ensino basico.
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Paulo Viana, no prefacio do livro Matemagia (Silva, Freitas, Silva, & Hirth, 2016)
€ impossivel datar, com exatiddo, quando se comecaram a usar por diversos
povos e civilizagdes. Estima-se que ja fossem utilizados na China, no século IX,
e que seguidamente tenham comecgado a ser usados na Pérsia, na india, no
Egito e na Europa, a partir do século XIV.

Muitos dos truques que se realizam com cartas tém subjacentes alguns
principios que justificam o seu funcionamento. O principio do fundo para o topo

(Mulcahy, 2013) é um desses principios.

a) Principio do fundo para o topo

Imagine-se que um baralho tem n cartas e se pretende colocar sucessi-
vamente cada uma das cartas em cima da mesa, alterando a sua ordem. Se o
fizermos com as n cartas, seguramente, invertemos a ordem de todo o baralho.
Mas a questado coloca-se sobre o que sucedera caso se coloquem apenas k
cartas de entre as n iniciais (k < n), uma a uma, por ordem inversa, colocando
as restantes n — k cartas em cima, de uma so vez.

O Principio do fundo para o topo estabelece que, no caso em que n < 2k,

ou seja, k > 2 apos trés transferéncias reversivas de k cartas num baralho de n

cartas, a carta que originalmente se encontra no fundo passa a ser a carta de
topo. De uma forma geral, sendo k < n < 2k, k,n € N, aordem inicial das cartas

no baralho pode ser dada, do Topo para o Fundo, por:

{a,,ay, ..., Qp_1, A, Agiqy ey Ap—q, An }
Quando se termina a primeira inversao das k primeiras cartas, € o con-

junto de cartas restante é colocado por cima, a ordem, de cima para baixo, passa

a ser.

{aki1, o) A1, Ay, Ak, Ag—q,y e, Az, A1}
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ApoOs a segunda vez em que se realiza o procedimento, a sequéncia de

cartas apresenta a seguinte configuracao:

{an—k' Ap—k—1s > A1, An_k41) An—k+25 =) Ay Ay, Ap—1, «vy ak+1}

Por fim, depois da terceira vez em que se realiza o procedimento, obtém-

se a seguinte sequéncia:

{an' Ap—1) s Qg1 Ay ooy A4 2, An—k+1, A1y -0y Ap—g—1, an—k}

A carta que inicialmente estava no fundo (a,) passa a ser a carta de topo.

Este principio € mais facilmente compreensivel se analisarmos alguns

exemplos concretos, por exemplo, com n = 8 cartas.

i. Afigura que se segue ilustraocasoemquen=8e k = 4:

| Ordeminicial ] __Posicio ] N-°decartas
1 1

Topo k cartas

2

5 k+1 n — k cartas

Fundo 8 n
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] A0 1F e

Topo k+1 n — k cartas
6
7 n—1
8 n
4 k k cartas
3 k-1
2
Fundo 1 1

] AbtaaZipaesager

Topo n — k cartas
3 n—k—-1
2
1 1
8 n k cartas
7 n—1
6
Fundo 5 k+1

Topo n — k cartas

1 1 k cartas

Fundo 4 n—k

Figura 28 — Principio do Fundo parao Topo paran=8e k = 4
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ii. Afigura que se segue ilustraocasoemquen=8ek = 3:

_

Topo k cartas

4 k+1 n — k cartas

Fundo 8 n

] A0 1 F e

Topo n — k cartas
5
6
7
8 n
3 k cartas
2
Fundo 1
]
Topo
8
3 n — k cartas
2
1
6
S k cartas
Fundo 4
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| Aposa3: passagem
2

Topo

1

6 n — k cartas

8 n k cartas

Fundo 7

Figura 29 — Principio do Fundo parao Topoparan=8e k =3

iii. Afigura que se segueilustraocasoemquen=8ek =5:

| Ordeminicial ] __Posicio ] N-°decartas
1 1

Topo

2

3 k cartas

7 n—1 n — k cartas

Fundo 8 n
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] A0 1F o

Topo k+1 n — k cartas
7
8 n
5 k k cartas
4 k-1
3
2

Fundo 1 1

] A 0P e

Topo

2 n—k—1

1 1 n — k cartas

4 n—k+1

5

8 n

7 n—1 k cartas
Fundo 6 k+1

] A0 0F [

Topo

7 n—1

6 k+1 n — k cartas

5 k

4 n—k+1

1 1

2 k cartas
Fundo 3 n—k

Figura 30 - Principio do Fundo parao Topoparan=8ek =5
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iv. Afigura que se segueilustraocasoemquen=8ek =7:

_

Topo k cartas

Fundo 8 n n — k cartas

] et e

Topo n — k cartas

7 k k cartas

Fundo 1 1

] Apce 22" passager

Topo n — k cartas

5 k cartas

Fundo 8 n
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|| Apés a 3. passagem
8 n

Topo n — k cartas

7 k
6 k-1

5

4 k cartas

Fundo 1 1

Figura 31 — Principio do Fundo para o Topoparan=8e k =7

Nos casos i., iii. e iv., a carta do Fundo (8.2 posi¢ao) termina as trés pas-
sagens no Topo da pilha de cartas. No caso ii., a carta do Fundo (8.2 posi¢ao)
nao termina as trés passagens na Topo da pilha uma vez que 8 > 6 (n > 2k). Dai
que seja tao importante que se imponha a condi¢gao k < n < 2k para que tudo

funcione como se espera.

2.4.2. Dados e outros materiais

Diaconis e Graham (2011) defendem que ha milhares de truques com
cartas, mas também com dados, moedas e outros materiais, sendo que muitos
desses truques nao requerem qualquer truque de prestidigitacéo, ou seja, nao
envolvem técnicas secretas de manipulacdo manual desses materiais. Os tru-
ques a que os autores se referem funcionam apenas porque se baseiam em
principios matematicos.

Os dados sao, a par das cartas, os objetos mais populares porque permi-
tem facilmente gerar numeros aleatérios. Desde o Antigo Egito, o uso de dados,
maioritariamente dados cubicos, em truques de magia e jogos de sorte e azar

tem sido uma constante. Gardner (2018) indica que, dos cinco sdlidos platénicos,
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o cubo apresenta vantagens evidentes: (i) € o mais facil de fabricar, (ii) as suas
seis faces permitem alojar um numero razoavel de numeros (por exemplo, 1, 2,
3,4, 5 e 6) e (iii) roda com facilidade mas ndo em demasia. No entanto, ha sem-
pre a possibilidade de usar dados tetraédricos, octaédricos, dodecaédricos e ico-
saédricos.

Uma das particularidades mais curiosas em dados cubicos, na qual se
baseiam multiplos truques, é o facto de a soma das pintas em faces opostas ser
sempreiguala7:1+6=7,2+5=7;3+4=7.

Existem outros materiais com os quais se podem realizar truques de ma-
gia matematica, como moedas, berlindes, pedagos de corda ou até mesmo uma
simples calculadora (Hermann & Garman, 1984). Basta haver imaginacao... e

matematica.
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Capitulo 3 — Metodologia

Neste capitulo descrevo as principais op¢des metodoldgicas que tomei

para levar a cabo este estudo.
3.1.Problematizacao

Perante a diversidade de cenarios com que se depara, hoje em dia, nas
escolas portuguesas, o professor precisa, constantemente, de ter a capacidade
de se atualizar e de diversificar as suas estratégias de ensino. Num momento
em que os jovens adolescentes tém a sua disposi¢ado um numero cada vez maior
de solicitacbes, nomeadamente através da Internet, € cada vez mais dificil cha-
mar a sua atencao e cativa-los para a atividade matematica, que requer persis-
téncia e empenho da sua parte. A magia matematica € uma das multiplas estra-
tégias motivacionais de que o professor se pode munir para enriquecer a forma
como planifica e concretiza, no terreno, as aulas de matematica. Por outro lado,
a magia matematica pode ser um fator que permita envolver os alunos na disci-
plina o que é essencial, uma vez que sem envolvimento da sua parte € mais
dificil que ocorram aprendizagens significativas.

Desta forma, este trabalho tem como principal objetivo a recolha, organi-
zacgao e sistematizacao de truques que possam ser encarados como “magia ma-
tematica”, verdadeiramente concretizaveis em sala de aula, e que possam servir

de ponto de partida para aprendizagens efetivas no @mbito da disciplina.
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3.2.0p¢oes fundamentais

Tendo em conta a problematizagao e o objetivo do estudo, optei por rea-
lizar um trabalho de investigacdo de natureza ndo empirica, a partir da revisao
de conceitos e materiais ja publicados no ambito da magia matematica, organi-
zando-os, refletindo sobre os mesmos e adaptando-os a minha realidade como
docente.

Este estudo foi desenvolvido entre setembro de 2018 e junho de 2019.
Comecei por, em conjunto com os meus orientadores, definir a tematica a abor-
dar. Durante o més de outubro, fiz uma primeira recolha e sistematizacdo de
bibliografia sobre esta tematica, nomeadamente através das palavras-chave
“‘magia”, “truque”, “aprendizagem” e “matematica” e procurei esbogar a estrutura
do trabalho a desenvolver e estabelecer uma calendarizagdo das diversas tare-
fas necessarias para a sua consecuc¢ao. Encontrei obras de autores de referén-
cia a nivel internacional neste ambito, de entre os quais destaco Martin Gardner,
Colm Mulcahy, Arthur Benjamin e diversos artigos de investigacdo publicados
em conferéncias e revistas cientificas. Também em Portugal, encontrei materiais
diversos, que foram muito importantes para me ajudar a situar nesta tematica,
criados no ambito da Associagado Ludus, da Sociedade Portuguesa de Matema-
tica e da Universidade de Aveiro, nomeadamente dissertagcdes de mestrado. Pro-
curei, ainda, familiarizar-me com o projeto circo matematico.

Tendo em conta o objetivo que defini para a investigacéo, escrevi o capi-
tulo introdutério, no qual fago um enquadramento da conjuntura educativa em
que vivemos em Portugal, no momento em que € escrita esta dissertagdo. Em
seguida, comecei a organizar e descrever os truques que recolhi no capitulo 4,
“Truques, recreagao e potenciais aprendizagens”. O critério de escolha dos tru-
ques teve sempre por base o conteudo matematico que lhe estava subjacente e
que lhe permitia funcionar sem depender da sorte ou do azar, assim como a sua
adequabilidade a alunos do 3.° ciclo do ensino basico. Foi minha preocupacao

que a escolha dos truques incluidos neste trabalho nao fosse repetitiva e
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pudesse trazer alguma novidade, tendo em conta os trabalhos ja publicados, em
portugués, neste ambito.

Como o nome do capitulo sugere, a medida em que os fui encontrando,
comecei por focar truques cujo fim é essencialmente recreativo e motivacional e,
em seguida, inclui truques a partir dos quais, enquanto docente, consigo imagi-
nar oportunidades para a construgao de tarefas que permitam potenciar apren-
dizagens curriculares, tendo em conta os documentos curriculares em vigor.

Para a maior parte dos truques que escolhi procurei, mais do que apenas
sistematizar, imprimir-lhes uma marca pessoal, quer na forma como os descrevo
e justifico, quer no modo como, a partir de alguns truques originais, procurei criar
novas versoes dos mesmos. Muitas destas novas versdes dos truques ja exis-
tentes sao orientadas pela minha experiéncia como docente e procuram tornar
mais evidentes as oportunidades de aprendizagem para alunos do 3.° ciclo como
0s que leciono neste ano letivo. Para a compreensao plena da matematica exis-
tente por tras de cada truque, senti necessidade de voltar a revisado da literatura,
procurando os fundamentos matematicos e essa informacao foi essencial para
que conseguisse, com maior segurancga, diversificar os truques ja existentes e
acrescentar algo de novo ao que ja existia. Por fim, explicitei, no presente capi-
tulo, as principais opgdes metodoldgicas que sustentam este trabalho e estabe-
leci algumas consideragdes finais.

De uma forma global, na figura que se segue séao visiveis as diversas fa-

ses que segui neste estudo:

m Fases do estudo

Escolha do tema, problematizacao e definicido do objetivo da investigagao;

Recolha bibliografica sobre magia e matematica;
Elaboragao da estrutura da dissertacao e do capitulo introdutdrio;

Descrigao dos primeiros truques selecionados e defini¢do da estrutura a se-
guir no capitulo 4;

Revisao de conceitos sobre os fundamentos matematicos em que cada tru-
que se baseia e exploracao de tematicas que sdo sugeridas pelos mesmos;

Aperfeicoamento da descricao de cada truque e eventual inclusdo de novas
versdes para os truques ja existentes.
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Escrita do capitulo 3, descrevendo as opg¢des metodoldgicas do estudo;
Continuacgao da revisao da literatura sobre magia e matematica;
Descrigao dos restantes truques a incluir na dissertacao;

Continuacgéao da recolha bibliografica e da revisdo de conceitos sobre os fun-
damentos matematicos e conclusao do capitulo 2;

Aperfeicoamento e ampliacado dos restantes truques e concluséo do capitulo
4;

Escrita do capitulo 5, incluindo as consideragoées finais do estudo desenvol-
vido;

Revisao, entrega e defesa da dissertagao.

Figura 32 — Calendarizac&o das fases do estudo
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Capitulo 4 — Truques, recreacio e potenci-

ais aprendizagens

Neste capitulo descrevo os truques que recolhi, organizei e estudei do
ponto de vista matematico e apresento a minha perspetiva sobre a forma como
cada um desses truques pode ter relevancia como promotor de motivacao e/ou

novas aprendizagens matematicas em alunos do 3.° ciclo do ensino basico.

4.1. Truques com fim recreativo

Os truques que se seguem tém subjacentes conteudos matematicos so-
fisticados para alunos do terceiro ciclo do ensino basico, pelo que a sua utilizagao

em sala de aula pode ser meramente motivacional.

4.1.1. Em que dia da semana nasci?

O trugue “Em que dia da semana nasci?” encontra-se descrito em
Benjamin e Shermer (2006) e Benjamin (2015) e pode ser bastante impressio-

nante e motivador para quem tiver contacto com ele pela primeira vez.
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Instrugoes para realizar o truque

o professor pede a todos os alunos de uma turma que, em casa,
perguntem aos seus pais em que dia da semana nasceram (se néo
se lembrarem, podem pesquisar em calendarios existentes na In-
ternet) e tragam essa informagao para a aula de Matematica se-
guinte;

na aula seguinte, o professor pergunta a um aluno voluntario em
que data nasceu (dia, més e ano);

o professor pede a turma muita concentracao e adivinha o dia da
semana que corresponde a data de nascimento do aluno;

em seguida, o professor repete o truque com todos os alunos que

pretendam participar.

Segredos por tras do truque

para datas referentes ao ano 2000 ou posterior (que incluem todos
os alunos que frequentam o 3.° ciclo do ensino basico) o professor

usa a férmula:

x = Cbédigo do més + Dia do més + Cbdigo do ano

ao valor de x, o professor subtrai o maior multiplo natural de 7 que

Ihe seja inferior, obtém o Cédigo do dia da semana e adivinha o dia

a que corresponde.

O autor identifica os cédigos que se seguem:
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Segunda-feira 1
Terca-feira
Quarta-feira
Quinta-feira
Sexta-feira

Sabado

oo o A WDN

Domingo 70u0

Figura 33 — Em que dia da semana nasci? — Cddigos dos dias da semana

6 (ou 5, se o ano for bis-

Janeiro
sexto)
F , 2 (ou 1, se o ano for bis-
evereiro
sexto)
Marco 2
Abril 5
Maio 0
Junho 3
Julho 5
Agosto 1
Setembro 4
Outubro 6
Novembro 2
Dezembro 4

Figura 34 — Em que dia da semana nasci? — Cédigos dos meses do ano
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2000 0
2001 1
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018 1
2019 2

- OO OO A W -2 O O OO0 W N

o o ~ W ODN

Figura 35 — Em que dia da semana nasci? — Cédigos dos anos a partir de 2000

Parecera complexo que o professor consiga saber de cor todos os codi-

gos, mas com alunos de uma turma de um determinado ano de escolaridade, a
tarefa podera ser simples:

e 0s cbdigos dos dias da semana sao bastante simples, dado que a

sequénciade 1 a7, se inicia no primeiro dia da semana de trabalho

numa escola;
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e numa turma de um determinado ano de escolaridade, havera alu-
Nnos que, na sua maioria, terdo 0 mesmo ano de nascimento ou que
podem contar com algumas retengdes. Assim, basta, ao professor,
fazer previamente o seu trabalho de casa e verificar quais sdo os
anos de nascimento dos alunos de determinada turma;

e quanto aos codigos dos meses, o professor pode decorar a se-
quéncia: 622 503 514 624. Se o professor nao pretender decorar
esta sequéncia pode escrevé-la na capa de um caderno que tenha
em cima da sua mesa, e observa-la discretamente, porque os alu-
nos nao saberdo como € que aquele numero, com tantos algaris-

mos, podera estar relacionado com o truque.

Assim, por exemplo, se numa turma do 8.° ano, ha alunos nascidos em
2004, 2005 e 2006, o professor deve saber que os codigos relativos a estes anos
sao, respetivamente, 5, 6 e 0.

Se um aluno indica que a sua data de nascimento é 11 de Novembro de

2004, o professor calcula mentalmente:

x = Codigo do més + Dia do més + Coédigodoano =2+ 11+5=18
e
Codigo do dia da semana = 18 — 14 = 4 (ou seja, 18 = 4 (mod 7))

Portanto, o aluno nasceu numa quinta-feira.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Comecemos por notar que os cddigos dos dias da semana foram desig-
nados desta forma para ser intuitiva a sua memorizagao.

Ao ano 2000 foi atribuido o cédigo 0 e, quando o ano nao € bissexto, a
cada 365 dias, a data do nosso aniversario avanga um dia na semana, pelo que
se adiciona 1 unidade ao coédigo do ano anterior. Nos anos bissextos, acontecem
cenarios distintos, consoante se nasce antes ou depois de 29 de fevereiro. As-
sim, para quem nasceu a partir de marco, o dia de aniversario avanca dois dias

na semana. Por esse motivo, nos anos bissextos, o codigo aumenta duas
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unidades relativamente ao ano anterior e 0 acerto, relativo a datas de nascimento
em janeiro ou fevereiro é feito no cdédigo do més com o decréscimo de uma uni-
dade (ver figura 37). Nesta codificagao relativa aos anos, os codigos indicam se

0 numero € congruente com 0, 1, 2, 3,4, 5 ou 6 (mod 7):

e~ Caédigo do ano
a
“ 1 cociicasso (mod 7)

2000 (bissexto) 0 0
2001 1 1
2002 2 2
2003 3 3
2004 (bissexto) 5 5
2005 6 6
2006 7 0(7—-7=0)
2007 8 18—-7=1)
2008 (bissexto) 10 3(10 -7 =3)
2009 11 4(11-7=4)
2010 12 5(12—-7=15)
2011 13 6 (13—-7=6)
2012 (bissexto) 15 1(15-14=1)
2013 16 2(16 —14 =2)
2014 17 3(17 - 14 =3)
2015 18 4(18—-14 =4)
2016 (bissexto) 20 6 (20—14 =6)
2017 21 0(21-21=0)
2018 22 1(22-21=1)
2019 23 2(23-21=2)
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Para obter os codigos dos meses, partiu-se de uma data especifica como
referéncia: 1 de margo de 2000, que foi uma quarta-feira. Para que a féormula

permita chegar a este dia da semana, € necessario que se verifique a igualdade:

Cédigo do més de Margo + Dia 1 + Codigo do ano 2000
= Cédigo da quarta — feira
Ou seja:
Cédigo domés de Marco+1+0 =3
& Codigo do més de Margo =3 — 1

& (Codigo do més de Margo = 2

Em anos né&o bissextos, como fevereiro tem exatamente 28 dias, os dias
da semana coincidem com os dos primeiros 28 dias de margo. Por exemplo, 6
de fevereiro de 2019 e 6 de marco de 2019 sao ambos quartas-feiras. Por isso,
em anos nao bissextos, fevereiro e margo tém o mesmo cdodigo (2). Nos anos
bissextos desconta-se uma unidade pelo acerto ja mencionado anteriormente.

Para os restantes meses o raciocinio € o seguinte: uma vez que margo
tem 31 dias, os dias da semana do més seguinte sofrem um avango de 3 dias e

logo o codigo de abril sera 2 + 3 = 5.

e~ Cédigo do més
a
“ 1.* codificagao (mod 7)

1(-1=2-3) 6(-1+7=6)

ou ou
Janeiro (31 dias = 28+3) -2, se o ano for 5, se 0 ano for
bissexto bissexto
(-2=1-3) (=2+7=05)
2 2
Fevereiro (28 ou 29 ou ou
dias) 1, se o ano for 1, se o ano for
bissexto bissexto
Ponto de .
partida Marcgo (31 dias = 28+3) 2 2
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Abril (30 dias = 28 + 2) 5(5=2+3)
Maio (31 dias = 28+3) 7(7=5+2)
Junho (30 dias =28+2) 10(10=7+ 3)
Julho (31 dias = 28+3) 12 (12 =10 + 2)
Agosto (31 dias = 28+3) 15 (15 =12+ 3)

Setembro (30 dias =
28+2)
Outubro (31 dias =
28+3)
Novembro (30 dias =
28+2)

Dezembro (31 dias =
28+3)

18 (18 = 15 + 3)
20 (20 = 18 + 2)
23 (23 = 20 + 3)

25 (25 = 23 + 2)

5
0(7—7=0)
3(10 — 7 = 3)
5(12 — 7 = 5)
1 (15— 14 = 1)
4 (18 — 14 = 4)
6 (20 — 14 = 6)
2(23-21=2)
4 (25— 21 = 4)

Figura 37 — Em que dia da semana nasci? — Origem dos cédigos dos meses

Embora a aritmética modular, abordada no capitulo 2 desta dissertacéao,

nao seja um tema do programa de Matematica no ensino basico, a forma como

o truque funciona pode ser explicada aos alunos que se mostrem mais interes-

sados, tendo em conta as tabelas com os cédigos ja previamente determinados

ou, de forma mais aprofundada, verificando que os cédigos relativos aos anos e

aos meses se obtém determinando restos de divisées por 7.

4.1.2. Sabor do gelado

Este truque, descrito por Mulcahy (2013), requer o uso de um baralho nao

preparado e pode ser motivador para alunos que nunca tenham visto truques

com cartas.

Instrugoes para realizar o truque

e perguntar ao aluno qual é o seu sabor de gelado favorito;
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dar ao aluno “cerca de um quarto” de um baralho de cartas, pe-
dir-lhe que o baralhe livremente; a parte restante do baralho é com-
pletamente descartada, nao voltando a ser utilizada;

receber as cartas baralhadas pelo aluno e baralhar de novo;
colocar sobre a mesa uma carta por cada letra da palavra corres-
pondente ao sabor escolhido pelo aluno (por exemplo, “Chocolate”)
e junta-las com uma mao, dizendo: “isto representa uma colher de
gelado” e com a outra mao colocar as restantes cartas sobre as
primeiras como se fosse “a cobertura”;

repetir o processo mais duas vezes;

enfatizar a aleatoriedade, tendo em conta o facto de o baralho ter
sido baralhado pelo aluno e de ter sido o proprio a escolher o seu
sabor de gelado preferido;

dizer ao aluno “a carta que esta no topo é X”;

perguntar ao aluno: “alguma vez fizeste magia? Sera que tu con-
segues fazer com que a carta que esta no topo seja X?”;

seja qual for a resposta do aluno, solicitar-lhe que pressione o
monte de cartas (a colher e a cobertura) com bastante forga e se
concentre bem, para conseguir retira-la, sendo a carta X (inserir

aqui a carta correta, ja adivinhada pelo professor).

Segredos por tras do truque

ha uma relagéo entre o numero de letras na palavra escolhida (no
exemplo, “Chocolate”) e a dimenséo da por¢ao do baralho que é
realmente dada ao aluno para baralhar (“cerca de um quarto” do
baralho, deve significar, na realidade, um numero de cartas supe-
rior ao numero de letras da palavra escolhida, para que possa exis-
tir cobertura, mas que nao exceda o dobro desse numero, para que
a cobertura do gelado nao seja demasiado grande; os sabores es-
colhidos mais frequentemente pelos alunos sao “Chocolate”, “Bau-
nilha”, “Morango”, etc., pelo que umas 12 cartas podem ser um nu-

mero indicado; o professor s6 decide quantas cartas dar ao aluno
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depois de saber que sabor de gelado este prefere, permitindo-lhe
calcular um numero adequado.);

e embora a porcao de baralho dada ao aluno nao tenha qualquer
preparagao prévia, o professor tem de conseguir visualizar a carta
do fundo, antes de comecar a soletrar a palavra correspondente ao
sabor escolhido (por exemplo, quando recebe o baralho nas suas
maos e o volta a baralhar, tendo o cuidado de que a carta do fundo

nao se altere).

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Como nao podia deixar de ser, por tras deste truque ha matematica. O
autor designa a regra que aqui se encontra subjacente como o Principio do fundo
para o topo. O exemplo que se segue pretende ilustrar este principio com uma
por¢cao de um baralho de cartas e um sabor de gelado em concreto, de forma a
tornar mais claro o que se passa ao longo de trés passagens.

Suponhamos que, inicialmente, o aluno escolhe “Chocolate” como sabor
de gelado preferido. O professor deve dar-lhe entre nove e dezoito cartas (inclu-
sive). Imagine-se que escolhe dar ao aluno exatamente 12 cartas. Este baralha
as cartas uma primeira vez e entrega-as ao seu professor. Ao baralhar nova-
mente as cartas, o professor deve conseguir espreitar a carta do Fundo, sem
que o aluno se aperceba. Imagine-se que, depois de baralhadas duas vezes, as
cartas se posicionam numa pilha, pela ordem em que se encontra na figura

abaixo e o professor ja sabe que a carta do Fundo é o “4 de paus”.

Topo
o i |laa| ((ve
Soo i L) A
ot L K Yye
+ ¥ ?i- v L4 F'S
¢ - P | P Vg LY
1.2 22 3.2 4.2 5.2 6.2
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Se [[feoe 2 & ie o
5
v 3| ¢ e o ey v v
7.2 8.2 9.2 10.2 11.2 12.2
Fundo

Figura 38 — Sabor do gelado — Exemplo de uma porcéo de baralho na posse do
aluno no inicio do truque

O truque decorre da seguinte forma:

1.2 passagem: o professor coloca sobre a mesa (viradas para baixo), uma

carta por cada letra dessa palavra, da seguinte forma:

Topo
“Cobertura do gelado”
2-&*4. s e e e |2
&*&
LA v V! ¢ o1 @3
10.2 11.2 12.2 8.2 7.2
T A
3"' 24: ik & 2 ¢
e |l als || 32
v - ¢
LN IR A 2B L L
6.2 5.2 4° 3.2 22 1.2
L o C o H C
Fundo

Figura 39 — Sabor do gelado — Porgéo de baralho apds a 1.2 passagem

2.2 passagem: o professor repete o processo descrito uma primeira vez.
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Topo

“Cobertura do gelado”

v e
v
ve
LY

6.2
A

24-*-1.
5
L2 3

10.2
C

Fundo

Figura 40 — Sabor do gelado — Porgéo de baralho apds a 2.2 passagem

3.2 passagem: o professor repete o processo descrito uma segunda vez.

Topo
“Cobertura do gelado”
is 8 2&*&
oo o
v ’0 o L
e " g
12.2 10.2
7
vye LK 9
VY || e | | gk
Jle o
dbad! H RS TR 3
6.2 5.2 42 1.2 22
L o C o H

Figura 41 — Sabor do gelado — Porgéo de baralho apds a 3.2 passagem
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De uma forma geral, e supondo que a palavra correspondente ao sabor
de gelado escolhido tem k letras e que foram dadas ao aluno n cartas, sendo
k <n <2k, k,n € N, é possivel ter a certeza de que a carta do Fundo passa
sempre para o Topo, de acordo com o Principio do Fundo para o Topo, como se

mostrou no capitulo 2.

4.1.3. Em que numero pensei? — Base Fibonacci

Este truque baseia-se na informagao contida na pagina pessoal de Ron
Knott (2015), mencionada na bibliografia. Para o aplicar em sala de aula, o pro-
fessor pode utilizar a prépria ferramenta disponivel nesta pagina, no ponto “5.3.
Think of a Number Card Generator’ ou pode imprimir previamente cartdes com

numeros e projeta-los, enquanto questiona a turma.

Instrugoes para realizar o truque

e projetar a aplicagdo online ou mostrar cartdes previamente impres-
SOs com 0s numeros entre 1 e 54 (por exemplo) previamente dis-
postos pelo professor;

e pedir a cada aluno que pense num numero e que mantenha se-
gredo sobre 0 numero em que pensou;

¢ solicitar ao aluno que indique todas as linhas em que o numero em
gue pensou se encontra;

e pedir ao aluno que se concentre enquanto o professor tenta adivi-
nhar magicamente o numero em que ele pensou;

e por fim, o professor deve adivinhar o numero e pode repetir com
outros alunos da turma que, entretanto, foram pensando no seu
proprio numero e podem repetir os passos dados pelo primeiro
aluno voluntario;

e se o professor quiser utilizar a aplicacédo online pode até complicar

o truque, pedindo aos alunos que definam o tamanho da tabela.
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Segredos por tras do truque

e Na pagina referida, os autores propdem a utilizagdo de tabelas

deste tipo:

12linha |1 4 6 9 12 14 17 19 22 25 27 30 33 35 38 40 43 46 48 51 53

22linha |2 7 10 15 20 23 28 31 36 41 44 49 54

3.2 linha 341112 16 17 24 25 32 33 37 38 45 46 50 51

4.2 linha 567 18 19 20 26 27 28 39 40 41 52 53 54

5.2 linha 8 9 10 11 12 29 30 31 32 33 42 43 44 45 46

6.2 linha 13 14 15 16 17 18 19 20 47 48 49 50 51 52 53 54

7.2 linha 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

8.2 linha 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54

Figura 42 — Em que numero pensei? — Numeros inteiros entre 1 e 54

e 0 segredo por tras deste truque tem a ver com a forma como os
numeros sao dispostos na tabela, que nao é aleatoria;

e 0 professor deve fixar em quais das linhas se encontra o numero
em que pensou o aluno voluntario e adicionar mentalmente cada

um dos seus primeiros numeros, obtendo o numero pretendido.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

E facil de compreender que o que esta na base deste truque é a sucessao
de Fibonacci e a representacao de Zeckendorf de niumeros inteiros positivos na
base Fibonacci, abordada no capitulo 2. Por exemplo, se um aluno pensou no
numero 49, este encontra-se nas 2.2, 6.2 e 8.2 linhas. Assim, calculando 2 + 13 +
34, o professor pode obter, com rapidez o numero 49. Note-se que 49 = F; +
F,+F,.
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4.1.4. Qual é a minha carta? — Base negafibonacci

O truque “Em que numero pensei?” pode, também, ser realizado com car-

tas, constituindo um novo truque a que podemos chamar “Qual € a minha carta?”.

Para o aplicar, o professor pode seguir os passos seguintes:

Instrugoes para realizar o truque

dar a um aluno voluntario todas as cartas de dois naipes de um
baralho de 52 cartas de cores distintas: por exemplo, as cartas de
copas € as cartas de espadas;

pedir ao aluno que baralhe as 26 cartas que tem consigo como qui-
ser e, em seguida, escolha uma delas ao acaso;

pedir ao aluno que veja a carta escolhida e a memorize, man-
tendo-a em segredo;

eventualmente outros alunos da turma que se voluntariem podem
também escolher a sua carta, de entre as que restam, memori-
zando-as e mantendo-as em segredo;

projetar a tabela seguinte que contém todas as cartas, de ambos
0s naipes, algumas delas com repeticdes e por ordem (aparente-

mente) aleatéria:

v e a v
an: ¢ e
1.2 linha ve llaa| 22
O
X VIR A IR
2.2linha
3.2 linha
e (Cve
4.2 linha s
L -
ool A sl
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Figura 43 — Qual é a minha carta? — Cartas com pontuagdes entre —13 e 13 e

naipes copas ou espadas

solicitar ao primeiro aluno que indique todas as linhas em que a sua
carta se encontra;

pedir a todos os alunos que se concentrem enquanto o professor
tenta adivinhar magicamente de que carta se trata;

por fim, o professor adivinha a carta do primeiro aluno;

0 processo é repetido para os restantes alunos voluntarios.

Segredos por tras do truque

para conseguir adivinhar a carta de cada aluno o professor precisa
de conhecer a forma como a tabela projetada foi construida;

o professor deve associar mentalmente o naipe vermelho a nume-
ros negativos e o naipe preto a numeros positivos (por exemplo, 9
de espadas = +9; 7 de copas = -7) e atribuir as figuras as seguintes
pontuagdes (valete: 11 ou -11; dama: 12 ou -12; rei: 13 ou -13);

o professor deve fixar em quais das sete linhas se encontra a carta
em que pensou o aluno voluntario e adicionar mentalmente os va-
lores correspondentes as primeiras cartas das linhas indicadas;
no caso especifico em que o aluno indique as linhas numeros 1, 3,
5e 7,asomadara 21 e, se isso acontecer, o professor deve enca-
rar esse valor como um codigo para a carta “rei de copas”, uma vez
que -13 é a unica pontuagdo que ndo se consegue obter direta-

mente com apenas estas 7 linhas pois —13 = (10010101) _g;p)-
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Por que motivo funciona: o papel da matematica

Na tabela, as cartas encontram-se dispostas de forma a que o primeiro
elemento de cada uma 7 linhas seja uma carta de valor associado a um dos
primeiros sete termos da sucesséo negafibonacci de indice negativo: F_; = 1;
F,=-1,F3=2,F_,=-3; F.5s=5; F. =-8; F_., =13. Uma vez que nao
existe nenhuma carta com o valor —21 € o numero F_g = —21 seria necessario
para escrever a pontuagao -13 na base negafibonacci, surge a necessidade de
identificar esta carta de outro modo, como foi explicado na seccao anterior.

As cartas foram colocadas nas linhas correspondentes aos numeros da
sucessao negafibonacci associados ao valor 1 na sua decomposi¢ao nessa base
(ver Figura 13); por exemplo: 11,9y = 1001001 (_p;,y, ou seja, 11 = F_; + F_, +
F_,=(4+1)+ (-3) + (+13) e, como tal, a carta “11 de espadas” existe na 1.2
linha, na 4.2 linha e na 7.2 linha.

Quando o aluno indica em que linhas se encontra a sua carta, ao professor
basta adicionar mentalmente os valores numéricos associados a primeira carta
de cada uma dessas linhas e identificar a carta correspondente a soma obtida:
por exemplo, se o aluno indicar as linhas numeros 1, 4 e 6, o professor calcula:
(+1) + (—=3) + (—8) = (—10), que corresponde ao dez de copas. Na realidade,
o professor calculou F_; + F_, + F_¢ ou seja, utilizou o facto de (—10)) ser
igual a (101001) (_fp).

A excecao reside no caso do rei de copas, que corresponde a selecao das
linhas numeros 1, 3, 5 e 7, em que a soma dos valores correspondentes € F_; +
Fi;+F+F,=1+2+5+13 =21, valor que o professor associa como co-

digo para o rei de copas.

4.1.5. Qual é a minha carta? — Base negabinaria

Uma outra possibilidade de realizacdo do truque “Qual é a minha carta?”,
consiste, por exemplo, na utilizagao de poténcias de base —2 em vez de numeros

da base negafibonacci.
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Instrugoes para realizar o truque

o professor solicita a um aluno voluntario que baralhe as cartas de
dois naipes de cores distintas (por exemplo, copas e espadas), da
forma que entender, e, em seguida, pede-lhe que escolha uma
carta aleatoriamente, a veja e memorize, mantendo-a em segredo;
o professor apresenta uma tabela como a que se segue e pede ao

voluntario que indique todas as linhas em que esta se encontra:

Zv'v X MK,
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Figura 44 — Qual é a minha carta? — Cartas com pontuagdes entre —13 e 13 e

naipes copas ou espadas
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e 0 professor procede como no truque “Qual é a minha carta?”, até

adivinhar qual é a carta do aluno.
Segredos por tras do truque

e tal como no truque anterior, para conseguir adivinhar a carta de
cada aluno o professor precisa de conhecer a forma como a tabela
projetada foi construida e associar a cada carta as mesmas pontu-
acoes ja referidas em 4.1.4.;

e 0 professor deve fixar em quais das quatro primeiras linhas se en-
contra a carta em que pensou o aluno voluntario e adicionar men-
talmente os valores correspondentes as primeiras cartas das linhas
indicadas;

e se o aluno indicar que a carta também esta nas quinta ou sexta
linhas, o professor deve lembrar-se de lhes associar os valores 16

e -32, adicionando esse valor a soma ja obtida no ponto anterior.
Por que motivo funciona: o papel da matematica

Na tabela, os valores associados a cada uma das linhas correspondem
aos termos da sucessao (—2)", para 0 < n < 5. Uma vez que qualquer numero
inteiro pode ser escrito em base negabinaria, todas as cartas de valor entre -13
e 13 encontram-se representadas na tabela nas linhas associadas ao valor um,
da sua decomposigdo nessa base (ver Figura 5). Assim, por exemplo: —13 =
(=2)° + (=2)* + (=2)* + (=2)* 4+ (=2)°, ou seja, —13 = (110111)_,,. Portanto,
se o aluno indicar que a sua carta de encontra nas 1.2, 2.2, 3.2, 5.2 e 6.2 linhas, o
professor descobre faciimente que a soma dos valores correspondentes a estas
linhas € —13 e, logo, que a carta € um rei de copas.

De acordo com Schwartzman (1987), a utilizagdo das bases negabinaria
e/ou negafibonacci torna mais dificil que os alunos mais perspicazes ou que ja
tenham visto truques semelhantes anteriormente, nomeadamente truques que
envolvem a escrita de numeros na base 2, consigam descobrir facilmente o modo

como funciona este truque, mantendo o deslumbramento por mais algum tempo.
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No entanto, para alunos mais interessados, podera ser interessante que,
em algum ponto, o professor acabe por desvendar o mistério, explicando-lhes
que nos trés truques anteriores basta adicionar os valores das primeiras cartas
de cada linha, para determinar a pontuacao referente a carta que se pretende

descobrir.
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4.2. Truques que podem potenciar aprendizagens de conteudos pro-

gramaticos

4.2.1. Onde esta o erro? — Duas cores

O truque “Onde esta o erro?” encontra-se descrito por Bell, Witten e
Fellows (1998) e a sua realizagdo em sala de aula pode adequar-se a alunos
desde o0 1.° ao 3.° ciclo de escolaridade, consoante o grau de sofisticagéo que o
professor queira imprimir-lhe, quando o adaptar a sua realidade.

Originalmente, para a realizagéo deste truque, os autores recomendam a
construcao, pelos alunos, de cerca de 40 cartas bicolores. Para isso, basta, por
exemplo, colar duas cartolinas, uma vermelha e uma branca (ou utilizar uma car-
tolina que tenha cores distintas em ambas as faces), desenhar e recortar retan-
gulos iguais (que podem ser plastificados, para uma maior durabilidade). Caso
assim se pretenda, podem ser colados pedagos de velcro (ou imanes) nos car-
tdes, em ambos os lados, para que possam ser colados num painel vertical visi-

vel por toda a turma, com as cores vermelha ou branca voltadas para cima.

Instrugoes para realizar o truque

e construir as cartas bicolores e o painel vertical,

e pedir a um ou dois alunos que va ao painel vertical e coloque os
cartdes de forma a formar um quadrado 5x5 (por exemplo), colo-
cando a sua vontade cada um deles com a cor pretendida voltada
para cima;

e em seguida, o professor deve perguntar se pode acrescentar mais
uma linha e uma coluna de cartdes, “so6 para tornar o desafio mais
complicado”;

e 0 professor acrescenta essa linha e essa coluna, colocando “alea-
toriamente” (na perspetiva do aluno) alguns cartées com a cor ver-
melha para cima, e outros com a cor branca para cima, obtendo

um quadrado 6X6;
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e quando o quadrado maior esta completo, o professor vira-se de
costas (sem espreitar) e pede aos alunos para inverterem a dispo-
sicdo de um dos 36 cartdes do painel (se o cartdo escolhido por
eles estiver com a cor vermelha para cima, colocam-no com a cor
branca para cima e vice-versa);

e por fim, o professor volta-se e adivinha qual dos cartdes foi modifi-

cado.

Segredos por tras do truque

e o0 segredo por tras deste truque é bastante simples e reside na linha
e na coluna extras que o professor acrescenta ao quadrado inicial
construido pelos alunos; a escolha da cor que fica voltada para
cima em cada quadricula, aparentemente aleatdria, € pensada pelo
professor de forma a que, em cada linha/coluna fique um numero

impar de cartdes vermelhos.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Nas figuras seguintes apresentam-se exemplos concretos de quadrados

que podem ser construidos para facilitar a compreensao deste truque:

Figura 45 — Onde esta o erro? — Quadrado inicial - 5 x 5
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Figura 46 — Onde esta o erro? — Quadrado acrescentado — 6 x 6

Figura 47 — Onde esta o erro? — Quadrado final com um cartdo modificado
—-6x6

Quando os alunos alteram a disposi¢cao de apenas um dos cartdes, como
Ihes foi solicitado, o professor conta o numero de cartdes vermelhos em cada
linha e descobre em qual delas passou a haver um numero par de cartdes ver-
melhos. Procedendo de igual modo por colunas, o professor identifica rapida-
mente a linha e a coluna em que houve a alteracéo, pelo que identifica o cartao
escolhido pelos alunos.

No exemplo apresentado, na figura 47 podemos observar rapidamente
que existe um numero par de cartdbes vermelhos na 4.2 linha a contar de cima e
na 4.2 coluna a contar da esquerda, pelo que é facil concluir que o quadrado que

foi modificado pelos alunos foi o quadrado assinalado com um X na figura abaixo:
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Figura 48 — Onde esta o erro? — Quadrado final com o cartdo modificado assi-
nalado - 6 x 6

Potenciais aprendizagens

Este truque tem como grande potencialidade a sua simplicidade de exe-
cucéo. E facilimente concretizavel em sala de aula e pode ser bastante motivador,
principalmente para criangas mais jovens. Esta versao original do truque parece-
me bastante adequada a alunos dos 1.° ao 3.° ciclos, quer pela construg¢ao dos
materiais, quer pela simplicidade do conceito matematico subjacente: a nogao
de numero par e de numero impar, ou seja, de ser, ou ndo, multiplo de 2. Apds
a realizacao do truque, os alunos podem ser levados pelo professor a pensar no
modo como este truque funciona e na forma como foi possivel acertar sempre
no cartdo modificado. Depois de perceberem o que se passa por tras deste tru-
que, os proéprios alunos podem aprender a fazé-lo uns aos outros e, em casa,

aos seus familiares e amigos.

4.2.2. Onde esta o erro? (-1) vs (+1)

Em vez de realizar o truque “Onde esta o erro?” como na versao original,
o professor pode utilizar qualquer outra simbologia binaria para decorar os car-
tdes. Uma das possibilidades, com potencialidades mais abrangentes do ponto
de vista pedagdgico, sera fazer a construgao de cartdes idénticos aos descritos
anteriormente, mas pedir aos alunos para desenharem (+1) num dos lados do

cartdo e (-1) noutro dos lados.
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Instrugoes para realizar o truque

e construir cartdes com os numeros (+1) e (-1) na frente e no verso
e o painel vertical;

e pedir a um ou dois alunos que va ao painel vertical e coloque os
cartdes de forma a formar um quadrado 5x5 (por exemplo);

e em seguida, o professor deve acrescentar mais uma linha e uma
coluna, colocando “aleatoriamente” (na perspetiva do aluno) alguns
cartdes com o numero (-1) para cima, e outros com o numero (+1)
para cima, obtendo um quadrado 6X6;

e quando o quadrado maior esta completo, o professor vira-se de
costas (sem espreitar) e pede aos alunos para inverterem a dispo-
sicdo de um dos 36 cartdes do painel;

e por fim, o professor volta-se e adivinha que cartao foi modificado.
Segredos por tras do truque
e tal como na versao anterior do truque, o segredo esta em acres-
centar uma linha e uma coluna ao quadrado inicial, de forma a que,

em cada linha/coluna, fique sempre um numero impar de (-1).

Por que motivo funciona: o papel da matematica

D | ED | ED [ ED D

D | D | )| (1) | (+D

D ED | EDED D

D ED | ED D (D

CD|ED | EY) | ED D

Figura 49 — Onde esta o erro? (-1) vs (+1) — Quadrado inicial - 5 x 5
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ED | ED | ED | ED | ED | D

DD | ()| 1) | D | (1)

ED | ED | ED | ED | ED | ED

EDED | ED D ED | (D

CD|ED|ED | ED | ED | D

D |G | D | D D | (=D

Figura 50 — Onde esta o erro? (-1) vs (+1) — Quadrado acrescentado — 6 x 6

ED | ED | ED | ED | ED (D

D | D | Y| (1) [ (D | (=1)

ED | ED | ED | ED|ED ED

ED|ED|EDED | GD (D

CD|ED | ED | ED | ED D

+D |+ | D | D) | (+D) [ (=1)

Figura 51 — Onde esta o erro? (-1) vs (+1) — Quadrado final com o cartdo modi-
ficado assinalado — 6 x 6
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Potenciais aprendizagens

A versao deste truque, realizada com (—1) e (+1), pode ser usada com
alunos do 3.° ciclo, a partir do 7.° ano de escolaridade, quando se lecionam as
poténcias, desde que o professor explique que calculou o produto dos numeros
em cada linha/coluna. Os alunos podem ser levados a perceber que, sendo (+1)
o elemento neutro da multiplicacdo, o produto em cada linha/coluna depende
apenas do numero de fatores iguais a (—1) nela existentes. Assim, se o produto
em cada linha/coluna era sempre igual a (—1) (Figura 50), passou a ser (+1) na
4.2 linha e na 4.2 coluna (Figura 51), entdo o numero modificado esta no cruza-
mento entre ambas. Pode ser explorada com os alunos, a partir deste truque, a
sucessao de termo geral (—1)",n € N, tendo em conta as duas subsucessdes
constantes de valor (+1) e (—1), para n par e para n impar, respetivamente.

Além disso, com (—1) e (+1) o truque torna-se mais dificil de descortinar,
porque € menos provavel que os alunos pensem que o professor decorou as
cores dos cartdes/a posicao inicial dos numeros. A construgao dos cartdes pode
envolver outros problemas interessantes como a determinagao do numero de
elementos necessarios para construir um cartdo maior (7 x 7, 8 x 8, 9 x 9, etc.)
para dificultar o truque “la em casa”. A nocao de quadrado perfeito, também tra-
balhada no 7.° ano, e até a no¢ao de raiz quadrada, podem ser introduzidas apos
uma atividade deste tipo, estando os alunos mais envolvidos e motivados na sua

aprendizagem.

4.2.3. Dividas e ganhos — Poténcias de base 3

O truque que se segue, € uma adaptacdo de um truque descrito em
Mulcahy (2013) e, para a sua realizacdo em sala de aula, deve ser explicada aos
alunos a seguinte escala: os valores das cartas vermelhas do baralho represen-
tam numeros negativos (dividas); os valores das cartas pretas do baralho repre-
sentam numeros positivos (ganhos). Assim, para um naipe de copas (ou ouros),

€ estabelecida a seguinte correspondéncia:
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A e | o | [fve]| Rve
v v v
e L o2 | s a3 | & a2
Divida de 1€: Divida de 2€: Divida de 3€: Divida de 4€: Divida de 5€:
-1 -2 -3 - -5
‘o w Zv'v Ev'v 3: : '3:,:
v V‘ v '. V.V‘ ‘Q“‘ “.“.
Cajl [ aal | aal | & al | &%)
Divida de 6€: Divida de 7€: Divida de 8€: Divida de 9€: Divida de 10€:
-6 -7 -8 -9 -10

Divida de 11€:
-11

Divida de 12€:
-12

Divida de 13€:
-13

Figura 52 — Dividas e ganhos — Valores atribuidos as cartas do naipe de copas

(ou de ouros)

Analogamente, para um naipe de paus (ou espadas), é estabelecida a

seguinte correspondéncia:

a 2 & 3 & s | 2 &
& & &
91 %37 % F| |k ®p | k¥l
Ganh:lde 1€: Ganhgzde 2€: Ganh23de 3€: Ganh24de 4€: Ganhgsde 5€:
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b & 1&&& 2&*& FE TR
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Ganho de 6€: Ganho de 7€: Ganho de 8€: Ganho de 9€: Ganho de 10€:
+6 +7 +8 +9 +10
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s |
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Ganho de 11€: Ganhode 12€: Ganho de 13€:
+11 +12 +13

Figura 53 — Dividas e ganhos — Valores atribuidos as cartas do naipe de paus

(ou de espadas)

Instrugoes para realizar o truque

o professor deve colocar em cima de uma mesa cinco ou seis car-
tas, voltadas para baixo, extraidas de um baralho inteiro, previa-
mente baralhado;

em seguida, deve voltar-se de costas enquanto um aluno baralha
as cinco ou seis cartas extraidas;

outro aluno seleciona e ambos observam, em siléncio, duas ou trés
destas cartas;

o professor pede aos alunos que interajam, em surdina, adicio-
nando os valores positivos e/ou negativos associados as cartas
que tém em seu poder, tendo em conta a correspondéncia feita
inicialmente entre cada carta e o seu respetivo valor (divida ou ga-
nho);

depois de conversarem, os alunos indicam ao professor qual € o
valor total dessas duas ou trés cartas selecionadas;

enquanto isso, o professor, de costas voltadas para os alunos in-

voca 0s seus poderes magicos;
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os alunos nao informam o professor sobre quantas cartas extrairam
nem as mostram ao professor;

a partir do valor total referido, o professor adivinha quais sao as
cartas e qual é o seu naipe salientando aos alunos que "seleciona-
ram as cartas que quiseram” e que “nem sabe quantas cartas reti-
raram’”;

o professor diz, por exemplo: “A minha inspiragdo magica diz-me
que vocés selecionaram 2 cartas que correspondem a dividas e
uma carta que corresponde a um ganho. Estou certo?”;

os alunos confirmam a hipotese do professor;

o professor continua, dizendo: “Mas esperem, ha mais: Eu acho
que séo duas dividas, uma de -1 e outra de -3 e um ganho de +9.
Esta certo?”;

os alunos olham para as cartas que selecionaram e antes que as
mostrem ao professor e a toda a turma, o professor acrescenta: “Eu
acho mesmo que as cartas que vocés selecionaram aleatoriamente
sado o “as de ouros”, o “trés de copas” e o0 “nove de paus”...”;

os alunos confirmam o palpite do professor.

Segredos por tras do truque

o baralho de cartas previamente baralhado e que, com jeito, o pro-
fessor pode continuar a baralhar ligeiramente em frente a turma,
deve manter sempre, no topo, as seis cartas escolhidas pelo pro-
fessor;

as seis cartas podem as cartas do seguinte conjunto, que estéo,
em inglés, em “CHaSeD order”: “Clubs”, “Hearts”, “Spades” and
“‘Diamonds”, para que o professor ndo se esqueca dos naipes que
selecionou. Em portugués, de agora em diante, designarei esta
forma de ordenar as cartas pela “ordenagédo PCEO”. Este conjunto

de cartas contém as cartas as, trés e nove (pretos e vermelhos, ou
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seja, cartas cujo valor absoluto € uma poténcia da forma 3™ (para

0 <n < 2,n € N,), conforme se pode observar na figura abaixo:

el e [ 4 . Sa | fve
LT S L
*.’.* * ' ‘ v ’ @ * +* “'. “
a
% %7 . ¢ v v Y g| [ NN
Ganho de 9€: Divida de 3€: Ganho de 1€: Divida de 1€: Ganho de 3€: Divida de 9€:
+9 -3 +1 -1 +3 -9

Figura 54 — Dividas e ganhos — Cartas do baralho que, em valor absoluto, cor-
respondem a poténcias de base 3, em ordenacao PCEO

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Para este conjunto de cartas, e se os alunos selecionarem apenas duas

das seis cartas em cima da mesa, ha 15 resultados possiveis ( °C, ):

. Cartas selecionadas pelos
Valor total Calculo

k& &
+12 (+9) + (+3) :&z* oo .
% ol w ¥
2: : ﬁ‘
+10 (+9) + (+1) *.t.** ‘ .
L v
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e "
—4 (=3)+ (-1 v ¢
' v
ve )
6 (=9) + (+3) PO &
*
L * ¢
e A
-8 (=9 + (+1) PO U 3
LY v
e %
—-10 (=9 + (-1 :Q: ¢
XY $
e e
12 (-9) +(~3) PO v
LY o !

Figura 55 — Dividas e ganhos — Valores que se podem obter ao adicionar os
valores correspondentes de duas das seis cartas do conjunto inicial

Os valores provenientes da adigao de duas parcelas sao todos pares (em
valor absoluto) e distintos, a excecéo do valor zero. Se for esse o valor obtido,
estaremos no unico caso em que o professor ndo tera como adivinhar as cartas
selecionadas, podendo apenas referir que os alunos s6 podem ter retirado duas
cartas iguais, a parte da cor: dois ases, um de ouros e um de espadas, dois
noves, um de copas e um de paus ou dois trés, um de copas e um de ouros (ver
linhas sombreadas na tabela 1).

Para o mesmo conjunto de cartas, e se os alunos selecionarem trés das

seis cartas em cima da mesa, ha 20 resultados possiveis ( °C; ):
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Valor ; :
total Calculo Cartas selecionadas pelos alunos:
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-7

-11

—-13

Figura 56 — Dividas e ganhos — Valores que se podem obter ao adicionar os
valores correspondentes de trés das seis cartas do conjunto inicial
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As somas de trés parcelas sédo todas impares (em valor absoluto) e dis-

tintas, a exceg¢ao das que coincidem com um valor numérico de uma das seis

cartas. Assim, temos cenarios distintos para o professor:

e se 0s alunos mencionam um valor coincidente com o valor numérico de

uma das seis cartas: +9.+3,+1,—1,—3,—9 o professor podera dizer

“‘Duas das vossas cartas tém valores simétricos e anulam-se, por isso va-

mos centrar a nossa atencido apenas na carta diferente que € um nove de

copas (por exemplo);

94



Magia ou Matematica?

e se o0s alunos mencionam os valores +5,+7,+11,+13,-5,—-7,—11,0u —13
€ simples obter estes numeros adicionando a +9 ou —9 os valores
+4,+2,—2, ou —4, que rapidamente sdo desdobradosem +3 + 1, +3 — 1,

—3+ 1 ou —3 — 1 e associados as cartas correspondentes.

Possiveis aprendizagens

O truque “Dividas e Ganhos”, com o referido conjunto de cartas, pode ser
realizado com alunos a partir do 7.° ano de escolaridade, no dominio Numeros e
Operacoes. Na explicacdo da matematica por tras do truque, a parte do uso de
calculo combinatério, que serve apenas para o professor poder determinar quan-
tas hipéteses distintas ha de agrupar duas ou trés cartas escolhidas de um con-
junto inicial de seis cartas, sem repeticdo e sem ordem, o conceito matematico
subjacente e mais relevante para o aluno é a adigdo de numeros inteiros e suas
propriedades. Podem ser explorados conceitos como o de numero simétrico, sa-
lientando os trés casos em que se selecionam apenas duas cartas ou os seis
casos em que se selecionam trés cartas e adicionando os dois numeros simétri-
cos se obtém o valor zero, permitindo descobrir que o valor da soma &, apenas,
o da terceira carta. Pode ser também, neste caso, abordada a propriedade da
existéncia de elemento neutro na adigao em Z.

Caso a exploracado venha a ser elaborada no 8.° ano, dentro do mesmo
dominio, podera ainda ser explorado o facto de 1, 3 e 9 serem valores de potén-

cias de base 3, uma delas de expoente nulo, e os respetivos simétricos.

4.2.4. Dividas e ganhos — Base negabinaria

O truque “Dividas e ganhos” pode também ser realizado com outros con-
juntos de cartas iniciais. Uma possibilidade sera a de selecionar para conjunto
de cartas inicial cartas que correspondam a poténcias de base —2, ou seja, po-
téncias do tipo (—2)" (para 0 < n < 4, n € N,). Para se poder acrescentar a pon-

tuacao 16, pode acrescentar-se essa conveng¢ao ao baralho inicial, como sendo
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a pontuacéo especial atribuida ao joker preto, conforme se pode observar na

figura abaixo:

s e ie o e ¢
*
o ¢ ¢
+ - v ¢ ¢+ §
Ganho de 1€: Divida de 2€: Ganho de 4€: Divida de 8€: Ganho de 16€:
(-2)°=1 (-2)t = -2 (=22 =14 (-2)}=-8 (-2)*=16

Figura 57 — Dividas e ganhos — Cartas do baralho que correspondem a potén-
cias de base —2, em ordenagao PCEO

Instrugoes para realizar o truque

e 0 professor deve colocar cinco cartas em cima de uma mesa, vol-
tadas para baixo, extraidas de um baralho previamente baralhado;

e em seguida, volta-se de costas enquanto um aluno as baralha;

e outro aluno seleciona e ambos observam, em siléncio, duas destas
cartas;

e 0 professor pede aos alunos que interajam, em surdina, adicio-
nando os valores positivos e/ou negativos associados as cartas
que tém em seu poder, tendo em conta a correspondéncia feita
inicialmente entre cada carta e o seu respetivo valor (divida ou ga-
nho) e estes indicam o valor que obtiverem ao professor;

e 0 professor procede como no truque original e adivinha as cartas

selecionadas pelos alunos.

Segredos por tras do truque

e 0 baralho de cartas previamente baralhado e que, com jeito, o pro-

fessor pode continuar a baralhar ligeiramente em frente a turma,
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deve manter sempre, no topo, as cinco cartas escolhidas pelo pro-

fessor, em ordem PCEO.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Para este conjunto de cartas, selecionando duas cartas do conjunto inicial,
ha 10 resultados possiveis ( °C, ), 3 s6 com cartas pretas, 1 s com cartas ver-

melhas e 6 com uma carta de cada cor, como se pode observar na figura que se

segue:
alunos:
% ‘o o
+5 (+1) + (+4) KX
* v
A
)
+17 (+1) + (+16) KX :
v 5
i :
ie o
+20 (+4) + (+16) ,
v v y
r :
2
v @
—10 (=2) + (-8)
=
o 7
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‘3: e
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r ?0’0
—7 (+1) + (=8) & K
v ¢ 0}
is 8 2w
+2 (+4) + (—2)
] &
v v o
ie o §0‘0
—4 (+4) + (~8) ¢ ¢
’ ]
¢ o
T
+14 (+16) + (=2)
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¢ 5¢. ¢
: s
+8 (+16) + (—8) ¢ ¢
’ El
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Figura 58 — Dividas e ganhos — Valores que se podem obter ao adicionar os
valores correspondentes de duas de cinco cartas com poténcias de base —2

Se o professor assim o entender, pode ainda estender este truque e dar
a possibilidade aos alunos de escolher qualquer nimero de cartas, uma vez que
qualquer numero inteiro se escreve de forma unica como soma de poténcias de

base —2, isto €, numa base negativa (—2), obtendo-se 31 casos distintos:
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1 00001 1
1 00010 -2
1 00100 4
1 01000 -8
1 10000 16
2 00011 -1
2 00101 5
2 01001 -7
2 10001 17
2 00110 2
2 01010 -10
2 10010 14
2 10100 20
2 00110 -4
2 11000 8
3 00111 3
3 01011 -9
3 10011 15
3 01101 -3
3 10101 21
3 01110 -6
3 10110 18
3 11001 9
3 11010 6
3 11100 12
4 01111 -5
4 10111 19
4 11011 7
4 11101 13
4 11110 10
5 11111 11

Figura 59 — Dividas e ganhos — Valores que se podem obter como soma de po-
téncias de base —2 com qualquer numero de cartas
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Como se pode observar, as somas obtidas correspondem a todos os nu-
meros inteiros entre —10 e +21, ndo existindo qualquer soma repetida, o que
permite sempre ao professor, recorrendo apenas ao calculo mental, adivinhar
quais e quantas foram as cartas escolhidas pelo aluno. A possibilidade de escre-
ver numeros em bases negativas, ja explorada no capitulo 2, justifica a forma
unica como cada numero se pode escrever a custa de poténcias de base -2,

exemplificada neste truque.

Possiveis aprendizagens

O truque “Dividas e Ganhos”, com este conjunto de cartas, pode ser rea-
lizado com alunos a partir do 7.° ano de escolaridade, no dominio Numeros e
Operacodes. Os alunos podem colocar em ag¢ao a adicao de numeros inteiros e
trabalhar o calculo de poténcias de base negativa e o seu sinal consoante a pa-

ridade do expoente.

4.2.5. Dividas e ganhos — Base negafibonacci

Outra possibilidade sera a de selecionar para conjunto de cartas inicial
alguns dos termos da sucessao negafibonacci, como se descreve no capitulo 2.
Por exemplo, podemos considerar o conjunto de cartas, da figura abaixo, em
ordenacao PCEO.

frr | Cvw | Soo| o |2 |5
e .
1& t@d v o o v
, ol o L4 o + &
Ganho de Divida de Ganho de Divida de Ganho de Divida de
13€: 8€: 5€: 3€: 2€: 1€:
+13 -8 +5 -3 +2 -1

Figura 60 — Dividas e ganhos — Cartas do baralho que correspondem a nume-

ros da sucessao negafibonacci, em ordenagao PCEO
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Para este conjunto de cartas, ha 15 casos possiveis, para a escolha de
duas cartas, como sucedeu no truque inicial. No entanto, agora, 3 dos resultados
ocorrem apenas com cartas pretas (ganhos), 3 apenas com cartas vermelhas
(dividas) e 9 com uma carta de cada cor. As somas nunca se repetem, permitindo

adivinhar as cartas selecionadas pelos alunos.

. Cartas selecionadas pelos
Valor total Calculo ) P
alunos:

20 &
+18 (+13) + (+5) F'S
v
v v}
2 &
+15 (+13) + (+2)
*
® 7
s o ¢ &
+7 (+5) + (+2) "
]
v v e 'g
‘o @ 3 e
v . o
-11 (—8) + (-3) 9“0 *
LI ¢
?.v'v &
-9 (-8)+ (-1 Yyev v
“ = =
padhad v
;¢ 5
—4 (=3) + (1) » v
¢ ! v
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+5

+10

+12

+2

+4

(+13) + (-8)

(+13) + (-3)

(+13)+ (-1

(+5) + (=8)

(+5) + (=3)

(+5) + (=1

(+2) + (=8)

(+2) + (=3)
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Figura 61 — Dividas e ganhos — Valores que se podem obter ao adicionar os
valores correspondentes de duas de seis cartas com numeros da sequéncia
negafibonacci

Ao impor a escolha de apenas duas cartas de entre as seis que integram
este conjunto, garantimos que as somas sao unicas, pelo que é possivel ao pro-
fessor identificar as cartas escolhidas pelos alunos.

O teorema de Zeckendorf indica que qualquer numero inteiro positivo
pode ser representado de forma unica como a soma de numeros de negafibo-
nacci ndo consecutivos (se forem consecutivos essa representagéo deixa de ser
unica). Como tal, poderiamos pensar em permitir aos alunos escolher mais de
duas cartas. No entanto, uma vez que os alunos poderiam escolher numeros
consecutivos, a soma poderia ndo ser obtida de forma unica, pelo que ndo é uma

boa opc¢ao.

Possiveis aprendizagens

Com este ultimo conjunto de cartas (ou outros inventados pelo professor)
pode ser menos intuitivo adivinhar as cartas escolhidas pelos alunos, mas po-
dera ser uma boa oportunidade para tomarem contacto com a sequéncia de Fi-
bonacci generalizada e para explorarem a adigao de numeros inteiros relativos.
Pode aplicar-se, no ambito do dominio Numeros e Operacdes, a partir do 7.°

ano.

4.2.6. O quadrado desaparecido

O truque “O quadrado perdido” encontra-se descrito em Davidson e

McOwan (2011) e Gardner (1956) e baseia-se em factos geométricos.
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Instrugoes para realizar o truque

o professor apresenta aos alunos uma imagem de um triangulo re-
tangulo construido numa folha quadriculada, cujos catetos medem
5cme13cm;

o professor explica que dividiu previamente o tridangulo retangulo
em quatro pegas mais pequenas, que recortou e pintou de cores
distintas: vermelha, verde, rosa e azul. As pegas encontram-se jus-
tapostas no tridngulo retangulo inicial preenchendo-o completa-
mente;

o professor pede aos alunos que se concentrem e fechem os olhos,
afirmando que, com a sua forga mental, vai conseguir formar o tri-
angulo novamente, apenas movimentando e reorganizando as
quatro pecas, mas fazendo desaparecer um centimetro quadrado

de area.

Segredos por tras do truque

o truque nao tem qualquer segredo, mas requer a preparagao pré-
via dos tridngulos, uma vez que as pegas inicialmente colocadas
sobre o triangulo ndo o formam realmente, pois as hipotenusas dos
tridangulos retangulos verde e vermelho ndo s&o segmentos de reta
paralelos. H4 uma pequena diferenga no desenho que mostra (de
forma quase impercetivel) que a area total das quatro pegas € mais
pequena que a area do triangulo retangulo cujos catetos medem 5

e 13 cm.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Este truque baseia-se no paradoxo de Curry, descrito no capitulo 2, en-

volvendo o principio da distribuicdo escondida e o “desaparecimento” de uma

porcao de area.
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Como é possivel observar nas figuras que se seguem, ha uma tentativa

de construir um tridngulo retangulo com area 32,5 ¢cm? (Arrianguio retangulo =

5’;13 = % = 32,5 ¢m?), mas a area conjunta das figuras é dada por:
8x3 5x2
ATotaldasA].pegaS:T 2 +7+8=12+5+15=32C7n2

Figura 62 — O quadrado desaparecido — Configuragao inicial

Figura 63 — O quadrado desaparecido — Configuragao final

A configuragao inicial sugere um triangulo retangulo de catetos 5 e 13 cm,
mas na realidade trata-se de um quadrilatero. Se fosse um tridngulo com as re-
feridas medidas, ao juntar dois iguais obteriamos um retadngulo com dimensodes
13 por 5 cm. Na verdade, juntando dois quadrilateros iguais ao inicial obtém-se

o seguinte esquema:
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Figura 64 — O quadrado desaparecido — Triangulos justapostos

E possivel observar a existéncia de um pequeno paralelogramo entre os

dois quadrilateros, cuja area pode ser calculada do seguinte modo:

Aparalelogramo = Areténgulo — 2 X Arotar das 4 pecas —

=13x5—-2x%x32=65—64=1cm?

E este centimetro quadrado que “desaparece” entre as pecas colocadas

segundo a configuragéao final do truque.
Os dois triangulos retangulos menores, embora sejam ambos tridngulos

retdngulos, ndo sao tridngulos semelhantes. Basta observar que nao tém lados

diretamente proporcionais:

E, também, possivel comprovar que os triangulos ndo tém, entre si, dois

pares de angulos congruentes:

Amplitudes dos angulos internos do tridngulo verde:
a =90°

2
B =tg? (g) ~ 21,8°
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5
y=tg?! (E) ~ 68,2°

Amplitudes dos angulos internos do tridngulo vermelho:
d =90°

(8
E=tg <§> ~ 69,4°

3
0 =tg? (§> ~ 20,6°

E, assim, curioso observar que as hipotenusas dos triangulos vermelho e
verde nunca poderiam constituir segmentos de reta colineares e formar a hipo-
tenusa do tridngulo de catetos 5 cm e 13 cm, uma vez que os seus declives (m,

e m,, respetivamente) sao distintos:
3 2
mq =§=0,375em2 =E=0,4‘
Também é interessante constatar que as medidas envolvidas nas pecas

que constituem este truque geométrico sdo numeros de Fibonacci: 1,2,3,5,8,13.
Possiveis aprendizagens

O truque “O quadrado desaparecido” pode ser realizado, com diferentes
niveis de aprofundamento, com alunos de diversos anos de escolaridade, no
dominio Geometria e Medida. Caso a exploracéo, por parte dos alunos, tenha
em conta apenas o calculo de areas de tridangulos e quadrilateros e a nogao de
semelhancga de tridngulos, este sera um truque interessante no 7.° ano. A se-
quéncia de Fibonacci, eventualmente ja conhecida pelos alunos no ambito do
toépico Sequéncias, podera ser revisitada aqui.

Se este truque for explorado com alunos no 8.° ano, a tarefa construida
pelo professor podera, além dos conceitos ja mencionados, envolver o aluno no
célculo de declives de segmentos de reta.

No 9.° ano, nogdes de trigonometria podem ser utilizadas, por exemplo,
para descobrir as amplitudes dos angulos internos dos triangulos retangulos me-

nores.
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4.2.7. Quantos triangulos apareceram?

Este truque, descrito por John Quintanilla (2013), envolve conceitos geo-

métricos.

Instrugoes para realizar o truque

o professor pede a um aluno voluntario que va ao quadro e pede-
Ihe:

“Indica-me um numero entre 3 e 10.”
o aluno da a sua resposta em voz alta (x);
o professor continua, dizendo: “Desenha, no quadro, um poligono
(convexo) que tenha x lados.”
o aluno desenha o que o professor Ihe pediu;
o professor pede, em seguida: “Diz-me outro numero entre 3 e 10.”;
o aluno indica 0 numero pedido (y);
o professor solicita ao aluno: “Desenha y pontos, no interior do po-
ligono.”
o aluno concretiza a instrucédo do professor;
o professor solicita ao aluno: “Agora, eu vou virar-me de costas en-
quanto tu unes os pontos todos (os vértices do poligono e os pon-
tos que desenhaste) com segmentos de reta, para formares todos
os triangulos que conseguires. A Unica regra que tens de respeitar
€ que os segmentos de reta s6 se podem intersetar em pontos de-
senhados por ti e nunca formar novos pontos! Quando acabares de
desenhar, avisa-me!”;
o professor volta-se de costas enquanto o aluno desenha e quando
este acabar a sua tarefa, o professor pede-lhe que conte quantos
tridangulos acabaram de surgir e mantenha esse numero em se-
gredo;
o professor pode pedir aos restantes alunos da turma que contem,

também, o numero de tridangulos que surgiram, em siléncio;
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e quando os alunos terminam as contagens, o professor adivinha

quantos tridngulos apareceram na figura.

Segredos por tras do truque

e este truque pode ser realizado solicitando ao aluno numeros maio-
res do que 10, sendo que esta limitagao surge apenas para facilitar
as contagens;

e para adivinhar quantos tridngulos ha, o professor calcula mental-
mente o numero T de tridngulos, através da expressao

T=2y+x—-2

usando os valores de x e y que o aluno escolheu.

Por exemplo, vamos supor que o aluno indicou os numeros x =9 e y =
10 e desenhou o eneagono representado na figura que se segue, com 10 pontos

no seu interior:

Figura 65 — Quantos tridangulos apareceram? — Poligono com x lados e y pon-
tos no interior

Figura 66 — Quantos tridangulos apareceram? — Poligono com todos os triangu-
los desenhados

109



Capitulo 4 — Truques, recreagao e potenciais aprendizagens

Para este caso concreto, surgem 27 tridngulos na figura, isto €, o numero

que se obtém através do célculo seguinte: T =2y +x—2=2Xx10+9 -2 =27

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Quando o aluno elabora a construgdo geométrica da forma como o pro-
fessor solicitou, podemos estudar as amplitudes dos angulos internos geradas
do seguinte modo:

e por um lado, havendo T tridngulos, a amplitude total dos angulos
internos em todos eles é de 180T; no exemplo anterior, a amplitude
total dos angulos internos dos tridngulos seria de 180° x 27 =
4860°.

Figura 67 — Quantos triangulos apareceram? — Angulos internos de todos os tri-
angulos

e por outro lado, em torno de cada um dos y pontos, ha y angulos
giros e, logo, a amplitude total desses angulos é dada por 360y; no
exemplo dado, a soma das amplitudes dos angulos assinalados na

figura seguinte seria de 360° x 10 = 3600°;

Figura 68 — Quantos triangulos apareceram? — Angulos giros formados em
torno dos y pontos interiores
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e sabe-se ainda, que um poligono convexo com x lados tem x angu-
los internos, que somam 180(x — 2) graus. No exemplo, o enea-
gono tem 180° x (9 — 2) = 180° x 7 = 1260°;

Figura 69 — Quantos triangulos apareceram? — Angulos internos de um poli-

gono com x lados

Reunindo as informagdes anteriores, pode concluir-se que:

180T = 360y + 180(x — 2)

Esta equacéo é equivalente a:
180T = 360y + 180x — 360

Dividindo ambos os membros da equagao por 180, obtém-se:

180T_360y+180x 360
180 180 180 180

Ou seja:

T=2y+x—-2

Note-se que, no exemplo dado, 4860° = 3600° + 1260°.

Possiveis aprendizagens

O truque “Quantos triangulos apareceram?” e a explicagdo do modo como

funciona envolve diversos conceitos geométricos abordados no 3.° ciclo do en-

sino basico: nogcdo de poligono convexo; classificagdao de angulos tendo em

conta a sua amplitude; soma das amplitudes dos angulos internos de um poli-

gono convexo com x lados. Além disso, é possivel estabelecer uma conexao
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com a Algebra, nomeadamente com o trabalho com equagées literais, quando

se deduz a férmula que permite ao professor adivinhar o numero de tridngulos

que vao aparecer. A exploragédo do truque de forma integral pode ser indicada

para turmas dos 8.° e 9.° anos de escolaridade, embora também possa ser apli-

cada, com menor grau de sofisticacdo, em turmas do 7.° ano.

4.2.8. Mais rapido que a prépria sombra

Este truque inclui a determinagao de areas de poligonos convexos ou hao

convexos, cujos vértices tém coordenadas inteiras, num certo referencial carte-

siano.

Instrugoes para realizar o truque

o professor divide a turma em pequenos grupos numerados e dis-
tribui um geoplano a cada grupo, pedindo-lhes que, com elasticos,
construam um poligono simples, cdncavo e com mais de 4 lados;
se assim o entender, para facilitar o trabalho dos grupos, o profes-
sor pode, também, projetar uma malha quadrangular, disponivel

em diversos sitios da Internet como http://apps.mathlearningcen-

ter.org/geoboard/, e pedir a um aluno voluntario que va também ao

quadro desenhar um poligono nas condi¢des pedidas;

o professor desafia os alunos, em cada grupo, a encontrar um pro-
cesso para calcular a area do poligono que construiram e a calcular
a referida area;

o professor percorre todos os grupos e, “utilizando toda a sua ca-
pacidade de concentragdo e os seus poderes magicos”, determina
rapidamente a area do poligono e escreve-a num papel, com o nu-
mero do grupo e deixa-o sobre a sua mesa, com a solugao voltada

para baixo;
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e quando os alunos terminam a tarefa, o professor pergunta: “a area
do vosso poligono é...”, completando a questdo com o valor que

escreveu no papel de cada grupo.

Segredos por tras do truque

e o0 truque funciona para qualquer poligono simples, cbncavo ou con-
vexo, construido com elasticos num geoplano, uma vez que 0s
seus vértices localizar-se-a0 nos seus pinos; caso seja usada uma
malha quadrangular, o professor deve avisar os alunos, durante a
construgédo do poligono, de que os seus vértices devem coincidir
com pontos da referida malha; ao pedir aos grupos de alunos que
construam um poligono céncavo, com mais de 4 lados, o professor
procura garantir, apenas, que os alunos nao construam um poli-
gono cuja area € demasiado simples de determinar, como por
exemplo um tridngulo retangulo ou um paralelogramo, perdendo-
se a eficacia do truque;

e para adivinhar, de forma rapida, qual € a area do poligono de cada
grupo, o professor conta o numero de pontos no interior do poli-
gono, i, € o numero de pontos na fronteira, f, e aplica mentalmente

a formula:

f
A=i+=-1
l+2

Por exemplo, se um grupo de alunos desenhar o poligono:

Figura 70 — Mais rapido que a prépria sombra — Poligono num geoplano
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Para este poligono, o professor conta o0 numero de pontos no interior, i =

40, o numero de pontos que se situam na sua fronteira, f = 23, e calcula:

o f 23
A=l+§_1=40+7_1=4O+11'5_1=50'5

O poligono construido pelos alunos tem 50,5 unidades de area.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Enquanto os alunos usam processos mais morosos para determinar a
area de cada poligono, o professor esta a usar o Teorema de Pick, ja explicado

no capitulo 2 desta dissertagéo.
Possiveis aprendizagens

O truque “Mais rapido do que a propria sombra” pode ser aplicado em
turmas do 3.° ciclo, apelando ao calculo de areas. E provavel que os alunos, a
partir do 7.° ano, o fagam decompondo cada poligono em tridngulos e quadrila-
teros ou enquadrando o poligono num poligono mais simples, de maior area,
subtraindo as areas dos poligonos excedentes. A formula do Teorema de Pick
nao faz parte das metas curriculares em vigor neste ciclo de escolaridade, mas,
dada a sua simplicidade, pode ser usada pelos alunos como uma férmula extra.
Podem ser explorados os conceitos de poligono simples, convexidade e ainda

as nogdes de interior, exterior e fronteira de um poligono.

4.2.9. O que os meus olhos veem

O truque “O que os meus olhos veem” encontra-se descrito por Davidson
e McOwan (2011) e esta relacionado com nog¢é&o de simetria, também explorada
por Felix Klein (Silva, Freitas, Silva, & Hirth, 2016).
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Instrugoes para realizar o truque

o professor expande um baralho de cartas em cima da mesa, vol-
tadas para cima, permitindo aos alunos ver que se trata de um ba-
ralho de cartas normal;

em seguida, o professor fecha o baralho e volta a expandi-lo em
cima da mesa, mas com todas as cartas voltadas para baixo e per-
corre o baralho com um dedo desde o fundo até ao topo e pede a
um aluno voluntario que lhe diga quando quiser parar;

em seguida, o aluno retira essa carta, memoriza qual é e volta a
inseri-la no baralho;

o professor e/ou o0 aluno baralham as cartas;

o professor adivinha a carta.

Segredos por tras do truque

para que o truque funcione o professor comega por preparar previ-
amente o baralho colocando no fundo as 22 cartas seguintes, que
devem estar baralhadas: as, 3, 5, 6, 7, 8, e 9 de copas, paus e
espadas e o 7 de ouros. As restantes cartas devem ficar no topo
do baralho;

o professor deve orientar as cartas previamente de modo a que
figuem todas do mesmo modo, conforme descrito em seguida. Em
cada uma das 22 cartas ha alguns simbolos voltados para cima e
alguns simbolos voltados para baixo. O professor escolhe, por
exemplo, colocar todas as cartas com um numero maior de simbo-

los voltados para cima, como se mostra na figura:
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Figura 71 — O que os meus olhos veem — conjunto de 22 cartas que devem fi-
car no fundo do baralho

baixo);

vremente.
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quando o aluno retira a carta, para observar e memorizar o seu
valor, o professor recolhe a parte restante do baralho e da-lhe dis-
cretamente uma meia volta (isto é, faz uma rotagéo de centro no

centro da carta e amplitude 180°, mantendo-as voltadas para

quando o professor comeca a percorrer o baralho com o dedo, do
fundo para o topo, deve fazé-lo lentamente e procurar que o aluno
peca para parar enquanto ainda esta numa das 22 primeiras cartas;
se o professor preferir ndo arriscar, pode dizer aos alunos que vai
realizar um truque apenas com uma por¢ao do baralho inteiro e

retira previamente as 22 cartas da figura acima, baralhando-as li-
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Por que motivo funciona: o papel da matematica

Se observarmos as cartas de um baralho normal, verificamos que existem
apenas dois tipos de cartas, no que respeita a simetrias: ha cartas sem simetria
e ha cartas com simetria de rotagao de grau 2 (simetria de rotagao de 180° em
torno do centro da carta). Como é possivel observar na figura anterior, as 22
cartas do baralho selecionadas sao todas as cartas que nao tém simetria, pelo
que é simples para o professor, depois de dar meia volta ao baralho, identificar

qual é a carta que o aluno inseriu e que ficou ao contrario.

Possiveis aprendizagens

A partir das cartas deste baralho, € possivel ao professor explorar com os
alunos a nogao de simetria de uma figura, pelo que a sua exploragao é ade-
quada, desde o 2.° ciclo ao 9.° ano de escolaridade, com particular relevancia no

8.% ano.

4.2.10. Tenho um palpite!

O truque “Tenho um palpite” tem sido realizado, por diversas vezes, nas
atuacodes do Circo Matematico e, para ser realizado em sala de aula, é necessa-
rio que o professor (ou o aluno que aprenda a desempenhar o papel de magico)
tenha um ajudante (por exemplo, um outro aluno da turma), que com ele seja

conivente.

Instrugoes para realizar o truque

e constroem-se cartas iguais em cartolina, numeradas de 1 a 10;

e um aluno voluntario esconde uma das 10 cartas, sem ver qual ela
€ (de forma a que nao possa dar a conhecer a nenhum outro aluno
da turma de que carta se trata, nem através das suas expressdes

faciais);
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o professor e o0 seu ajudante dividem as restantes cartas entre si,
da forma mais equilibrada possivel (quatro cartas para um e cinco
para o outro, por exemplo);

o professor e o0 seu ajudante adicionam os valores das suas cartas,
obtendo duas somas parciais;

o professor calcula mentalmente o resto da divisdo da sua soma
parcial por 10 e fixa esse numero porque vai precisar dele no final;
o ajudante do professor calcula mentalmente o resto da diviséo da
sua soma parcial por 10 e diz ao professor: “Tenho um palpite! Eu
acho que nao € o (inserir aqui o palpite)!”;

o professor adivinha qual foi a carta escondida pelo aluno.

Segredos por tras do truque

antes da realizacao do truque, o professor tem de combinar com o
seu ajudante que, quando receber a sua parte das cartas, deve
obter a soma parcial dos seus valores, calcular o resto da diviséo
dessa soma por 10 e dizer ao professor qual foi o resto obtido, in-
serindo-o na frase como o palpite;

depois de receber a mensagem, o professor adiciona o palpite do
ajudante (o resto) a soma parcial das suas cartas e calcula quantas
unidades Ihe faltam para chegar a 15 (ou a 5, se a soma for inferior

a 5), descobrindo o numero retirado pelo aluno.

Consideremos os seguintes exemplos:

A)

e imaginemos que o aluno voluntario retira a carta com o numero
7

e ficam na posse do professor as cartas com 0s numeros
1,2,3,4,5,6,8,9 e 10, em ordem aleatoria;

e supondo que o professor da 4 cartas ao ajudante e fica com 5

para si, digamos, por exemplo:
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Professor Ajudante
Cartas 1, 4, 5,6, 10 Cartas 2,3,8e9
Soma parcial: 26 Soma parcial: 22
Resto da divisao por 10: 6 Resto da divisao por 10: 2

O ajudante diz: “Tenho um palpite! Eu acho que nao é o 2!”

O professor soma 6 com 2, que da 8 e efetua a subtracdo 15 -8 =7,

obtendo o numero escondido pelo aluno.

B)
e imaginemos, agora, que o aluno voluntario retira a carta com o
numero 2;
o ficam na posse do professor as cartas com os numeros 1,
3,4,5,6,7,8,9 e 10, em ordem aleatéria;
e supondo que o professor da 4 cartas ao ajudante e fica com 5

para si, digamos, por exemplo:

Professor Ajudante
Cartas 6,7, 8,9, 10 Cartas 1,3,4e5
Soma parcial: 40 Soma parcial: 13
Resto da divisao por 10: 0 Resto da divisédo por 10: 3

O ajudante diz: “Tenho um palpite! Eu acho que nao é o 3!”

O professor soma 3 com 0, que da 3 e efetua a subtracédo 5 — 3 = 2, ob-

tendo o numero escondido pelo aluno.

Note-se que o truque pode também ser realizado com um numero impar
de cartdes, como por exemplo, cartdbes numerados de 1 a 9. O procedimento é

semelhante, mas ao retirar a carta escondida as cartas podem agora ser
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divididas igualmente pelo professor e pelo seu ajudante. Além desta diferenca,
o professor tera, desta vez, que calcular quanto falta para o menor multiplo de 9

que é maior ou igual a soma dos dois restos calculados. Vejamos um exemplo:

e imaginemos que o aluno voluntario retira a carta com o numero
8;

e ficam na posse do professor as cartas com 0s numeros
1,2,3,4,5,6,7 € 9, em ordem aleatoria;

e supondo que o professor reparte igualmente as 8 cartas restan-

tes, dando 4 ao ajudante e ficando com 4 para si, digamos, por

exemplo:
Professor Ajudante
Cartas 1, 3,4,7 Cartas 2,5,6€e9
Soma parcial: 15 Soma parcial: 22
Resto da divisao por 9: 6 Resto da divisao por 9: 4

O ajudante diz: “Tenho um palpite! Eu acho que nao é o 4!”

O professor soma 6 com 4, que da 10 e efetua a subtracdo 18 — 10 = 8,

obtendo o numero escondido pelo aluno.
Por que motivo funciona: o papel da matematica

Tal como foi explicado no capitulo 2, se os cartbes estdo numerados de 1

a 10, e 10 € um numero par, a soma dos 10 primeiros numeros naturais € sempre
congruente com 5, modulo 10 (porque 12—0 = 5).

Assim, ao determinar o resto da divisdo de cada uma das somas parciais
por 10, o professor e o0 seu ajudante estdo a identificar o numero com o qual

estas somas sdo congruentes, modulo 10. Portanto, se designarmos as somas

parciais do professor e do ajudante, respetivamente por S; e S,, teremos:
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S; =a(mod 10) e S, = b (mod 10), sendo b o palpite transmitido de forma

disfarcada pelo ajudante ao professor.

Por outro lado, a soma dos 10 primeiros numeros naturais, S, é:

10x11 _
==

S = % = 55, ou seja, S =5 (mod 10).
Mas S = S; + S, + X, sendo X a carta escondida pelo aluno voluntario, ou
seja, X =S5S—-(5;+5,).

Se S;=a(mod10) e S, =b (mod10), (S; +S;) = (a+b) (mod 10).
Casoa + b < 5, o professor deve calcular X =5 — (a+ b). Casoa + b > 5, deve

calcular X = 15 — (a + b).

Se os cartdes estdo numerados de 1 a 9, e 9 € um numero impar, a soma
dos 10 primeiros numeros naturais € sempre congruente com 0, médulo 9 (por-

que a soma € um multiplo de 9).
Deste modo, teremos:

Si=a(mod9) e S, =b (mod9), sendo b o palpite transmitido de forma

disfarcada pelo ajudante ao professor.

Por outro lado, a soma dos 9 primeiros numeros naturais, S, é:

9x10
— =

S =

% = 45, ou seja, S = 0 (mod 9).

Voltamos ater S = S, + S, + X, sendo X a carta escondida pelo aluno vo-

luntario, ou seja, X =S — (5, + S,).

Como (S§;+S,)=(a+b) (mod9) tem-se que X =9—(a+b), se a+
b<9eX=18—-(a+b),casoa+b = 9.
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Possiveis aprendizagens

O truque pode ser realizado com alunos a partir do 7.° ano de escolari-
dade, no ambito do tema “Numeros e Operacdes”. Embora os alunos nao traba-
Ihem diretamente com aritmética modular, podem aprender a fazer o truque cal-
culando mentalmente restos de divisbes de somas por 10. Trata-se de uma opor-
tunidade boa para treinarem o seu calculo mental.

Se o truque for realizado com um numero impar de cartdes, como por
exemplo, cartdes numerados de 1 a 9, ao retirar a carta escondida as cartas
podem ser divididas igualmente pelo professor e pelo seu ajudante. Apds o cal-
culo das somas parciais, ambos procuram saber quais sdo os restos da divisdo
desses numeros por 9, o que € uma boa oportunidade para ensinar aos alunos
a técnica dos “noves fora”, que faz parte das memorias escolares de muitos dos
seus familiares. O professor adiciona o resto da divisdo da sua soma parcial por
9 ao “palpite” do seu ajudante (o outro resto) e descobre o valor da carta escon-

dida verificando quantas unidades faltam para chegar a 9 ou a 18.

4211. 5-4-3-2-1-1/2 e ja sei o teu numero!

O truque 5-4—-3-2-1 —i e ja sei o teu numero!” faz parte de um

estudo desenvolvido por Kien Lim (Lim, 2018) e foi pensado com a finalidade de

promover o desenvolvimento de conceitos algébricos.
Instrugoes para realizar o truque

e 0 professor pede a um aluno que pense num numero secreto e de-

pois siga 0s passos seguintes:

= adiciona 5 unidades ao teu numero;
= multiplica a soma obtida por 4;
= subtrai 3 unidades ao produto obtido;

= divide a resposta anterior por 2;
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= adiciona 1 unidade ao quociente;
.. 1
= adiciona >
e 0 professor pergunta a um aluno que numero obteve depois de re-

alizar estas 6 operagdes e adivinha o numero inicial em que este

pensou.
Segredos por tras do truque
e quando o aluno refere o valor que obteve, o professor subtrai-lhe
10 unidades e divide o resultado por 2, adivinhando o numero em
que o aluno pensou.
Por que motivo funciona: o papel da matematica
Para a compreensao sobre o modo como funciona este truque, para qual-

quer numero real x, basta recorrer a expressdes algébricas que traduzam os

diversos passos do truque:

X
adicionar 5 l
x+5
multiplicar por 4
4(x +5)
subtrair 3
4(x+5)—3
dividir por 2
[4(x +5) — 3]
2
adicionar 1 ‘
[4(x +25) — 3] 1
adicionar% l,
[4(x +25) — 3] +1 -
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Esta ultima expressao algébrica pode ser transformada numa expressao

algébrica equivalente e mais simplificada:

[4(x +5) — 3] 1

> +1+2

(4x +20—3)
- 2

=(4x+17)_|_1_|_1

2 2

cox+ T p14ie

18
= 2x-+'zg'+-1 =

=2x+9+1=
=2x+10

Pode estabelecer-se uma fungédo f:R — R, tal que f(x) = 2x + 10, na
qual cada numero em que os alunos pensarem constitui-se como um objeto e

cada numero obtido apds os passos do truque constitui uma imagem.

x—=10
2

ou f~(x) =%—5. Uma vez que (f™'of)(x) = f(f(x)) =2 -5=x+

O professor utiliza a expressao algébrica da fungao inversa f~1(x) =

5 — 5 = x, conclui-se que o professor consegue sempre obter o numero inicial

pensado pelo aluno voluntario.

Possiveis aprendizagens

Este truque pode ser realizado pelo professor e pelos alunos recorrendo
apenas a aritmética. No entanto, a demonstracio do truque e a verdadeira com-
preenséo sobre a forma como funciona é alcancada a partir da Algebra. Uma vez
que a estrutura matematica subjacente a este truque é relativamente simples,
alunos a partir do final do 7.° ano podem explora-lo de uma forma bastante mais
completa do que numa abordagem meramente numérica.

Em primeiro lugar, alunos desta faixa etaria podem traduzir cada um dos
passos do truque recorrendo a expressoes algébricas. Trata-se de um processo

de generalizagdo e simbolizagdo que deve ser promovido nos alunos desde
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cedo. Além disso, estes alunos podem simplificar a expressao algébrica final,
que envolve parénteses e denominadores. A propriedade distributiva da multipli-
cacao em relacao a adicdo também esta envolvida neste raciocinio, assim como
o conceito de expressodes algébricas equivalentes.

Se o professor assim o entender, a correspondéncia entre cada um dos
numeros iniciais pensados pelos alunos e o numero final obtido apds a realizacao
destes primeiros passos do truque pode ser interpretada como uma fungao afim,
definida por f(x) = 2x + 10 e esta fungao pode ser trabalhada pelos alunos, nas
suas diferentes representagdes (através de tabelas, graficos, expressdes algé-
bricas ou diagramas sagitais).

Outra possibilidade que o professor pode explorar para levar os alunos a
ir mais além, é leva-los a descobrir qual € o segredo do truque. Propondo aos
alunos a questao adicional “o que faz o professor para descobrir o numero de
cada aluno?”, os alunos podem chegar, de forma informal, a um processo que
permite inverter as operagdes envolvidas na fungéo (subtrair dez unidades e di-
vidir o resultado por dois). A inversao de uma fungao através da realizagao das
operacgoes inversas pela ordem inversa € um raciocinio importante que também
esta presente quando resolvemos formalmente uma equacgao do 1.° grau.

Uma vez compreendido o modo como este truque funciona, em algumas

turmas, o professor pode propor aos alunos que criem os seus proprios truques

) « 1., . . »
de magia, semelhantesao ‘5 -4—-3-2—-1-— Sejaseio teu numero!

4.2.12. Todos obtiveramo 9

O truque “Todos obtiveram o 9” faz parte do mesmo estudo referido no
truque anterior (Lim, 2018) e também foi pensado com a finalidade de promover

o desenvolvimento de conceitos algébricos.
Instrucoes para realizar o truque

e 0 professor pede a todos os alunos de uma turma que pensem num

numero secreto e depois percorram os passos seguintes:

= adicionem 0 meu numero, que € o 12;

125



Capitulo 4 — Truques, recreagao e potenciais aprendizagens

= adicionem o numero em que o vosso melhor amigo pensou,
gue € 0 mesmo que O VOSSO;

= adicionem o numero 30;

= dividam a soma obtida por 2;

= subtraiam o numero do vosso melhor amigo;

= subtraiam o meu numero, que é o 12.

e 0 professor adivinha que o numero obtido é 9.

Segredos por tras do truque

e este truque funciona sempre e nao requer qualquer preparacao se-

creta por parte do professor.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Para qualquer numero real x, tem-se que:

€= =

adicionar 12
x+ 12
adicionar x
x+12+x
adicionar 30 ‘
x+12+x+ 30
dividir por 2
x+12+x+ 30
2
subtrair x
x+12+x+ 30
— X
2
subtrair 12 ‘
x+12+x+ 30
> —x—12
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Esta ultima expressao algébrica, quando simplificada, permite obter o nu-

mero 9:
x+12+x+ 30
—x—12 =
2
2x + 42 12—
= > X =
=x+21—-x—-12 =

=9

Possiveis aprendizagens

Neste truque, a estrutura matematica subjacente é, também, bastante
acessivel, pelo que se pode trabalhar a partir do 7.° ano de escolaridade, no
ambito da Algebra. Mais uma vez os alunos podem colocar em jogo a sua capa-
cidade de generalizar e simbolizar, além de simplificar expressdes algébricas.

Sera interessante propor aos alunos que criem novas variantes do truque,
de forma a que, no final da execugao dos passos previstos se obtenha sempre
um outro numero, previamente sugerido pelo professor. Imagine-se que o desa-
fio consiste em definir um truque que permita sempre obter o numero 4, para
qualquer valor inicial de x. Cada aluno pode apresentar uma proposta como a
que se segue:

“Pensa num numero, multiplica-o por 2, adiciona-lhe 8 unidades, divide a

soma por 2 e, por fim, subtrai o numero em que pensaste.”

Para qualquer numero real x, tem-se que:

multiplica por 2

X qm =

adicionar 8

N
=

+
o]

dividir por 2

N
=

+
o]
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x+4

subtrair x l

XxX+4—x
|

4

E se, em vez de 4, o professor pedir para que o resultado final seja sempre

um numero impar, como o0 13, uma estratégia podera ser a que se segue:

“Pensa num numero, multiplica-o por 2, adiciona-lhe 26 unidades, divide

a soma por 2 e, por fim, subtrai o numero em que pensaste.”

Para qualquer numero real x, tem-se que:

multiplica por 2 l

adicionar 26 l

dividir por 2 l

subtrair x l

E as variantes criadas pelos alunos podem ser imensas. Resta, depois,
ao professor e a turma, conseguir provar a validade (ou ndo) dos diversos tru-
ques, o0 que enriquecera, sem duvida, o trabalho algébrico desenvolvido na sala
de aula (Ponte, Branco, & Matos, 2009).
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4.2.13. O par mistério

O truque “O par mistério” encontra-se descrito por Benjamin (2015) e di-
fere dos anteriores truques algébricos uma vez que envolve dois numeros des-

conhecidos em vez de um.

Instrugoes para realizar o truque

e 0 professor pede a um aluno voluntario que pense em dois nume-
ros inteiros entre 1 e 10 e, em seguida, efetue as seguintes opera-

coes:

= adicionar os nUmeros em que pensou;
= multiplicar o numero obtido por 10;
= adicionar o maior dos numeros em que pensou,
= subtrair o menor dos niumeros em que pensou.
e 0 professor pede ao aluno que diga que numero obteve e adivinha
0S humeros originais em que o aluno pensou;

e 0 truque pode ser repetido com outros alunos da turma.

Segredos por tras do truque

e este truque nao requer qualquer preparacao secreta por parte do
professor;
e para que o professor adivinhe os numeros em que o aluno pensou
basta seguir as seguintes instrugdes:
= para obter o maior dos numeros, basta tomar o ultimo alga-
rismo do numero obtido pelo aluno depois de realizar todos
0s passos, adiciona-lo com o numero que resta quando esse
algarismo é retirado e, em seguida, dividir a soma por 2;
= para obter o menor dos numeros, basta subtrair ao maior
dos numeros (descoberto no passo anterior) o ultimo alga-

rismo do numero obtido pelo aluno.
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Por exemplo:

Imagine-se que o aluno pensou nos numeros 5 (menor numero) e 9 (maior

numero). Ao percorrer todos 0s passos, o aluno obtém o numero 144 porque:

5e9
adicionar os numeros l
14
multiplicar por 10 l
140
adicionar o maior dos numeros l
140 + 9 = 149
subtrair o menor dos numeros ‘
149 — 5 = 144

Ao revelar o numero 144 ao professor, este procede do seguinte modo:

4+14 . ,
= ——=9 (maior dos numeros);

= 9 —4 =5 (menor dos numeros).
Por que motivo funciona: o papel da matematica

Tomando dois numeros inteiros entre 1 e 10, quaisquer, que podem ser
designados, sem perda de generalidade, por x (maior dos numeros) e y (menor

dos numeros), o truque “O par mistério” envolve as seguintes operagoes:

xey
adicionar os numeros l
x+y
multiplicar por 10 l
10(x +y)
adicionar o maior dos numeros ‘

10(x+y) +x
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subtrair o menor dos numeros l

10(x+y)+x—y

Se x e y forem dois numeros inteiros quaisquer, entre 1 e 10, x —y € um
numero entre:
1<x<10
1<y<10
—10< -y < -1
Logo:
1-10€x—y<10-1

-9<x—-y<9

Como assumimos que x designa o maior dos numeros e y designa o me-
nor dos numeros, temos que:

0<x-y<9

Além disso, 10(x + y) € um numero terminado em 0 que tem o seguinte
enquadramento:
2<x+y<20
20 < 10(x + y) < 200

Assim, 10(x + y) + x — y tem, como ultimo algarismo, x —y e, como nu-

10(x+y)+x—y—(x—y)
10

mero que resta apds a retirada do ultimo algarismo ,0u seja, x +

y.

Deste modo, o professor consegue sempre adivinhar os dois numeros

porque efetua as seguintes operagoes:

-y+x+ 2 . ’
=% = = = x (maior dos nimeros);

= x—(x—y)=x—x+y =y (menor dos numeros).

[Note-se que, para x e y numeros inteiros entre 1 e 10, x > x — y, pelo

que x — (x — y) é sempre um numero positivo.]
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Possiveis aprendizagens

Este truque pode ser realizado com alunos de todo o 3.° ciclo do ensino
basico, mas, do meu ponto de vista, a sua exploracido sera mais interessante no
9.° ano. Além da simbolizagéo e da generalizagao, a explicitagdo do modo como
o truque funciona pode envolver a nogdo de enquadramento, assim como as
propriedades da relagao de ordem “<”, que s&o abordadas neste ano de escola-
ridade. Esta podera ser, também, mais uma oportunidade para os alunos traba-

Iharem com expressdes algébricas e a sua simplificagéo.

4.2.14. O par mistério (2)

Podemos aplicar o truque “O par mistério” de uma forma mais ampla, ge-

rando maior estupefacao junto dos alunos.

Instrugoes para realizar o truque

e 0 professor pede a um aluno voluntario que pense em dois nume-
ros inteiros entre 1 e 1000 e, em seguida, efetue as seguintes ope-

racoes:

= adicionar os nUmeros em que pensou;
= multiplicar o numero obtido por 1000;
= adicionar o maior dos numeros em que pensou,

= subtrair o menor dos niumeros em que pensou.
e 0 professor pede ao aluno que diga que numero obteve e adivinha

0S humeros originais em que o aluno pensou;

e 0 truque pode ser repetido com outros alunos da turma.
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Segredos por tras do truque

e este truque funciona de forma semelhante ao truque original, em-
bora possa originar calculos mais dificeis de efetuar mentalmente;
e para que o professor adivinhe os numeros em que o aluno pensou
basta seguir as seguintes instrugdes:
= para obter o maior dos numeros, basta tomar os trés ultimos
algarismos do numero obtido pelo aluno depois de realizar
todos os passos, adiciona-lo com o numero que resta
quando esses algarismos sao retirados e, em seguida, divi-
dir a soma por 2;
— para obter o menor dos numeros, basta subtrair os dois nu-
meros: 0 que se obteve no ponto anterior € 0 numero com-
posto pelos trés ultimos algarismos do numero obtido pelo

aluno.

Por exemplo: imagine-se que o aluno pensou nos numeros 3 (menor nu-
mero) e 844 (maior numero). Ao percorrer todos os passos, o aluno obtém o

numero 847841 porque:

3 e 844
adicionar os numeros l
847
multiplicar por 1000 l
847000

adicionar o maior dos nimeros l
847000 + 844 = 847844

subtrair o menor dos nUmeros l
847844 — 3 = 847841

Entdo, o professor extrai os ultimos trés algarismos do numero revelado

pelo aluno, obtendo 841 e o numero restante 847. Deste modo:
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841+847 1688 . ,
— =, =844 (maior dos numeros);

= 844 — 841 = 3 (menor dos numeros).
Por que motivo funciona: o papel da matematica

Tomando, agora, dois numeros inteiros entre 1 e 1000, quaisquer, que
podem ser designados, sem perda de generalidade, por x (maior dos numeros)

e y (menor dos numeros), o truque “O par mistério (2)” permite obter o numero
1000(x+y)+x—y

Se x e y forem dois numeros inteiros quaisquer, entre 1 e 1000, x —y é
um numero entre 0 e 999, como se pode concluir seguindo passos analogos aos
descritos no truque original.

Como 1000(x + y) € um namero terminado em 000, 1000(x +y) +x — y

tem, como ultimos trés algarismos, x — y €, como numero que resta apos a reti-

rada dos ultimos algarismos x + y (ou seja, 1°°°(x+yi;g(;y_(x_” =x+ y).

Tal como no truque original, para adivinhar os numeros em questao basta

ao professor calcular:

-y+x+ 2 . ’
=% = = = x (maior dos nimeros);

= x—(x—y)=x—x+y =y (menor dos numeros).

Possiveis aprendizagens

Este truque pode ser realizado com alunos do 9.° ano, mantendo as mes-

mas potencialidades descritas na versao original do truque.

134



Magia ou Matematica?

4.2.15. Sei qual é a tua carta

O truque que se segue é uma adaptagdo de um truque descrito por
Sherard (1998), aliando o raciocinio usual de “pensar num numero” com 0 uso
de um baralho de cartas. Para facilitar a realizagao do truque o aluno pode usar

a calculadora.

Instrugoes para realizar o truque

e 0 professor solicita a um aluno voluntario que baralhe um baralho
de 52 cartas e selecione uma carta ao acaso, fixa-a e mostra-a a
toda a turma, mantendo segredo em relagéo ao professor;

e o0 aluno deve conhecer a pontuagao habitual das cartas (valete: 11;
dama: 12; rei: 13);

e 0 professor pede ao aluno que efetue uma das seguintes opera-
¢bes, consoante a carta for de paus, copas, espadas ou ouros
(PCEO); nota: para facilitar, estas regras podem ser previamente
escritas ou projetadas no quadro:

= se a carta é de copas, adiciona 13 pontos a sua pontuacéo;

= se a carta é de espadas, adiciona 26 pontos a sua pontua-
¢ao;

= se a carta é de ouros, adiciona 39 pontos a sua pontuacéo.

e em seguida, o professor solicita ao aluno: multiplica a pontuagao
que obtiveste por um niumero que a exceda em seis unidades;

e soma 19 unidades ao produto obtido;

e 0 professor pergunta ao aluno qual foi o seu resultado final e, em
seguida, adivinha qual foi a carta retirada pelo aluno do baralho

(pontuacéo e naipe).

Segredos por tras do truque

e quando o aluno indica qual € o numero obtido, o professor subtrai

10 unidades a esse numero e obtém um quadrado perfeito;
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e em seguida, o professor extrai a raiz quadrada desse numero e
subtrai 3 unidades ao resultado obtido;

e se o numero estiver entre 1 e 13, a carta sera de paus, se estiver
entre 14 e 26, sera de copas, se estive entre 27 e 39 sera de espa-

das e se estiver entre 40 e 52, sera de ouros.

Em seguida, apresenta-se um exemplo do que pode acontecer neste tru-
que. Suponhamos que, depois de baralhar, o aluno retira o rei de ouros. A pon-
tuacao desta carta € 13. Uma vez que a carta é de ouros, o aluno soma-lhe 39

unidades e obtém o numero 52.

As operagdes que o aluno efetua em seguida sao:
e 52x(52+6)=52x%x58=3016
e 3016+ 19 = 3035

Entao o professor calcula: 3035 — 10 = 3025; v/3025 = 55 (o professor
pode pretender usar também a calculadora, ou pode, para impressionar mais
os alunos, recorrer mentalmente a estratégia do truque “Adivinhando raizes
quadradas”, descrita nesta dissertagao, na secgao 4.2.17.). Por fim, 55 — 3 =
52 = resultado final.

Como 52 =13 (mod 4), o professor sabe que é um rei e como 40 <

resultado final < 52, conclui imediatamente que a carta € de ouros.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Quando o aluno retira uma carta ao acaso de um baralho de 52 cartas e
realiza os procedimentos descritos nas instrucdes deste truque, sabemos que
vai obter um numero inteiro entre 1 e 52 (existe uma bijecédo entre cada uma das
cartas e cada um destes numeros). Designando por n o numero inteiro obtido,
as operacgodes a realizar em seguida sao:

nXx(mn+6)+19=n?>+6n+19

Esta expressao algébrica é equivalente a (n + 3)? + 10.
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Assim, se r for o resultado final obtido pelo aluno:

n+3)2+10=r
©m+3)2=r-10

Portanto, \/(n + 3)2 = JIr — 10|, paran+3 = 0, ou seja, n = —3. Como
n € um numero inteiro entre 1 e 52, este truque funciona para qualquer n obtido
pelo aluno. Além disso, |r — 10| & sempre igual, neste truque, a r — 10, uma vez
que r > 10, para qualquer n entre 1 e 52 (o valor minimo que r toma surge
quando o aluno retira um as de paus e éiguala 1 x 7 + 19 = 26).

Portanto, para este truque, tem-se que:

Sn+3=+r—10
Sn=+vr—10-3

Possiveis aprendizagens

Este truque pode ser aplicado a qualquer aluno a partir do 7.° ano. No
entanto, a exploragéo do truque do ponto de vista algébrico é mais adequada ao
9.° ano. A representacao do valor obtido pelo aluno pode contribuir para a utili-
zagao dos processos algébricos de generalizagéo e simbolizagdo. A tradugao do
enunciado do truque por uma expressao algébrica do 2.° grau € outro aspeto que
se proporciona. Se o professor quiser utilizar um exemplo de um aluno, pode ser
uma oportunidade rica para os alunos resolverem uma equacéao do 2.° grau, com
recurso a formula resolvente ou comecando por completar o quadrado do biné-
mio (ambos os métodos estéo previstos nas atuais metas de aprendizagem para
0 9.° ano de escolaridade (M. E., 2013)).

No exemplo dado, o aluno obteve o numero 3035. A equacéao a resolver

pela turma podera ser:

n? 4+ 6n+ 19 = 3035
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Comecando por completar o quadrado do bindmio:

n? +6n+ 19 = 3035
& n?+6n+9+ 10 =3035
& (n+3)%+ 10 = 3035
& (n+3)2=3035-10
& (n+3)2 =3025
& n+3=v3025vn+3=-V3025
©n+3=55vn+3=-55
<n=55-3vn=-55-3
©n=52vn=-58

Como 1 <n <52, asolugado da equacgao é n = 52.

A resolucao da equacgao por este método permite ao aluno compreender
perfeitamente as operacgoes “secretas” realizadas pelo professor para descobrir
o valor de n: subtrair 10 unidades ao resultado obtido, em seguida, extrair a raiz
quadrada e, por fim, subtrair 3 unidades.

A equacao pode, também, ser resolvida pela formula resolvente permi-
tindo obter o mesmo conjunto-solu¢gao, embora seja mais dificil para o aluno, a
partir deste método de resolucido compreender realmente o0 modo como o truque
funciona.

Destaca-se, por fim, que o truque original descrito por Sherard (1998) ndo
envolve cartas. Para garantir que n > —3, 0 magico solicita ao voluntario que

pense num numero inteiro positivo.

4.2.16. Adivinhando raizes cubicas

O trugue que se segue encontra-se descrito por Benjamin e Shermer

(2006) e envolve calculo mental e regularidades numéricas.
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Instrugoes para realizar o truque

o professor pede a um aluno voluntario que pense num numero

inteiro entre 0 e 100 (inclusive) e o eleve ao cubo (pode usar a

calculadora, se necessitar);

e em seguida, o professor pede ao aluno que diga a toda a turma que
numero obteve;

e mediante o numero que o aluno indica, o professor adivinha men-

talmente e de forma rapida em que numero o aluno pensou,;

e 0 truque pode ser repetido, depois, com outros alunos da turma.
Segredos por tras do truque

e para poder determinar, com rapidez, em que numero pensou o
aluno, o professor precisa de conhecer de cor os cubos dos nume-
ros inteiros entre 0 e 10 (inclusive) e recordar que, ao multiplicar
por 10 cada um desses numeros inteiros, 0 seu cubo € um numero

terminado em 000 (ja que 103 = 1000):

_

0
1
8
27
64
125
216
343
512
729
1000

© 00 N O o b W N -~ O

—_
o

Figura 72 — Cubos de numeros inteiros entre 0 e 10 (inclusive)
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Figura 73 —

10n 100013

0 0
10 1000
20 8000
30 27000
40 64000
50 125000
60 216000
70 343000
80 512000
90 729000
100 1000000

Cubos de numeros inteiros terminados em 0, entre 0 e 100 (inclu-
sive)

para determinar o algarismo das dezenas do numero em que o
aluno pensou, o professor deve enquadrar o numero mencionado
pelo aluno entre dois cubos perfeitos: por exemplo, 493039 é um
numero que se situa entre 343000 e 512000, ou seja, entre 703 e
803. Logo, o algarismo das dezenas sera um 7. Note-se que, para
ser mais rapido a fazer o enquadramento, o professor pode apenas
concentrar a sua atengdo nos primeiros trés algarismos, obser-
vando que 493 esta situado entre 343 e 512;

para determinar o algarismo das unidades, o professor pode con-
centrar-se apenas no algarismo das unidades do resultado: no
exemplo mencionado (493039), uma vez que termina em 9, o alga-
rismo das unidades sera um 9 (como 93);

assim, o numero em que o aluno pensou foi o0 79.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Dados dois niUmeros positivos, a e b, tais que a < b, sabe-se que a® < b3,

dada a monotonia da operagao que consiste em elevar numeros positivos ao
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cubo. Assim, é sempre possivel enquadrar o cubo de um nimero c3 entre a® e
b3 e dai concluir que a < ¢ < b. Por este motivo, tomando como referéncia um
cubo de um numero entre 0 e 100, é sempre possivel determinar o algarismo
das dezenas desse numero.

Por outro lado, analisando a tabela no Anexo |, é possivel identificar regu-
laridades numéricas nos cubos perfeitos nela incluidos. O algarismo das unida-
des do cubo perfeito de um numero inteiro terminado em 8 € um numero cujo
algarismo das unidades € o 2, tal como sucede com o cubo de 8: 512. Por exem-
plo, os cubos de 8, 18, 28, 38, 48 e assim sucessivamente, sdo todos numeros
terminados em 2. A tabela seguinte, resume as diversas possibilidades para o
algarismo das unidades de n, quando se conhece o algarismo das unidades de

n3:

Algarismos das unidades

=
w

© 00 N OoO o0k~ WON -~ O
O© N W o ok~ N OO -~ O

Figura 74 — Algarismo das unidades do cubo de um numero inteiro entre 0 e
100
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Repare-se que ndo ha quaisquer repeticées nos algarismos da 2.2 coluna
da tabela, pelo que o algarismo das unidades de n €, facil e inequivocamente,

identificavel.

Possiveis aprendizagens

Este truque é apropriado para alunos do 7.° ano, a propésito dos conceitos
de poténcias e raiz cubica. A nocéo de cubo perfeito e as propriedades das rai-
zes cubicas podem ser aprofundadas a propdsito da realizacéo do truque, assim
como as capacidades de identificagcao de regularidades numéricas e de estima-
¢ao. A extracao da raiz cubica, como operagao inversa de elevar ao cubo, tera

certamente, um papel importante na compreensao do funcionamento do truque.

4.2.17. Adivinhando raizes quadradas

De forma idéntica ao truque anterior, pode pensar-se: € possivel aplicar o
mesmo raciocinio para determinar mentalmente raizes quadradas de quadrados
perfeitos? Benjamin e Shermer (2006) propdem que o truque se realize do modo

que se descreve em seguida.

Instrugoes para realizar o truque

o professor pede a um aluno voluntario que pense num numero

inteiro entre 0 e 100 (inclusive) e o eleve ao quadrado (pode usar

a calculadora, se necessitar);

e em seguida, o professor pede ao aluno que diga a toda a turma que
numero obteve;

e mediante o numero que o aluno indica, o professor adivinha men-

talmente em que numero o aluno pensou;

e 0 truque pode ser repetido, depois, com outros alunos da turma.
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Segredos por tras do truque

e De forma analoga ao truque anterior, o professor necessita conhe-
cer de cor os quadrados dos numeros inteiros entre 0 e 10 (inclu-
sive) e recordar que, ao multiplicar por 10 cada um desses numeros

inteiros, obtém um ndmero terminado em 00 (ja que 102 = 100):

81
100

0
1
2
3
4
5
6 36
7
8
9
10

Figura 75 — Quadrados de numeros inteiros entre 0 e 10 (inclusive)

0 0
10 100
20 400
30 900
40 1600
50 2500
60 3600
70 4900
80 6400
90 8100
100 10000

Figura 76 — Quadrados de numeros inteiros terminados em 0, entre 0 e 100 (in-
clusive)
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para determinar o algarismo das dezenas do numero em que o
aluno pensou, basta o professor observar o numero de centenas
correspondente ao numero que o aluno Ihe fornece e enquadra-lo
entre dois quadrados perfeitos: por exemplo, em 7396 ha 73 cen-
tenas, e 73 € um numero situado entre 64 e 81, ou seja, entre 8% e
92. Logo, o algarismo das dezenas sera um 8;

para determinar o algarismo das unidades, ha agora duas possibi-
lidades, ao contrario do que sucedia no truque anterior, uma vez
que os numeros terminados em 6 podem provir do quadrado de um
numero terminado em 4 ou 6;

assim, o numero em que o aluno pensou podera ser 0 84 ou o 86;
o professor deve, entdo, calcular o valor de 85% = 7225. Como
7396 > 7225 conclui-se que n? > 852, pelo que n > 85, ou seja,

neste caso, n = 86.

Note-se que pode parecer pouco evidente como calcular o quadrado de

um numero de dois algarismos, mas a tarefa torna-se mais simples se se proce-

der do seguinte modo:

852 = 80 x 90 + 25 = 7200 + 25 = 7225

Esta propriedade é sempre valida e a sua demonstragao algébrica € sim-

ples, para qualquer numero inteiro n:

(n—5)Mm+5)+52=n?—-25+25=n?

Por que motivo funciona: o papel da matematica

A semelhanca do que sucede quando elevamos dois nimeros positivos

ao cubo, sabe-se, também, que dados dois numeros positivos, a e b, tais que

a < b, a®> < b?. Portanto, se a? < c? < b? conclui-se que a < ¢ < b. Por este mo-

tivo, tomando como referéncia o quadrado de um numero entre 0 e 100, é sem-

pre possivel determinar o algarismo das dezenas desse numero.
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No entanto, analisando a tabela no Anexo Il, as regularidades que se en-
contram nos quadrados perfeitos ndo sédo tao deterministas como sucede nos
cubos perfeitos. O algarismo das unidades do quadrado perfeito de um numero
inteiro terminado em 9 € um numero cujo algarismo das unidades pode ser o0 3
ou o 7, por exemplo. A tabela seguinte, resume as diversas possibilidades para

o algarismo das unidades de n, quando se conhece o algarismo das unidades

Algarismos das unidades

de n?:

0 0
1 1
2 4
3 9
4 6
5 5
6 6
7 9
8 4
9 1

Figura 77 — Algarismo das unidades do quadrado de um numero inteiro entre 0
e 100

Na 2.2 coluna da tabela, ha repeti¢gdes antes e depois do algarismo 5: um
quadrado perfeito terminado em 1, pode ser originado por um numero inteiro
terminado em 1 ou 9; se for terminado em 4, pode ser originado por um numero
inteiro terminado em 2 ou 8; se for terminado em 9, pode ser originado por um
numero inteiro terminado em 3 ou 7 e, por fim, se terminar em 6, pode ser origi-
nado por um numero inteiro terminado em 4 ou 6.

Assim, como ha esta aparente simetria em relagao ao numero que termina
em 5, € uma boa estratégia conhecer o quadrado desse numero. O célculo desse

quadrado é simples, se se usar o truque explicado na secgao anterior.
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Possiveis aprendizagens

Este truque também ¢é apropriado para alunos a partir do 7.° ano, a pro-

posito dos conceitos de poténcias e raiz quadrada. Envolve a nog¢ao de quadrado

perfeito, propriedades das raizes quadradas e extragao da raiz quadrada como

operacao inversa de elevar ao quadrado. Se for explorado no 8.° ano, também

podera ser analisada a questdo do quadrado de um numero inteiro terminado

em 5, cuja demonstracéo pode levar a simplificagdo de expressodes algébricas e

até a exploragao do caso notavel da multiplicagcéo (diferenga de quadrados).

4.2.18. O magico numero 73

O truque numérico “O magico numero 73” surge descrito por Colgan

(2011) e Froggatt (2005) e requer o recurso a uma calculadora.

Instrugoes para realizar o truque

O professor comeca por escrever o numero 73 num pedaco de pa-
pel, dobra-o em 4 e coloca-o em cima da sua mesa,;

em seguida, pede a um aluno da turma, que usando a sua calcula-
dora, introduza um numero de 4 algarismos e o repita, obtendo um
numero de 8 algarismos — por exemplo: 98749874;

o professor pede ao aluno que verifique se o numero que escreveu
€ divisivel por 137;

se for divisivel por 137 (e vai ser!), o professor pede ao aluno que
divida o numero que obteve, apds a divisdo, pelo numero original
que escolheu, com 4 algarismos;

o professor diz ao aluno que sabe qual foi o resultado que ele ob-
teve e mostra o pedacgo de papel onde tinha escrito previamente o

numero 73.
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Segredos por tras do truque

e Este procedimento resulta sempre, permitindo chegar ao numero
73, seja qual for o numero inicial de 4 algarismos que o aluno es-

colha.

Por que motivo funciona: o papel da matematica

Seja abcd o numero de 4 algarismos escolhido pelo aluno. Sabe-se que o
numero introduzido na calculadora sera abcdabcd. Quando se multiplicam os
numeros primos 137 e 73 obtém-se 10001. Multiplicando qualquer numero de 4
algarismos abcd por 10001, obtém-se abcdabcd, uma vez que abcd X 10000 =
abcd0000 e abcd X 1 = abcd. Portanto:

abcd x 137 X 73 =
= abcd X 10001 =
= abcd x (10000 + 1) =
= abcd x 10000 + abcd X 1 =
= abcd0000 + abcd =
= abcdabcd

Salienta-se, ainda, a possibilidade de os alunos efetuarem esta multipli-
cacgao usando o algoritmo tradicional, caso seja considerado proveitoso, para

tornar mais visivel qual o resultado da operacéo abcd x 10001:

a b c d
X 1 0 0 0
a b c d
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0
+ a c d
a b c d a b c d
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Uma vez que abcdabcd = abcd x 10001 = abcd X 137 X 73, concluimos
que abcdabcd <+ 137 = abcd X 73, ou seja, abcdabcd é sempre divisivel por 137.
O numero que se obtém, apds a divisao, € abcd x 73 e logo, ao ser dividido por

abcd permite obter o numero magico 73.

Possiveis aprendizagens

Este truque pode ser realizado a partir do 7.° ano, envolvendo conceitos
do dominio Numeros e Operacdes: nog¢ao de divisibilidade e de numero primo.
E, também, possivel a exploragdo do truque do ponto de vista algébrico. A pro-
priedade distributiva da multiplicacdo em relagao a adicido tem aqui um papel
importante.

E possivel fazer um truque analogo, com um nimero em que se repetem
trés algarismos, formando a sequéncia abcabc, bastando multiplicar abc por
1001 (Bastos I. , 2015). Os proprios alunos podem construir um truque nesse
sentido, bastando que decomponham 1001 em fatores primos e compreendam
que 1001 = 7 x 11 x 13. Este podera ser, do ponto de vista pedagdgico, um de-

safio interessante a propor aos alunos.

4.2.19. Jogando com trés dados

Este truque ¢é atribuido a Claude Gaspar Bachet e data de 1612 (Gardner,
2018).

Instrugoes para realizar o truque

e um aluno voluntario lanca trés dados sobre uma mesa e soma as
trés pontuagdes obtidas (face voltada para cima);

e um segundo aluno escolhe aleatoriamente dois dos trés dados
(despreza o terceiro dado) e soma ao valor obtido pelo aluno ante-
rior a soma das pontuacdes nas faces que ficaram voltadas para

baixo nesses dois dados;
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e em seguida, o segundo aluno volta a langar os dois dados que es-
colheu e adiciona as pontuagdes obtidas (face voltada para cima)
ao valor que obteve no passo anterior;

e um terceiro aluno escolhe, aleatoriamente, um dos dois dados
ainda em jogo e adiciona, a soma anterior, o valor da face voltada
para baixo;

e por fim, o terceiro aluno lanca de novo o dado sobrante e adiciona
a pontuacao obtida (face voltada para cima) a soma obtida no ponto
anterior;

e 0 professor enfatiza que cada um dos trés alunos lancou os dados
livremente e que os segundo e terceiro alunos escolheram, aleato-
riamente, os dados que iriam continuar em jogo;

e 0 professor adivinha o valor final obtido depois de realizados os
procedimentos dos trés alunos;

e 0 truque pode ser repetido com quaisquer outros trés alunos da

turma.
Segredos por tras do truque
e para adivinhar o valor que se obtém basta, ao professor, adicionar
21 as pontuagdes visiveis nos trés dados (o ultimo dado em jogo e

os dados que foram desprezados durante o processo).

Em seguida, mostra-se um exemplo do que pode acontecer:

1.° aluno — Lancamento de 3 dados . .
(Faces voltadas para cima) : ° ° ¢
1.° aluno — adiciona as pontuacdes 3+4+1=8

2.° aluno — escolhe dois dos trés da-
dos (por exemplo, o primeiro e o ter-
ceiro, e adiciona os valores das faces 8+4+6=18
voltadas para baixo: 4 e 6, respetiva-
mente)
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O segundo dado, com o numero 4, € desprezado e recuperado no final.

>

18+6+2 =26

2.° aluno — Lanca os dois dados es-
colhidos por si.

2.° Aluno — adiciona as pontuacoes a
soma anterior

3.° aluno — escolhe um dos dois da-
dos (por exemplo, o segundo, e adici-
ona o valor da face voltada para
baixo: 5)

26+5=31

O primeiro dado, com o numero 6, € desprezado e recuperado no final.

3.° aluno — langa novamente o dado
que escolheu

3.2 aluno - adiciona a pontuagao ob-

R . 31+4 =235
tida a soma anterior

O professor calcula 21 + 4 + 6 + 4 = 35 e adivinha a soma final obtida

pelos alunos.

Figura 78 — Jogando com 3 dados — Um exemplo

Por que motivo funciona: o papel da matematica
Uma vez que, num dado cubico como os que usamos habitualmente, a
soma das pintas das faces opostas € sempre 7, percorrer 0os passos que se se-

guem:

1.° aluno — Lancamento de 3 dados

(Faces voltadas para cima) Pontuagoes: x, y € z

1.° aluno — adiciona as pontuacoes X+y+z
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2.° aluno — escolhe dois dos trés da-
dos (por exemplo e sem perda de ge-

neralidade, o primeiro e o segundo, e x+y+z+ (7 —-x)+ 7 —y)
adiciona os valores das faces volta- =144z
das para baixo: 7 — x e 7 — y, respeti-
vamente)

O dado com a pontuacéo z é desprezado e recuperado no final.

2.° aluno — Lanca os dois dados es-
colhidos por si. res

2.° Aluno — adiciona as pontuacoes a

. 14+z+1r+s
soma anterior

3.° aluno — escolhe um dos dois da-
dos (por exemplo e sem perda de ge-

neralidade, o primeiro, e adiciona o 14+z+r+s+(7—-r)=214+z+s
valor da face voltada para baixo: 7 —

r)
O dado com o numero s € desprezado e recuperado no final.

3.° aluno — langa novamente o dado
que escolheu t

3.2 aluno - adiciona a pontuagao ob-

. R . 214+ z4+s+t
tida a soma anterior

O professor calcula 21 + z + s + t e adivinha a soma final obtida pelos

alunos.

Figura 79 — Jogando com 3 dados — Demonstracao

Possiveis aprendizagens

Este truque pode ser explorado com alunos a partir do 7.° ano, aliando os
dominios Nimeros e Operacdes e Algebra. A compreensdo do modo como fun-
ciona pode proporcionar oportunidades para a representagao de quantidades
desconhecidas usando expressodes algébricas e a adi¢ao de termos semelhantes

na sua simplificacao.
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4.2.20. Contando até ao rei

O truque “Contando até ao rei” surge descrito por Matthews (2008) e

Mitchell e Cummings (2017) e é realizado com um baralho de 52 cartas.

Instrugoes para realizar o truque

baralham-se as cartas de um baralho de 52 cartas;

volta-se a primeira carta (carta do topo) e indica-se qual € o seu
valor e coloca-se a carta no inicio de uma nova pilha com a face
voltada para baixo;

em seguida, passam-se as cartas seguintes para cima dessa carta,
com a face voltada para baixo, e vai-se continuando a contagem a
partir do numero da carta inicial, de um em um, até se obter o valor
correspondente ao rei (13). Por exemplo, se a carta voltada no
ponto anterior foi um 7 de copas, contamos as cartas seguintes,
dizendo “8, 9, 10, valete, dama, rei”, independente do valor que
elas tenham; quando se atinge o valor 13, a nova pilha tem sete
cartas, sendo o 7 de copas a carta do fundo; note-se que, neste
truque, se usa a pontuacgao habitual para a dama, o valete e o rei;
repete-se o processo, formando diversas pilhas, contando até a
pontuacao do rei;

se ja nédo houver, no baralho, cartas suficientes para chegara 13 e
formar uma nova pilha completa, desprezam-se essas cartas que
restam;

o professor volta-se de costas e pede a um aluno voluntario que
baralhe as diversas pilhas formadas;

posteriormente, o aluno escolhe trés das pilhas formadas pelo pro-
fessor (sem que o professor veja quais séo), deixando-as intactas
e passa ao professor todas as restantes pilhas de cartas; estas car-

tas sao também desprezadas pelo professor;
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Pilha

Pilha

o professor pede ao aluno que veja quais sao as cartas de fundo
de duas das trés pilhas que escolheu e que revele o seu valor a
toda a turma (incluindo o professor);
em seguida, o aluno mostra a carta de fundo da terceira pilha a
toda a turma, mas nao ao professor;
o professor conta todas as cartas que foram desprezadas desde o

inicio e adivinha a carta de fundo da terceira pilha.

Segredos por tras do truque

para que o professor adivinhe qual é a carta de fundo da terceira
pilha (z), deve calcular: z = N — 10 — x — y, onde N € o numero to-
tal de cartas desprezadas desde o inicio, x e y sao os valores das
cartas de fundo das duas pilhas que o aluno escolheu e que o aluno

Ihe revelou a si e a restante turma;

Por exemplo:
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Figura 80 — Contando até ao rei — Pilhas de cartas (exemplo)

As duas cartas do baralho que se seguem ja nédo sao suficientes para

formar uma pilha completa e sao, imediatamente, desprezadas:

s (2.
" 3 'Y
v

v
A4

Figura 81 — Contando até ao rei — Primeiras cartas desprezadas (exemplo)

Vamos supor que o aluno escolhe as pilhas 3, 4 e 6. As cartas das pilhas
1,2,5,7 e 8 sdo, também, desprezadas. Assim, o monte de cartas desprezadas
fica com um total de 29 cartas, umavezque 2+ 10+1+8+ 2+ 6 = 29.

Sendo x, y e z as cartas de fundo das trés pilhas selecionadas pelo aluno
e supondo que, destas trés pilhas, o aluno revelou a turma e ao professor as
cartas de fundo das pilhas 3 e 4: x = 11 e y = 3. Entéo, secretamente, o profes-

sor calcula
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z=N-10—-x—-y=29-10—-11-3=5
E obtém a carta de fundo da pilha secreta: o 5.
Por que motivo funciona: o papel da matematica
Dada a forma como se constroem as pilhas, em cada uma delas é possivel
observar que a pontuagao da carta que fica no fundo de cada pilha, adicionada
ao numero de cartas nessa pilha da sempre 14. No exemplo anterior: Pilha 1:
4+4+10=14; Pilha2:13+1 = 14; Pilha 3: 11 + 3 = 14; Pilha 4: 3 + 11 = 14; Pi-
Iha5:6+ 8 =14;Pilha6:5+9 =14; Pilha7:12 + 2 = 14; Pilha 8: 8 + 6 = 14.
De uma forma geral, se a pilha comega com uma carta de valor x, como
se contam cartas até 13, a pilha ficara com a carta do fundo de cada pilha e as
restantes cartas que completam a pilha serdo 13 — x, perfazendo um total de
13 — x + 1 cartas
€ € por isso que as somas anteriores permitem obter sempre o numero 14:
x+13—x+1=14
Assim, podemos supor que x, y € z sao as cartas do fundo das 3 pilhas
escolhidas pelo aluno e que essas pilhas tém, respetivamente A, B e C cartas.
Comox+A=y+B=z+C = 14, sabe-se que:
x+y+z+A+B+(C=14+14+14 =42

Logo,A+B+C=42—-(x+y+2z)(i)

Mas 52 — (A + B + C) representa o numero total de cartas que foram des-

prezadas, peloque 52 —(A+ B+ C) = N,ouseja, A+ B+ C =52 — N (ii)

Entao, de (i) e (ii) conclui-se que:
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42— (x+y+2z)=52—-N
& 42-52+N=x+y+z
< -10+N=x+y+z
SN-x—y—z=10
S -N+x+y+z=-10

Portanto, z = N — 10 — x — y. Quando o aluno revela os valores de x e y,

o professor facilmente determina o valor de z.
Possiveis aprendizagens

Este truque pode ser explorado com alunos a partir do 8.° ano, no ambito
da Algebra. Uma exploracéo cuidadosamente preparada por parte do professor
pode proporcionar aos alunos o trabalho com polindmios e equacdes literais,
nomeadamente através da manipulagao da férmulaz = N — 10 — x — y, para va-

rios exemplos criados na turma.
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Capitulo 5 — Consideracées finais

Por fim, neste ponto do trabalho, faco uma reflexado final sobre o que ou-
tros investigadores e matemagicos partilham connosco sobre as suas experién-
cias, reflito sobre o que aprendi com este estudo e a forma como as novas apren-
dizagens realizadas no ambito deste mestrado influenciam o meu modo de estar
como docente, analiso e organizo os truques que selecionei de acordo com o0s
dominios tematicos em que se integram e 0s seus possiveis destinatarios e trago

NOVOS percursos possiveis para futuras investigagoes.

5.1. A importancia da magia matematica

No prefacio do livro Matemagia (Silva, Freitas, Silva, & Hirth, 2016), pode

ler-se:

“Pode pensar-se, e essa é uma ideia bastante comum, que a Ma-
tematica (coisa sérial) néo liga bem com a Magia ou com o ilusio-
nismo (que apenas pretendem divertir). Falso (...). A ligagdo Ma-
gia-Matematica pode ser intrigante, entusiasmante e espetacular’.

José Paulo Viana (p.13)

Na mesma linha de raciocinio, Arthur Benjamin (2015) considera que, em-
bora a matematica seja uma disciplina séria, ela ndo tem de ser sempre ensinada
de forma austera. Enquanto professor de matematica, este autor confessa a sua
incapacidade em resistir ao uso de truques de magia, poemas, cang¢des ou pia-

das que possam ser recursos para tornar as suas aulas mais apelativas.
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Gardner (1992) refere que é tao dificil definir matematica recreativa como
definir a poesia, mas considera que, seja la ela o que for, a matematica recreativa
sera sempre a melhor forma de prender a atencao dos alunos para a aprendiza-
gem da matematica elementar, uma vez que, quase sem esforgo, pode leva-los
a contactar com ideias matematicas significativas. De acordo com Mitchell e
Cummings (2017) a matematica recreativa compreende o uso de puzzles, jogos,
enigmas e outras atividades que tém por tras factos matematicos. Em particular,
compreende o uso de truques de magia, sustentados por principios matemati-
COS.

Para McOwan e Parker (2010), a magia matematica pode causar perple-
xidade, entretenimento e, sobretudo, gosto pela atividade matematica. A mate-
matica € encarada pelos autores como a verdadeira magia. Cada pessoa que
com ela contacta pode querer aprender mais magia, mas certamente, a determi-
nada altura querera também aprender mais matematica, para poder ir mais
longe.

Crawford (2000), defende que “ndo ha nada melhor para um professor de
matematica do que ter os seus alunos desejosos por descobrir por que motivo
um determinado resultado particular € verdadeiro. Este desejo torna os alunos
mais recetivos a conteudos mais exigentes como, por exemplo, as provas algé-
bricas e torna-os também mais motivados para a aprendizagem na disciplina.”
(p.- 29). Também em Koirala e Goodwin (2000) é possivel encontrar evidéncias
de que o uso da magia matematica motivou para a aprendizagem os alunos par-
ticipantes, em particular os que habitualmente tinham piores desempenhos na
disciplina de matematica. Por este motivo, consideram que, se a matemagia
pode promover uma melhoria substancial na atitude dos alunos e no seu desem-
penho em matematica (em particular no dominio da Algebra), entdo ela deve ser
usada de forma mais consistente nas salas de aula.

Todas as ideias destes autores, decorrentes dos seus trabalhos de inves-
tigacéo, reforcam as ideias que muitas vezes veiculamos baseadas apenas no
senso comum e é com base nelas, que eu propria, cada vez mais me fui deixando
cativar por esta tematica. Ao longo desta investigagdo, passei a olhar para os
momentos de magia matematica na sala de aula como momentos mais impor-
tantes, comparativamente com o que pensava até aqui e espero poder vir a in-

tegra-los com maior frequéncia na minha pratica profissional.
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5.2.0 meu percurso ao longo da investigagao

Certamente que, se comegou a ler esta dissertagao pelo seu inicio (pagina
xxv), tera lido o desafio que Ihe propus a propésito do poema A histéria infinita
do m, de Manuel Anténio Pina, e tera sentido curiosidade em descobrir, por si
proprio, a palavra pedida. Se ndao conhecia este tipo de desafio, arrisco-me a
dizer que, como eu, nao tera conseguido esperar pelo final deste trabalho ou
pelo momento em que encontre a sua solucao e tera, de imediato, desencade-
ado estratégias no sentido de descobrir a resposta pedida. O encantamento fun-
damental da magia matematica é este: é ser geradora de uma vontade e de uma
motivagcdo muito fortes que levam cada um de nds a desencadear atividade ma-
tematica. A vontade (quase) obsessiva de compreender cada truque e de perce-
ber como se justifica o seu funcionamento desperta n&do sé em alunos jovens,
como também em adultos (Gardner, 1992). Foi isso que me aconteceu a mim,
quando comecei a investigar e a ler sobre este tema. Conhecia alguns truques e
problemas de algibeira, mas nunca me imaginei a desenvolver um trabalho desta
envergadura nesta area. Aos poucos, fui-me deixando envolver e cada vez mais
me parece uma area de investigagao interessante e pertinente.

Defini como objetivo principal desta investigacédo a recolha, organizagao
e sistematizacdo de truques que pudessem ser encarados como “magia mate-
matica”, concretizaveis em sala de aula, e que pudessem, eventualmente, servir
de ponto de partida para aprendizagens efetivas no ambito da disciplina. A des-
coberta destes truques fez-me, como eventualmente sucede a muitos alunos,
partir em busca de mais conhecimento matematico e aprendi muitas coisas que
desconhecia, com cada um deles. Destaco como aprendizagens mais significa-
tivas que efetuei, além de aspetos histéricos e culturais relacionados com os
materiais mais usados neste ambito (cartas e dados), o aprofundamento de te-
mas matematicos que conhecia apenas de forma superficial: a possibilidade de
generalizar a sucessao de Fibonacci e o Teorema de Zeckendorf; a existéncia
de sistemas de numeracao ndo standard, nomeadamente a possivel utilizacio

de numeros inteiros negativos como bases; as diversas aplica¢des da aritmética

159



Capitulo 5 — Consideragdes finais

modular em truques de magia matematica; os paradoxos geométricos, como o
paradoxo de Curry; o Teorema de Pick e a sua justificacédo; entre outros.

Enquanto professora de matematica que sou, considero-me mais enrique-
cida, na medida em que o conhecimento cientifico me proporciona novos recur-
sos para produzir novas tarefas para propor aos meus alunos, quer apenas com
fins motivacionais, quer com objetivos pedagdgicos bem definidos e com inten-
¢bes especificas de Ihes proporcionar a aprendizagem de conteudos curricula-
res.

No prefacio do livro “The magic of math: solving for x and figuring out why”
(Benjamin, 2015) refere-se que muitos magicos consideram que nunca devem
revelar os segredos dos seus truques. No entanto, enaltece-se o facto de este
autor, nos dar a conhecer os segredos dos entusiasmantes truques que nos en-
sinou, alguns deles que intrigaram matematicos durante milénios. Partilho esta
vis&o sobre os truques de magia matematica na sala de aula. E importante criar
deslumbramento, expectativa e incerteza, mas a compreensao do modo como
cada truque funciona &, do meu ponto de vista, um ponto essencial para a reali-
zacao de aprendizagens matematicas significativas.

Sendo certo que os truques que encontrei e selecionei podem ser realiza-
dos em multiplos contextos e para multiplas audiéncias, destaco que, quando os
escrevi neste trabalho, tive sempre em mente a minha sala de aula e a forma
como considero que os mesmos podem ser operacionalizados nesse contexto.
Espero, deste modo, proporcionar a outros docentes e futuros docentes alguma
proximidade relativamente aquilo que € a minha experiéncia e visdo e a possibi-
lidade de cada um deles adaptar estes truques a sua propria realidade profissio-

nal.

5.3.Reflexao sobre os truques incluidos nesta dissertagao

Nesta dissertacao inclui cinco truques que, dada a complexidade da ma-
tematica que lhes esta subjacente, me pareceram ter um potencial eminente-
mente recreativo e motivacional para alunos do 3.° ciclo do ensino basico, po-
dendo ser aplicados no momento em que o docente sentir ser oportuno. Alguns

deles podem proporcionar experiéncias matematicas ricas, que podem estimular
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a curiosidade dos alunos pela matematica extra-escolar. Testei alguns deles, de
forma informal com os meus proprios alunos e posso assegurar que a motivagao
foi evidente.

Inclui também vinte truques que, do meu ponto de vista, podem potenciar
a aprendizagem de conteudos curriculares. A tabela da figura seguinte sintetiza
os dominios tematicos em que integrei cada trugue e o0 ano de escolaridade em
que 0 mesmo se pode/deve realizar, tendo em conta a minha perspetiva sobre
os documentos curriculares em vigor. Trata-se apenas de uma tabela orienta-
dora e organizadora. Cada professor pode (e deve) formar as suas proprias opi-
nides sobre 0 modo como pode aproveitar algum dos truques apresentados, no

ambito da sua realidade profissional.

Ano de escolaridade E

Onde esta o erro? — Duas cores X X

Onde esta o erro? (-1) vs (+1) X X
Dividas e ganhos — Poténcias de base 3 X X
Dividas e ganhos — Base negabinaria X X

X
X
X
X
X

Dividas e ganhos — Base negafibonacci X X

O quadrado desaparecido X X X

Quantos triangulos apareceram? X X X X X
Mais rapido que a propria sombra X X X

O que os meus olhos veem X X X

Tenho um palpite! X X X

5-4-3-2-1-1/2 e ja sei o teu numero! X X X X X X
Todos obtiveram o 9 X X X X X X
O par mistério X X X X
O par mistério (2) X X X X
Sei qual é a tua carta X X X X
Adivinhando raizes cubicas X X X
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Adivinhando raizes quadradas X X X X X
O magico niumero 73 X X X

Jogando com 3 dados X X X X X X
Contando até ao rei X X

Figura 82 — Distribuigdo dos truques enquadrados por dominio tematico e ano
de escolaridade

Saliento que, uma vez que ndo ha magicos (nem professores) que quei-
ram ver os seus truques falhar perante as suas audiéncias, a maior parte dos
truques apresentados nesta dissertagao tem por base (apenas) factos numéri-
cos, geométricos ou algébricos, no sentido de ndo dependerem da sorte ou do

azar, associados a nogao de probabilidade.

5.4.0 desafio inicial desvendado

Talvez o menos importante neste trabalho, relativamente ao desafio que
Ihe propus na pagina xxiii desta dissertagao, seja a sua solugao (a palavra “nas-
ceu’), a que, provavelmente, até ja chegou, de forma auténoma. No entanto,
neste trabalho, este desafio ja cumpriu o0 seu papel, se captou a sua atengao.
Este pequeno apontamento inicial recreativo € uma adaptagado que fiz de um
desafio que encontrei num livro de Martin Gardner, a propésito da frase inicial
escrita por Lewis Carroll, na sua obra Alice in Wonderland, que pode consultar
nos Anexos IV e V e cuja solugio é a palavra “sister”” (Gardner & Sinclair, 2009).
Este desafio com o qual contactei inicialmente pds-me a pensar e fez-me querer

aprender mais.

7 Para compreender com mais pormenor 0 modo como, em ambos os desafios, se podem obter
as solugdes respetivas, basta que siga os percursos possiveis que os diversos leitores podem
seguir, a partir de cada uma das palavras iniciais, nos Anexos Ill a V. Estes percursos podem,
também, ser obtidos de forma automatica em http://www.praestigiator.com/?kruskalcount da
autoria de Mariano Tomatis, para diferentes excertos de textos, sendo utilizado o método de
analise de caminhos de Kruskal (no original “Automatical analysis of Kruskal paths”).
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No inicio, pensei que este fendmeno s6 aconteceria naquela frase espe-
cifica. Ao aperceber-me de que também acontece noutras frases ou pequenos
textos, surgiram-me diversas questodes:

e A convergéncia dos diversos percursos que se podem efetuar em
cada frase ou texto sera apenas uma coincidéncia?
e Este tipo de raciocinio funcionara noutros contextos?

e O que podera justificar este fenobmeno?

Na realidade, a convergéncia de diversos percursos para uma so palavra
(ou para um numero reduzido de palavras) ndo € meramente uma coincidéncia
e existe, também, noutros contextos. Martin Kruskal, inventou um truque de car-
tas em que se usa este processo de contagem. Neste truque, um magico forma
uma fila, da esquerda para a direita, com as cartas de um baralho, voltadas para
baixo e atribui um valor as cartas que incluem figuras (por exemplo, o valor 1). O
voluntario escolhe aleatoriamente uma das dez primeiras cartas a esquerda, no
baralho estendido. O valor da carta escolhida indica quantas cartas devem ser
contadas para a direita e qual € a nova carta em que devera ocorrer uma para-
gem, para que se repita o procedimento. O processo continua até que se chegue
a uma carta cujo valor ndo permita nova deslocagéo, sem que se exceda o final
da fila de cartas. Kruskal mostrou que um magico consegue, com elevada pro-
babilidade, adivinhar qual é a carta do baralho a que o voluntario chegara, apés
realizar a referida contagem, bastando, para isso, efetuar o mesmo processo
com base numa carta a sua escolha. Este € um truque em que, ao contrario do
que sucede nos restantes truques incluidos nesta dissertagao, a probabilidade
desempenha um papel importante, ndo sendo completamente certo que funcione
sempre. No entanto, sabe-se que a probabilidade de sucesso varia consoante
as condigdes iniciais que se definem para o truque, sendo possivel realiza-lo em
diferentes versodes, alterando o numero total de cartas do baralho que sido usa-
das, o numero de cartas do conjunto inicial do qual o voluntario seleciona a carta
inicial do seu percurso ou até do valor atribuido as figuras. Uma vez que, na

maior parte das versdes, a probabilidade de sucesso esta acima de 80%, é
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razoavelmente “segura” a sua realizagao perante uma audiéncia®. Como nao po-
deria deixar de ser, existe matematica que explica estes fendmenos e existe mo-
tivacdo que desencadeia surpresa, deslumbramento e aprendizagem. E este tipo
de motivacao, capaz de potenciar aprendizagens nos alunos (curriculares ou néo
curriculares), que me parece pertinente que exista sempre numa aula de mate-

matica.

5.5.Percursos para futuras investigagoes

Diz-me a experiéncia pessoal que a elaboracdo de uma dissertacao de
mestrado com uma duragao temporal limitada a um ano, periodo em que acu-
mulamos a experiéncia de estudantes com a nossa vida profissional como do-
centes, é dificil conseguir aprofundar devidamente uma tematica e, com base
nesse aprofundamento, construir materiais para concretizar num contexto real
(como uma sala de aula), recolher dados empiricos, refletir e escrever sobre eles.
Dai que, perante o objetivo que defini, tenha optado por realizar um estudo sem
recolha sistematica de dados empiricos. No entanto, considero que esta investi-
gacao pode ser expandida em duas diregdes distintas, mas nado mutuamente

exclusivas:

i. embora jatenham sido realizadas algumas disserta¢des sobre esta
tematica em Portugal, existem ainda muitos truques por explorar e
material suficiente para desenvolver novas versdes sobre 0os mes-
mos, tendo em conta os objetivos e interesses de cada investiga-

dor/professor;

ii. sera interessante construir tarefas baseadas nestes e noutros tru-
ques ja estudados destinadas a alunos de um determinado ano de

escolaridade e realizar um estudo empirico em que se analisem as

8 Matematicamente, o principio de Kruskal encontra-se relacionado com o conceito de cadeias
de Markov e envolve o calculo de probabilidades que fogem ao ambito desta dissertagdo, mas
o leitor pode encontrar mais informagcao em Lagarias, Rains e Vanderbei (2009) e em Melo
(2013).
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atitudes e os desempenhos dos alunos e se compreenda a forma
como os truques Ihes podem proporcionar novas aprendizagens

matematicas.

Deixo em aberto estas sugestdes para investigagdes futuras e termino
esta dissertagdo com a questao que Ihe da o titulo: “Magia ou Matematica?” Para
mim, a melhor resposta a esta questdo € “um pouco de ambas”, porque, sem
matematica, este tipo de magia ndo aconteceria e, com o recurso a este tipo de

truques, a matematica pode tornar-se verdadeiramente magica.
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Anexos

Anexo | — Cubos perfeitos entre 0 e 100 (inclusive)

27
64
125
216
343
512
729

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

1000
1331
1728
2197
2744
3375
4096
4913
5832
6859
8000
9261
10648
12167
13824
15625
17576
19683
21952
24389
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61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79

216000
226981
238328
250047
262144
274625
287496
300763
314432
328509
343000
357911
373248
389017
405224
421875
438976
456533
474552
493039
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27000 512000
31 29791 81 531441
32 32768 82 551368
33 35937 83 571787
34 39304 84 592704
35 42875 85 614125
36 46656 86 636056
37 50653 87 658503
38 54872 88 681472
39 59319 89 704969
40 64000 90 729000
41 68921 91 753571
42 74088 92 778688
43 79507 93 804357
44 85184 94 830584
45 91125 95 857375
46 97336 96 884736
47 103823 97 912673
48 110592 98 941192
49 117649 99 970299
50 125000 100 1000000
51 132651
52 140608
53 148877
54 157464
55 166375
56 175616
57 185193
58 195112
59 205379
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Anexo Il — Quadrados perfeitos entre 0 e 100 (inclusive)

© b~ L, O

36
49
64
81

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

121
144
169
196
225
256
289
324
361
400
441
484
529
576
625
676
729
784
841
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61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79

3600
3721
3844
3969
4096
4225
4356
4489
4624
4761
4900
5041
5184
5329
5476
5625
5776
5929
6084
6241
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30 900 80

6400
31 961 81 6561
32 1024 82 6724
33 1089 83 6889
34 1156 84 7056
35 1225 85 7225
36 1296 86 7396
37 1369 87 7569
38 1444 88 7744
39 1521 89 7921
40 1600 90 8100
41 1681 91 8281
42 1764 92 8464
43 1849 93 8649
44 1936 94 8836
45 2025 95 9025
46 2116 96 9216
47 2209 97 9409
48 2304 98 9604
49 2401 99 9801
50 2500 100 10000
51 2601
52 2704
53 2809
54 2916
55 3025
56 3136
57 3249
58 3364
59 3481
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Anexo Il — Percursos possiveis no poema A histéria infinita do m, de Manuel Anténio Pina

Palavra de partida (P) e palavras incluidas no percurso onde ocorrem paragens (X)
L paon | 1 [ ]efa]e]sfo]rfs]ofu]n]a]n

Julgando P
o}
fim
a
chegar
o}

P
X P

s
deu
de
comecar
a
preocupar-se
consigo
E
um
dia
fez

S NNW 20w
X
X
i)

X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
T

- W W N - N
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bagagem
e
partiu
numa
viagem
ao
fundo
do
seu
umbigo
Mas
o
umbigo
era
mais
fundo
do
que
o
umbigo
do
mundo
e
o
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s
regressou
mais
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que
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e
fala-lhes
de
Alexandria
da
China
de
Chung
Zhi
de
Al-Kashi
de
Al-Kwarismi
da
Casa
da
Sabedoria
E
dos
milhares
de
milhdo
de
casas
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X
X
X
X
X
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onde
viveu
na
sua
aventurosa
existéncia
desde
o]
dia
em
que
nasceu
da
estranha
relacéo
dum
diametro
e
uma

circunferéncia

Legenda:
P — Palavra de partida

_
o O

w N O A

W = 00 W N0 N O WN W~ O

14

X — Palavra onde ocorre uma paragem

X X X
X X X
X X X
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Anexo IV — Desafio original, proposto por Martin Gardner

“Alice was beginning to get very tired of sitting by her sister on the bank, and
of having nothing to do: once or twice she had peeped into the book her sister was

reading.”

Lewis Carroll
Alice in Wonderland
(Gardner & Sinclair, 2009, p. 7)

Desafio: escolha uma das primeiras doze palavras desta frase (assinaladas a negrito), soletre essa palavra e conte quantas
letras tem. Em seguida, a partir da palavra a seguir a que escolheu, conte esse numero de palavras para a direita até chegar a uma

nova palavra. Repita o procedimento formando uma cadeia, até chegar ao fim da frase. Em que palavra terminou?
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Anexo V — Percursos possiveis na frase inicial de Alice in Wonderland, de Lewis Carroll

“ Palavra de partida (P) e palavras incluidas no percurso onde ocorrem paragens (X)
N.° de
e |t | 2o efsfefrle]o]oln]e
5 P

Alice
was
beginning
to
get
very
tired
of
sitting
by
her
sister
on
the
bank
and
of

P
P

N WO B OWODNOWDNSNDNDO DA WDNOO®
o
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having
nothing
to
do
once
or
twice
she
had
peeped
into
the
book
her
sister
was
reading

N W oWk, WPRAR,OWWLWOAOAODNPDAEDNMNDNMNNO

Legenda:

P — Palavra de partida X — Palavra onde ocorre uma paragem
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