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Palavras-chave

Resumo

Polinémios de Zernike, ortogonalidade, modelos 6ticos, aberracdes visuais,
representacdes circulares, funcdes circulares de Bessel, modelos 6timos, re-
gressao.

O ser humano é dependente de varios sentidos, sendo um dos mais im-
portantes a visdo. Porém, também & um dos sentidos no qual se detetam
diversas aberracBes. Neste sentido, foi necessério evoluir a tecnologia mé-
dica de forma a detetar e corrigir estas mesmas aberracSes. Os polinémios
de Zernike surgem entdo como uma das soluces mais eficazes neste passo
de desenvolvimento da medicina. Com um excelente desempenho para re-
presentar superficies circulares, os polinémios de Zernike comecaram a ser
usados para representar modelos do olho e as aberracBes do mesmo. Nesta
dissertacdo pretende-se fazer um estudo destes polinémios, bem como as
suas propriedades e algumas aplicacdes. Existe ainda o objetivo de colocar
em confronto os Polinémios de Zernike com outro tipo de funcdes ortogo-
nais, as Funcdes Circulares de Bessel, avaliando a performance de ambos
em diversas representacdes e ajustes e concluir ainda qual serd o melhor em
cada representacdo. Por fim, pretende-se também encontrar uma forma de
avaliar modelos 6timos de pontos discretos para modelos de regressio que
serdo utilizados para determinar o erro quadratico minimo entre os dados
reais e 0 modelo aproximado de uma expansdo truncada dos polinémios de
Zernike. Foi ainda desenvolvido algum cédigo no software MATLAB, que se
encontra em anexo no final da dissertac3o.
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The human being is dependent on many of its senses, the eyesight being
one of the most important. However, it is also one of the senses in which
several aberrations are detected. In this regard, it was necessary to evolve
medical technology in order to detect and correct those same aberrations.
Zernike polynomials emerge as one of the most effective solutions in this step
of medical development. With excellent performance to represent circular
surfaces, Zernike polynomials began to be used to represent eye models and
its aberrations. This dissertation intends to study those polynomials as well
as their properties and some applications. There is also the goal of com-
paring the Zernike Polynomials with another type of orthogonal functions,
the Bessel Circular Functions, evaluating the performance of both in various
representations and adjustments and conclude which will be the best in each
representation. Finally, it is also intended to find a way to evaluate optimal
discrete point models for regression models that will be used to determine
the minimum squared error between the actual data and the approximate
model of a truncated expansion of Zernike polynomials. MATLAB code was
developed and it is presented in the Annexe to this dissertation.
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Capitulo 1

Introducao

Numa época em que, mais do que nunca, as sensagoes revelam ter uma importancia enorme
no dia-a-dia de cada um, torna-se prioritario potenciar essas sensacoes e corrigir imperfeigoes
que lhes estejam associadas. Dentro deste leque de sensacdes, hd uma que sobressai e que
revela ter uma importancia acrescida: a visdo.

Com o avango da tecnologia e da medicina surgiu a necessidade de criar formas de detetar e
corrigir aberragoes oticas. Neste sentido, surgiram os polindémios de Zernike, que sdo um tipo
de polinémios especiais com propriedades que permitem fazer representacoes de superficies
circulares com o erro muito baixo. Tornaram-se entdo muito importantes para fazer represen-
tacoes do olho e das aberracoes associadas ao mesmo. Nesta dissertacao pretende-se estudar
esta familia de polinémios, percebendo as suas principais propriedades e a importancia que
tém na resolucdo de problemas oftalmicos.

No Capitulo 2, apresentar-se-do os polinémios de Zernike, estudando algumas das suas
propriedades e vendo em que medida estes polindmios permitem detetar as aberracoes do olho.
Ver-se-a0 ainda representac¢es de alguns polinémios de Zernike que foram desenvolvidas em
MATLAB. No estudo feito neste capitulo, o artigo [43] revelou ser uma boa fonte que serviu
de base na escrita do mesmo.

Apesar da grande importancia dos polinomios de Zernike, existem outras técnicas para
solucionar o problema de detetar e corrigir aberragtes oticas. As Fungoes Circulares de
Bessel também pertencem & familia de func¢bes que sdo ortogonais no disco unitario e sao
um bom exemplo de funcdes usadas na representacao de superficies circulares. Neste sentido,
no Capitulo 3 avaliou-se a performance dos polinémios de Zernike vs as Funcoes Circulares
de Bessel de forma a perceber em que situacdes seria mais vantajoso usar cada um e, de
uma forma geral, qual apresenta um melhor comportamento. As ideias e resultados de [47]
foram muito importantes, permitindo interpretar esses mesmos resultados e tirar as devidas
conclusoes.

No Capitulo 4, pretende-se encontrar modelos 6timos que serdo usados para os modelos
de regressao pelo método dos minimos quadrados. Modelos 6timos de pontos experimentais
permitirdo um melhor ajuste da expansao de polinémios de Zernike aos dados, pelo que neste
capitulo se pretende encontrar modelos ®,-6timos, tendo por base os critérios de otimalidade
introduzidos por Kiefer. Este capitulo teve por base o estudo realizado em [10].



9 1.Introducao

Por fim, nos Anexos A, foram apresentados os cédigos desenvolvidos em MATLAB para
representar os varios polinémios de Zernike, bem como as piramides dos mesmos.

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



Capitulo 2

Polin6émios de Zernike: definicoes e
propriedades

2.1 Introducao

Neste capitulo, fazer-se-4 uma introducdo daquilo que é a base do tema da tese, nome-
adamente os polinémios de Zernike. Nesta introducao serd feita inicialmente uma pequena
nota biografica sobre Frits Zernike, sendo que, posteriormente, se definirdo estes mesmos po-
linémios. De seguida, estudar-se-ao algumas das propriedades destes polinémios, sendo este
estudo uma das partes fulcrais da dissertagdo. Serao apresentados alguns resultados obtidos
via MATLAB e ainda uma das aplica¢oes destes polinémios. As ideias, técnicas e graficos
obtidos tiveram por base o trabalho desenvolvido em [43].

Frits Zernike foi um fisico holandés e vencedor do Nobel da Fisica em 1953. Nascido em
Amesterdao, a 16 de Julho de 1888, acabou por estudar quimica, matemética e fisica na
Universidade de Amesterddo. A paixdo por estas dreas veio dos pais, ambos professores de
matematica, mas com estudos em fisica.

Ganhou diversos prémios pelos seus inimeros projetos, nomeadamente, a opalescéncia em
gases, linhas espectrais e estudos em que descreve de forma eficiente defeitos ou aberragoes de
sistemas 6ticos, bem como a representacao grafica destas mesmas aberracoes. Foi responsével
pelo desenvolvimento de uma familia de polinémios ortogonais no circulo unitario. Esta fami-
lia de polinémios acabou por ser a solu¢ao de um problema existente & data sobre o equilibrio
6timo das varias aberracées de um instrumento 6tico. Desde os anos 60 que estes poliné-
mios sdo muito utilizados em modelos 6ticos, metrologia 6tica e analise de imagens. Estes
polinémios ficaram conhecidos como os Polindomios de Zernike e sdo a base desta dissertacao.
Em 1953 ganhou o Nobel da Fisica pela invencao do microscépio de contraste de fase. Este
instrumento permite fazer o estudo da estrutura celular interna sem a necessidade de matar
as células.

Frits Zernike acabou por falecer, em 1966, no Hospital de Amersfoot, na Holanda, depois
de sofrer de uma doenca prolongada nos ultimos anos da sua vida.



4 2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades

2.2 Polinémios de Zernike: algumas nogoes basicas

Os polinémios de Zernike sao, normalmente, definidos em coordenadas polares, (p,0), e
dependem de 3 componentes:

e factor de normalizacao;
e componente radial;

e componente angular.
A componente radial € polinomial, enquanto que a componente angular é sinusoidal.

E qtil usar um duplo indice para descrever estas fungoes, com um indice n, que descreve
a maior poténcia, ou a ordem do polinémio radial, e um indice m, que descreve a frequéncia
angular da componente angular. Em geral, os polindmios de Zernike sdo descritos na forma:

NTTRW(p) cos(m#), param > 0
770, 6) = 1)
—N,TRT'(p) sin(m@), param < 0

onde N é o factor de normalizagao e R',;n'(p) é dado por:

n—|m|

R‘m‘ - ZQ: (_1)s(n — 5)' n—2s (22)

n — p
=0 s! [%'Tn'—s}![%‘m‘—s}!

Os valores de n e m sao inteiros com n € Ny e n — |m| é par e ndo negativo. Assim, para
um dado n,m toma apenas os valores —n,—n+2,—n +4,--- ,n. Se n — |m| é impar, entdo
R é identicamente igual a zero.

Os polinémios de Zernike sao ortogonais apenas no circulo unitario, pelo que se revela ttil
usar coordenadas normalizadas que serdo descritas na Seccao 2.4. No caso desta familia de
polinémios o fator de normalizagdo é dado por:

2(n+1)
mo_ 2T 2.

onde d,,0 € o delta de Kronecker, isto é:

2.3 Esquema de indice tinico

Definicao 2.3.1 E frequente dar-se uso aquilo que se denomina por expansio de Zernike.
Esta expansao corresponde a uma funcao f descrita na forma

f(pv 9) = Z Z 5(n,m)Z:Ln(pv 9)7 pe [0’ 1]79 € [Oa 277[» (2'4)

n=0 m=-n
n—|m| par

tal que B(y,m) corresponde ao coeficiente associado ao polinomio Zy".

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades 5

Por vezes, é util usar um esquema de indice tnico para descrever os coeficientes da expansao
de Zernike. Este esquema de indice tnico foi introduzido por Robert Noll, que o descreveu
pela primeira vez no artigo [37] de 1976.

Como os polinénmios dependem, na verdade, de dois parametros, n e m, a ordenacido
pelo esquema de indice tinico pode fazer-se de forma arbitraria. Esta arbitrariedade leva a
necessidade de se considerar um esquema de indice tnico standard. Para obter este indice
Unico, diga-se j, é conveniente esquematizar os polinémios em piramide.

Assim, o indice tnico, j, comeca no topo da piramide e vai "andando" para baixo, da
esquerda para a direita. Para converter o indice tnico j para o indice duplo n e m e vice-
versa, pode-se usar a seguinte relagao

nn+1) n+m

. 2.
J 5t (2.5)

[—3+ \gmw , (2.6)

m=2j —n(n+2), (2.7)

onde [ . ] d& o arredondamento superior do argumento.

De seguida apresenta-se uma tabela com a conversao dos indices n e m para o respetivo
indice j, bem como o polinémio que lhe esta associado.

A n m 7 Z;

zZ8 1 0 0 0 1

Zfl 1 -1 1 2psin @

A 1 1 2 2pcosd

Z;2 2 | 2 3 V/6p? sin 20

zy | 2 0 4 V3(2p% — 1)

222 2 2 5 \/6;)2 cos 20

Z:3 3 | 3| 6 V/8p3sin 3¢

Z;' |3 -1 7 V8(3p® — 2p) sin b
7Z3 3 1 8 V8(3p3 — 2p) cos f
73 3 3 9 V8p? cos 30

Z;Y 4 | 4] 10 V10p* sin 46
Z2 | 4 2 | 11 | V10(4p* — 3p?)sin26
Z) | 4 0 12 V5(6p* — 6p% + 1)
72 | 4 2 13 | V10(4p* — 3p?) cos 20
Zi | 4 4 14 V10p* cos 46

Tabela 2.1: Conversao de duplo indice para indice Gnico até n = 4 e o polinémio correpon-
dente.

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



6 2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades

2.4 Sistema de coordenadas

Em aplicagoes cientificas, é comum dar-se uso ao sistema de coordenadas convencional, o
chamado right handed coordinate system ou em portugués "regra de Fleming". Neste trabalho
serd usado este sistema. Assim, e atendendo ao contexto, o eixo dos zz é obtido apontando
do olho para fora, enquanto que o eixo dos yy é obtido pela orientacdo vertical e o eixo dos
xx pela orientagdo horizontal, tal como mostra a seguinte figura.

T

v

Figura 2.1: Sistema de coordenadas cartesiano e polar aplicado ao olho humano.

Fonte: Description of Zernike Polynomials, |43].

Na figura, pode-se ainda observar duas incégnitas que representam as componentes radial
e angular, r e 6, respetivamente. Pela definicio das coordenadas polares, tem-se que r =
Va2 4+ y? e 0 = arctan(?). Esta defini¢ao da-nos, também, que x = rcos() e y = rsin(f),
sendo que 6 segue o sentido anti-horério a partir do eixo das abcissas.

Como foi mencionado anteriormente, os polinémios de Zernike sdo ortogonais apenas no cir-
culo unitario, pelo que se revela Util usar coordenadas normalizadas para representar funcoes
ou superficies. As coordenadas polares normalizadas (p, #) estdo relacionadas com coordena-

das polares (r,0) através de
r
p= ; (2.8)

Tmazx

onde 0 < 7 < Tyge € Tmaz € a extensao radial maxima da funcdo ou da superficie. Note-se que
apenas a componente radial é afetada pela normalizacdo. Também ¢é necessaria para algumas
situacoes a descricdo dos polinémios de Zernike em coordenadas cartesianas, de preferéncia
normalizadas para que as propriedades de ortogonalidade sejam usufruidas. As coordenadas
cartesianas normalizadas (X,Y") estao relacionadas com as coordenadas cartesianas regulares
(x,y) através de
x Y
X = e Y = (2.9)

Tmax Tmaa:

onde, mais uma vez, ryq. corresponde a extensdo radial maxima da funcdo ou da superficie.

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades 7

2.5 Conversao de polinémios de Zernike de coordenadas polares
para coordenadas cartesianas

Como os polinémios de Zernike dependem de cos(mé) e sin(m#), verifica-se a seguinte relacao
em C.

™l = cos(|m|0) + i x sin(|m|6)

1 |m|
[
= [cosf + i x sing]™! . (2.10)

Sabendo que p = 1/Tmaz, vem entao que

x =2

Tmazx
rcos(d)

T"mazx

-
= x cos(0
rmaw ( )

= pcos(0)
isto é,

cos(f) = { (2.11)

Por outro lado, vem também

isto é,
Y
sin(f) = —. (2.12)

Tendo em conta (2.11) e (2.12), a expressao (2.10) pode ser reescrita da seguinte forma

X Y Im|
[cos 6 + i x sin )™ = [—i—ix} )
p p

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



8 2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades

Tendo em conta a seguinte expansdo binomial

eS0T B

= ki <‘T;L|>Z»kX|m|—kyk,

k=0

e como cos(|m|@) corresponde a parte real da expressao anterior e sin(|m|f) & parte imaginaria
da mesma, obtém-se

m|

cos(lm|8) = Y (~1)*/2 <|’Z’>plmlxlm’fyk (2.13)

k=0
k par

|m|

sin(jml0) = Y (—1)<k1>/2<|z|)plmlxlmlkyk. (2.14)

k=1
k impar

Fazendo o rearranjo do indice de sumacao obtém-se

Im|/2
m —|m| y|m|—
k=0
e
(lml_l)/2 |m|
Sln(|m’9) _ Z (_1)k (2k . 1> p*|m|X|m|*(2k+1)Y2k+1. (216)
k=0

Tirando partido das equacdes (2.1) — (2.3), (2.13) — (2.16) e sabendo que p? = X% 4+ Y?,
tem-se que

Param >0
Zp'(X,Y)

— N7 RI™ (p) cos(m)

(_1)S(n — S)' n—2s S E{ T\ _|m|y|m|—2ky 2k
-1 X Y
x 2 (=1, )P

: pnf2s <m>p|m|X|m|2ky2k
s} !

2 2 _1 s+k - '
— 2<n+1) ( ) (n 5) pn—2s—\m\ m X\m\—QkYQk
s}! 2k

n+|\m n—|\m
s=0 k=0 ! [% —3}! [% -

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades 9

_ 2(7’L + 1) e (_1)S+k(n — 8)' X|m| Zky2k
! [lel _ }; [L\m\ } 2%k
s=0 k=0 S: 9 S| 2

s X n-lml-2s-25y-2j

<
Il
(e
N
3
ol L
o |2
\
N~

2 %3 (_1)s+k(n —5)! n-lm| _ s\ /'m
2l s=0  j=0 k:osl[w_s}![qjml_s}!( 2j ><2k>

x Xn—|m|—25—2j+|m|—2ky2j+2k:

R

« X2(s+Hi+k)y20i+k)

o

(2.17)
Param <0
Para m < 0, como sin(m#f) = sin(—|m|f) = —sin(|m#@)|), entdo, utilizando (2.16), tem-se
que
ZMX,Y)

N7 RI™ (p) sin(md)

n—|m|
2

(=1)%(n — s)! n—2s
2(n+1) ;0 ol [Wnis}![w_s}!p 2

2 m
1 k —\m\X|m|—2k—ly2k+1
t (=1) <2k: + 1>p

n—|m| |m|—1

| | ntlm] n—lm| _
k=0 3.[ 2 S| 2

« p—\m\X\m\—2k—ly2k+1

nefml
— \/m Z —1)*F(n — s)! S}'pn—zs—m< m 1>

5 o

% X|m|72k’fly2k+1

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



10 2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades

i
o
=

2 2 \stk(
0+ 1) (1) (n — s)! ( m >X|m|—2kz—1y2k+1
—o s! {Lz‘m‘ — 5}! [ijl — 3}‘ 2k + 1

< 3 <n2|m| - 8) sen—lml—2s-2j 372
— J

|m\ IM\ \MI 1

s+k(

= Vin+) Z_: JZ; Zs.["ﬂml s}!rf;ﬂ—s]!(jnjs)(%il)

w X n—Iml=2s=2j+[m|-2k—1y2j+2k+1

“lm| n-jm| _ Im|=1 i ]
ST ED D i S e e R (ST
y ol |:n+|m| S}! [n—2|m| _ S]! j 2k +1
w XT2(s+i+k) =1y 2(j+k)+1 (2.18)
Param =20
Zp(X,Y)

—NOR!(p) cos(06)

n—|0|
Y= W ECEII S e )y Gt [
1+1 08,[n+2\o|_8}![ 0] 8},
%
—1)%(n —s)!

e P L ety I

s=0 (5 —s]t[5 — 5]

3 57s

s n_g . .
’ (2 . )Xn—2s—2jy2]
3:05![%_8}![5_8]!]':0 J

=Vn+1»_ Z ' (_1)8(7'1 15)! ‘ <Z - 8> 252y

S) X2+ y 2 (2.19)

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades 11

2.6 Derivadas dos polinémios de Zernike

2.6.1 Derivada parcial em ordem a p

A partir das equagoes (2.1) e (2.2), facilmente se deduz que

m |m|
O(Ny" (Bn” (p)) cos(mb)) param > 0
2y (p,0) _ dp
8,0 B _N™ |m| :
(=N} <Rna;p>> sinmd)
|rn
N,’L”O(Rg(p)) cos(m#) , param >0
%
= o gl (2.20)
—Nﬁ”M sin(m#) , param <0
dp
¢ |m|
| e
g <Rn (,0)) — 22: (_1)s(n — S)' (n - 28),0”72871 (2 21)
dap — Sl[m_s}l[”—i\m\_sp ' '
S= . 2 . 2 .
2.6.2 Derivada parcial em ordem a r
Para calcular a derivada em ordem a r, recorre-se & regra da cadeia, isto &,
0(Z,'(r,0)) _ 9(Z;'(p,0)) Op
5 = ap o (2.22)
: P 1 L
Uma vez que p = — conclui-se que o pelo que (2.22) é equivalente a
oz (r,0 1 0(Z(p,0
2.6.3 Derivada parcial em ordem a 0
Partindo de (2.1) aplica-se a derivada parcial em ordem a 6, obtendo-se
H(N™RI™ () cos(mb))
n >
o2 (0.0)) _ 06 =0
o (=N RY" (p) sin(mé))
20 , m<0
N R () )
Nyl (p) OO <
—mNTRI™ (p) sin(mé) , m>0
= . (2.24)
—mN,TRlT'(p) cos(mb) , m<0

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado
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2.6.4 Derivada parcial em ordem a X

A partir de (2.17),(2.18) e (2.19), resulta que

Param >0

0ZM(X,Y)
0X

n=|m| n—|m|__ |
2 2

3

N ‘

(=1)5+k(n — s)!

2(n+ 1) n+|m|
s=0  j=0 k=0 ! [T -

X (n —2(s + j + k) X2tk —1y2(+k)

Param <0

0ZM(X,Y)
X

Im\ \M\ \MI 1

s+k(

|1 [ -

n—|m|
( ;
s} ! J

(2.25)

= V20 + D) Z:: ;) Zs.[”ﬂm' s}!rf’:‘%ﬁ

n—|m|
< 2
_ 5] ! J

)

X (n—2(s 4 j + k) — 1) X726tk =2y 20+k) 41 (2.26)
Param =0
0Z%(X,Y)
0X
g (=1)%(n —s)! 5—s 2(s+j)—1vy,25
=Vn+1 T .(2 . )(n—2<s+j>>X”— (s4)-1y2% (2.27)
sojzos.[g—s].[g—s]. J
2.6.5 Derivada parcial em ordem a Y
A partir de (2.17), (2.18) e (2.19), obtém-se
Para m > 0
0Zm(X,Y)
oY
n72|'m\ nfgm\_s @ ok | |
—1)8 — 3! n—imj _
2+ 1) (2 (5
s=0 j=0 k=0 s! [nT — 8} ! [T — S:|' J
X (2(j + k) X2 TRy 2R~ (2.28)

Bernardo Xavier Nogueira Duarte
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2.Polinémios de Zernike: defini¢des e propriedades 13

Para m <0

0ZM(X,Y)
)4

n—|m| n—|m| _s |m|—1

n—|m|

S )

s! [7n+2|m| — s}! {L}'m' — s}! J

X (2() + k) + 1) X2+ HR -1y 204K, (2.29)

Param =0

0Z3(X,Y)
oY
LT D=9 B8\, aaenya
—Vn+1 e |<2 _ >2jX”— (s+)y2i-1, (2.30)
5=0 j=0 8[5—8][5—5] J

2.6.6 Relacao entre as derivadas parciais em ordem a X e a x

Recorrendo a regra da cadeia para calcular a derivada parcial de Z)"(z,y) em ordem a z,

resulta
oz (z,y)  0(Z;(X,Y)) 90X

= . 2.31
ox 0X ox (231)
Como X = entao a—X = 1 . Assim,
Tmazx Ox Tmax
oZy (z,y) 1 9(Z;(X,Y))
L = L . 2.32
ox Tmaz 0X (2.32)
2.6.7 Relacao entre as derivadas parciais em ordem a Y e a y
Fazendo uso da regra da cadeia, obtém-se
oz 0(ZM(X,Y))dY
(Z3(,y)) _ OZ(X,Y)) Y 033
oy oY oy
. 1 .
Como Y = " entao —y = Desta forma conclui-se que
zZm 1 ZmM(X,Y
2Zp(ey) 1 B(Zp(X,Y)) 230

8y Tmax oY
2.6.8 Derivadas parciais em ordem a X e Y expressas como polinémios
Zernike

As equagoes seguintes ddo-nos as relagées entre polinomios de Zernike e as suas primeiras
derivadas. Estas expressoes sao modificacoes das expressoes de Charlie Campbell para o caso

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



14 2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades

nao-normalizado (ver [8]).

8ZM(X,Y)

0X
n—1

= VT e | S Vo nzE X Y) 4 (1 50) 0~ 6 )
n'=|m|+1

x /(14 0m1) Z V(n +1Z‘""(‘ X,Y) (2.35)

=[m|-1

0Zm(X,Y)
oY

n—1 m
> V02, Y) - (1 5001 )

n'=|m|+1

- ¢<1+5mo><n+1>|%

n—1

tom ) S Dz, " Vx| (2.36)

n’=|m|-1

De notar, mais uma vez, que

1, se a=1b
Oab = .
0, se a#£b

2.7 Reflexoes e rotacoes de Zernike

2.7.1 Reflexao e imagem de um ajuste de uma superficie

Definicao 2.7.1 Denominam-se por padroes de Zernike as representagdes grdficas de cada
um dos polindmios de Zernike.

Com o objectivo de rodar os padroes de Zernike sobre o eixo dos Y’s, os valores de X nas
equacoes (2.17),(2.18) e (2.19) passam a (—X). Esta reflexdo revela-se util para comparar
frentes de onda do olho direito e esquerdo.

Para os casos em que m > 0, se X passa a (—X), aparece o fator (—1)”*2(3“'*’“), ou seja

(_X)n72(s+j+k‘) — (_1)n72(s+j+k)Xn72(s+j+k)'

Assim, se n for par e sendo o expoente do fator mencionado h, entdo h € par e, portanto, vem
que

_1\n—2(s+j+k) yn—2(s+j+k) _ (_1\hyn—2(s+j+k) _ yn—2(s+j+k)
(—1) p% (—1)"x X

o que implica que Z)"(—X,Y) = Z"(X,Y).

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado
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Se, por outro lado, n é impar, entdo h é impar, obtendo-se assim

_ _ xn—2Astith)

(_1)n—2(s+j+k)Xn—2(s+j+k) _ (_1)th—2(s+j+k)
pelo que Z™(—X,Y) = —Z™(X,Y).

Para os casos em que m < 0, se X passa a (—X), aparece o fator (—1)*2(sti+k)—1 oy
seja,
(_X)n72(s+j+k)fl — (_1)n72(s+j+k)f1Xn72(s+j+k)'

Se n for par e sendo o expoente do fator mencionado h, entdo h é impar e, portanto, vem
que

(_1)n—2(s+j+k)—an—2(5+j+k) _ (_1)th—2(s+j+k:)—1 _ _Xn—2(s+j+k)—l
o que implica que Z)"(—X,Y) = -Z"(X,Y).
Se, por outro lado, n é impar, entdo h é par, obtendo-se assim
(_1)n—2(5+j+k)—1Xn—2(5+j+k)—1 _ (_1>th—2(s+j+k:)—1 _ Xn—2(5+j+k)—1

pelo que Z"(—X,Y) = Z)"(X,Y).

Assim, conclui-se que

Z0(X,Y) , sem >0en par oum <0 en impar
ZM(—X,Y) = . (2.37)
—Z7(X,Y) , sem >0 en impar ou m <0 en par

2.7.2 Rotacao das funcoes de Zernike

Com o objetivo de se fazer uma rotagao dos polinémios de Zernike, através de um angulo
o, substitui-se 6 por 6 — 6y na equagao (2.1), obtendo-se

N,TR‘J"‘(p) cos(m(0 — 6p)), para m >0

Z}"(p, 0 — 6p) = : (2.38)
—N7RI™(p)sin(m(0 — 6)),  param <0

O resultado de uma rotagao de pares de polinémios com n igual, mesma frequéncia angular,
0, e mesma magnitude e sinais opostos, m, pode ser escrito sob a forma de uma expansao
linear, tendo assim que

o) Z" (9,0 = 00) + iy Z3, ™ (p, 6 — 60)
= Gy N BRI () cos(m] (0 — 00)) — @, Ni BRI (p) sin(|m (0 — 65))
= Gy i N R () cos(m]0 — [ml6o) — ap, i N BRI () sin(|m]6 — |m]6)
= G N RJ () [cos(m)6) cos(jm6o) + sin(|m6) sin(|m]6p)]

— N BRI (p) [sin(jm|6) cos(jm|6y) — sin(jm|f) cos(m| )]

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado
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= 1) NiP BRI () cos(Im)6) cos(|m|00) + oy Ni R () sin(|m|0) sin(|m|6)
= @y o) NI R (p) sin (] 0) cos(1m60) + ) Ny R (p) sin(|m|6) cos(|m|6o)
= [an.jm| c08(]m]00) + @y, | sin(Jm|00)] N RI™ (p) cos(|m]0)
+ [, | $I0(|M]0) — @ || cOs(|m|f0)] NIRI™ (p) sin(|m]6). (2.39)

Assim, os polinémios podem sofrer uma rotagdo modificando os coeficientes de tal forma
que

bn,|m| = [an,‘m‘ COS(|m‘90) + an’_‘m‘ sin(|m\90)]
by —jm| = [@n,m) SIn(|M|00) — @y | cOs(|m|60)] (2.40)

onde os b’s sdo os coeficientes da expansao para os polinémios que sofreram rotagao.

Assim, os polindmios que sofrem uma rotacao podem ser descritos na forma

) 20 (0, 0 = 00) + @ Zr ™ (0,0 — 00) = by ) Z2 (9, 0) + by Zr ™ (p,0) (2.41)

sendo que os b’s ja foram dados por(2.40).

2.8 Representacao dos polinémios de Zernike

Os polinémios de Zernike sao polinémios ortogonais no circulo unitario. Tendo isso em conta
e sabendo que estes polinémios também sdo conhecidos pela sua representacao em forma de
piramide, decidiu-se fazer esta mesma representacio, tanto em R? como em R3. Assim, neste
capitulo sdo explicados alguns dos passos e funcdes utilizadas no cédigo desenvolvido. Estas
representacoes foram feitas com recurso ao software MATLAB. Nesta fase, ja se pode ver
representado o que foi visto no subcapitulo 2.3. O cédigo utilizado estd em anexo.

2.8.1 Representacoes em R3

Comeca-se por relembrar que os polinémios de Zernike sao funcoes reais de varidveis reais
que podem ser representados em R3, pelo que primeiramente vao ser representados alguns
polinémios em R3.

Numa primeira fase, fez-se, a titulo de exemplo, a representacao do polinémio correspon-
dente a Z2_2(p7 ). Para fazer esta representacdo, comegou-se por criar uma grelha de 10000
pontos, fruto da combinacao de 100 raios e 100 angulos diferentes. Estes pontos estao contidos
no plano xOy. De seguida, utilizou-se uma fungao (ver anexo (A.1)) que, a partir de um dado
n, de um dado m e da grelha de 4ngulos e raios anterior, retorna uma grelha com os valores
correspondentes no polinémio de Zernike. No final, faz-se a representacdo da superficie, tendo
em conta os pontos da grelha inicial e os valores correspondentes calculados da grelha anterior.
Obteve-se entdo o seguinte resultado.
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05 04

-0.5 -0.2

0.4

-0.6

-0.8

Figura 2.2: Representacio do polinomio Z5 %(p, ).

Numa segunda fase, fez-se a representacdo da piramide dos polinémios de Zernike em R3
até n = 3. A Unica diferenca para o cédigo anterior é que se teve de encontrar uma forma de
representar em grelha cada um dos polinémios em R3. Obteve-se também o seguinte resultado.

s = m

bl

1 1 a
1= r
-1 ' 1
i ; i ;
3 SRl
2z 2 2t 25
1\‘ 1» 1 ﬁ Uy A
0 ~ of - - 0 “. 0 )
1 A . 1 1 | |
i ; i : i - i :
i i 0

Figura 2.3: Representacao em piramide dos polinémios de Zernike até n = 3.

2.8.2 Representacoes em R?

Neste subcapitulo, mostrar-se-ao0 os mesmos resultados do subcapitulo anterior, porém
numa representacio em R?, através da projecdo no plano xOy dos pontos que sio calcu-
lados na ultima grelha. Neste sentido, o coédigo é muito semelhante, diferindo apenas na parte
final, em que ndo se representam os polinémios de Zernike em R?, mas sim a sua projecdo,
através do comando peolor(X,Y,Z).
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18 2.Polinémios de Zernike: defini¢cdes e propriedades

Em primeiro lugar, e tal como anteriormente, far-se-a a representaciao apenas do polinémio
correspondente a Z§2(p, 0). Obteve-se entao o resultado.

o«
)

T T T T
‘ L L L
o 02 0.4 0.6 08

Figura 2.4: Representacio do polinémio Z{Q(p, 0).

02}

T T T T
L L L I
-1 08 0.6 0.4 0.2 1

De seguida, fez-se entdo a representagdo da pirdmide dos polinémios de Zernike, desta vez
até n = 5.

-3 3
1 G 1 % 1 %
e 3
A
o< P ol . 0
| — - Wi 1
5 T R
-4 2 2 4
1 zl 24 ’ 24 4 Zl
28 - £ M
o o o # of 1
-
=1 =1 b, =1 -1 v
4 0 1 4 0 1 M4 0 1 T
-3 3 5
i z 1 e 1 i 1 i 1 %
P Y . -
/ Y 1 = S5
o : o[RS of & .)‘ ofs 4 o) C
4 . N
L i i B R
1 (1] 1 10 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 (1] 1

Figura 2.5: Piramide de Zernike até n = 5.

2.9 Polinémios de Zernike e algumas aberracoes

Definicao 2.9.1 Denomina-se por modo de Zernike um polindmio de Zernike. Um grupo de
modos de Zernike € um conjunto de polindmios de Zernike.
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Os polinémios de Zernike, por serem representados no circulo unitario, tém uma forte apli-
cacao no que diz respeito a representacao do olho, de partes do olho e das aberracoes do
mesmo. Neste sentido, varios especialistas estudaram estes polinémios e as diversas aberra-
¢oes, pelo que se chegou & conclusao que cada modo ou grupo de modos de Zernike estava
associado a uma aberrac@o diferente. Assim, os polinémios de Zernike sdo também muito
utilizados para corrigir estes problemas, através de lentes de contacto, 6culos ou métodos ci-
rargicos. De seguida, explica-se entao qual é a aberragao associada a cada modo até a ordem
n = 4. O codigo utilizado pode ser consultado no anexo (A.6).

Z

0.5

-1 0.5 1] 0.5 1
Figura 2.6: Representacdo dos polinémios de Zernike de ordem n = 0.
Este termo, Z3, ¢ denominado como Pistdo e é normalmemte ignorado, pelo facto de a sua
superficie ser constante em todo o circulo, pelo que ndo apresenta qualquer variancia.

-1 1
Z1 Z1

1 - 1
0.5 0.5

Figura 2.7: Representacdo dos polinémios de Zernike de ordem n = 1.

Estes termos, Z; Le Z{ representam uma inclinigdo, pelo que a aberragdo associada aos
mesmos se denomina de Tilt.

0 2
z 2z

2
ZZ
1 1 -
us’ \ 05 05
1 1 9
05 0 0.5 1 g 0. 5 05 0 05

1
1

Figura 2.8: Representacao dos polinémios de Zernike de ordem n = 2.
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Esta ordem de polinémios divide-se em dois grupos. O primeiro grupo é composto apenas
pelo termo ZS , sendo a sua aberragdo chamada de Defocus. o segundo grupo esté associado
aos termos Z2_2 e Z3, denominados de Astigmatismo de 32 ordem. A combinagdo destes 3
termos fornece qualquer erro de refraccao esfericocilindrico.

-3
ZJ

-1 1 3
23 ZS ZJ
| /-\ | -~ \
05’ \ 05 f# . \ 0.5 0.5
: D . . D
_95‘ ’ 05 @ 0.5 05
0.5 0 0.5 1 05 0 0.5 1 05 0 0.5

=

=}

4]

4]
<] 05 0 0.5 1 &

1 =

:
Figura 2.9: Representagao dos polinémios de Zernike de ordem n = 3.

2

Esta ordem é composta também por dois grupos. O primeiro, composto por Z?:l e Z%,
estd associado ao Coma primario de 32 ordem. O segundo grupo, composto por Z3_3 e 73,
associa-se Coma triangular de 32 ordem. Estes termos representam aberracoes assimétricas,
que nao podem ser corrigidas através dos 6culos ou lentes de contacto convencionais.
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Figura 2.10: Representacao dos polinémios de Zernike de ordem n = 4.

A dltima ordem estd associada a 3 aberracGes distintas. A primeira, cujo modo associado é
79, corresponde & aberracio esférica. Estas aberragoes esféricas podem ser corrigidas através
de lentes asféricas (lentes com uma superficie mais plana). A segunda, composta por Z, 2 e
72, associa-se ao Astigmatismo de 42 ordem. A terceira e tltima aberragdo denomina-se por
Quadroil e estd associada aos modos Z, 4e fo. Os termos desta ordem representam frentes
de onda com formas mais complexas.

O codigo utilizado para desenvolver as linhas da piramide que estao representadas neste

subcapitulo estdo em anexo e foi desenvolvido no software MATLAB, tal como referido ante-
riormente (ver anexo (A.6)).
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Capitulo 3

Polin6émios de Zernike vs Funcoes de
Bessel

3.1 Introducao

No campo da visao e da otica visual existe um ntmero de superficies que se relacionam
tanto com a anatomia e fisiologia do olho como com os instrumentos éticos designados para
medir e corrigir aberragoes.

A luz propaga-se uniformemente apartir de um ponto luminoso em todas as diregoes a
uma velocidade constante. A medida que se propaga, as ondas formam superficies esféricas
imaginarias que sao constituidas pelo conjunto de pontos em que a luz se esta a propagar em
cada momento. A estas superficies da-se o nome de frentes de onda. Estas frentes de onda
podem ser modeladas matematicamente, por exemplo, pelos polindémios de Zernike. Por outro
lado, é possivel também comparar a posicao atual destas frentes de onda com a posicao ideal,
sendo assim possivel encontrar e representar irregularidades corneanas. A isto dé-se o nome
de aberracoes de frentes de onda (ver [21]).

Alguns exemplos de superficies reais sdo o filme lacrimal e as superficies corneanas ante-
riores. Por outro lado, existem superficies de fase como as frentes de onda e aberragoes de
frentes de onda, como, por exemplo, funcées de influéncia em espelhos deformaveis. Tal como
ja foi referido anteriormente, os Polinémios Circulares de Zernike (PCZ) tém vindo a ser bas-
tante utilizados para representar todas estas superficies, independentemente da sua natureza
(superficies reais ou funcoes de fase, que sdo fung¢des que descrevem a distribuigdo angular
da luz refletida num dado corpo quando iluminado numa diregao especifica) (ver [49]). Mais
ainda sao considerados como as funcgoes standard para descrever as aberracoes de frente de
onda do olho humano e também para modelar as superficies da cérnea. Apesar da represen-
tacdo dos PCZ ter-se mostrado 1til para a maioria das situagbes, existem alguns casos que
mostram algumas limitagdes, nomeadamente quando aplicadas a superficies dticas complexas
com elevada frequéncia espacial ou descontinuidades resultantes de intervencoes cirurgicas.

Para uma melhor compreensao do que sao estas superfices 6ticas, bem como a denominagao
de cada uma delas, apresenta-se de seguida uma figura com o olho e a legenda da composicao
do mesmo, nomeadamente as diversas zonas que o compoem.
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Figura 3.1: Representacdo da estrutura do olho e da sua composigao.

Fonte: http://www.oticasguarnieri.com.br/visao_olho.htmll

Foram propostas muitas representacoes funcionais alternativas para descrever superficies
Oticas, variando de funcGes conicas generalizadas para representagdes mais complexas, como
os polinoémios de Zernike fracionarios (um novo tipo de polinémios de Zernike) e harmonicos
esféricos (funcoes harmonicas que representam a variagao espacial de um conjunto ortogonal
de solugoes da equagdo de Laplace, quando a solugao é expressa em coordenadas esféricas)
(ver [19; 23; 42]), sendo que existem ainda outras técnicas que incluem combinagoes de aproxi-
magoes modais & zona, como os polinémios Q™ (u?), polinémios de Chebyshev e polinémios de
Legendre, entre outras (ver [11; 34]). Cada uma destas aproximagoes apresenta algumas van-
tagens e desvantagens relativamente a representacao standard dos PCZ. No entanto, tal como
no caso destes polinémios, nenhuma delas é capaz de explicar adequadamente uma possivel
frequéncia espacial elevada numa superficie otica, como ocorre, por exemplo, na superficie
total anterior do olho, incluindo a cérnea, limbus e esclera, ou em aberragdes oculares mais
elevadas nas zonas de transicdo de uma lente corretiva progressiva. E possivel verificar que o
aumento na ordem do modelo das decomposi¢des polinomiais (isto é, sobre-parametrizacao)
nao melhora a representacao dessas superficies (ver [3]).

A origem dos PCZ esta relacionada com uma teoria de fisica-matematica conhecida como
Teoria de Sturm-Liouville (Teoria de S-L). No ambito desta teoria, o conjunto PCZ é apenas
um membro de uma classe de familias de funcgoes que sao ortogonais no disco unitario, o
que significa que uma soma das mesmas pode ser usada para aproximar qualquer superficie
definida nesse dominio, onde se destacam, além dos Polinémios Circulares de Zernike, as
Fungoes Circulares de Bessel. Este capitulo centrar-se-a nestes dois tipos de fungdes, sendo
que se irao estudar as vantagens e desvantagens de um face ao outro.

As Fungoes Circulares de Bessel (FCB), que surgem naturalmente em muitos problemas
bidimensionais com simetria cilindrica, sdo outro exemplo da classe acima mencionada. Este
conjunto de fun¢oes tem vindo a ser aplicado em diversos campos, que variam desde o pro-
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cessamento de sinais até ao estudo da dindmica de corpos flutuantes. As FCB, devido ao seu
comportamento mais uniforme e radial quasi-periddico, tém vantagens sobre os PCZ no que
diz respeito a aproximacao de superficies com elevada frequéncia espacial.

Tal como ja foi mencionado, neste capitulo, o objectivo é investigar a aplicabilidade das FCB
na modelacao de superficies d6ticas, aplicando uma andlise rigorosa e sistemadtica e avaliando
as vantagens e desvantagens de representacao das FCB em relacao as representagoes dos PCZ.

3.2 Representacao Modal de Superficies

Definicao 3.2.1 Uma equacao diferencial parcial ou equacdo de derivadas parciais (EDP)
€ uma equacdo envolvendo wma funcdo de vdrias varidveis independentes e suas repetivas
derivadas parciais.

Definicao 3.2.2 Uma funcdo definida sobre um dado espaco diz-se rotacionalmente invari-
ante se o seu valor nao se altera quando se aplicam rotagdes arbitrdrias sobre o seu argumento.

Exemplo 3.2.3 A funcao f definida como

flay) =2 +y° (3.1)

€ invariante a rotagoes no plano em torno da origem, visto que para o conjunto de coordenadas
rotacionais

' =2xcosf —ysinh

Yy =z cosh+ ysind

verifica-se que f(x',y") = f(x,y), para todo o 6 € R.

Os PCZ foram estudados por Nijboer [36] por aplicagao da Teoria de S-L (ver [9; 18]). Em
geral, esta teoria permite construir conjuntos completos e ortogonais de fungdes ou modos. Os
PCZ e as FCB sao ambos obtidos por aplicacao da Teoria de S-L a uma equagio diferencial
parcial rotacionalmente invariante (EDPRI) de duas variaveis, com uma escolha diferente de
parametros e condicoes de fronteira. As solucdes correspondentes, PCZ e FCB, sao obtidas
como um produto de uma funcao radial e angular. Para ambos os conjuntos de funcoes, o
fator angular é dado por

¢m = sin(myp), param >0

3.2
¢m = cos(myp), param < 0. (3.2)

Esta representacdo dos polinémios de Zernike possui importantes interpretagoes fisicas,
como representacoes complexas das pupilas (ver [35]), a analise extendida de Nijboer-Zernike
(ver |7]) e o modo de propagacao de feixes de Laguerre-Gaussian (ver [46]).

No que diz respeito & parte radial, no caso dos PCZ, e tal como foi visto no capitulo anterior,
esta é dada por

n—pm]
Ry (r) = 22: S ) s, (3.3)

s—0 s! (%‘m‘ —s)! (”_T‘m‘ —s)!

onde n > |m/|, com n — |m| par.
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Juntando (3.2) e (3.3), os PCZ sdo entao dados na sua forma normalizada por:

2 1
MRLT'(T) cos(mep), param > 0
1+ 5m,0

RI™ (1) sin(myp), param < 0

onde o fator normalizador é entao dado por

m_ 2(n+1)

" 1+5m0

e onde d,,0 denota o delta de Kronecker, ou seja,

As propriedades mateméticas dos PCZ tém vindo a ser estudadas de forma extensiva (ver
[4; 33] e as referéncias indicadas nos mesmos). Cada modo de Zernike est4 associado a um
nimero, que se denomina por valor préprio e é representado por -y, sendo este dado por
v = n(n + 2) que aparece nas EDPRI mencionadas anteriormente. Estes valores préprios
resultam da teoria S-L e sdo usados para determinar a ordem do esquema da pirdmide de
Zernike descrita por Mahajan (ver [32]).

Ao escolher um conjunto de parametros e condigbes de fronteira diferentes na EDPRI (ver
[9; 18]), a solugao radial deixa de ser os polinémios radiais de Zernike e passa a ser as fun¢oes
de Bessel de primeira espécie (ver [47]), que sdo dadas por

= (-1)° Conk T\ 128
Tn{emr) = ; sl(m — s)! < 2 ) ’ (3:5)
com m € Z. De notar que as funcdes de Bessel de primeira espécie sdo séries de poténcias com
infinitos termos, em oposi¢do ao numero de termos finito da parte radial dos polindémios de
Zernike. Tém uma oscilagdo quase-periddica e o seu envelope decai a uma taxa de 1/ (cr)l/ 2
a medida que o argumento cr cresce (ver [5]). Nos campos da fisica e da engenharia, entende-
se por envelope & curva que delimita os extremos de um sinal oscilatério, isto é, o envelope
generaliza o conceito de uma frequéncia constante. Na figura seguinte, ilustra-se este conceito
de envelope de uma onda seno modulado, variando entre a parte superior e a parte inferior.
Esta fungdo pode corresponder a uma fungdo de espago, angulo, tempo ou de qualquer outra
variavel.
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envelope superior

Figura 3.2: Representagdo do envelope superior e inferior de uma onda de seno modulado

Fonte: Aplicagio da equagdo de Bessel fraciondria na descri¢io da topografia da cérnea, [40)].

Para este caso, os dois modos dimensionais, isto é, parte radial e angular, sdo FCB cuja
expressao normalizada é dada por

2 1
Jm C T)cos(m R ara m Z 0
T (€ i ) <0
mjm—f—l(cmk) m(Cmir) sin(mp) para m

De seguida, tem-se a representacao dos dois casos mencionados anteriormente.
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Figura 3.3: Representagao da funcao radial dos PCZ para m =0, n =0, 2,4, 6.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, |47].
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Figura 3.4: Representacao da fungdo de Bessel de primeira espécie param =0, k =1,2,3,4.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, |47].
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Figura 3.5: Representacdo da funcao radial dos PCZ param =1, n=1,3,5,7.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, [47].
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Figura 3.6: Representacao da fungdo de Bessel de primeira espécie param =1, k =1,2,3,4.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, |47|.

Numa primeira fase, é importante notar que apenas se vao ter em conta os raios pertencentes
ao intervalo [0, 1]. Isto aplica-se aos 4 graficos apresentados anteriormente. Por outro lado, é
importante realcar a utilizacdo e comparagao dos primeiros quatro modos dos PCZ e das FCB,
tendo em conta duas restricoes: nos primeiros dois graficos, restringiu-se m = 0, enquanto
que, nos ultimos dois, a restricdo colocada foi a de m = 1. Da andlise dos gréficos verifica-se
que, apesar de a ordem radial das funcoes de Bessel ser menor, o nimero de interseccoes com
o eixo horizontal é maior nas FCB relativamente aos PCZ, comparando o primeiro, o segundo,
o terceiro e o quarto modo de um com o do outro. Isto quer dizer que, para os mesmos modos,
as FCB apresentam um maior nimero de zeros e, consequentemente, um maior namero de
oscilacbes em comparacao com os PCZ, o que vai ser um fator importante mais a frente.

A teoria de S-L estabelece que uma funcao arbitraria pode ser expandida como uma com-
binacao linear de modos ortogonais:

Slp.) = agyi(p,¢) (3.7)

onde 7" (p, ¢) pode ser tanto FCB como PCZ, que sdo definidos no mesmo dominio que a
funcao S. Os coeficientes a]' sao factores que determinam o peso de cada modo correspondente
na expansdo. Estes coeficientes sdo entdo obtidos a partir do seguinte integral de sobreposigao

1 1 2
ap’ = 7T/O /0 S(p, ) ' (p, ) p dedp. (3.8)

Definicao 3.2.4 Um conjunto de fungoes h;(x) diz-se conjunto completo se, para qualquer
fungao f(x), existir um conjunto A = {ai,az,...,an,...},
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tal que

flz) = Zaihi(m), (3.9)

2
/ (f(:v) - Zaihi(x)> da =0, (3.10)

1

Os PCZ e FCB sao conjuntos ortogonais completos. A ortogonalidade de modos significa que
na expansao modal da fungao S(p, ¢) cada modo suporta uma certa quantidade de informagcao
sobre S que nao sobrepoe a informacao suportada por qualquer outro modo. Completude, por
outro lado, significa que uma funcdo arbitraria como S(p, ¢) nao suporta mais informacao do
que todo o conjunto de modos, tal que o conjunto completo dos modos é capaz de representar
a superficie. Estas duas propriedades garantem que qualquer fungdo arbitraria pode ser
aproximada tanto quanto necessario pela sua expansao modal infinita tal como estd expresso
em (3.7) e serd igual se satisfizer as mesmas condigoes de fronteira.

3.3 Representacao de superficies com modelos finitos

Como foi mencionado anteriormente, para objetivos computacionais, é sempre necessario
um modelo finito de uma superficie, o que significa que a superficie de interesse terd amostras
sobre o dominio. Isto é notavel, por exemplo, nos dispositivos de discos de Placido, que é
um dispositivo com discos concéntricos alternadamente brancos e pretos com o objetivo de
detetar deformagoes na cornea (ver a figura seguinte), onde os dados da altura da cornea sao
representados por uma nuvem de pontos discretos.

Figura 3.7: Dispositivo de discos de Placido.

Fonte: http://phisick.com/item/placidos-disk-for-astigmatism/.

O nimero de funcoes para a expansao modal da superficie tem de ser também finito. Assim,
a soma infinita (3.7) é truncada por um numero finito de termos. Esta soma truncada de
modos deixa de ser igual & fun¢do S, pelo que surge um erro de aproximagio ou erro de ajuste
que tem de ser também tido em conta e que permite, deste modo, avaliar a qualidade deste
mesmo ajuste. Usando um subconjunto finito de fungdes PCZ ou FCB ortogonais discretas
(amostras), chega-se entdo ao seguinte modelo linear

P
S(pa: da) =Y _ apthp(pa, ba) + €p(pd; Pa)- (3.11)

p=1
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O subindice d refere-se ao ponto da amostra. Neste capitulo, D corresponde ao nimero
total de amostras. O indice tnico p descreve os indices n e m usados anteriormente.

A expressao (3.11) pode ser reescrita sob a forma de vetor da seguinte forma
S =va+e, (3.12)

onde S é um vetor coluna com D elementos que representa uma superficie amostral com pontos
discretos (pg, ¢q), com d = 1,2,...,D. 1 é uma matriz (D x P) correspondente aos modos
ortogonais também amostrados por pontos discretos, ¥p(p4, ¢q). O vetor a é um elemento
P, isto é, um vetor coluna com P entradas correspondente aos P coeficientes da expressao.
Quanto a €, ¢ um vetor coluna de D elementos que representa a medida e a modelagdo do erro
nos pontos da amostra. Um dos objetivos é encontrar o vetor a dos coeficientes que minimizam
o quadrado do erro, que é determinado através do método dos minimos quadrados, isto é

a=(Ty) TS, (3.13)

onde o sobreindice T representa transposicao de uma matriz. Este método é utilizado com
o objetivo de estudar de que forma é que as FCB se comportam comparativamente aos PCZ
standard na modelacdo de superficies Gticas.

De seguida, é necessario decidir o subconjunto finito de FCB e PCZ que se vai comparar.
Um dos requisitos é que se use o mesmo numero de modos em cada conjunto. Se se deci-
dir organizar os modos de Bessel de acordo com os seus valores proprios, os resultados sdo

apresentados numa piramide invertida, tal como se pode observar na figura seguinte.
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Figura 3.8: Representacao grafica das FCB.

Assim, fixando o indice radial para ambos os conjuntos, resultara na inclusao de modos com
diferente ordem angular e vice-versa. Contudo, ter-se-4 quase a mesma quantidade de modos
em cada base. Os valores proprios dos FCB podem ser facilmente obtidos numericamente de-
vido ao comportamento quase-periédico das funcgoes de Bessel, mas também estdo disponiveis
em tabelas. Assim, é simples organizar os modos FCB. Usa-se a combinac¢ao mencionada an-
teriormente para escolher o conjunto de FCB que serao comparadas com PCZ. Foram testadas
funcoes de Bessel e comparadas com os polinémios de Zernike para varias superficies criadas
artificialmente. Todas as superficies foram produzidas no disco unitario simulando a pupila
ou a area da cornea normalizadas. As figuras que se apresentardo neste capitulo apartir de
agora terao uma representacao grafica do erro de aproximacao tanto para as FCB como para
os PCZ, de maneira a que seja possivel tirar conclusdes no que diz respeito as performances
de ambos nos varios casos. Este erro sera medido em dB (decibel). Isto deve-se ao facto de o
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dB ser uma unidade logaritmica, indicando uma proporg¢io. Assim, para obter este erro nesta
medida, recorre-se a seguinte formula

RMS = 20log <P> dB,
Py
onde P é o erro quadratico médio entre a amostra e o valor da FCB/PCZ e Py é um valor
de referéncia e constante. Deste modo, caso o valor de P seja superior ao de Py, obter-se-a
um RMS positivo, enquanto que, se P for inferior a Py, o RMS toma um valor negativo. No
caso de P e Py iguais, o valor obtido serd 0. Assim, a obtencao de valores negativos nao é, de
todo, um problema. Alids, o valor do RMS sera tanto melhor, quanto mais baixo for.

3.4 Superficies com anéis

A estrutura de um anel pode ser obtida por uma funcao gaussiana radial centrada com um
raio rg € um fator angular constante

u(r, ¢) = exp {W] : (3.14)

w

Antes de se representar e estudar o comportamento das FCB e dos PCZ numa estrutura de
um anel, ir-se-4 estudar o comportamento destas fungoes em gaussianas simples. No estudo
que se segue, alterou-se apenas o valor do pardmetro que diz respeito a forma da gaussiana,
nomeadamente testando para gaussinas mais e menos estreitas. De seguida, usando as figuras
e resultados apresentados em [47|, fazem-se as devidas interpretacoes dos mesmos.

0.8

= Bessel

0.2 04 06 08
7 normalized

(a) (b)

Figura 3.9: Representacdo de uma Gaussiana com w? = 0.1. Em (a) encontra-se a represen-
tagao grafica desta fungdo, enquanto que em (b) esta representado o grafico do erro (RMS)
de aproximacao das FCB e dos PCZ ao longo do disco.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, |47|.
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Figura 3.10: Representacdo de uma Gaussiana com w? = 0.5. Em (a) encontra-se a represen-
tagdo grafica desta fungao, enquanto que em (b) esta representado o grafico do erro (RMS)
de aproximacao das FCB e dos PCZ ao longo do disco.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, |47].

-16

1
08
=)
06 =,
A
04 é
02
0
1
0.5
_26 . :
0 0.2 0.4 06 08 1
r normalized
(a) (b)

Figura 3.11: Representacdo de uma Gaussiana com w? = 15. Em (a) encontra-se a represen-
tagdo grafica desta fungao, enquanto que em (b) esta representado o grafico do erro (RMS)
de aproximacao das FCB e dos PCZ ao longo do disco.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, |47].

Analisando os gréaficos um a um, é possivel retirar conclusdes diferentes. No primeiro
grafico, verifica-se um comportamento muito semelhante no ajuste das FCB e dos PCZ a este
tipo de superficie. Pode-se verificar que o erro de aproximacao vai aumentando em ambos os
polinémios & medida que se afasta do centro. Porém, tendo em conta regides mais proximas
do centro, verifica-se um comportamento consideravelmente melhor das FCB. No que diz
respeito ao segundo gafico, verifica-se uma performance muito melhor das FCB ao longo de
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todo o raio, sendo que a maior diferenca de comportamentos se regista no centro do disco e
vai diminuindo & medida que se afasta do mesmo. No terceiro grafico, os PCZ apresentam um
melhor ajuste em todo o raio. A diferenca de performance é quase sempre constante ao longo
do raio, aumentando apenas quando este toma valores proximos de 1. Pode-se concluir, assim,
que, no que diz respeito a gaussianas simples, as FCB apresentam uma melhor performance
quando a gaussiana € mais estreita, sendo que, para os casos em que w toma valores mais
altos, ja sao os PCZ que apresentam um melhor ajuste.

Posto isto, pode-se agora passar ao estudo de uma superficie de um anel. Este tipo de su-
perficie pode representar os efeitos de usar um certo tipo de lentes de contacto. Uma superficie
com multiplos anéis, por exemplo uma soma de duas ou mais funcées semelhantes, poderia
representar uma frente de onda gerada por uma lente multifocal. Aqui, as FCB apresentam
uma capacidade de adaptacao ligeiramente melhor para anéis completos, especialmente na
zona central da estrutura. Também foram produzidos anéis incompletos por combinacao de
funcoes gaussianas radiais com uma funcao super-gaussiana angular:

2N
We

(r— )2 (b )2N
u(r, ) = exp { ( 2 o) }exp (9 = do) (3.15)

onde N é um namero inteiro positivo.
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Figura 3.12: Representacdo grafica de um anel completo (a). Em (b) estd representado o
grafico do erro (RMS) de aproximagao das FCB e dos PCZ ao longo do disco na superficie de
um anel completo.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, [47].
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Figura 3.13: Representacao grafica de um anel incompleto (a). Em (b) est& representado o
grafico do erro (RMS) de aproximagao das FCB e dos PCZ ao longo do disco na superficie de
um anel incompleto.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, |47].

Através da observacao dos graficos anteriores, pode-se concluir que, no caso dos anéis com-
pletos as FCB apresentam uma melhor capacidade de ajuste em quase todo o raio, apresen-
tando um comportamento semelhante & PCZ quando o raio toma valores mais afastados do
centro do disco. Conclui-se ainda que, neste tipo de superficie, a diferenca do erro entre as
FCB e PCZ é maior a medida que o raio toma valores mais proximos do centro, sendo que
as FCB apresentam claramente uma melhor capacidade de ajuste nestes valores. No que diz
respeito aos anéis incompletos, as FCB e os PCZ apresentam um comportamento muito seme-
lhante em quase todo o raio, sendo que, para valores mais proximos de 0, os PCZ apresentam
uma melhor performance.

Em casos reais, anéis concéntricos podem estar fora do eixo. Este facto afeta a capacidade
de ajuste das FCB, contudo, um pré-processamento dos pontos dos dados permitirao recentrar
a superficie e a performance de ajustamento desejada. Estruturas de anel incompleto poderao
ser dteis na modelacdo dos efeitos da pressio das palpebras na superficie da cérnea anterior.

3.5 Modelo de olho completo

Um caso interessante ¢ o modelo da superficie total do olho anterior, que inclui a superficie
anterior da cérnea, limbus e esclera. Neste sentido, é bastante pertinente recordar a Figura 3.1.
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Figura 3.14: Representagao da estrutura do olho e da sua composigao.

Fonte: http://www.oticasguarnieri.com.br/visao_olho.htmll

Para produzir este modelo, juntaram-se duas superficies esféricas com diferentes raios, sendo
implementados pardmetros tipicos para o raio anterior da cérnea, iris visivel e didmetro do
olho. Isto resulta numa superficie com descontinuidade na primeira derivada, precisamente
na regiao do limbus. A superficie é radialmente simétrica, por isso pode-se escolher um modo
de maior ordem radial, mas restringir o conjunto para m = 0.

0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
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Figura 3.15: Representacao grafica de um modelo do olho completo com a conjugacgao de duas
superficies (a). Representacdo em perfil de um corte da representagao anterior onde se vé de
forma clara a sobreposicao das duas superficies (b). Em (c), (d) e (e) esta representado o
grafico do erro (RMS) de aproximagao das FCB e dos PCZ ao longo do disco na superficie de
um modelo de olho completo, contemplando 4, 5 e 6 modos, respetivamente.

Fonte: Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics, |47].

Através da ultima figura, é possivel retirar varias conclusées. Em primeiro lugar, destacar
que a sobreposicao das duas superficies, ou seja, a regido do limbus, se encontra em r =
0,6. Pode-se passar agora & anélise dos ultimos trés graficos, sendo que eles combinam,
respetivamente, os primeiros 4, 5 ¢ 6 modos das FCB e dos PCZ. No primeiro gréfico, é possivel
perceber que o comportamento de ambos os polinémios é semelhante, alternando uma melhor
performance das FCB e dos PCZ ao longo do raio e nao sendo possivel concluir qual dos dois
tem uma melhor capacidade de ajuste. No segundo grafico, observam-se duas zonas diferentes:
na primeira, desde o centro do disco até a regido do limbus, em que r = 0, 6, as performances
das FCB e dos PCZ vao alternando, ndo sendo possivel escolher uma melhor performance;
na segunda regidao, quando r toma valores entre 0,6 e 1, as FCB apresentam claramente uma
melhor performance. No terceiro grafico, o comportamento das FCB é claramente melhor em
todo o raio, sendo que a diferenca dos erros de ambas as fung¢oes vai diminuindo & medida que
o raio toma valores mais afastados de 0. No global, conclui-se que, com uma combinagdo com
um numero menor de modos, as FCB e os PCZ tém um comportamento semelhante, porém,
quando o nimero de modos aumenta, as FCB apresentam uma melhor performance.

As FCB tém uma performance melhor que as PCZ quando o ajuste é feito neste tipo de
superficie pelo facto da componente radial das FCB ter mais zeros, resultando num maior
nimero de oscilacoes, dentro do intervalo unitério, do que as PCZ para a mesma ordem
radial.

3.6 Discussao

Pode-se observar na Figura 3.8 que alguns elementos da base das FCB sdo semelhantes a
alguns elementos particulares da base PCZ tornando possivel uma analogia grosseira entre os
conjuntos. Uma ordenacao das FCB é feita de acordo com os seus valores proprios e leva a um
esquema de modos correspondente que faz sentido em termos da analogia acima mencionada.
Uma vez fixado o ntiimero de modos, as FCB revelam um comportamento muito bom para
estruturas centradas tal como funcoes gaussianas e superficies com muitas ondas radiais,
contudo o erro de aproximacio para FCB aumenta para superficies com amplitude consideravel
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na fronteira do dominio circular. Superficies mais suaves foram melhor representadas por PCZ
devido & natureza quadrétrica dos termos de ordem baixa que carregam informagao suficiente
para descrever tais superficies.

Um determinado valor de ordem angular m restringe os elementos correspondentes de ordem
radial n no conjunto PCZ. Isto ndo acontece na base FCB, onde existe um modo para qualquer
combinacao ou ordem radial e angular. Isto d4 as FCB uma vantagem para representar
superficies de simetria mesmo quando existem descontinuidades na primeira derivada, tal
como no modelo da superficie total do olho anterior.

Na maioria das simulacOes, restrigiram-se as FCB a um conjunto que exibe carateristicas
semelhantes s dos PCZ e, portanto, limitou-se o seu comportamento. Contudo, mostrou-se
que, no caso particular do olho total, levantando a restricao e aumentando o ntimero de modos
de FCB com m = 0, verifica-se uma melhor performance das mesmas.

3.7 Conclusao

Este capitulo teve por base as ideias desenvolvidas em [47], tendo sido feita uma revisao
e uma interpretacao dos resultados obtidos nesse mesmo estudo. Foram apresentadas as
FCB que s@o ortogonais no disco unitario e comparadas com os PCZ, conhecidos por ajustar
véarias superficies que representam casos comuns no campo da 6tica visual. Observou-se que
as FCB revelam um excelente comportamento e mostraram excelentes resultados, provando
assim serem um candidato bastante competitivo para os PCZ para representar todo o tipo
de superficies, como é o caso de superficies da cornea frontal. As FCB exibem também um
melhor comportamento para modelar superficies que apresentam uma variacdo abrupta como
no caso da superficie total do olho anterior na regiao do limbus. Mostrou-se também que
o conjunto das FCB é um candidato adequado para estudar caracteristicas particulares de
superficies da cérnea pos-cirurgicas, tais como superficies de anel dnico que se assemelham a
superficies residuais de remocGes.
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Capitulo 4

Modelos 6timos para analise
estatistica com Polinémios de Zernike

4.1 Introducao

Tal como foi visto anteriormente, os polinémios de Zernike surgem em diversas aplicagoes
nomeadamente na area da 6tica e da anélise de imagens num dominio circular. Neste capitulo,
pretende-se encontrar modelos 6timos para modelos de regressao cuja expansao envolve poli-
némios de Zernike. Considerando o tipico método dos minimos quadrados, determinar-se-4 o
seu modelo 6timo e, a partir daf, encontrar-se-4 o modelo ®,-6timo no sentido de Kiefer (1974)
[27], que minimiza a matriz de covariancia do estimador dos minimos quadrados. Ter-se-4
ainda em conta um estudo de alguns critérios de otimalidade que terdo um papel fundamental
na estimacao dos modelos 6timos pretendidos. De salientar ainda que este capfulo teve por
base o artigo [10].

4.2 Polinémios de Zernike

Nos capitulos anteriores foram apresentados os Polinémios de Zernike e algumas das suas
propriedades. Neste subcapitulo, ir-se-a fazer uma revisao destes polinémios numa perspetiva
que serd mais pertinente para o estudo que se pretende fazer.

Definigao 4.2.1 (c¢f. ;2]) Seja (X, #, 1) um espago de medida o-finito. Para 1 < p < o0
define-se

LP(X, M, 1) = {f : X — R mensurdveis com / |f(z)[Pdp < oo} , (4.1)
X
podendo-se notar simplesmente por LP(X).

Se f € LP(X), entao define-se

Il o= ([ s " (12)

Considere-se uma funcio f definida no disco unitario por
D={(z,y) e R* [ 2® +4* <1} (4.3)
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e que pertence ao espaco L?(D) e o problema de estimar esta funcio a partir de dados
experimentais

Zij = f(ziy5) + e (1<i<m;l <j<n), (4.4)

onde (x;,y;) € D sdo os pontos experimentais. As variaveis €;; nao sao correlacionadas e
tém média zero e igual varidncia. O problema de recuperar a funcdo f a partir dos dados
(Zij)1<j<m num dominio circular surge num vasto conjunto de aplicagdes, nomeadamente a
teoria da difracdo das aberracgoes oticas [4; 48|, reconhecimento de padrdes [1], analise de
imagens [28; 30] e modelos estatisticos para dados circulares [15]. Varios autores propuseram
expandir a funcdo f em termos de polinémios de Zernike e estimar os coeficientes desta
expansao a partir de dados experimentais [20; 31; 38|. Por um lado, os coeficientes estimados
desta expansao sdo usados para construir outras funcoes desconhecidas [31] e, por outro lado,
estes coeficientes sdo também usados para classificagao por técnicas usadas frequentemente,
como maquina de vetores de suporte, distancia minima e classificagdo pelo método do vizinho
mais proximo [20]. A técnica da maquina de vetores de suporte é um classificador linear binario
nao probabilistico que toma como entrada um conjunto de dados e prediz qual a classe, entre
duas possiveis, a que cada entrada faz parte. Por outro lado, o método da distdncia minima
¢ um método que atribui uma classe a um determinado dado de entrada a ser introduzido
mediante a menor distancia entre esse mesmo dado de entrada e o ponto médio de cada classe
existente. Por tltimo, o método do vizinho mais proximo é uma técnica que atribui um dado
a classe que tiver a amostra mais proxima do ponto que estd a ser introduzido.

Neste capitulo, ir-se-4 estudar o efeito que o modelo, isto &, a escolha dos pontos (x;,y;) no
disco D, tem na qualidade da estimacdo dos coeficientes na expansao da funcdo f em termos
de polinémios de Zernike. Neste sentido, ir-se-4 encontrar modelos do tipo
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Figura 4.1: Modelo com padrao espiral.

Fonte: Optimal sampling patterns for Zernike polynomials, [41].
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em que cada ponto corresponde a um ponto do modelo. Estes pontos sdo os pontos que cons-
tituem os modelos que serdao usados para calcular os coeficientes da expansdo truncada que
minimizam o erro quadratico, isto é, esse erro de aproximacao serd calculado nestes pontos.
Assim, é de extrema importancia encontrar os modelos que permitem obter os melhores re-
sultados, de entre as condicoes e objetivos desejados. No caso particular da imagem anterior,
esta-se perante um modelo com um padrao em espiral.

Num dos proximos subcapitulos, fazer-se-4 uma revisdo sobre algumas propriedades destes
polinémios, bem como notagoes e observacoes pertinentes no &mbito deste capitulo. Para es-
timar os coeficientes na expansao truncada da funcao de regressao nos termos de polindémios
de Zernike recorrer-se-a4 ao tipico método dos minimos quadrados. Nos subcapitulos seguin-
tes, estudar-se-do alguns critérios que permitem concluir a otimalidade de um determinado
modelo, sendo que, posteriormente, se aplicardo estes critérios ao estudo dos polindémios de
Zernike que se estéd a fazer neste trabalho e tendo sempre em conta o método dos minimos
quadrados em que se baseia este estudo. E ainda mostrado que uma alocacdo 6tima das
variaveis explanatorias (z;,y;) dé uso a circulos especificos no dominio experimental D e que
este namero de circulos aumenta com o aumento do grau da expansao de f.

4.3 Critério de P-otimalidade

Seja fT = (f1, f2, ..., fr) onde f; sdo funcdes reais continuas num conjunto compacto y. O
valor esperado de uma observacao x em %2 é dado por

k
> 6ifi(x) = 6" f(x), (4.5)
i=1
onde 87 = (01,0s,...,0;) e as observacdes nao sdo correlacionadas. Este subcapitulo tem

por base a teoria de aproximacao de modelos, onde estes sao uma classe = de medidas pro-
babilisticas em 2~ e a matriz de informac¢do de um modelo £ em 2 é dada por M(§) =
[y (@) f (@) (dx). Além disso, M~ (€) é proporcional a matriz de covariancia dos melhores
estimadores lineares de 6, no caso em que M é singular, [27|. Seja entdo # = {M(§) : € € =}.

Seja. @ uma funcdo que é real ou +00 em 2. Um problema da teoria de otimizacio de
modelos é a caracterizacdo de modelos £* que sdo ®-6timos, isto é,

O(M(£7)) = min B(M(E)). (4.6)

Os exemplos mais comuns de critérios de otimalidade sao

(M) = detM~t (D-otimalidade), (4.7)
®1c(M) =tr (CM™') (L-otimalidade; A-otimalidade se C' = I), (4.8)
® oo (M) = Maior valor proprio de M~!  (FE-otimalidade), (4.9)

onde C' ¢ uma matriz simétrica definida ndo-negativa e (4.7) e (4.9) sdo consideradas infinitas
se M é singular, aplicando-se igualmente em (4.8).

Definicao 4.3.1 (c¢f. 129]) Uma matriz quadrada diz-se singular se e sé se o seu determinante
€ 0, ou seja, nulo.
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A caracterizacdo supramencionada devera auxiliar no calculo de modelos ®-6timos. Assim,
pode-se escrever do(&) = max,c o f(2)T M~1(€)f(z), tendo Kiefer e Wolfowitz [24] mostrado
que no caso (4.7) M(&*) é igual para todo o & ®p-6timo e que

£ & ®p-6timo < do(£*) = mﬁin do(€) & do(€") = k. (4.10)

Esta relagao é ttil, porque para um dado £ que se supoe ser quase 6timo, nao se pode con-
cluir nada a priori relativamente a det (M —L¢ )) partindo de um minimo desconhecido de
det (M *1(5)). A expressao (4.10) corresponde entdo a uma condigdo verificavel de otima-
lidade. Este facto permite deduzir que é possivel obter £* computacionalmente de forma
iterativa, como muito autores e investigadores ja fizeram. Outro aspeto util de (4.10), imple-
mentado em [12; 25; 26|, & que f(z)T M1 (¢*)f(z) = k no suporte de £*.

Subsequentemente, Karlin e Studden [22] e Federov [13; 14] mostraram no caso (4.8) que,
se M(&*) nao é singular, entao

£ & 6timo & dyi (&%) = mgin di(€) & di(&*) =tr CM (&) (4.11)

onde d)(€) = max, f(z)" M~ (E)CM}(€)f(x).

4.4 Momentos de Zernike

Tal como foi referido anteriormente, apesar de os polinémios de Zernike ja terem sido
introduzidos no primeiro capitulo, neste capitulo esta familia de polinémios sera apresentada
de uma forma alternativa que é mais adequada para o estudo que se pretende fazer. Os
polinémios de Zernike podem ser definidos na forma,

Z,"(p,d) = Ny R (p) sin(me),  Z,'(p,¢) = Ny" Ry (p) cos(mg) (4.12)
onde a fungao RI"(p) é definida para n,m € Ny com n > m > 0 por

Ry (p) = (=1)02 pm P (1= 2p7)

(n—m)/2
(n—m)/2
Z (=1)'(n = P2 para n — m par
=4 = Mn+m)/2=D((n—-m)/2-1) ’ (4.13)
0 ,para n —m impar

e P,Ea’ﬂ ) denota o k-ésimo polinémio de Jacobi ortogonal em relagdo & medida
(I —2)*(1+ a:)ﬁl[_lvl] (z)dz, que se encontra definido a seguir (ver [45]).

Definigdo 4.4.1 Seja a fungio peso w(x) = (1 —2)*2% com o > —1, B > —1 e tome-se
intervalo fechado [0,1]. A familia de polindmios de Jacobi, designada por PT(LOC’B) (x), sendo n
o grau do polinémio e o e B os expoentes de (1 —x) e x, respetivamente, na fungao peso w(x),
€ definida, pela propriedade da ortogonalidade por

1 0 para m #n
/ [(1 —z)” xﬁ] P8 () PP (2)w(x) de = Cp b = , (4.14)
0 Cn>0 param=n

com C, = (—=1)". O polinémio de Jacobi PT(La”B)(x) é entdo dito ortogonal no intervalo [0, 1]
em relagio & fungio peso w(x) = (1 — x)* 2.
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Voltando a (4.12), tem-se que o fator de normalizagao (ver capitulo 2) é dado por

2(n+1)
N =\Tis 4.1
" 1+ 0mo’ (4.15)
e a seguinte relagdo é verificada
1 2T 1
- /0 /0 220, 6) 222 (p, ) pdpdd = by my Sronma (416)

para todo ni,ny € No,1 < |mj| <n; (j =1,2), onde nj —m; é par (j = 1,2). Assim como
no primeiro capitulo, d; ; denota o delta de Kronecker, ou seja,

) .
sy=4 "=
0, 1#7

De notar também que a relagdo de ortogonalidade para os polinomios R]'(p) ¢ dada por

[ or o o = 5 (@17)
Uma funcio f € L?(D) admite a expansio
[e'e) k
Flod) =2 D O Zilp,9), pel0,1],¢€0,2n] (4.18)
b

onde as quantidades 6 ;) sao os habituais coeficientes de Fourier dados por
1 2w 1 )
V=7 [ [ 1000 ZLp.0) pdpdo s kil € pa (1.19)

Assume-se que os dados correspondentes ao modelo (4.4) estdo disponiveis, onde as va-
ridveis explanatorias (z;,y;) sdo representadas em termos de coordenadas polares (p;, ;).
Geralmente, uma expansao truncada de (4.18) até uma dada ordem d, tal que d € N, é usada
como uma aproximacao da funcdo f. Uma das formas de calcular os coeficientes desta expan-
sao (e como subproduto a aproximagao da funcdo f) é o método dos minimos quadrados. Este
método determina o parametro 6 = (6(9,0), 0(1,-1), 0(1,1)> -+ O(d,—d)» > 9(d7d))T € RU+1)(d+2)/2

tal que
2

n d

m k

DO |- X bunZilendy) (4.20)

i=1 j=1 k=0 I=—k
k—|l| par

¢ minimo.

Embora nao se explore neste trabalho, um outro método de estimacao de coeficientes da
expansao truncada da uso a estimacao direta dos coeficientes de Fourier (4.19), tal que

5 1 m n
Oy = — SN Zilpindi)pilpi — pio1) (b5 — b5-1) Zi; (4.21)

i=1 j=1
(1 =0,...,d;|k| <I,1—|k| par). Os coeficientes estimados nesta expansdo sdo usados para
diversos fins, tais como a estimac¢do da funcao f no contexto da reconstrugdo de imagens
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[38] ou reconhecimento de simbolos através dos métodos de maquinas de vetores de suporte,
distancia média minima ou vizinho mais proximo [20].

4.5 Modelos 6timos para a estimacao dos minimos quadrados
no modelo de regressao de Zernike

Considerando o modelo de regressao correspondente ao problema dos minimos quadrados
presente em (4.20)

E[Y|p,¢] = 0" falp,¢); Var[Y]p,¢] =0® >0 (4.22)

onde

T
Jalp, @) = (2800, 0), 27" (0,6), 2L (0, 0), . 279, 0, Zi(p,0)) € RUOTVETD2 (493
é um vetor de polinémios de Zernike de ordem d e

T
0 = (0(0.0), 01,1 01,1+ 0(2,—2) 0(2.0)» 0(2.2) s s Oy - Oa,y) - € RUUTVEFD/Z (4 04
correspondente ao vetor dos pardmetros. Tendo em conta que a soma dos primeiros n nimeros
naturais é dada por

Zn: k= %n(n +1). (4.25)
k=1

pode-se afirmar que aparecem (d + 1)(d + 2)/2 polinémios de Zernike no modelo de regressao
em (4.22). De facto, este valor ¢ dado pela soma dos primeiros d + 1 graus dos polindémios da
expansao, que estd truncada na ordem d. Tendo em conta a expressao (4.25), tem-se entao
que a soma dos primeiros d + 1 naturais é dada por

d+1

Zl:%(d+1)(d+2), (4.26)
=1

pelo que a expansao truncada contém (d + 1)(d 4 2)/2 polinémios de Zernike.

Neste subcapitulo, um modelo aproximado é dado por uma medida probabilistica, denomi-
nada por &, no conjunto [0, 1] x [0, 27] (notar que os modelos serdo representados em coorde-
nadas polares). Este conceito vem de Keifer [27] e é apropriado para a estimagao pelo método
dos minimos quadrados. Para uma medida de probabilidade com suporte finito, os pontos
de suporte, denominados por (p;, ¢;), determinam os pontos onde sdo feitas as observacoes
e os pesos correspondentes, denominados por w; ;, indicam a proporcao relativa do total de
observagoes, tomadas no ponto (p;, ¢;). Para um dado modelo £ com suporte finito, a matriz
de covaridncia da estimacdo dos minimos quadrados para o vector € é proporcional a inversa
da matriz de informacao

27 1
M(€) = /O /O (0. 0) £7 (0, 6) dE(p, ), (4.27)

e um modelo aproximado 6timo maximiza uma funcdo apropriada dessa matriz. Existem di-
versos critérios na literatura, que sao usados para discriminar os diversos modelos concorrentes
[39; 44|, porém, neste capitulo, restringir-se-a a famosa familia de critérios de ®,-6timalidade
introduzidos por Kiefer [27| tomando —oo < p < 1. Segundo Kiefer [27], 0 modelo ®,-6timo,
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designado por &5, ¢ utilizado para estimar o parametro 6 no modelo de regressao (4.22), se &
maximiza a expressao

1
2 »
) = ——F———tr(MP 4.28
o0 = (a5 mas ) (4.28)
de entre todos os modelos com matriz de informacao nao-singular. Note-se que os casos em que
p=0ep= —o0 correspondem ao critério de D-otimalidade e ao critério de E-otimalidade,

respetivamente. Os modelos usados nestes casos particulares sdo os que maximizam as se-
guintes expressoes

Bo(€) = |M (€)Y D) (4.29)

P50 (&) = Amin(M(§)) (4.30)

onde Apin(B) representa o menor valor proprio da matriz B. O principal resultado neste
subcapitulo descreve a estrutura de um modelo ®,—6timo para a estimacao dos minimos
quadrados dos coeficientes no modelo de regressdo (4.22) com polinémios de Zernike como
fungoes de regressao. Para isso, define-se a medida U(r), com 0 < r < 1, como a distribuicao
uniforme no circulo de raio r e centro 0, ou seja,

U(r) ~U{(p,¢) €D | p=r}). (4.31)

Relembre-se agora as seguintes defini¢oes/teoremas que sdo necessarios para o estudo que
se segue.

Definigao 4.5.1 (c¢f. ;29]) Designa-se por combinagdo convexa de um conjunto de pontos
1,Z2,... ,Tn € R™ ao ponto

X =M z1+ Xoxs+ ...+ Ay, (4.32)
onde X € R™ ¢
da=1 (4.33)
i=1
com \; > 0.

Relembre-se a definicdo de matriz ortogonal.

Definigao 4.5.2 (c¢f. [29]) Uma matriz Q € uma malriz ortogonal se e somente se Q) €
invertivel e Q71 = QT isto €,

QQ" =1, (4.34)

sendo que, deste modo, uma outra propriedade de uma matriz ortogonal é que QT = QL.

Relembre-se agora o conceito de matrizes semelhantes.

Definicao 4.5.3 (c¢f. [29]) Duas matrizes, A e B dizem-se matrizes semelhantes se existe
uma matriz invertivel, X, tal que A= X"'BX.

Teorema 4.5.4 (cf. [29]) Suponha-se que A e B siao malrizes semelhantes. Entido A e B
tém o mesmo polinémio caracterisitco e os mesmos valores préprios. Esta prova € apresentada
de sequida.
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Prova: Pela definicio anterior, como A e B sdo semelhantes, entdo A = X 'BX. Para
o polinémio caracteristico de A, tem-se que:

M — Al = |\ - X 'BX]|

= |AX"'IX - X 'BX|

= | XY\ - B)X|
= |X7H|IM - B||X]
= iw — B||X|
| X
= |\ — B (4.35)

que corresponde ao polindémio caracteristico de B. Uma vez que A e B tém o mesmo polinémio
caracteristico, entao A e B tém os mesmos valores proprios.

E possivel mostrar que modelos ®,,—6timos sao combinagoes convexas especificas de modelos
do tipo (4.31), isto é, existem raios 0 < 1] < rg < ... < Tld/2)+1 = 1 € pesos positivos
W1, W2, ..., W|g/2|+1, COM ZlLi/12J+1 w; = 1, tal que qualquer modelo ®,-6timo no modelo de
regressao (4.22) é dado na forma

ld/2]+1

& = Z w;U(r;). (4.36)

=1

Se d é par, entao tem-se que r1 = 0 (as observacoes tém de ser tomadas a partir do centro),
enquanto que, se d é impar, 1 > 0. A prova deste facto encontra-se em |27|. Devido & sua
complexidade e extensao, estudar-se-ao apenas alguns casos particulares deste problema.

Comece-se por notar que o problema do modelo é uma rotagao invariante. Assim, seja £ o
modelo que denota o modelo ®,-6timo no disco D com pontos de suporte (p;, ¢;), pesos w;j,
e assumindo que é’ é obtido a partir de £ através de uma rotacao dos pontos de suporte de &
com um angulo a. Neste sentido, o vetor das func¢oes de regressao segue na forma

onde a matriz T' é dada por
T = diag(Ty, Ti, . . ., Ty) € RUEUTD(E+2)/2x(d+1)(d+2)/2 (4.38)

com os blocos T € RGFD*GHL) definidos na forma

cos((2i + 1)) 0 0o - 0 0 e 0 sin((2i + 1))
0 cos((2i — o) 0 --- 0 0 <+ sin((21 — 1)) 0
Tt — 0 0 0 e cos.(oz) Sin.(oz) . () ()
2l 0 0 0 sin(a) cos(a) --- 0 0
0 n((2i—1)a) 0 - 0 0 v cos((2i— D)) 0

sin((2i + 1)) 0 0o --- 0 0 e 0 cos((2i + 1))
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cos(2ic) 0 0o --- 0 0 0 e 0 sin(2ic)
0 cos((2i —2)a) 0 --- 0 0 0 - sin((20 — 2)a) 0
0 0 0 -+ cos(2a) 0 sin(2a) --- 0 0
Ty = 0 0 o - 0 1 0 e 0 0
0 0 0 -+ sin(2a) 0 cos(2ct) --- 0 0
0 sin((2¢ —2)a) 0 -+ 0 0 0 <+ cos((2i — 2)a) 0
sin(2ia) 0 0o --- 0 0 0 e 0 cos(2ia)

Assim, tendo em conta a definicdo 4.5.2, é simples provar que a matriz 7' é uma matriz
ortogonal. De facto, a matriz T é uma matriz diagonal por blocos composta por d + 1
submatrizes na sua diagonal. Em cada uma destas submatrizes pode-se observar que cada
linha e cada coluna é composta por zeros em todas as suas entradas, excepto em duas. Uma
destas entradas é igual a cos 3, e a outra entrada é igual sin 3, sendo 3, um angulo a titulo
de exemplo e que representa o angulo de cada linha/coluna desta submatriz e que é igual nas
duas entradas diferentes de 0 em cada linha/coluna. Recorrendo entao & defini¢ao apresentada
anteriormente de matriz ortogonal e aplicando ao caso de cada submatriz, chega-se ao seguinte
resultado:

cos?(B1) + sin?(B1) 0 0 0
0 cos?(Bg) +sin?(B2) - 0 0
T = s s : |
0 0 -+ cos?(B2) + sin(Ba) 0
0 0 0 cos?(B1) + sin?(B1)
1 00
01 00
00 10
00 1
- I (4.39)

Deste modo, conclui-se que
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T, 0 0 0 0 0 0
0 Ty 0 0 0 1F 0 0
T = L x|
0 0 Ty1 O 0 0 F, 0
0 0 0 Ty 0 0 0o 717
LTl 0 0 0
0 NIt 0 0
0 0 TarTT, 0
0 0 0 T,TT
Iy 0 0 0
0 I 0 0
0 0 Ig1 O
0 0 0 Iy
10 0 0
1 0 0
0 0 1
0 0 0
= ILay1)(d+2)/2> (4.40)

pelo que a matriz T é, assim, ortogonal. Recordando a definicdo de matriz de informacao,
M(£), tem-se por um lado

2T 1
M(E) = /0 /0 £ (0, )17 (0, )€ (0. ). (4.41)

Por outro lado, por (4.37) tem-se que f(p, ¢+ a) =T f(p, ¢). Deste modo, usando de novo
a definicdo de matriz de informacao e recordando que §~ correponde a um modelo obtido a
partir de & através de uma rotacao dos pontos de suporte do mesmo, isto é, se £ esta associado
a f por f(p,®), entdo € esta associado a f por f(p, ¢ + a), obtém-se

2T 1
M@ = [ [ 100+ 0) o0+ 0)a(p.0)
2T 1
_ /0 /0 Tf(p.6) (Tf(p.8)" de(p. o)
27 1
_ /O /0 T1(p,d) £ (0, )T dé(p, &)

27 1
_7 /0 /0 £(p.6) £7(p. 8) dE(p, $)T
=TM(TT

(4.42)
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Aplicando o Teorema 4.5.4 ao problema que esté a ser estudado e relembrando que T' é
uma matriz ortogonal, tem-se que

M(&) =TM(E)TT
)

& M(E)=TMET™

& TIMET=T"'TME)T'T

& T'MET = (T T)ME)(T'T)

& T IM@ET =1IME)I

& TT'M(ET = M(§)

& ME)=T'M®E)T. (4.43)

Fazendo A = M(€) e B = M(£), pode-se observar que (4.43) esta na forma A = X 'BX,

pelo que M (§) e M(€) sdo matrizes semelhantes e, consequentemente, tém os mesmos valores
proprios. Conclui-se ainda que § continua a ser um modelo ®,-6timo. Nota-se ainda que o
grupo das matrizes de (4.38) € um subgrupo do grupo de matrizes de R(¢+1(d+2)/2,

O vetor da fungao de regressdo pode ser escrito na forma

flp,¢) = K g(z1,22) = K 'g(x) (4.44)

, L, . 7 ..
onde g é o vetor de (d;2) monoémios da forma l’?ll'j], com i,j € {1,2}, aq, a2 € Ng, ag +

ap < 2, 1 = peoso, xo = psing e K e REHDE@+2)/2x(d+1)(d+2)/2 ¢ yna matriz ortogonal
conveniente que nao depende das varidveis experimentais (z1, z2) € D. Além disso, o problema
de encontrar um modelo ®,-6timo para o modelo de regressao de Zernike (4.22) é equivalente
ao problema de encontrar um modelo ®,-6timo para o parametro K 79 no modelo de regressao
polinomial bidimensional

y=0Tg(x)+e (4.45)

conforme foi estudado por diversos autores [6; 17; 26]. A solugdo deste problema é de facil
obtencao, de facto, segundo o modelo (4.22) tem-se que

E[Y|p, ¢ = 0" falp,¢); Var[Y|p,¢] =0 >0

pelo que, tendo em conta que f = K g(z),

0" fa(p, 9)

= 0"K"g(x)

= (0TK")g(x)

= (K0T g(x). (4.46)

E[Y|p, ¢]

Por outro lado, como Var[Y|p, ¢] = 02 > 0 corresponde ao erro de aproximacio do modelo,
tem-se que Var[Y|p,¢] = 02 > 0 = ¢, pelo que se chega a
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E[Y’p7 QS] = ede(pa ¢)
o y=0Tg(x)+e (4.47)
VarlY|p,¢] = a* >0

sendo 07 = (K6)T.
Assim pode-se concluir que existe um modelo ®,-6timo rotacionével, denominado por 7y,

para este problema. Pelo problema de equivaléncia geral para ®,-otimalidade [39], com p >
—o0, um modelo 7, € P)-6timo se e sO se a desigualdade

d(z,my) = g (x)M () K(KTM ™ () K) 7P KT M (1) () (4.48)
< tr(K"TM () K) P (4.49)
se verifica, para todo o x € D, onde M (n) é a matriz de informacao do modelo 1 na expressio

(4.45).

Para provar a afirmacdo anterior, recorde-se o seguinte:

e {* ¢ 6timo & Jl(f*) = ming Jl(ﬁ), onde Jl(g) = max, fT(a:) M_l(é) C’M_l(f) f(x);

o 0y(¢") = max ik tr (MP(9))

o f(z)=K"lg(x) & Kf(x) = KK g(z) & g(x) = K f(2).

Assim
d(w,my) = g" M~ () K(K" M~ () K) P KM () g ()
= (Kf(@))" M () K (KT M~ () K) P KT M~ () K f ()
= (@) K" M () K(K"M ™ () K) P KM () K f(x),  (4.50)

que corresponde & definicio (4.11), sendo que, neste caso, M ~1(¢) = KTMfl(n;)K. Consi-
derando a defini¢do de ®—otimalidade (ver subcapitulo 4.3), tem-se que, no caso de funpes
convexas,

d(&¥) = max b [AM 1 (6)AT]". (4.51)

Neste sentido, e tendo em conta que neste estudo esta-se a trabalhar com funcées convexas,
tem-se que

d(n*) = max tr _(A]\_I*l(n)AT)p}

n L

- P

=max tr | | KTM~*(n)K
—————

L simétrica

= max tr :<(KTM_1(77)K)T)I)]
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n
= max tr [(KTM—l(n)K)*ﬂ (4.52)
sendo que,
d(n) <tr [KTM ' (n")K] " (4.53)

Deste modo pode-se entao concluir que
d(x,1y) = g" (2) M~ () K (KT M~ () K) 7P KT M (1) g ()

= max tr(KT M~ (n,)K)™?

n
< tr(KTM () K) P (4.54)
Passe-se agora para o caso em que p = —o0 que caracteriza os modelos ®_,,-6timos, que se

descrevem de uma forma ligeiramente diferente. Neste caso, a E-otimalidade do modelo n*
é equivalente a um modelo com uma matriz F, tal que tr E = 1, e a seguinte desigualdade é
verificada

-1

d(w,7" o) = g7 (@) M7 ) K (KT M (" ) K) ™ B (KT M7 (7 ) K)

< KT (" 0 )g(a) (4.55)
< Ain (KT M (07 0) K) 7Y | (4.56)

para todo o x € D, (ver [39]). Prove-se que a desigualdade (4.56) é de facto satisfeita. Tendo
em conta (4.55), tem-se

d(a,n}) = g7 (@) M (" o) K (KTM (" o) K) ™ B (KTM (o o) K) ™

x KM~ (n" oo)g()

= (K f ()T M (1 o) K (KTM (" o) K) ™ B (KTM 7 (1 o )K) ™

x KTM ™ (0" o) K f ()
-1

— [T@) KT M (" o) K (KTM (" o) K) ™' B (KTM (1 o) K)

x KM~ (n" o) K f(2)

-1

— T (@) KTM (7 o) K (KM (2 ) K) T B (KTM (" ) K)
M=1(Eo0) C
x KTM ™ (n* ) K f(x). (4.57)
M=1(6o0)
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Tendo em conta o critério de F-otimalidade e a defini¢ao (4.30), obtém-se
d(a:, "7*_00) = mf]lx )\min(M(f—oo))
= max A\min ((KTj\fol(n_oo)K)fl)
U

< Amin (KM ) K) ) (4.58)

donde resulta a desigualdade (4.56)

-1 -1

d(z,m3) = g" (@)M (K (K"M ' (n* )K) E(K'M ™' (n* ) K)
x KTM ™' (n* o)g(x)

- m??x Amin ((KTM?I(U—OO)K)il)

< Amin (KTM7H 0" ) K) 7). (4.59)

Para o caso em que p = 0, considera-se o critério de D-otimalidade e tem-se que K =
I(g41)(a+2)/2 © a desigualdade (4.48) reduz-se a

dlo.i) = " @3 ot < (5 7). (4.60)

para todo o € D. Prove-se agora que (4.60) é verificada. Tendo em conta (4.49), obtém-se

d(z,n5) = g" ()M~ () K (K" M~ () K) " KT M~ () g (=)
= g" (@)M " () (M () P~ M () g ()
= g7 () M~ () (M (ng)) "~ M () g ()
= g" ()M~ (g) (M~ ()~ M~ () g ()
= g" (&) M~ (ng) M (m) M~ (5 ) g ()
= g" ()M~ (n§)g(x). (4.61)

Por outro lado, tendo em conta (4.48) tem-se que
d(z,m5) < tr(KTM ™ () K)7P

— maxtr(¥ ()
n

= max tr(M " (1))"

= max tr(L(ay1)(dr2)/2)

(d+1)(d+2)
2
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(d+ 1)(d+ 2)d!

2 x d!

(d+2)!
(d+2-2)'x2

-(%7)

Assim, combinando (4.61) e (4.62) conclui-se que

d(e, 1) = ¢ (@) M (g () < (

(4.62)

d+2
5 )

A distribuigao uniforme U (r) presente em (4.31) pode ser vista como uma medida discreta

uniforme com massa 1/m com m > d pontos

2k 2k
U(r)wU{(rcosTr,rsinﬂ> | k=0,... ,m—l}.
m m

Neste sentido, e tendo em conta os modelos da Figura 4.1, esta-se perante modelos como

0s que sao apresentados de seguida.

o0
i
120 . '
L ]
. 0By
a
L [ ]
06
150 - .
. .. 0.4
L
- a l:l:-
- ® .
180 . -
L " B £
L
- L
-
210 *
L
.
Ly a
L ]
N .
240 . -
270
(a)

&0
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o0
120 . ] * - &0
[1E:] -
[ ] L] -
- [ ]
" . o 0.6
150 % . . 30
» - o0.4 "
™ -
Pr - 1] ™ o
~ [ ] L] [ ] -
180 ] ] L] L] '] * 0
o . . " L
L .
- [ 3 -
L &
- - &
-
210, . . ¥ a0
L ] L ]
- -
- [ 3 ™
-
. [ ]
240 . - 500
270
(b)

Figura 4.2: Representacao de modelos com distribui¢do uniforme, com d impar em (a) e d par
em (b).

Fonte: Optimal sampling patterns for Zernike polynomials, [41].

4.6 Modelos D-6timos para estimacao dos minimos quadrados

Focando no critério da D-otimalidade, neste capitulo procurar-se-a uma forma de estimar
modelos D-6timos. Para isso, é necessario recordar a definicdo de matriz de permutacgao.

Definig¢ao 4.6.1 (cf. ;29]/) Uma maltriz de permutagio é uma malriz quadrada bindria, isto
é, uma matriz apenas composta por 0’s e 1’s, que gera uma permutacao dos elementos de
um vetor ou das linhas ou colunas de uma oulra matriz. A maltriz de permulacao, além de
ser composta apenas por 0’s e 1’s, tem ainda a particularidade de ter apenas uma entrada
diferente de 0 em cada linha e em cada coluna.

Exemplo 4.6.2 Matrizes do tipo

010 0 01
A=11 0 0], B={(0 1 0
0 01 1 00
1
s@o matrizes de permutacdo. Para v = | 2|, a operacio Av tem o sequinte resultado
3
010 1 2
Av=11 0 0 21 =1(1]. (4.63)
0 0 1 3 3
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No caso da multiplicagao de matrizes de permutacao por outras matrizes, ocorre a permu-
tacao de linhas, no caso da matriz de permutacao estar a esquerda, e a troca de colunas, no
caso da matriz de permutacao estar a direita.

1 2 3
Exemplo 4.6.3 Sendo F= |4 5 6] tem-se que
789
0 10 1 2 3 4 5 6
AF =11 0 0 4 5 6)=|1 2 3
01 78 9 7 8 9
1 2 3 010 21 3
FA=\|4 5 6 1 0 0]=15 46
7 89 0 0 1 8 79

De notar ainda que o determinante de um matriz de permutagao é sempre igual a +1.

Posto isto, tendo em conta a defini¢ao do vetor das funcoes de regressao f(p, ¢) em (4.23)
e sendo que U(r) denota uma distribui¢do uniforme no circulo unitario com raio r e centro
(0,0), pode-se afirmar que

fzumzjfwwﬁﬂm@ﬂﬂm (4.64)

depende apenas do raio 72, tendo em conta que os modelos ®-6timos sdo rotacionéveis, como
foi visto anteriormente, ndo dependendo assim da parte angular de cada ponto do modelo.
Existe ainda uma matriz de permutagao, denotada por P, tal que esta matriz pode ser repre-
sentada na forma

PIPT =diag{B_g4,... ,B_1,By, By, ... ,Bg}, (4.65)

onde os blocos B; sao definidos por
B = Bi(r) = [ o, T (0. 0)dU (. ) € RACIVLDUDEED 460
com
T pld—lih/2]+1
hi(p, ¢) = (R|i|(p7 ¢)7R\i\+2(07 ), 7R‘Z‘H_2|_(d—|i|)/2j (p, ¢)> eR (4.67)

comit = —d,—d+1,...,d—1,d e R{(p, o) = Ning(p, ¢). Para um determinado modelo
§= Z}Ed:/fJ+1 W U(Tk), vem que

1d/2]+1 d
PM(E)PT =diag [ > wpBi(r) . (4.68)
k=1 i=——d
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Pelas propriedades dos determinantes de matrizes, tem-se ainda que
det (PM(&)PT) = detP detM (&) detP”
= detP detM(£) detP ™!
= detP detP~ ! detM (¢)
= detP (detP)™! detM(€)

= det M (€). (4.69)

Por outro lado, pelo facto de estes polindémios nao dependerem da parte angular, tem-se que
B_i(r) = Bi(r), pelo que

|d/2)+1 d
det (PM(§PT) =det | diag [ D> wyiBi(r)
k=1 i=——d
d ld/2|+1
= H det Z wi B;(r)
i=— k=1
|d/2]+1 d/2]+1

= det Z wrpB_gq(r) | x - - x det Z wgB_1(r)
k=1 k=1

|d/2]+1 1d/2)+1
x det Z wiBo(r) | x det Z wi By (1)
k=1 k=1
ld/2]+1

X -+ % det Z wi By(r)
k=1

ld/2]+1 ld/2]+1
= det Z wrBg(r) | x -+ x det Z wiB1(r)
k=1 k=1

ld/2]+1 |d/2)+1
x det Z wiBo(r) | x det Z wi By (1)
k=1 k=1

ld/2]+1
X -+ %X det Z kad(T)
k=1
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ld/2]+1 ld/2]+1
= det wiBo(r) | x [ det wi By (1)
k=1 k=1
1d/2]+1 2
X -+ x | det Z ’kad(T)
k=1
ld/2]+1 d ld/2]+1 2
= det Z wgBo(r) H det Z wi By(r) . (4.70)
k=1 i=1 k=1

Tendo em conta (4.69) e (4.70) resulta que

2

d/2|+1 d ld/2]+1
detM (&) = det Z wgBo (1) H det Z wgBa(r) . (4.71)
k=1 i=1 k=1

Com a representagao anterior, os modelos D-6timos para a estimacao dos minimos qua-
drados no modelo de regressao de Zernike podem ser calculados por meios computacionais
através do MATLAB.

Relembrando o critério da D-otimalidade, um modelo é D-6timo se e s6 se

Do(M(E) = min detM(€)"" (4.72)

pelo que é equivalente, tendo em conta (4.71),

4/2)+1 d 4/2)+1 2
CI>0(M(5*)):1§161£ det ;; wy, By (r) H1 det ; wy,By(r) . (473)

4.7 Modelos E-6timos para estimacao dos minimos quadrados

No caso do critério de E-otimalidade, a situagao € um pouco mais complicada, devido ao
facto de um modelo E-6timo ndo ser necessariamente tnico. Perante isto, o resultado seguinte
representa uma classe importante de modelos E-6timos.

Teorema 4.7.1 Se £* denota um modelo tal que a sua matriz de informagao (4.27) no modelo
de regressao (4.22) é dada pela matriz identidade Iay1)(dt2)/2, entao & é um modelo dtimo.

Prova: Pelo Teorema da Equivaléncia para E-otimalidade [39] tem-se que um modelo é
E-6timo no modelo de regressao de Zernike (4.22) se e s6 se existe uma matriz E cujo traco
seja 1, tal que a desigualdade
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se verifica para todo (p,¢) € [0,1] x [0,27]. A primeira parte da desigualdade pode ser
calculada tomando E como uma multiplicacao de um vetor unitario, e;, pelo seu transposto.

Por exemplo, tendo e; = (1,0,...,0)7 € ROTDE+2)/2 e _se que
1 1 0 0 0
0 0 0 - 00
E=ecref=|:|(1 0 -~ 00)=|:: ... 1 : (4.75)
0 0 0 - 00
0 0 0 0 0

tal que F e RUEFTD(H+2)/2x(d+1)(d+2)/2 O traco desta matriz E ¢ igual a 1. No lado direito
de (4.74), é necessario relembrar que, por hipotese, a matriz informg¢ao do modelo é a matriz
identidade. Desta forma, o menor valor proprio da matriz informacdo serd o menor valor
proprio da matriz identidade, que é igual a 1. Assim, se a hipdtese se verificar e a matriz
informacao for, de facto, igual & matriz identidade, entdo a segunda parte da afirmacgao esté
verificada. Deste modo, qualquer modelo cuja matriz informagao seja igual a I(qy1)(d4+2)/2 €
verifique a desigualdade (4.74) ¢ um modelo E-6timo para o modelo de regressdao de Zernike
(4.22).

Exemplo 4.7.2 (Ver j10]) Os dois modelos sequintes cumprem a condi¢ao anterior, tendo a
matriz identidade como matriz de informagdo e sendo, portanto, dois modelos E-étimos para
o modelo de regressao de Zernike (4.22) :

1. Modelo uniforme no disco D, que corresponde a wm modelo representado através de
J
pontos erperimentais a partir de distribuicdo continua uniforme pré-definida no disco;

2. Qualquer modelo da forma
& =) wl(r), (4.76)
i=1

tal que 08 raios ri,... ,Tn € 08 pesos wi, ... ,wy define uma féormula de quadratura que
integra polindmios até ao grau 2d no que diz respeito a medida x dzx no intervalo [0,1],
ou seja,

n 1
Zwirf:/ drrdr = —— k=0,...2d. (4.77)
i—1 0

4.8 Conclusao

Neste capitulo, a partir de uma revisao dos polinémios de Zernike, foram encontrados mo-
delos que permitiriam estimar os pardmetros que minimizam o erro da expansdo truncada
usada, posteriormente, no método dos minimos quadrados. Neste sentido, fez-se um estudo
e exploraram-se diversos critérios de otimalidade que garantem que os modelos que se pre-
tendem avaliar sao ou nao modelos 6timos. Com este objetivo, encontraram-se métodos que
permitem verificar se um dado modelo é étimo no caso geral e em casos particulares, como
modelos D-6timos e E-6timos.
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Anexos

A.1 Cddigo para obter os valores dos polinémios de Zernike

O codigo apresentado a seguir é retirado de |16].

function z = zernfun(n,m,r,theta,nflag)

%ZERNFUN Zernike functions of order N and frequency M on the unit circle.
% Z = ZERNFUN(N,M,R,THETA) returns the Zernike functions of order N

% and angular frequency M, evaluated at positions (R,THETA) on the

% unit circle. N is a vector of positive integers (including 0), and
% M is a vector with the same number of elements as N. Each element
% k of M must be a positive integer, with possible values M(k) = -N(k)
% to +N(k) in steps of 2. R is a vector of numbers between O and 1,
% and THETA is a vector of angles. R and THETA must have the same

% length. The output Z is a matrix with one column for every (N,M)

% pair, and one row for every (R,THETA) pair.

A

% Z = ZERNFUN(N,M,R,THETA, norm’) returns the normalized Zernike

% functions. The normalization factor sqrt((2-delta(m,0))*(n+1)/pi),
% with delta(m,0) the Kronecker delta, is chosen so that the integral
% of (r * [Znm(r,theta)]~2) over the unit circle (from r=0 to r=1,

% and theta=0 to theta=2*pi) is unity. For the non-normalized

% polynomials, max(Znm(r=1,theta))=1 for all [n,m].

A

% The Zernike functions are an orthogonal basis on the unit circle.

% They are used in disciplines such as astronomy, optics, and

%  optometry to describe functions on a circular domain.

A

% The following table lists the first 15 Zernike functions.

h

A n m Zernike function Normalization
Y e
/) 0 1 1/sqrt (pi)
yA 1 1 r * cos(theta) 2/sqrt (pi)
% 1 -1 r * sin(theta) 2/sqrt(pi)
yA 2 r~2 * cos(2*theta) sqrt(6/pi)
/) 2 0 (2*%r~2 - 1) sqrt (3/pi)

o7
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yA 2 -2 r~2 * sin(2*theta) sqrt(6/pi)
/A 3 3 r~3 * cos(3*theta) sqrt (8/pi)
yA 3 1 (3*r~3 - 2xr) * cos(theta) sqrt (8/pi)
% 3 -1 (3*r~3 - 2#r) * sin(theta) sqrt(8/pi)
% 3 -3 r~3 * sin(3*theta) sqrt (8/pi)
yA 4 4 r~4 * cos(4*theta) sqrt (10/pi)
% 4 2 (4#r~4 - 3#r~2) * cos(2xtheta) sqrt(10/pi)
yA 4 0 B*r~4 - 6xr~2 + 1 sqrt(5/pi)
% 4 -2 (4xr~4 - 3#r~2) * sin(2*theta) sqrt(10/pi)
yA 4 -4 r~4 * sin(4*theta) sqrt (10/pi)
U o __
A

%  Example 1:

A

% % Display the Zernike function Z(n=5,m=1)

% x = -1:0.01:1;

h [X,Y] = meshgrid(x,x);

% [theta,r] = cart2pol(X,Y);

b idx = r<=1;

Y% z = nan(size(X));

% z(idx) = zernfun(5,1,r(idx),theta(idx));

A figure

% pcolor(x,x,z), shading interp

% axis square, colorbar

% title(’Zernike function Z_5"1(r,\theta)’)

/A

%  Example 2:

A

yA % Display the first 10 Zernike functions

% x = -1:0.01:1;

% [X,Y] = meshgrid(x,x);

% [theta,r] = cart2pol(X,Y);

yA idx = r<=1;

% z = nan(size(X));

% n=[0 11 2 2 2 3 3 3 3];

A m=1[0-11-2 0 2-3-1 1 3];

A Nplot = [4 10 12 16 18 20 22 24 26 28];

% y = zernfun(n,m,r(idx),theta(idx));

yA figure(’Units’, ’normalized’)

% for k = 1:10

% z(idx) = y(:,k);

h subplot(4,7,Nplot(k))

% pcolor(x,x,z), shading interp

% set(gca, ’XTick’,[1,’YTick’,[1)

yA axis square

% title([’Z_{’ num2str(n(k)) ’}~{’ num2str(m(k)) ’}’]1)
yA end

h

%  See also ZERNPOL, ZERNFUN2.
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99

%  Paul Fricker 2/28/2012

% Check and prepare the inputs:

Y

if ( "any(size(n)==1) ) || ( "any(size(m)==1) )
error(’zernfun:NMvectors?’,’N and M must be vectors.’)
end

if length(n) =length(m)
error{’zernfun:NMlength’,’N and M must be the same length.’)
end

n =n(:);

m=m(:);

if any(mod(n-m,2))

error(’zernfun:NMmultiplesof2’,

’A11 N and M must differ by multiples of 2 (including 0).’)
end

if any(m>n)

error (’zernfun:MlessthanN’,

’Each M must be less than or equal to its corresponding N.?’)
end

if any( r>1 | r<0 )
error(’zernfun:Rlessthani?’,’All R must be between 0 and 1.°)
end

if ( "any(size(r)==1) ) || ( "any(size(theta)==1) )
error(’zernfun:RTHvector’,’R and THETA must be vectors.’)
end

r=r(:);

theta = theta(:);

length_r = length(r);

if length_r~=length(theta)
error{’zernfun:RTHlength’,

>The number of R- and THETA-values must be equal.’)
end

% Check normalization:

A

if nargin==5 && ischar(nflag)

isnorm = strcmpi(nflag, ’norm’);

if "isnorm

error(’zernfun:normalization’,’Unrecognized normalization flag.’)
end

else
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isnorm = false;
end

Tl lo oo oo o To T To T To T Jo T To T To o 1o 1o 1 1o 1o o o oo oo o o o o o o o o o o
% Compute the Zernike Polynomials

o tototo1oToToToToTo oo o oo o o o o 1o 1o 16 1o T To T To T o o o o o oo oo oo o

% Determine the required powers of r:

rpowers = [];

for j = 1:length(n)

rpowers = [rpowers m_abs(j):2:n(j)];
end

rpowers = unique(rpowers);

% Pre-compute the values of r raised to the required powers,
% and compile them in a matrix:

if rpowers(1)==0

rpowern = arrayfun(@(p)r. p,rpowers(2:end),’UniformOutput’,false);
rpowern = cat(2,rpowern{:});

rpowern = [ones(length_r,1) rpowern];

else

rpowern = arrayfun(@(p)r. p,rpowers,’UniformOutput’,false);
rpowern = cat(2,rpowern{:});

end

% Compute the values of the polynomials:

z = zeros(length_r,length(n));

for j = 1:length(n)

s = 0:(n(j)-m_abs(j))/2;

pows = n(j):-2:m_abs(j);

for k = length(s):-1:1

p = (1-2*mod(s(k),2))* ...

prod(2: (n(j)-sk)))/ e
prod(2:s(k))/ e
prod(2: ((n(j)-m_abs(j))/2-s(k)))/ ...
prod(2: ((n(j)+m_abs{(j))/2-s(k)));

idx = (pows(k)==rpowers);

z(:,j) = z(:,j) + p*rpowern(:,idx);
end

if isnorm

z(:,j) = z(:,j)*sqrt ((1+(m(j)"=0))*(n(j)+1) /pi);
end

end

% END: Compute the Zernike Polynomials
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hlotolototoToToToToTotofo o oo oo o o o o To 1o 16 1o ToTo To T T o o o o o oo oo oo o

% Compute the Zernike functions:

Y .
idx_pos = m>0;
idx_neg = m<0;

if any(idx_pos)

z(:,idx_pos) = z(:,idx_pos).*cos(theta*m_abs(idx_pos)?’);
end

if any(idx_neg)

z(:,idx_neg) = z(:,idx_neg).*sin(theta*m_abs(idx_neg)’);
end

% EOF zernfun

A.2 (Cobdigo para representar a pirdmide dos polinémios de Zer-
nike em R3

function justpyramidR3(nMax)

error(nargchk(1l,1,nargin, ’struct’));
x=-1:0.01:1;

y=-1:0.01:1;

[X,Y]=meshgrid(x,y);

[THETA,R]=cart2pol(X,Y);

idx=(R<=1);

Z=nan(size(X));

figure;

colormap(jet);

for n=0:nMax

for 1=-n:2:n

Z(idx)= zernfun(n,1l,R(idx),THETA(idx));
subplot (nMax+1,2*nMax+1, 2+nMax*n+nMax+n+1+1) ;
surf (X,Y,2);

shading interp;

axis image;

title([’Z_{’ int2str(n) °’}~{’ int2str(l) ’}°’]);
end

end

A.3 Cédigo para representar um polinémio de Zernike em R3

herror (nargchk(1,1,nargin, >struct’));
x=-1:0.01:1;

y=-1:0.01:1;

[X,Y]=meshgrid(x,y);
[THETA,R]=cart2pol(X,Y);

Bernardo Xavier Nogueira Duarte Dissertacao de Mestrado



62 A . Anexos

idx=(R<=1);

Z=nan(size(X));

figure;

colormap(jet);

Z(idx)= zernfun(2,-2,R(idx),THETA(idx));
%shading interp;

axis image;

htitle([2Z_{> 2 *}~{> -2 *}’1);
surf (X,Y,2);

shading interp;

axis image;

colorbar

hplot3(X,Y,Z)

A.4 Cobdigo para representar a pirdmide dos polinémios de Zer-
nike em R?

function justpyramidR2(nMax)

error(nargchk(1l,1,nargin, ’struct?’));
x=-1:0.01:1;

=-1:0.01:1;

[X,Y]=meshgrid(x,y);

[THETA,R]=cart2pol(X,Y);

idx=(R<=1);

Z=nan(size(X));

figure;

colormap(jet);

for n=0:nMax

for 1=-n:2:n

Z(idx)= zernfun(n,1l,R(idx),THETA(idx));
subplot (nMax+1,2+nMax+1, 2*nMax*n+nMax+n+1+1) ;
pcolor (X,Y,Z2);

shading interp;

axis image;

title([’Z_{’ int2str(n) *}~{° int2str(l) ’}°]);
end

end

A.5 Cédigo para representar um polinémio de Zernike em R?

herror (nargchk(1l,1,nargin, ’struct’));
x=-1:0.01:1;

y=-1:0.01:1;

[X,Y]=meshgrid(x,y);
[THETA,R]=cart2pol(X,Y);

idx=(R<=1);
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Z=nan(size(X));

figure;

colormap(jet);

Z(idx)= zernfun(2,-2,R(idx) ,THETA(idx));
hshading interp;

axis image;

htitle(D?Z_{> 2 *}~{°> -2 ’}’]);
pcolor(X,Y,Z);

shading interp;

axis image;

%plot3(X,Y,Z)

A.6 Codigo para representar uma linha da piramide de poliné-
mios de Zernike

function linha(n)

error(nargchk(1l,1,nargin, ’struct’));
x=-1:0.01:1;

y=-1:0.01:1;

[X,Y]=meshgrid(x,y);
[THETA,R]=cart2pol(X,Y);

idx=(R<=1);

Z=nan(size(X));

figure;

colormap(jet);

cont=1;

for 1=-n:2:n

Z(idx)= zernfun(n,1l,R(idx),THETA(idx));
subplot(1,n+1,cont);

pcolor (X,Y,Z2);

shading interp;

axis image;

title([’Z_{’ int2str(n) ’}~{° int2str(l) ’}°’]);
cont=cont+1;

end
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