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Palavras-chave

Resumo

grafo expansor, grafo de Ramanujan, cédigo LDPC, funcao de sintese

Nesta dissertacdo sao estudadas propriedades de uma certa familia de
grafos, os grafos de Ramanujan. S3o ainda apresentadas e exemplifi-
cadas algumas aplicagdes destes, nomeadamente a Teoria dos Cédigos
e a Criptografia. Em particular, é apresentada e demonstrada uma
propriedade dos grafos regulares com base no seu espetro, propriedade
extremal para a familia dos grafos de Ramanujan. Existindo outras
construgcdes possiveis, esta familia pode ser construida, por exemplo,
tal como é feito nesta dissertacdo, enquanto um caso particular de uma
familia de grafos de Cayley. Os grafos daquela familia, caracterizando-
se pelo facto de possuirem uma cintura grande, possibilitam, enquanto
grafos expansores, a construcdo de cédigos LDPC com uma grande

distancia e a construcdo de funcbes de sintese resistentes a colisoes.






Key-words

Abstract

expander graph, Ramanujan graph, LDPC code, cryptographic hash

function

In this thesis are studied the properties of a certain family of graphs,
the Ramanujan graphs, and are presented and exemplified some of their
applications, namely in Code Theory and Cryptography. Particularly,
is presented and proved a regular graphs property based on their spec-
trum, which is extreme for the Ramanujan graphs family. There are
many possible constructions for this family. In this thesis, the Rama-
nujan graphs are constructed as Cayley graphs. The graphs on that
family, because of their large girth as expander graphs, are suitable to
apply in constructions of LDPC codes and collision-resistant crypto-

graphic hash functions.
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Capitulo 1

Introducao

Numa era cada vez mais digital torna-se ainda mais estimulante a continuacao da
investigacao, ensino e aprendizagem nas ditas ciéncias exatas, sendo a matematica uma
delas. Ao longo da sua historia, e em particular das tultimas décadas da sua existéncia,
o ser humano tem provado que é pela ciéncia, e em particular pela matematica, que se
tem vindo a contribuir decisivamente e de forma construtiva para o aprofundamento do
seu desenvolvimento cognitivo e para importantes aplicacoes no ambito das tecnologias
da informacao e da comunicacao.

Na primeira metade do século XX, o matematico inglés Alan Turing, que ficou co-
nhecido como pai da Teoria da Computagao, desenvolveu a famosa Maquina de Turing
e formalizou o conceito de algoritmo, ambos cruciais para a construcao do computador
moderno. Algo que no tempo de vida de Turing seria impensével é hoje absolutamente
banal: o contacto possivel e permanente por meio de conversagoes virtuais. Nessas
mesmas conversagoes qualquer mensagem podera ser enviada com erros que se preten-
dem detetar (e eventualmente corrigir) através do que se designard, nesta dissertacao,
por codigo.

Alguns anos apds a morte de Alan Turing, em 1985, surgem em Portugal os pri-
meiros doze terminais de multibanco, apenas no Porto e em Lisboa, estendendo-se a
milhares por todo o pais nos dias de hoje. Num terminal de multibanco é possivel
efetuar um conjunto de operacoes, contando com a protecao de uma senha sendo que
esta ao ser inserida num destes terminais é protegida, pelo que se denominara nesta

dissertacao, por uma funcao de sintese, havendo uma probabilidade muito reduzida



de que a insercao de uma senha diferente da verdadeira seja considerada igualmente
valida.

Esta dissertacao foi impulsionada pela relevancia das aplicagoes dos grafos que
ao longo dela serao estudados, em particular, a Teoria dos Cédigos e a Criptografia.
Neste sentido procura-se desenvolver esta tematica ao longo deste trabalho introduzindo
conceitos e resultados importantes para o estudo das suas aplicacoes. Comece-se por
enunciar alguns contributos decisivos para o estudo da familia dos grafos de Ramanujan.

Alon, em [2], relaciona o espetro de um grafo com a possibilidade de este ser ou nao
expansor, estabelece um majorante para o nimero de independéncia de um grafo de
Ramanujan nao bipartido (ver [17]) e apresenta também um minorante para o segundo
menor valor préprio de um grafo regular.

Margulis, em [19], apresenta uma constru¢ao de uma familia de grafos de Cayley
assim como anos mais tarde apresenta, em [20], uma constru¢ao para uma familia de
grafos de Ramanujan baseada na prévia construgao de grafos de Cayley em [19].

Lubotzky, Phillips e Sarnak, em [17], além de apresentarem um minorante para a
cintura dos grafos de Ramanujan estudam também outros parametros destes grafos tais
como o seu diametro, caso sejam ou nao bipartidos, e o seu nimero cromatico (caso
nao sejam bipartidos). Além disso, os autores deste artigo enunciam e demonstram
uma propriedade comum a todos os grafos regulares, indo mais longe e apresentando
uma construcao dos grafos de Ramanujan baseada na construgao de Margulis em [19],
provando que essa mesma construcao conduz a uma familia infinita de grafos de Ra-
manujan.

Em [5], Biggs e Boshier apresentam um majorante para a cintura dos grafos de Ra-
manujan assim como um valor exato para a cintura destes no caso de serem bipartidos.

Em [26], Rosenthal e Vontobel, partindo de [19], constroem uma familia de grafos
de Cayley sem ciclos de comprimento pequeno, ou seja grafos com cintura grande,
com o objetivo de construir bons cédigos LDPC a partir destes grafos. Também em
[26] é referida a construgdo de Margulis dos grafos de Ramanujan e é estabelecida uma
ligacao entre a construcao de grafos de Ramanujan a partir de grafos de Cayley feita em
[17] e cédigos LDPC sendo também graficamente comparados os desempenhos de dois

c6digo LDPC (3,6)-regular (de razao 3) baseados, um deles num grafo de Ramanujan
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(3, 6)-biregular construido em [17] e o outro num grafo de Cayley (3, 6)-biregular.

Apresentando a familia dos grafos de Cayley, da qual a familia de grafos de Rama-
nujan construidos em [17] faz parte, em [29], Vontobel comenta, & semelhanca de Biggs
e Boshier e também de Lubotzky, Phillips e Sarnak, a existéncia de um valor exato
para a cintura destes tltimos grafos. Em [29] é também referido que o resultado obtido
em [17] para o minorante da cintura de um grafo de Ramanujan pode ser estendido a
quaisquer p e ¢ primos, e nao apenas a p e ¢ primos, onde p, ¢ =1 mod 4. Vontobel
explora a construcao de Margulis de grafos de Cayley e define os grupos essenciais a
construgao de grafos de Ramanujan feita em [17] demonstrando inclusivamente as suas
respetivas cardinalidades. Em [29] avanga-se também para conceitos fundamentais da
Teoria dos Cdédigos, como € o caso da razao de um codigo, particularmente dos codigos
LDPC.

No préximo capitulo sao apresentados alguns conceitos e resultados preliminares
essenciais para o estudo e para uma construgao da familia dos grafos de Ramanujan
assim como para as aplicacoes destes que serao estudadas nos dois ultimos capitulos,
nomeadamente a construcao de cédigos LDPC e de funcgoes de sintese.

No terceiro capitulo estuda-se a teoria da familia dos grafos regulares e dos grafos
de Ramanujan em particular, elaborando uma das suas construgoes (ver [5] e [17]) e
termina-se o capitulo com diversos resultados acerca da cintura destes grafos, no caso
de serem bipartidos.

De seguida, no quarto capitulo, é feita a construcao de cédigos LDPC e é apresen-
tado um exemplo que clarifica essa mesma construcao além da explicitacao da detecao
e possivel correcao de erros.

No quinto capitulo, de forma muito semelhante ao capitulo anterior, sao apresenta-
das construgoes de duas fungoes de sintese, uma com base num qualquer grafo expansor
(regular) e outra partindo de um grafo de Ramanujan.

Finalmente, no sexto capitulo, sao apresentadas as conclusoes desta dissertacao.






Capitulo 2

Conceitos e resultados preliminares

Neste capitulo introduzem-se defini¢oes, notacoes e resultados preliminares de Te-
oria dos Grafos, de Algebra Linear e de Teoria dos Numeros e Combinatéria, respeti-

vamente, que serao relevantes ao longo desta dissertacao.

2.1 Teoria dos Grafos

Inicia-se este segundo capitulo de conceitos e resultados preliminares com uma
seccao inteiramente dedicada a Teoria dos Grafos. Nesta seccao apresentam-se diversas
defini¢oes encadeadas e também dois lemas essenciais para a propriedade espetral dos

grafos regulares que se apresenta no terceiro capitulo (ver [8]).

Designa-se por grafo nao orientado um terno G = (V(G), E(G), ¢¢), onde o con-
junto de vértices V = V(G) é um conjunto numeravel, o conjunto de arestas £ = E(G)
é um conjunto disjunto de V e a funcdo de incidéncia ¢g é tal que, para cada aresta
e € E, ¢c(e) denota um par nao ordenado de elementos, ndo necessariamente dis-
tintos, de V. Se e € E(G) ¢é a aresta que une os vértices u,v € V(G) escreve-se
da(e) = uv = vu e diz-se que u e v sdo os vértices extremos de e. Diz-se que G tem
ordem n se |V (G)| = n. Dadas duas arestas e;, s € E(G) diferentes diz-se que e; e ey
sao arestas paralelas se tém os mesmos vértices extremos. Diz-se que e é um lacete de
G se existe v € V(G) tal que ¢g(e) = vu. Um grafo diz-se simples se ndo contém ares-

tas paralelas nem lacetes. Daqui em diante, nesta dissertacao, consideram-se apenas



grafos simples, logo identifica-se uma aresta do grafo com os seus vértices extremos,
isto é, e = uv.

Dado um grafo GG, designa-se por passeio em G toda a sequéncia nao vazia
P = vgevies...,0%,

tal que vy, vy, ...,vx € V(G) e ey, eq,...,ex € E(G), onde os vértices v;_; e v; sS40 08
vértices extremos da aresta e;, parai = 1,..., k. O vértice vy designa-se por vértice ini-
cial, os vértices vy, ..., v,_1 designam-se por vértices intermédios e o vértice vy, designa-se
por vértice final do passeio P. Se todas as arestas de P sao distintas entao P diz-se
um trajeto e se, adicionalmente, todos os vértices sao distintos entao P diz-se um ca-
minho. Se um trajeto é tal que os vértices inicial e final coincidem entao designa-se
por circuito. A um circuito sem repeticao de vértices, com a excecao de que vy = vy,
designa-se por ciclo. Designa-se por comprimento de um passeio P, e denota-se por
comp(P), o nimero de arestas que o constituem, com eventual repetigao, e diz-se que
um circuito ou um ciclo com m arestas tem comprimento m. Um grafo diz-se conezo
se entre qualquer par de vértices existe um caminho que os une e diz-se aciclico se nao
contém qualquer ciclo.

Seja v € V(G), designa-se por grau de v, e denota-se por dg(v), o nimero de arestas
incidentes no vértice v e designa-se por wvizinhan¢a de v o conjunto dos vizinhos de v,
ou seja, o conjunto Ng(v) = {u € V(G) : uwv = vu € E(G)}. Diz-se que u e v sao
vértices adjacentes se existe uma aresta e € E(G) tal que u e v sdo vértices extremos
de e. Um grafo diz-se k-reqular se todos os seus vértices tém grau k e diz-se uma drvore
se é conexo e aciclico. Uma arvore diz-se infinita k-reqular se é uma arvore k-regular
e se tem um numero infinito de vértices.

Diz-se que uma aplicagdo f : V(H) — V(G) é um homomorfismo de um grafo
H para um grafo G se f é tal que se zy € FE(H) entdao f(x)f(y) € E(G) (ver [31]),
isto é, f preserva as relagoes de adjacéncia. Dado f um homomorfismo de um grafo
conexo H para um grafo G, diz-se que f é um homomorfismo de cobertura se para
qualquer vértice v de H, a restricao de f a Ny(v) é injetiva. Nesse caso, diz-se que
H é uma cobertura de G ou que H cobre G. Dado um vértice g € V(G), denota-se

por Tg(zg) a drvore que tem xy como vértice raiz e que é obtida da seguinte forma:
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seja Ng(zo) = {v1,v2, ..., v} tem-se que as arestas de Tz (o) que tém xy como vértice
extremo sao as arestas da forma e; = zgv;,7 € {1,...,k}. Iterativamente, as arestas
que tém v; como vértice extremo (e nao tém zy como vértice extremo) sdo da forma
e; = v;v;,ondej ¢ {1,....k}, evitando-se a formacao de ciclos nesta construcao. Caso
seja escolhido para vértice raiz um outro vértice x; de GG obtém-se uma arvore isomorfa,
isto é Tg(xo) = Te(xq). Assim sendo, por simplicidade de linguagem, designa-se esta
arvore, daqui por diante, por Tg. A T chama-se cobertura universal de G (ver [13]).

Dado um grafo G, designa-se por cintura de G e denota-se por g(G) o comprimento
do circuito de menor comprimento em G, caso tal circuito exista. Caso contrario, diz-se
que o grafo possui cintura infinita e escreve-se g(G) = oo. Diz-se que G é bipartido se
existe uma particao do seu conjunto de vértices em dois conjuntos X e Y tal que nao
existem arestas entre qualquer par de vértices de X nem entre qualquer par de vértices
de Y, sendo que G é bipartido se e sé nao admite circuitos de comprimento impar.
Adicionalmente, se GG é bipartido e se cada vértice de X tem grau d; e cada vértice de
Y tem grau ds, diz-se que G ¢ (dy, dy)-biregular (ver [3]).

Se G é tal que V(G) = {vy,...,v,} entdo designa-se por matriz de adjacéncia dos
vértices de G, ou simplesmente matriz de adjacéncia de G, e denota-se por Ag = (a;;),
a matriz quadrada e simétrica de ordem n, tal que a;; = 1, se v,v; € E(G) e a;; = 0,
caso contrario.

Dois grafos G = (V(G),E(G),¢¢) e H = (V(H),E(H),¢n) dizem-se isomor-
fos, denotando-se essa relagao de isomorfismo por G = H, se existem duas bijegoes

v : V(G) = V(H) ey : E(G)— E(H) tais que:

da(e) = uv se e s6 se oy (1(e)) = p(u)p(v),

isto é, dois grafos dizem-se isomorfos se existe uma bijecao entre os respetivos conjuntos
de vértices e uma bijecao entre os respetivos conjuntos de arestas que preservam as

relacoes de adjacéncia e de incidéncia, respetivamente.

O préximo resultado é relevante na obtencao de um minorante do valor absoluto
do segundo maior valor préprio (em valor absoluto) de um grafo regular e conexo que
serd enunciado e provado no préximo capitulo. Daqui em diante, denote-se por I, a

matriz identidade de ordem n.



Lema 2.1 [28] Seja G um grafo de ordem n, Ag a sua matriz de adjacéncia e | um

5(1)), onde 55-) € 0o numero de passeios distintos de

inteiro ndao negativo. Entdo AL, = ( ij

comprimento | que unem o vértice i ao vértice j em G.

Demonstracao. Seja (55;) a entrada (7,j) da matriz AL e seja p;;() o nimero de
passeios de comprimento [ entre os vértices ¢ e 7 do grafo G.

Fazendo a prova por indugao sobre [, comece-se por observar que o resultado se
verifica trivialmente para [ = 0 pois A% = I, e que, para [ = 1, pela definigao de
matriz de adjacéncia de um grafo o resultado também se verifica.

Suponha-se que o resultado é verdade para [ > 1 e considere-se que AlGJrl = AL Ag.

Assim, para qualquer aresta ViV tem-se que:
n

(+1)  _ (1) s(1)

03 = Z 0 Orj
r=1

= 3 pa)s)
r=1

== pij(l + 1),

pois o nimero de passeios distintos de comprimento [ + 1 de v; para v; é igual a soma
do ntmero de passeios distintos de comprimento [ de v; para os vértices v, que sao

adjacentes a v;.

Denotando por det(Q)) o determinante de uma matriz quadrada @ de ordem n,
diz-se que pa(\) = det (A — A1,,) é o polinomio caracteristico de ordem n de A (ver
[21]) e diz-se que um valor préprio de Ag é um valor prdprio do grafo G, isto é, todo o
A € C que verifica pa,(A) = 0, definindo-se o espetro de G, e denotando-se por o(G),

o conjunto de todos os valores préprios de G (ver [7]).

Por forma a demonstrar que todo o valor préprio da matriz de adjacéncia de um
grafo é real, considere-se que a matriz P e que o vetor T representam respetivamente

a matriz conjugada da matriz P e o vetor conjugado do vetor x.

Lema 2.2 [9] Sejam G um grafo e A\ um valor préprio de G entdo \ € real.
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Demonstragao. Seja A um valor préprio de Ag e seja z um vetor préprio de
Ag associado a A, isto é, = diferente do vetor nulo que verifica Agx = Ax. Assim,
identificando  como um vetor coluna cujas entradas sao as coordenadas de x, tem-se

que:

\Xele = 70\

= (4c?) (Ag é simétrica)

Ag E)T x (Ag é igual a sua conjugada)
Uma vez que z é diferente do vetor nulo conclui-se que A = ), logo A é real.

Como, pelo Lema 2.2, todos os valores proprios de um grafo sao reais, estes podem

ser ordenados da seguinte forma:

)\0 S /\1 S Lo < )\n—l'

Ainda relativamente ao espetro de um grafo G, tem-se que se G contém pelo menos uma,
aresta e é bipartido entdo o(G) é simétrico relativamente a zero, isto é, se A € o(G)

entdo —\ € o(G). Se G é um grafo k-regular entao k € o(G) (ver [9] e [30]).

Depois de introduzidos alguns conceitos e resultados fundamentais da Teoria dos
Grafos seguem-se algumas definigdes e resultados da Algebra Linear também eles es-

senciais no decorrer deste trabalho.

2.2 Algebra Linear

Nesta seccao sao apresentados alguns conceitos e resultados no ambito da Algebra
Linear, como por exemplo o trago de uma matriz e o Primeiro Teorema do Isomorfismo,
fundamentais na demonstracao da Proposicao 3.1 e numa construcao de uma familia

de grafos de Ramanujan (ver [23] e [29]), respetivamente.
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Defini¢ao 2.3 Define-se o tra¢o de uma matriz quadrada A, e denota-se por tr(A), a

soma dos elementos da sua diagonal principal.

Depois de definido, veja-se uma propriedade importante do trago de uma matriz

(quadrada).

Proposicao 2.4 [10] Seja V' um espago vetorial de dimensao n. Se M €é a matriz

de uma aplicagdo linear ¢ : V. — V numa base B de V e se M’ é uma matriz de

©:V =V numa base B' de V' entdo tr(M) = tr(M').

Demonstracao. Seja m;; a entrada (7,7) da matriz M e considere-se pp(A), o

polinémio caracteristico da matriz M, onde:

pu(A) = det(M — \I,)

mi1 — A ma1 Mmp1
my2 ma2 — A mMp2
= det
min Man e My — A

Por defini¢ao de determinante, par(A) = (my1 —A)(ma2 — A)...(Mpn — A) + 75, onde

ryx ¢ um polinémio em A de ordem inferior ou igual a n — 2, concluindo-se que:

pM()\) - (_1)n)\n + (_1)7171 (ml,l +moo+ ...+ mn,n) )\n—l + 7:)\7

onde r) é um polinémio em A de ordem inferior ou igual a n — 2. O trago de M é, a
menos de uma mudanca de sinal, o coeficiente associado ao termo de ordem n — 1 de

par(A). Além disso, existe uma matriz S de mudanga de base tal que é possivel escrever

M =StMS.

10



Assim,

pM’(A) = det M/ — )\In)

= det (S7) - det(M — AI,) - det(S)
= det(M — \I,,)
= pu(A).

Concluindo-se que o polinémio caracteristico ¢ independente da base utilizada para
a escrita de uma matriz de uma dada aplicagao linear, tem-se que, em particular, os
coeficientes associados ao termo de ordem n — 1 de pys(A) e de pyr () sdo iguais. Logo

tr(M) = tr(M').

Introduz-se agora o Primeiro Teorema do Isomorfismo fundamental na correspondéncia
entre a construgao de grafos de Ramanujan elaborada a partir de inteiros de Lipschitz
e na construgao de grafos de Ramanujan feita a partir de matrizes do grupo PG L4 (Z,),

cuja defini¢ao se encontra imediatamente depois deste teorema.

Teorema 2.5 [12] (Primeiro Teorema do Isomorfismo) Se ¢ : G — H é um

homomorfismo de grupos, entdo ¢ induz um isomorfismo G/Nuc ¢ = Im .

De seguida definem-se quatro grupos e apresentam-se as suas ordens, essenciais para

a construcao apresentada da familia de grafos de Ramanujan em [17].

Denote-se por F, o corpo finito com ¢ elementos e por F; o conjunto F, \ {0}.

Definicao 2.6 1. Define-se o grupo linear geral de ordem 2, denotado por G Ly(F,),

como o grupo das matrizes de ordem 2 invertiveis sobre F,.

2. O grupo linear geral projetivo de ordem 2, denotado por PGLy(F,), é o grupo

11



quociente GLo(F,)/D, onde

z 0
D = :xEFZ
0 =z

3. Define-se o grupo linear especial de ordem 2, denotado por SLy(F,), como o
grupo das matrizes de ordem 2 invertiveis sobre F,, cujo determinante ¢ igual a 1.

4. O grupo linear especial projetivo de ordem 2, denotado por PSLsy(F,), é o grupo
quociente SLy(F,)/D’, onde D' = {15, —I>}.

O grupo GLy(F,) pode ser visto como a unido disjunta de dois conjuntos:

a b 1 0 b
GLy(F,) = ca#0,b,celF,,d#a "be U . : b,c#0,deF,

c d c

O grupo SLy(F,) também pode ser visto como a uniao disjunta de dois conjuntos:

b
SLy(F,) = ; ca#0,b,ceF,d=a'(1+bc) p U

0 b
c d

L b£0,c=—b"ldeF,

Proposicao 2.7 [29] Sejam GLy(F,) o grupo linear geral de ordem 2, PGLy(F,)
o grupo linear projetivo de ordem 2, SLy(F,) o grupo linear especial de ordem 2 e
PSLy(F,) o grupo linear especial projetivo de ordem 2, entdo a cardinalidade de cada

um destes grupos €, respetivamente:

|GLy(F))| = qlg—1)(¢* = 1),
|PGLy(F,)| = q(¢®—1).
[SLao(Fy)| = a(g® —1).
PSLy(F,)| — q(q22 0}

Demonstragao. Pela uniao disjunta de dois conjuntos e pelos valores que a, b, c e d

podem tomar respetivamente, a cardinalidade de GLy(F,) é

(g=1)-q-q-(q—1)+1-(¢g—1)-(¢—1)-¢=qlg—1)(¢*—1).
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Como a cardinalidade de um grupo quociente G/N é o quociente entre a cardinalidade

de G e a cardinalidade de N entao a cardinalidade de PGLy(F,) é

g(g —1)(¢* — 1)
qg—1

= q(¢® = 1).

Pela uniao disjunta de dois conjutos e pelos valores que a, b, c e d podem tomar respe-

tivamente, a cardinalidade de SLy(F,) é
(¢=1)-q-q-1+1-q-(¢—1)-1=4q(¢" = 1).

Como a cardinalidade de um grupo quociente G/N é o quociente entre a cardinalidade

de G e a cardinalidade de N entao a cardinalidade de PSLy(F,) é Q(qz_l).

2.3 Teoria dos Numeros e Combinatoria

Nesta seccao sao apresentadas duas definigbes que serao tteis ao longo do texto,
fundamentalmente na construgao dos cédigos LDPC (ver [1] e [29]). Apresenta-se
também a férmula de Stirling para uma aproximacao de n!, observa-se que —1 é residuo
quadratico de qualquer primo da forma 4n—+1 e o teorema de Jacobi que d& o niimero de
representacoes de um nimero impar positivo como soma de quatro quadrados. Todos
estes resultados serao relevantes no proximo capitulo para a obtencao de um resultado
sobre o espetro de um grafo regular (Proposigdo 3.1) e na construcao dos grafos de

Ramanujan feita em [17].

Definicao 2.8 Sejam a inteiro e p primo. Diz-se que a é um residuo quadrdtico
ydul éncia 72 = d d lugoes distint
modulo p se a congruéncia x* = a mod p tem exatamente duas solucoes distintas.
Se a congruéncia nao tem solucoes entao diz-se que a é um ndo residuo quadrdtico

modulo p.

Definicao 2.9 Sejam a inteiro e p primo. Define-se o simbolo de Legendre como:

0, se pla
a ’ /7 7/ . /7
2—9 = 1, se a é residuo quadratico médulo p
—1, se a é nao residuo quadratico modulo p

13



Teorema 2.10 (Férmula de Stirling) [8] Para cada inteiro n > 1 verificam-se as

sequintes desiqualdades:
1
2rnn™ e " <n! < V2rnn" e ",

Corolario 2.11 Para cada inteiro m > 1, verificam-se as sequintes desigualdades:

VI o~k (Qm) VT o

e24m
™m m ™m

Demonstracgao. Pelo Teorema 2.10 tem-se que:

Virm (2m)?" e < (2m)! < Vizm (2m)*™ e 2 (2.1)

V2rmm™ e < ml < V2rm m™ e " (2.2)

De (2.2) tem-se que:

1
2rm m*™ e < mim! < 2rm m*™ e o, (2.3)

Assim, de (2.1) e de (2.3) vem que:

VAarm (2m)*m e—2m _ (2m)! (2m> _ VArm (2m)*™ e 2 gim

2rm m2m e~2m+om m!m! m 2mm m2m e—2m

Logo, tal como pretendido, tem-se que:

w™m

VI e <2m) VA o

Teorema 2.12 [9] Seja p um primo impar. A congruéncia x> = —1 mod p tem duas

solucoes distintas se e so se p =1 mod 4.

Teorema 2.13 (Teorema de Jacobi) [22] Se n € inteiro impar positivo entio o

niumero de representagoes de n como soma de quatro quadrados € ry(n) =8 Z d .

d|n
41d
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Considere-se agora Z, o conjunto dos nimeros inteiros. Define-se
L(Z) = {o& = ag + ayi + asj +ask | a, € Z, t =0,1,2,3}

o conjunto dos inteiros de Lipschitz, onde

= =kP=—1ij=k, jk=1iki=jik=—jkj=—ieji=—k.

Diz-se que
a =ag+ a1t + azj + ask € L(Z)

é congruente com

b= bo + b1t + boj + b3k € L(Z)

modulo n, e escreve-se a =  mod n, se

a; =b mod n, paral € {0,1,2,3}.

Defini¢ao 2.14 Diz-se que € # 0 é uma unidade de L(7Z) se existe a € L(Z) tal que

e = 1.

Nota 2.15 Note-se que se € é uma unidade de LL(Z) e o € LL(Z) entdo existe uma
unidade ¢ de L(Z) tal que e = a€’, onde €,¢’ € L(Z). Um inteiro de Lipschitz € é

uma unidade se e s6 se N(e) = 1.

Concluido que estéd o segundo capitulo, tendo ja apresentado os conceitos e resulta-
dos essenciais para estudar os grafos de Ramanujan, avancga-se para uma propriedade
espetral dos grafos de Ramanujan, para a construgao feita em [17] e para o estudo da

cintura dos grafos de Ramanujan bipartidos.

15



16



Capitulo 3

Grafos de Ramanujan

Neste capitulo, comega-se por enunciar e demonstrar uma proposi¢ao transversal
a todos os grafos regulares e de seguida, contando com o auxilio de diversos lemas
enunciados ao longo da prépria construgao, é construida uma familia de grafos de
Ramanujan partindo da familia dos grafos de Cayley. E ainda apresentado um resultado
que determina um minorante e um majorante para a cintura destes grafos. Como
consequéncia sao deduzidos resultados exatos para a sua cintura (ver [5] e [17]). Inicia-
se este capitulo, partindo do espetro de um grafo conexo e regular, com uma seccao
dedicada a uma condicao verificada por estes grafos, condicao essa verificada de forma
extremal pelos grafos de Ramanujan sendo estes ltimos considerados como étimos no
seu comportamento enquanto grafos expansores. Além disso, os grafos de Ramanujan

tém uma cintura grande originando por isso bons cédigos LDPC regulares.

3.1 Caracterizacao dos grafos de Ramanujan

Nesta seccao apresenta-se uma propriedade transversal a todos os grafos regulares
sobre o segundo maior valor préprio (em valor absoluto). Os grafos de Ramanujan sao
os grafos regulares que verificam o caso extremo desta propriedade.

Considere-se X = X, um grafo conexo, k-regular e de ordem n e considerem-se

também todos os seus valores préprios (ver [16]):

k=X>X>..2>\,_1, cOm |/\z| < k,Vie {0, 1,..,n— 1}

17



Note-se que na ordenacao dos valores proprios de X estabelece-se a desigualdade
estrita A9 > A; pois X é conexo (ver [9]).
Seja A(X) = JJnax {IN\i] = |\i] # k}. Apresente-se a propriedade referida no inicio

desta secgao.

Proposicao 3.1 [17] Se X é um grafo k-regular de ordem n entdo verifica-se a sequinte

desigualdade:

lim A(X)>2Vk— L

n—=+oo

Demonstracao. Seja Ay a matriz de adjacéncia de X. Entao, pelo Lema 2.1,

Al = <5§;)), onde 59 ¢ o numero de passeios distintos de comprimento [ que unem o
vértice ¢ ao vértice 7 em X. Sejam k = A\g > \; > ... > \,_; os valores préprios de
Ax. Pela Proposigao 2.4 podem escolher-se os vetores proprios associados aos valores

préprios de Ay para a constituigdo de uma base de R" (ver [7]) de tal forma que:

n—

1
YN =>4 (3.1)

j=0 J

Seja T* a arvore k-regular que é cobertura universal de X. Assim, tem-se que

onde p(l) é o niimero de passeios distintos de tamanho [ em T* que unem um vértice
xo arbitrario a ele proprio.

Por (3.1) e (3.2) tem-se que

i
L

A > np(l). (3.3)

<.
I
o

Removendo os dois maiores valores proprios em valor absoluto, \y = k£ e A,_; ou

Ao = k e A, tem-se que \(X)* > A ondei € {1,...,n—2} oui € {2,...n — 1},

7 )

respetivamente.

Assim,

n—1
(n—2AX)* =D N =N = A,
=0
ondet=1out=n-—1.
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Como A,—1 < Ag e Ap1 > — g (ver [32]) entdo
Mt S AT
Além disso A1 < \g. Assim,

A+ AT <203 = 2k

A A <X =27,

concluindo-se, por isso, que

—_

n—

(n—2MX)* = A2 — 2k, (3.4)

i
o

De (3.3) e (3.4) tem-se que:

2/{22l
X2 > e -
AX)T 2 (2 —
2k
> p(2) — .
2 p2) =

Obviamente p(2[) > p'(2l), onde p'(2]) é o nimero total de passeios distintos de com-
primento 2{ em T* que comecam e terminam em x, pela primeira vez, para qualquer
vértice arbitrario x.

Considere-se, em T*, o passeio vg, Y1, v1, ..., Yar, U de comprimento 2[ onde y,,, ¢ uma
aresta, Vm € {1,...,2l}. Partindo de vy, sem perda de generalidade, existem k pos-
sibilidades de escolha de um vértice v; adjacente a vy. Escolhido vy, existem agora
k — 1 possibilidades de escolha de um outro vértice da vizinhanca de vy, com excecao
de vy, pois existe uma e uma s6 possibilidade de voltar imediatamente a vy. Tal como
em v, em todos os outros vértices vy, t € {2,...,2l}, do passeio (com excegao de vy)
existem k — 1 possibilidades de escolha de um vértice adjacente caso nao se pretenda a
repeticao da aresta 1, ja percorrida ou existe apenas uma possibilidade caso se percorra
de novo a aresta y;. Assim sendo, existem k - (k — 1)!7! - 1! possibilidades de escolha
dos vértices para um passeio de comprimento 2/ que comece em vy € termine em wvo.
Como se pretende um passeio de vg a vy é possivel associar cada um destes passeios a

um perfil montanhoso (ver [8], pagina 150, exercicio 6.5) da seguinte forma: a vy faz-se
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corresponder o ponto de coordenadas (0, 0) e a vy faz-se corresponder o ponto de coor-
denadas (2[,0). Além disso, considerando yy = v_jvp uma aresta artificial onde v_; é
um vértice artificial, se em T% ¢é percorrida uma aresta v, = Vy,_1m, 1o sentido de v,
para v, entao é desenhado, no perfil montanhoso, um segmento de reta entre o ponto
(m —1,m —1) e o ponto (m, m). Caso seja percorrida, em T*, a aresta ¥, = Vp_10m
no sentido de v,, para v,,_; entao é desenhado, no perfil montanhoso, um segmento de

reta entre o ponto de coordenadas (m,m) e o ponto de coordenadas (m + 1,m — 1)

201-2
-1

existindo por isso Cj_; = l(

; ) perfis montanhosos diferentes de comprimento 2,

onde (;_; denota o numero de Catalan de ordem [ — 1. Assim,

P2l = % (2;__12) k(k— 1)1

Deste modo, uma vez que p(21) > p/'(21) e que \(X)* > p(21) — ik—_Q; tem-se que:

2k2l
AMX)E > (2D —
(X)* = pe) - ——
1/20-2 2k
= - E(k — 1)t — .
l(l—1>( ) n—2

Para k > 1,k(k—1) > (k—1)(k — 1), logo:

1/20—2 2k
A(X)2l>7<ll_1)( k—l)Ql—nliQ,VleN

Para qualquer [ € N vem que,
1/20—2
lim AX)* > - (VEk—1)%. (3.5)
n—-+oo l [—1
Por outro lado, pelo Corolério 2.11, tem-se que, para m € N,

VT gom = < (Qm) < Y oom oo (3.6)

€24m
™m m ™m
Como
1
/ Im+2 Y — ZmT3
lim [( 7TmQQme_ﬁlm) ]:2 e lim [( WmQQmGMIM) ]:27
m—+o0o m™m m—+0o0 m™m
entao )
9m,\ Tmie
" — 2 quando m — +oo. (3.7)
m
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Para m = [ — 1 tem-se que 2m = 2] — 2. Logo ﬁ = 2% Assim, e também por

(3.7), tem-se que:

[~

20— 2\ %
1 — 2 quando [ — +o0. (3.8)
1 1
Por (3.6), prova-se que a fungao f(x) := (%) = (2;:12) 2 ¢ crescente. Por outro lado,
intui-se que esta fungao tende para g(x) := 2 por valores inferiores. Ilustra-se esta

tendéncia na figura 3.1.

2.1

1.9
1.8
1.7
1.6
1.5

1.3
1.2

11

0.9
0.8

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
v

funcio g funcio f

Figura 3.1: Graficos das fungoes f e g

Assim, por (3.5) e (3.8), tem-se que

1

1\ 2 /20 — 2\ ™
I X) > i - “1| =2vE -1
Jm A inﬂ&[(l) (1—1) g ] g

Dentro da familia dos grafos regulares existem grafos que verificam uma condicao

extremal, grafos esses que se definem de seguida (ver [17]).

Definigao 3.2 Seja X um grafo k-regular. Diz-se que X é um grafo de Ramanujan se

AMX) < 2VE 1.

Além da definicao é possivel explicitar uma construgao de uma familia de grafos de

Ramanujan partindo dos grafos de Cayley.
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3.2 Grafos de Cayley

Nesta seccao serao definidos e exemplificados os grafos de Cayley. Com base nestes
serd construida uma familia de grafos de Ramanujan (ver [17]), construgao essa que
serd apresentada na seccao seguinte.

Seja S um conjunto e (H,*) um grupo, onde H é um conjunto e * é uma operagao
binaria. Diz-se que S C H é gerador de H se Vh € H h = s;...s¢, com S1,...,8; € S.
S é gerador simétrico de H se S é gerador de H e se S = S~!, onde S~! denota
o conjunto constituido por todos os inversos dos elementos de S. Define-se grafo de
Cayley X(H,S) como um grafo que admite V' = H como o seu conjunto de vértices e

E={v(vx*s)|veV,se S} como o seu conjunto de arestas (ver [29]).
Exemplo 3.3 Considere-se o grupo (H, %) = (Zs, +) e o conjunto S = {—3,3}. Assim:
VX(H,S) =73 eEX(H,S) :{h(h+5) : hEZg,SES}

Desta forma, obtém-se o seguinte grafo de Cayley X (H,S) 2-regular:

3.3 Construcao LPS

Nesta secgao propoe-se uma construcao de uma familia de grafos de Ramanujan,

com base na familia dos grafos de Cayley, proposta em [17] por Lubotzky, Phillips e
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Sarnak. Denominar-se-a esta construcao, daqui por diante, por construcao LPS. Para
esta construcao recorre-se a conceitos e resultados preliminares do segundo capitulo.

Considerem-se dois primos p e g distintos tais que p, ¢ =1 mod 4.

Vao ser construidos grafos de Ramanujan, que se denotarao daqui por diante por
XP4 enquanto grafos de Cayley (p+ 1)-regulares. Prova-se que se <§> = 1 entao XP4
nao é bipartido e a sua ordem é @ e que se <§> = —1 entao XP? é bipartido e a
sua ordem é q (¢* — 1).

Por forma a iniciar a construgao LPS de X7 relembre-se o conjunto dos inteiros

de Lipschitz:
L(Z) = {a=ao+ari + asj +ask | a, € Z, t = 0,1,2, 3},

ondei?=j?=k>=—1,ij=k,jk=1iki=jik=—j kj=—ieji=—k.

Dado a = ag + ayi + asj + agk € L(Z), o seu conjugado e a sua norma sao
& = ap — a1i — agj — azk e N(a) = aa = ag + aj + a3 + a3,

respetivamente, definindo-se como componentes de a os a; com t € {0,1,2,3}.

Por simplicidade de linguagem denomina-se, daqui por diante, um inteiro de Lips-

chitz por quaterniao.

Lema 3.4 [17] Seja o = ag+ari+azj+ask € L(Z) tal que N(o) =p ep=1 mod 4.

Entao exatamente uma das componentes de a € impar.

Demonstragao. Claramente o quadrado de um niimero impar é um ntimero impar
congruente com 1 mod 4 e o quadrado de um nimero par ¢ um nimero par congruente
com 0 mod 4. Como p=1 mod 4 e p= a3 + a? + a3 + a3 entdo exatamente uma das

componentes de « é impar.

Continue-se a considerar p e ¢ primos distintos, com p, ¢ = 1 mod 4 e seja ¢ tal
que i2 = —1 mod q. Note-se que, pelo Teorema 2.12, existe 7 que verifica esta condicao

pois ¢ =1 mod 4. Pelo Teorema 2.13, tem-se que existem 8(p + 1) formas diferentes
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de escrever p como soma de quatro quadrados. A cada uma dessas formas associa-se
um quaterniao cuja norma é p. Se o é um desses quaternides entao existe uma unidade
e € L(Z) tal que e« =1 mod 2, isto é, a sua parte real é um inteiro impar positivo.
Assim, existem exatamente p + 1 quaternides com aq inteiro impar positivo e com
a1, as, az inteiros pares. Seja S = {aq, &y, ag, ag, ..., a5, @s} 0 conjunto destes p+ 1 qua-
ternides. A cada um destes quaternioes da forma a = ag + aqi + asj + ask associa-se a

matriz

ap +ta;  as + ias
A= mod g,
—a9 + ia3 ag — ia1

onde det(A) = p.

Tendo quaternioes de norma p, procura-se de seguida, no Lema 3.6, escrever um
quaternido com norma p*, de forma tnica, como um produto de quaternides de norma p.

Para isso comece-se por definir palavra reduzida e por estabelecer o préximo resultado.

Diz-se que u é uma palavra reduzida de comprimento m em S se u é o produto de m
elementos de S sem fatores da forma «;@; nem da forma a;a;, onde 1 < i < s, e denota-

se por R, (aq, ..., @) o conjunto de todas as palavras reduzidas de comprimento m, em

S.

Teorema 3.5 [15] Seja o € L(Z). Sea | N(«) entao eziste y € L(Z) tal que N(y) = a

ey | a.

Lema 3.6 [17] Todo o o € 1L(Z) que verifica N(«) = p* pode ser escrito de forma
unica como:
a=ep'ry,
onde € € uma unidade de IL(Z), 2r + m =k, e ry,, € Ry (aq, ..., ay).
Demonstragao.
Seja S = {aq,...,as} o conjunto dos quaternides com norma p e R, (aq,...,@s) o
conjunto das palavras reduzidas de comprimento m, em S.

Fazendo a prova deste lema por inducao sobre k£ comece-se por provar que ¢é verda-

deiro para k = 1.
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Seja a tal que N(a) = p, logo a = €,a/, onde €, é uma unidade de L(Z) e o/ € S.
Assim, como 2r +m =1 e r,m > 0 inteiros entdao r = 0 e m = 1, logo a pode ser

escrito como

ed € Ri(aq,...,ay).

Assumindo que o resultado se verifica para k — 1, mostre-se que também se verifica
para k.

Seja a tal que N(a) = p*. Como p*~! | p¥, entdo, pelo Teorema 3.5, existe v € L(Z)

ey a.

tal que N(y) =p
Assim, por hipétese de indugdo, v = € - p” - ry,, onde € é uma unidade de L(Z),
2r+m=k—1,er, € R,(a,...,a).
Além disso, como v | « entdo existe 5 tal que o = 3, onde N(5) = p. Assim,

B=¢ez-P',onde g€ Se

a = 9
— E.pr.rm.eﬁ.ﬁl

= - p - B

por m aplicagoes da Nota 2.15, onde ¢’ é uma unidade de L(Z).
Pode escrever-se r,,, como o produto de uma palavra reduzida de comprimento m—1

por uma palavra reduzida de comprimento 1, isto €,

T =1

/
m—1"T1

comr,, | € Ry_1(aq,...,a@) er] € Ry(ay,...,as). Tem-se duas possiblidades para r}:

(i) 7, = B’: Neste caso,



2r+1)+m—-1 = 2r+m)+1

= k—1+1 (por hipétese de indugao)

(ii) 74 # B": Neste caso,

/ —_—
onde 77, | € Rypy1(aq,...,0%) e

2r+(m+1) = k—1+1 (por hipédtese de indugao)

Como consequéncia, tem-se o seguinte corolario.

Corolério 3.7 [17] Se « = 1 mod 2 e N(a) = p* entio pode representar-se a de
forma unica, onde:

a==xp'r,, 2r+m=%k.

Depois destes dois tltimos resultados prossegue-se este trabalho com a concretizagao
da construcao de uma familia de grafos de Ramanujan enquanto grafos de Cayley
(ver [5] e [17]).

Considere-se A’(2) o conjunto de todos os a € LL(Z) tais que:

a =1 mod2,a > 0e N(a) = p¥, para algum v € Z nao negativo, e seja A(2)
o conjunto das classes de equivaléncia obtidas de A’(2) identificando o com § sempre
que € possivel escrever +p”a = p*23, para alguns vy, 5 € 7Z nao negativos. Assim, as

classes de equivaléncia que formam o grupo A(2) verificam:

(][] = [ap] e [a][a] = [aa] = [N(a)] = [p”- 1] = [1].



Deste modo, o grafo de Cayley Y?? = X (H,S) que tem como grupo H = A(2) e
como conjunto simétrico S = {a € L(Z) : N(a) = p, ap é inteiro impar positivo}, é
uma arvore infinita (p 4 1)-regular.

Defina-se agora o subgrupo normal A(2q) de A(2) por
A(2q) ={[o] € A(2) : 2¢ | a;,j = 1,2,3}

e considere-se o grafo de Cayley X4 = Xy(H’, S) que tem como grupo H' = A(2)/A(2q)
e S como conjunto simétrico. Prova-se que X?? é grafo de Ramanujan.

De seguida, por forma a ser utilizado nos proximos capitulos, constréi-se X?? com

base no grupo PGLsy (Z,).
Proposicao 3.8 [17] Seja

p: A2) — PGLy(Z,)
[ ] o ag + iCLl as + iag
a )
—as +1ag ag — iaq

entao

—1

PGL,(Z,) se (

Sl

Im ¢ =
1.

)

PSLy(Z,) se (§>
Demonstracgao.

A demonstracao desta proposicao sai do ambito desta dissertacao, recorrendo-se no-

meadamente a teoria das séries singulares de Hardy e Littlewood e a teoria das equacoes

quadréticas diofantinas. Para uma melhor compreensao aconselha-se a consulta de [17].

|

Assim, pelo Teorema 2.5, uma vez que Nuc ¢ = A(2q) tem-se que:
A(2)/A(2q) = PGLy (Z,) se (g) — 1
A(2)/A(2q) = PSLy (Z,) se (g) ~ 1.

Conclui-se por isso que, através de ¢, se faz corresponder cada gerador de S = {ay, ..., s}
a uma matriz de PG Ly (Z,) cujo determinante ¢ p, logo o grafo X?? pode ser identifi-

cado com A(2)/A(2q).
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Teorema 3.9 X1 ¢ um grafo de Ramanujan.

Demonstragao. Para a demonstracao de que X?9, pela forma como é construido,
¢ um grafo de Ramanujan recorre-se a conceitos e resultados que ultrapassam o ambito
desta dissertacao, nomeadamente na Teoria da Medida, na a¢ao de grupos de isometrias
e em séries de Eisenstein. Para a compreensao (da complexidade) desta demonstragao

aconselha-se a consulta de [17]. O

Depois da construgao LPS, procuram-se agora estabelecer resultados para a cintura

destes grafos, no caso de serem bipartidos (ver [5]).

3.4 Cintura de grafos de Ramanujan bipartidos

Tal como referido no primeiro capitulo, foram varios os autores que apresentaram
minorantes, majorantes e resultados exatos para a cintura dos grafos de Ramanujan
que serao apresentados nesta secgdo. Comece-se por apresentar algumas defini¢oes (ver
[14]) e resultados acerca de A(2q) por forma a culminar na apresentagao desses valores

para a cintura.

Definigao 3.10 Seja G um grafo e sejam vy,v5 € V(G). Diz-se que G é vértice-
transitivo se existe um automorfismo n : V(G) — V(G) tal que n(vy) = v, isto é o

grupo de automorfismos de G atua transitivamente sobre V(G).

Considerem-se, no que se segue nesta seccao, dois primos distintos p, ¢ =1 mod 4
tais que ¢ > p.

Sendo X?7 um grafo de Cayley, e por consequéncia vértice-transitivo (ver [4]), a sua
cintura é a distancia minima entre um vértice etiquetado com uma matriz identidade
e um vértice etiquetado com um elemento nao trivial de A(2¢) na arvore infinita em
A(2). Daqui por diante dir-se-4 que um elemento de A(2) estd no nivel r se estd a
distancia r da identidade na arvore em A(2). Na presenca de um grafo bipartido, esta

distancia é necessariamente par.
Lema 3.11 /5] Se [b] € A(2q) estd no nivel 2r, para r > 0, entdo
b= by + 2q(b1i + baj + bsk) € L(Z)
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pode ser escolhido tal que:

bo ==+ (p" —mg®),
onde m > 0 € par.
Demonstracgao. Se existe b tal que:
p2r — N(b)
= by +4¢°b7 + 4¢°b3 + 4¢°13

entao

2r

b = p* mod ¢*.

Como (Z,2)" é ciclico entao é possivel extrair a raiz quadrada, logo:
bo = £p" mod ¢*

Como r > 0, conclui-se que a congruéncia tem solucoes para além das triviais

by = £p". Além disso, tem-se que:

by = p —4¢’h: — 4¢°b; — 4q°b;

< p¥.

Finalmente, uma vez que |by| < p" e que by é impar tem-se o pretendido.

Antes do préoximo lema, que auxilia na determinacao de um majorante para a cin-
tura de XP? veja-se um conceito essencial para este (ver [5]) e também o Teorema de
Legendre que caracteriza quais inteiros podem ser escritos como soma de trés quadra-

dos.

Definicao 3.12 Seja n inteiro positivo. Diz-se que n é good se nao existem « e 3 in-

teiros nao negativos tais que n = 4%(85 + 7).

Teorema 3.13 [5/ (Teorema de Legendre) Seja n inteiro positivo. Entao n € good

se e sO0 se n pode ser escrito como soma de trés quadrados.
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Lema 3.14 [5] Seja b= by+ bii+boj+bsk € L(Z). Existe uma classe de equivaléncia
[b] € A(2q) no nivel 2r com by = p" — mq* (onde m € par e positivo) se e s6 se

2mp” — m2q* € good.

Demonstragao. Se existe [b] € A(2¢) no nivel 2r com by = p" — mg?* entao, pelo

Lema (3.11), pode escrever-se

p¥r = (pr — qu)2 + 44° (b? + bg + b%) )
Equivalentemente, tem-se que,

2mp” — m2q* = (2b1)% + (2b2)? + (2b3)%.

Assim, pelo Teorema 3.13, 2mp” — m2¢? é good, tal como se pretendia.
Ja no que diz respeito a implicagao contraria, comece-se por notar que, como m €
par, entao

2mp" —m?¢* =0 mod 4.

Como 2mp" —m?q¢? é good entao, pelo Teorema 3.13, tem-se que 2mp” —m?q® pode

ser escrito como soma de trés quadrados pares:
2mp” — m?q* = (2b1)? + (2by)? + (2b3)%.
Assim, tem-se que:
P = (0" = ma®)” + (2qh1)? + (2qbs)* + (2qbs)*.

Conclui-se por isso que se b = (p" — mq?) + 2qbyi + 2gbsj + 2qbsk entao [b] € A(2q)

estd no nivel 2r, o que completa a demonstracao.

Exemplo 3.15 Recorde-se a condicio necessaria ¢> > p. Esta condicao permite re-
jeitar grafos cuja cintura seja 2, ou seja, grafos que contenham arestas paralelas. Tal
condicao impoe-se para evitar a hipotese de que r = 1, isto é, evita-se que exista

[b] € A(2¢) no nivel 2.
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Param =2 e r = 1 tem-se 2mp” — m?¢*> = 4 (p — ¢*). Se 4 (p — ¢*) < 0 entao nao
é good. Além disso,

4(p—q2)<0(:>p<q2.

Conclui-se que, param =2 er = 1, se p < ¢*> entdo 4 (p — ¢*?) nao é good, isto é, nao
existe [b] € A(2¢) no nivel 2.
Considerem-se p = 37 e ¢ = 5. Pode escrever-se 37 como soma de quatro quadrados,

recorrendo aos valores:
(1,46,0,0),(1,0,46,0),(1,0,0, £6), (5, £2, £2, +2),

(1,42, +4, £4), (1, £4, £2, +4) e (1, £4, £4, £2)

Param =2er =1 tem-se 4p — 4¢®> = 4 - 12 = 4 - (22 + 22 + 2?) é good. Assim,
existe [b] € A(2q) tal que by = p — 2¢*> = —13, onde b = by + 4qi + 4qj + 4qk. Note-se
que | — 13| < 37.

Assim, a partir de (5, £2,+2, £2), tem-se que

b = (=1)-(5—2i—2j —2k)?

= —1(13 — 20i — 205 — 20k)

= —13+20¢+ 205 + 20k

N(®b) = (=1)*-37
= 1369
Note-se que, em A(2)/A(2q), o quaterniao 5 — 2i — 25 — 2k ¢é igual ao seu inverso.
Partindo da identidade, chega-se ao quaterniao 5 — 2¢ — 25 — 2k e depois regressa-se
a identidade pela mesma aresta. Havendo repeticao de, pelo menos, uma aresta nao

existe circuito o que implica a impossibilidade da medigao da cintura do grafo. Assim,

tal como referido em [5] e [29], exige-se que ¢ > p.
Teorema 3.16 [5] Sejam p e q primos tais que p, ¢ =1 mod 4 e <§> = —1 entao:

4log, q —log,4 < g(XP1) < 4log, q + logy4 + 2.
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Demonstragao. Comece-se por provar que pelo menos um dos inteiros da forma
2mp” — m?q?, para m = 2 ou m = 4, é good, estando assegurado que ambos sdao
positivos. Suponha-se que para o caso em que m = 2 o inteiro nao é good, ou seja, o
inteiro 4 (p" — ¢*) nao é good, e que, por consequéncia p” — ¢*> nao é good. Assim, para

alguns a e 3 inteiros nao negativos, pode escrever-se:
Pt =48+ 7).
Para m = 4 obtém-se um inteiro da forma 8p” — 1642, onde:
8p" —16¢> = 8 (pr — q2) —8¢°
= 8(4°(88+7)— ).
Como p, ¢ = 1 mod 4 entdo p", ¢> = 1 mod 4, logo o > 1. Conclui-se que
4%(883 + 7) — ¢* ¢ impar e que, por consequéncia, 8p" — 16¢* ¢ good.
Seja 7y 0 menor inteiro r para o qual p” > 2¢* e note-se que, assim sendo, tanto
4 (p" — ¢*) como 8p" — 16¢? sao positivos. Entao:
Pt < 247 (3.9)
Por (3.9) tem-se que:
(ro—1)log,p < log, (2¢°)
ro—1 < log,2+ 2log,q
ro < 2log,q+log,2+ 1.
Finalmente, pelo que foi verificado anteriormente, existe [b] € A(2¢) no nivel 2ry o

que implica
g (XP) < 2rg < 4log,q +log, 4+ 2,
ficando determinado um majorante para a cintura destes grafos, caso sejam bipartidos.

Por forma a determinar um minorante da cintura, comece-se por enunciar dois

conceitos essenciais para essa determinagao (ver [8] e [11])

Definigao 3.17 Dados um grafo G e V' C V(G), com V' # (), designa-se por subgrafo
de G induzido por V' e denota-se por (V') , o subgrafo de GG cujo conjunto de vértices
¢ V' e o conjunto de arestas é composto por todas as arestas de G cujos extremos

pertencem a V.
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Definig¢ao 3.18 Seja G um grafo e sejam Vi, V, C V(G) tais que (Vi) e (V2), sao
isomorfos. G diz-se um grafo homogéneo se existe um automorfismo de G definido de

Vi para Vs.

E relevante neste trabalho o facto de que todo o grafo de Cayley é homogéneo.

Explicite-se entao que o grafo de Cayley considerado no Exemplo 3.3 o verifica.

Exemplo 3.19 Considere-se o grafo de Cayley X (H, S) do Exemplo 3.3 (onde H = Zg

e S ={3,—3}) e considere-se também a partigdo dos seus vértices em
V(X(H,S)) =V, UVs, onde Vi = {0,2,4,6} e Vo = {1,3,5,7}.

Representam-se de seguida os subgrafos induzidos de X (H,S), (Vi) (& es-
querda) e (V) (s (& direita), sendo que (V1) y(;rg) € (V2)x(pr,5) Sa0 claramente iso-

momorfos.

& @
2
0 @» @

Considere-se o automorfismo

©

n: Vi — W

1 = 141,

para i € {0,2,4,6} tal que se uv € E <<V1>X(H,S)> entao n(u)n(v) € £ <(V2)X(H7S)).
Tal condicao verifica-se trivialmente pois nenhum dos subgrafos induzidos possui ares-

tas. Conclui-se assim que X (H,S) é um grafo homogéneo.

Depois de vistos estes conceitos, determine-se o minorante apresentado (ver [17]).
Como X7 é um grafo de Cayley entao é homogéneo. Assim, pode dizer-se que um
dos circuitos de menor comprimento é o circuito que tem como vértices inicial e final

a identidade. Na drvore A(2) esse comprimento corresponde ao nimero de fatores em
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S do menor elemento nao trivial de A(2q). Se p € A(2¢) ndo é uma unidade e possui ¢

fatores em S entao existe um quaterniao p € A’'(2) tal que
p = P1f2...01, onde 5; € S, 5 € {1,...,t}.
Tem-se assim que:
N(p) =p' e p=ay+ 2qari + 2qasj + 2qask,a; € Z,t € {0,1,2,3}.

Como p nao é uma unidade entao pelo menos um de entre a;, as e az é nao nulo.

Assim, pode escrever-se

p' = al 4+ 4¢%a? + 4¢%a3 + 4¢°al. (3.10)
Estando a estudar a cintura no caso do grafo bipartido, ou seja <§> = —1, e como
da equagao (3.10) se tem que
ag =p' mod ¢,
entao <%t> = 1logo t > 0 é par, isto é, existe r € N tal que t = 2r.

Assim a equagao (3.10) tem as solugoes triviais ag = +p”. De facto, a congruéncia

2 =p' mod ¢ (3.11)
admite apenas
o= +p" mod ¢* (3.12)
como solugdes ja que (Z,2)" é ciclico.

Suponha-se que (3.10) admite solugdes nao triviais onde se verifica
4
P < qz. (3.13)

Assim, p" < g, logo, por (3.12), qualquer solugao xy da congruéncia (4.1) diferente de
+p" satisfara:

2
q
‘33'0| > 5

4
e portanto z§ > L.
Da equagao (3.10) tem-se que p' > % contradizendo a equacgao (3.13).

Assim p' > %, logo:
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0 que completa a prova.

Como consequéncia do teorema anterior surge o colorario seguinte.

Corolario 3.20 Sejam p e q primos tais que p > 17, p,g = 1 mod 4, (’3) = —1
e [logp (%ﬂ impar (positivo). Entao g (XP?) = [logp (%ﬂ + 1, onde [x] denota o

menor inteiro maior ou igual ao numero real x.
Demonstracao. Do Teorema 3.16 tem-se que, se (%’) = —1 entao:
4log, q —log,4 < g(XP) < 4log, q + log, 4 + 2.

A amplitude deste intervalo é 2 + log,, 16.

Comegando por observar que 4 log, ¢—log, 4 = log, (%) , suponha-se que [logp (%ﬂ
é impar positivo, isto é, existe k € N tal que [logp (%ﬂ =2k + 1.

Como (%’) = —1 entao XP? ¢é bipartido e, por consequéncia, a sua cintura é par,
nao podendo por isso ser 2k + 1 nem 2k + 3.

Como, para p > 17, se tem que 2 +log, 16 < 2+ 1 = 3 e ¢ garantida a existéncia e

unicidade do valor da cintura do grafo, logo

g(XP1) = 2k+2

()]

Além deste caso particular pode ir-se mais longe e obter um outro corolario que
relaciona a cintura de qualquer grafo de Ramanujan bipartido com a sua ordem,
apresentando-se também um resultado exato para a cintura de qualquer grafo de Ra-

manujan bipartido.
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Corolario 3.21 /5] Sejam p,q =1 mod 4 primos tais que <§> = —1. Entao verifica-
se que
. log,q(¢"—1) 3
lim 22—~ = —.
g—+oo g (XPa) 4
Seja z(p,q) = [log,(¢*)]. Se p"®9) — ¢* ¢ good entao g (XP7) = 2z(p,q). Caso

contrério g (X?9) = 2[log, (¢*) + log, 2], onde [z] denota o menor inteiro maior ou

igual ao ntimero real x (ver [5]).
Depois deste capitulo, onde sao introduzidos os grafos de Ramanujan e algumas das

suas caracteristicas relacionadas com o seu espetro e com a sua cintura, apresenta-se

no proximo capitulo uma aplicacao destes grafos aos cédigos LDPC.
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Capitulo 4

Aplicacao a Teoria dos Cddigos

Neste quarto capitulo, depois de introduzidos alguns conceitos relevantes da Teoria
dos Cédigos (ver [6] e [18]), sdo construidos e exemplificados cédigos LDPC, partindo
(da construgao LPS) de grafos de Ramanujan. Além disso, na sua tultima secgao,
apresentam-se alguns conceitos, resultados e exemplos de possiveis detegoes e correcoes

de erros.

Seja IF, um corpo finito e Fy o espaco vetorial de todos os n-uplos (em F,). Diz-se
que C(n,m) é um cddigo linear sobre F, se C'(n,m) é um subespaco vetorial de Fy,
com m elementos. Sendo ¢,k € N tais que m = ¢* entdo C(n,m) diz-se um cédigo
[n, k.

Diz-se que um vetor (fi,...,fn) € [y, que pode ser escrito como fi...f,, ¢ uma

palavra de cddigo se (fi, ..., fn) € C(n,m).

Daqui por diante denota-se um cédigo linear por C' e consideram-se os codigos line-
ares designados por cédigos LDPC (Low-density Parity-check Codes), ou seja, cddigos

gerados por matrizes esparsas.

Uma vez que C' ¢ um subespago vetorial de dimensao k de Fy entao C' ¢ o conjunto de
todas as combinacoes lineares de k vetores linearmente independentes com n entradas,
isto é, existe uma base B = {cy, ..., ¢} tal que qualquer palavra de cédigo pode ser
escrita como combinacao linear dos vetores de B¢, podendo por isso um cédigo linear,
e em particular, um cédigo LDPC ser representado matricialmente (ver [6]) através da

sua matriz geradora ou da sua matriz de paridade (ver [18]).
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Definicao 4.1 Sejam k,n € N, com k < n. A uma matriz G de dimensao k X n e de
caracterfstica completa tal que C' = {2G : x € FI'} é um cédigo LDPC chama-se de
matriz geradora de C. Alternativamente, C' pode ser definido a partir de uma matriz H
de dimensdo (n — k) x n e de caracteristica completa tal que C' = {y € F} : Hy" = 0},

onde H se designa por matriz de paridade de C.

Nota 4.2 Da definicao de matriz de paridade tem-se que cada linha desta matriz

indica uma restricao para as palavras de codigo.

Dada uma matriz geradora G, qualquer vetor v € F*¥ pode ser codificado numa
palavra de cédigo ¢ € F”, contendo k simbolos de informacao e n — k simbolos redun-
dantes. Define-se a razao r de um codigo LDPC de dimensao k por r := %, podendo-se,
por isso, afirmar que quanto maior a razao de um codigo maior serd a quantidade de

informacao relativamente a sua redundancia.

Depois de apresentadas algumas definigoes da Teoria dos Codigos prossegue-se este

texto, na préxima seccao, com a construcao e exemplificacao de cédigos LDPC.

4.1 Construcao de um cdédigo LDPC

Nesta seccao, depois de visitados alguns conceitos da Teoria dos Codigos, pretende-
se, como ja referido, construir e exemplificar cédigos LDPC (ver [26]) recorrendo
também a resultados de capitulos anteriores.

Comece-se, para isso, por recordar que, pelo ja enunciado Teorema 2.13, a equacao
a(z) + a% + a% + a§ = p, com ay impar e aj, as € az pares e com p = 1 mod 4 primo
tem exatamente p + 1 solucoes. A cada uma dessas solugoes é associada uma matriz

da forma

ap + 1a as +1a
A= ° b ’ mod g, (4.1)

—ag +tag ag — iag
onde i? = -1 mod q.

Denotando por S’ o conjunto formado por estas p + 1 matrizes, construa-se um

_ ptl

grafo, G., (dy, dy)-biregular, onde d; = %= e dy = p + 1, da seguinte forma:
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Considerem-se todos os ¢* — ¢ vértices de XP? bipartido e considere-se daqui por
diante, em toda a construgao do coédigo LDPC e no exemplo que lhe segue, que o
simbolo X representa o produto de matrizes.

Comecem-se por dispor numa coluna L os vértices cuja etiquetacao (uma matriz)
seja um elemento de PSL, (F,). De seguida faca-se uma copia de L a qual, daqui por
diante, se denotard por L.

Considerando que L; € (LU L) e que M € S, onde j € {1,...¢° — ¢} e
ke {1,.., ’%1} disponham-se todos os elementos da forma R; = L; x M;™" numa
coluna, onde i € {1, ..., L;q}. Esta coluna designar-se-4, daqui por diante por R. Um
vértice R; pertence a R se a matriz a ele associado pertence a PG L, (F;) e nao pertence
a PSLy (F,).

Assim, por simplicidade de linguagem, diz-se que um vértice de G, é da esquerda
(LU L') se o determinante da matriz a ele associado é residuo quadratico mod ¢ e
diz-se que um vértice de G, é da direita (R) se o determinante da matriz a ele associado
é nao residuo quadratico mod gq.

2

Ja no que toca as arestas, comeca-se por determinar ¢ tal que i = —1 mod q e

aplicar médulo ¢ a todas as entradas das matrizes de S’, obtendo-se:

!/ +1 +1 +1
S = {MF, ME . MEL Y,
2

onde as p + 1 matrizes de S’ sao da forma de (4.1) e onde M, ' denota a matriz
inversa de My, k € {1,..., 222},

Assim, no que toca as arestas, diz-se que e € E(G.) se existem L; € LUL' e
M € S tais que e = L;(L; x MiF') = (L; x M) L;.

Tendo G, construido, diz-se que a sua matriz de adjacéncia é a matriz de paridade do
codigo LDPC que é por ele originado, sendo que como anteriormente referido, cada linha

desta corresponde a uma restricao para as palavras de cédigo. Veja-se um exemplo.

Exemplo 4.3 Considere-se X?¢ um grafo de Ramanujan onde p =5 e ¢ = 17. Este
grafo ¢é regular pois é grafo de Ramanujan e ¢é bipartido pois 5 é nao residuo quadratico

de 17. Assim X9 é um grafo (3, 6)-biregular.

Comece-se por observar que i = 4 é solucao da congruéncia i> = —1 mod 17 e a
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equacao

2 2 2 2
ap +ajy +ay +az =5,

que tem p + 1 = 6 solucoes com ag Impar e aq, as, ag pares, sendo elas
(1,£2,0,0),(1,0,£2,0) e (1,0,0, £2).

A cada uma das solugoes é associada uma matriz da forma:

ag + 4(11 az + 4CL3 .
M = mod 17, obtendo-se as 6 matrizes:

—ag + 40,3 ag — 4@1

1+8 0 1 2 1 +8
M = , M = e My =
0 1F8 F2 1 F8 1

Comecem-se por dispor numa coluna L os vértices cuja a sua etiquetagdo (uma ma-
triz) seja um elemento de PSLy(Zy7). De seguida faga-se um cépia de L a qual se
denominara por L'.

Considerando que L; € PSLy (Zy7) e que M € S" = {M;™, M3, M3} disponham-
se os elementos da forma R, = L; x M, ,;tl numa coluna, a qual se designard por R, ou
seja, R tem todas as matrizes que pertencem a PGLs(Z17) € que ndo pertencem a
PS Ly (Zy7).

Assim, diz-se por simplicidade de linguagem, que um vértice de G, é da esquerda
(LU L') se o determinante da matriz a ele associado é residuo quadratico mod 17 e
que um vértice de G, é da direita (R) se o determinante da matriz a ele associado é
nao residuo quadratico mod 17.

No que toca as arestas, diz-se que e € E(G..) se existem L; € (LUL') e M € S tais
que e = L;(L; x M) = (L; x M) L;.

Tendo G. construido diz-se que a matriz de paridade do cédigo LDPC que se procura
construir é a matriz de adjacéncia de G, sendo que cada linha desta corresponde a
uma restricao para as palavras de cédigo. Obtemos assim, o seguinte grafo:

Identifica-se, etiquetando cada um dos 17 (172 — 1) = 4896 vértices de L U L' com
uma matriz de PSLy(Zq7), onde |L| = |L'| = 2448. Cada um dos 2448 vértices de R é
etiquetado com uma matriz da forma R; = L; x M i, € {1,...,2448} , k € {1, ..., 3},
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com L; € PSLy(Zy7) e Mi7' € S” obtendo-se a matriz de paridade H do cédigo LDPC
associado, com 2448 linhas e 6 colunas, onde H = (h;;). Assim, h;; = 1 se o vértice
R; € R e o vértice L; € (LUL') estao unidos por uma aresta e h;; = 0, caso contrario.

Para n = 4896 tem-se que o codigo apresenta 7 = 2448 restrigoes para as palavras

de um cédigo de razao %

Depois de finalizada esta seccao com a exemplificagao de um codigo LDPC é possivel
avancar para a ultima seccao deste quarto capitulo, por forma a apresentar possibili-

dades de detecao e correcao de erros numa mensagem.

4.2 Detecao e correcao de erros

Depois de obtidas as palavras de cédigo de um cdédigo LDPC interessa agora perce-
ber como e em que circunstancias é possivel detetar e corrigir erros de uma mensagem,
recorrendo a um cédigo deste tipo.

Comece-se por apresentar alguns conceitos (ver [6]).

Definigao 4.4 Sejam x = (1, ..., 7,) € y = (Y1, ..., Yn) duas palavras de cédigo em Fy.

Define-se a distancia de Hamming entre as palavras de codigo x e y por:

Seja C um codigo LDPC que contém pelo menos duas palavras. Define-se d a distancia
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minima de C por:
d=d(C)=min{d(z,y) : x,y € C,x # y}.

Assim, passa a dizer-se que C' é um cédigo [n, k, d].

Depois de definidos os conceitos de distancia de Hamming e de distancia minima
num codigo, avanga-se agora para dois métodos exemplificados que permitem eventuais

detecoes e correcoes de erros de uma mensagem.

Teorema 4.5 [18/ Um cédigo C' com distancia minima d corrige [3(d —1)] erros,
onde [x] denota o maior inteiro menor ou igual ao numero real x. Se d € par entdo C
corrige % erros e deteta %l erros.

Exemplo 4.6 Considere-se o cddigo binério linear C' = {000000,010010,001100,011110},
onde, por exemplo, B = {010010,001100}, isto é qualquer palavra do cédigo C' pode

ser escrita como combinacao linear dos elementos de Bo. Como

d(000000,010010) = 2,d(000000,001100) = 2, d(000000,011110) = 4,

d(010010,001100) = 4, d(010010,011110) = 2, d(001100, 011110) = 2.

entdao d = d(C) =2 e [5(2—1)] =0, logo C nao corrige qualquer erro. Como d =2 é

par entao C' deteta 1 erro.

Seja C' um codigo LDPC e seja s inteiro positivo. Diz-se que C deteta s erros se
e s6 se, quando ocorrem § erros ou menos, a palavra obtida nao pertence ao cédigo
C. Diz-se também que C' corrige s erros se e s6 se o método de descodificacao por
distancia minima corrige s, ou menos, erros sendo este método o seguinte: depois de

recebida a palavra y € Fy , procura-se 2’ € C' tal que
d(z',y) = min{d(z,y) : © € C},

ou seja, y é descodificada pela palavra de cédigo a qual se encontra a uma menor

distancia.
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Exemplo 4.7 Considere-se o c6digo bindrio linear C' = {00000, 11100,00111,11011}

e suponha-se que a palavra recebida é y = 00101. Como
d(00101,00000) = 2,d(00101,11100) = 3,d(00101,00111) = 1 e d(00101,11011) = 4

entao, usando o método de descodificacao por distancia minima, descodifica-se a pala-

vra 00101 pela palavra de cédigo 00111.

Depois de estudada uma aplicacao dos grafos de Ramanujan a Teoria dos Cédigos,
com recurso a construcao de um codigo LDPC, que por sua vez permitem eventualmente

a detecao e a corregao de erros, veja-se agora uma aplicagao destes a Criptografia.
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Capitulo 5
Aplicacao a Criptografia

Neste capitulo, tal como ja referido, comecam-se por definir alguns conceitos essen-
ciais para a construgao de funcoes de sintese a partir de grafos expansores e de grafos
de Ramanujan em particular. Finalmente, com base num grafo expansor é construida e
exemplificada uma funcao de sintese resistente a colisoes, construindo-se também uma

fungao de sintese com base num grafo de Ramanujan.

5.1 Funcao de sintese

Nesta primeira seccao define-se funcao de sintese e também a colisao entre duas
mensagens de forma a que seja possivel nas duas secgoes seguintes explicitar a mi-
nimizag¢ao de probabilidade de colisao e também a construgao de funcoes de sintese,

recorrendo a grafos expansores e por ultimo, em particular, a grafos de Ramanujan.

Em Criptografia, entende-se por funcao de Hash criptogrdfica, ou simplesmente por
funcao de sintese ou dispersdo, uma funcao f com dominio X, cujos elementos se
designam por mensagens, e com contradominio Y, cujos elementos se designam por
sinteses, que verifica as seguintes condicoes:

1. Dada uma mensagem = € X é facil determinar f(x), isto é, se x tem comprimento
n entdao a complexidade do célculo de f(x) é O (nk), para algum k positivo.

2. f é determinista, isto é, uma mesma mensagem resulta sempre na mesma sintese.

3. Uma pequena alteracao de uma dada mensagem deve implicar uma grande
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alteracao na sintese, de tal forma que seja dificil obter a mensagem original a partir
dessa sintese.

4. B computacionalmente impraticavel a obtencao de uma mensagem a partir da
sua sintese, isto é, é impraticavel em tempo 1util encontrar uma mensagem x a partir de
f(z), sendo que qualquer método de pesquisa conhecido ndo admite qualquer resultado
em tempo util.

Uma das condigoes para que uma funcao de sintese seja considerada 1til na protegao

de dados ¢ que seja resistente a colisoes (ver [1]).

Definicao 5.1 Seja f : X — Y uma funcao de sintese. Se existem mensagens x; e

zo € X diferentes tais que f(x;) = f(z2) diz-se que 1 e x5 constituem uma colisao.

Embora seja computacionalmente impraticavel a descoberta de duas mensagens
diferentes que tenham a mesma sintese, é possivel a existéncia de colisoes. Neste
sentido estuda-se, na proxima seccao, como devem ser distribuidas as mensagens de

forma a que a probabilidade de colisao seja minima.

5.2 Minimizacao da probabilidade de colisao

Nesta seccao apresenta-se a forma de minimizacao da probabilidade de colisoes.
Comega-se por entender que qualquer grafo de Ramanujan é um (bom) grafo expansor
tendo por isso uma cintura grande, sendo que se entende que o grafo possui uma
cintura grande no sentido em que apenas tem ciclos com grande comprimento. Esta
propriedade é fundamental para assegurar que se obtém uma funcao de sintese com uma
baixa probabilidade de colisdes. Apresentem-se entao os conceitos de grafo expansor e

de grafo bom expansor (ver [2]).

Defini¢ao 5.2 Seja G um grafo bipartido e seja X C V(G). Designa-se por vizinhang¢a
de X, e denota-se por Ng(X) o conjunto formado pelos vértices de G que sao vizinhos

de pelo menos um vértice de X, isto é:
Ng(X) ={v € V(G) : vx € E(G), para algum = € X }.

Considere-se que existe uma parti¢ao de V(G) em dois seus subconjuntos Vi e V5, tal

que |V1| = |Va| = m e que o grau méximo de um vértice de V(G) é d. Diz-se que G é
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(m, d, c)-expansor se qualquer subconjunto de vértices X, onde | X| = j < %, verifica:

INa(X)] > (1+c(1—%))j.

Defini¢ao 5.3 Seja G um grafo (k, k)-biregular e considere-se uma partigao de V(G)
em dois seus subconjuntos V; e V5 tal que |V;]| = |Va| = m. Seja A o segundo menor
valor préprio de G. Nestas condigoes diz-se que G é um grafo (m, k, c) bom expansor,

onde
2k — \?
TR

Se G é um grafo de Ramanujan bipartido entao G é um bom grafo expansor. De

C

facto, considerando G' = X7 um grafo (p+ 1)-regular com a partigao dos seus vértices
em V(G) = V3 UV, onde |V = V3| = L;q e onde A é o segundo menor valor préprio

de G entao G ¢ (%,p + 1, c> bom expansor, onde:

2p+ A = N2

(p+1)2

A resisténcia a colisoes pode ser avaliada pela cintura do grafo de Ramanujan a
partir do qual se constréi a funcao de sintese sendo que descobrir uma colisao é equi-
valente a encontrar ciclos no grafo tendo-se que quanto maior é a cintura menor ¢é a
probabilidade de colisao. Interessa por isso, com recurso a alguns conceitos da Teoria
das Probabilidades, determinar a forma como devem ser distribuidas as mensagens

como objetos da funcao de sintese de modo a minimizar a probabilidade de colisao.

Um processo estocdstico ) é uma sequéncia temporal de varidveis aleatérias que
representa a evolucao de um sistema com n estados e pode ser descrito pelo vetor de
estados (X7, ..., X,,), onde Xy, t € {1,...,n} é o estado no qual o sistema se encontra no
instante ¢. Um processo estocastico designa-se por cadeia de Markov se a transicao de
um estado do sistema para outro estado do mesmo sistema depende apenas do estado

atual no qual o sistema se encontra, isto é, (ver [24]):
P (Xn+l = $n+1|X0 = To, X1 = T1,..., X,y = %) = P(Xn+1 = $n+1|Xn = xn) :

A distribuicao de probabilidade para um sistema se encontrar num determinado estado ¢

pode escrever-se como um conjunto de ntimeros reais nao negativos tais que a sua
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soma seja igual a 1 e pode representar-se por um vetor p; = (p1,p2,...,pn) tal que

pi = P(X; =) é a probabilidade do sistema se encontrar no estado i no instante t.
Diz-se que uma distribuicao de probabilidade é uniforme se, em qualquer instante,

o sistema pode encontrar-se em qualquer um dos estados com igual probabilidade.

Represente-se esse vetor de probabilidades, cuja soma das componentes ¢ 1, por:

1 1

SERNE

Considere-se que cada uma das possiveis sinteses (de uma fungao de sintese) é repre-
sentada por um dos estados com um sistema que possui uma determinada distribuicao
de probabilidade a si associada. Entao a distribuicao de probabilidade uniforme mini-
miza a probabilidade de colisdo. De facto, supondo que p; = (p1, p2, ..., Pn), tem-se que
dadas duas mensagens a probabilidade das suas sinteses coincidirem num determinado
estado 7 no instante ¢t é dado por p?, uma vez que esses acontecimentos sao indepen-
dentes. Assim, considerando todos os estados, a probabilidade total de colisao é dada

por:
n
>_r!
i=1

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se

n n 2
n Z p; > (Z pi>
i=1 i=1
n ipf > 1°
i=1
- 1

0 que prova que a distribuicao uniforme minimiza a probabilidade de colisao.
Por forma a obter uma funcao de sintese f com um melhor desempenho interessa
também que f seja, além de resistente a colisoes, resistente a descoberta de uma pré-

imagem e resistente a descoberta de uma segunda pré-imagem (ver [25]).

Definicao 5.4 Entende-se que uma funcao de sintese f é resistente a descoberta de

uma pré-imagem se, dado f(m), é computacionalmente impraticavel a descoberta de
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uma mensagem m’ tal que f(m) = f(m'), onde m é desconhecida. Uma funcao de
sintese f diz-se resistente a descoberta de uma sequnda pré-imagem se, dada uma men-

sagem m, é computacionalmente impraticavel a descoberta de uma mensagem m’ tal

que m' #m e f(m') = f(m),

Depois de vistos estes conceitos fundamentais da Criptografia, tendo em conta a
definicao de grafo expansor e o facto de que os grafos de Ramanujan bipartidos sao
bons expansores, é possivel agora avancar para a construcao das fungoes de sintese a

partir destes.

5.3 Construcao de uma funcao de sintese resistente

a colisoes

Por forma a construir fungées de sintese (ver [25]), além do referido no final na sec¢ao
anterior, recorre-se também a conceitos elementares da Teoria dos Grafos, enunciados
no segundo capitulo.

Seja G um grafo expansor k-regular e considere-se a aresta artificial, a qual se
designa por aresta inicial ey = v_1v9 € E(G), onde v_; é um vértice artificial e vy é o
vértice inicial de um passeio. Por forma a evitar qualquer passagem consecutiva por
uma mesma aresta nesse passeio determinado pela funcao de sintese, defina-se, para a
construgao desta, 6 : (V(G) x V(G))x{1,....k—1} = V(G), uma fungao de ordenacao

de vizinhanca, isto é, para qualquer aresta e = v;v,41 tem-se que:
{0(vg, v441,7) 21 € {1, ...k —1}} U {v}

¢ o conjunto de todos os vértices vizinhos de vy ;.

Dada uma mensagem m, comega-se por escrever m na base k— 1, ou seja, escreve-se
m = my...my,, onde m; € {1,...,k —1}. De seguida, com i = 0 até ¢ = 1 — 1, calcula-se
de forma recursiva v, := 6(u;, v;, m;) retornando no final v,. Obtém-se um passeio
em G no qual os seus sucessivos vértices sao vy, ..., v,. O valor da fungao de sintese f,
alcangado pelo passeio, ¢ dado por v,,.

Para uma melhor compreensao da construcao desta funcao, veja-se um exemplo.
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Exemplo 5.5 Considere-se um grafo (3, 3)-biregular ao qual se acrescenta um vértice

e uma aresta artificiais —1 e —1 0, respetivamente:

3

Considere-se uma funcao de sintese f e a mensagem m = 121221. Para k = 3 e
it = 6 estabelece-se a fungao de ordenagao da vizinhanca 6 tal que:

0 (ui,v;, 1) = min{v; : v; € N(u;)} e 0 (u;,v;,2) = max{v; : v; € N(u;)}

vjAU; v AU

Assim, e fazendo u; = v;_;, comecando um passeio P no vértice u; = —1, tem-se
que v; = 0 e percorre-se e; = —1 0. Como o primeiro digito de m é 1, nao podendo
regressar a u; = — 1, pela forma como estd construida a fungao de ordenacao, escolhe-se
o vértice v = 1 e percorre-se a aresta e; = 01 passando-se a ter P = ujev1e509, onde
obviamente u, = v na proxima iteragao, e assim sucessivamente. Logo, representando
por (u;, v;) os vértices extremos de cada aresta em cada interagao e representando por
— a passagem de uma aresta para outra aresta de acordo com o digito seguinte de m,

tem-se que P pode ser descrito por:

Assim o valor da fungao de sintese de m é dado por vg = f(m) = 0.

A fungao de ordenacao utilizada neste exemplo é funcional na medida em que a

mensagem m esta escrita na base 2. De modo geral, para encriptar uma mensagem
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escrita numa qualquer base deve recorrer-se a outra funcao de ordenacao de vizinhanca.
Considere-se um grafo k-regular ao qual se acrescenta um vértice e uma aresta artificiais
-1 e -1 0 respetivamente. Como o grafo considerado é k-regular a base na qual se
encontra escrita m ¢ k — 1. Considere-se uma funcao de sintese f e m = m;...m,,
onde m; € {1,....k—1},Vi € {1,..., u}. Assim, estabelece-se a fungao de ordenagao de

vizinhanca 6 onde:
O(u;, v;, 1) é 0 m;-ésimo menor v; tal que v; # u;.

Exemplo 5.6 Considere-se um grafo (4,4)-biregular ao qual se acrescenta um vértice

e uma aresta artificiais -1 e -1 0, respetivamente:

4

Como o grafo é (4,4)-biregular entao a base na qual se encontra escrita m é 3.

Considere-se uma funcao de sintese f e m = 1321213, onde m; € {1,2,3},Vi € {1,...,7}.
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Recordando que a funcao de ordenacao de vizinhanca é
O(u;, v;, i) é 0 m;-ésimo menor v; tal que v; # u;,

inicia-se um passeio P no vértice u; = —1, tem-se que v; = 0 e percorre-se a aresta
e; = —1 0. Pela forma como estd definida €, a semelhanca do exemplo anterior, é

possivel continuar o passeio P:
(=1,0) = (0,4) = (4,3) = (3,6) = (6,0) = (0,5) = (5,1) = (L, 7).

Assim, o valor da funcao de sintese de m é dado por v; = f(m) = 7.

J& no caso de um grafo de Ramanujan (ver [27]), considere-se um grupo finito (H, )
e um conjunto simétrico S tal que S C H e defina-se a := |S| — 1. Escolha-se uma
fungao 7 definida por: 7 : {0,...,.a — 1} x S — S tal que, para todo o h € H, os
conjuntos 7 ({0,1,...,a — 1} x {h}) e S\ {h™'} sdo iguais.

Comega-se por converter uma mensagem m nhum numero xox;...r, na base a.
Defina-se a sequéncia (h;)o<;<, de forma iterativa tal que h; = m(x;, h;—1), onde h_y é
algum elemento fixo de S. A sintese correspondente a m é hhoh;...h, € S, onde h é

um elemento fixo de H.
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Capitulo 6

Conclusao

Nas ultimas décadas, a teoria dos grafos, e em particular o estudo dos grafos de
Ramanujan, ganhou grande destaque na matematica ja que se alimenta de diversos
ramos desta, nomeadamente da algebra, da teoria dos nimeros e da combinatoria.
Um dos objetivos desta dissertacao foi a caracterizacao dos grafos de Ramanujan,
apresentando construgoes destes ultimos assim como a sua ligagao, partindo por um
lado do conjunto dos inteiros de Lipschitz e por outro do grupo PG Ly(F,). Finalmente,
sao estudadas algumas aplicagoes desta familia de grafos, designadamente a teoria dos
cédigos e a criptografia.

Deste modo, depois do primeiro capitulo, onde se apresenta o estado da arte e
onde se introduz a tematica em estudo, o segundo capitulo deste trabalho é dedicado
a apresentacao de conceitos e resultados preliminares fundamentais que tiveram como
objetivo o estudo e uma construgao da familia dos grafos de Ramanujan assim como
algumas aplicagoes destes, nomeadamente a construcao de cédigos LDPC e de fungoes
de sintese.

No terceiro capitulo estudou-se uma propriedade espetral da familia dos grafos regu-
lares e definiram-se grafos de Ramanujan, tendo também sido apresentadas construgoes.
Neste capitulo foram ainda apresentados um minorante, um majorante e valores exatos
da cintura destes grafos.

De seguida, no quarto capitulo, procurou-se dar a conhecer uma aplicagao dos grafos
de Ramanujan a teoria dos cédigos. No contacto por meio de conversacoes virtuais

podem ocorrem erros aquando do envio de uma mensagem. Assim, interessa detetar e,
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se possivel, corrigir eventuais erros através do que foi designado nesta dissertacao por
codigo (LDPC). Tendo por base os grafos de Ramanujan, foram definidos, construidos e
exemplificados estes cddigos e foram também apresentadas formas de detecao e correcao
de erros.

No quinto capitulo, depois da apresentacgao de (bons) grafos expansores, apresenta-
se uma aplicacao dos grafos de Ramanujan a criptografia, nomeadamente a construgao
de funcgoes de sintese a partir destes, que podem ter como objetivo, por exemplo,
a protecao de uma conta bancaria ou a simples protecao de dados pessoais. Neste
capitulo foram expostas as construcgoes de duas fungoes de sintese, uma com base num

grafo expansor e outra partindo de um grafo de Ramanujan.
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