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diretos.

O célculo de ordem ndo inteira € uma generalizacdo do
calculo integral e diferencial de ordem inteira. Nesta
dissertacdo estudamos problemas variacionais com
derivadas de ordem arbitraria, com enfoque na derivada
fracionaria de Caputo. Apresentamos as condicdes
necessarias e suficientes de otimalidade, para o problema
fundamental, a condicdo de Legendre, o problema
isoperimétrico, o problema de Helglotz e os métodos
diretos.
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The calculus of non-integer order is a generalization
of integral and differential integer order calculus. In
this dissertation we study variational problems with
derivatives of arbitrary order, involving the Caputo
fractional derivative. We present the necessary and
sufficient conditions of optimality for the fundamental
problem, the Legendre condition, the isoperimetric
problem, the Helglotz problem and direct methods.
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Introducao

A presente dissertacao tem como objetivo o estudo do calculo variacional fracionario
envolvendo o operador fracionario de Caputo. O calculo fracionario ¢ uma area recente
de analise matemaética, sendo uma generalizacao do célculo integral e diferencial de
ordem inteira, envolvendo derivadas e integrais de ordem arbitraria. A origem do
calculo fracionario remonta por volta de trezentos anos quando em 1695 L’Hospital

- .. d™y 1
perguntou a Leibniz o significado de —= para n = —.
dx™ 2

A partir dessa altura, varios foram os matematicos que desenvolveram os seus tra-
balhos nesta area de conhecimento, como é o caso de Fourier, Abel, Liouville, Riemann,
Lacroix, Letnikov, Griinwald, Caputo, entre outros, e que contribuiram em grande me-
dida para o desenvolvimento desta &rea. Nos tltimos tempos ela apresenta-se como
uma area de elevada importancia em diversas areas das ciéncias, como é o caso da fi-
sica (mecanica classica e quantica, termodinamica), quimica, biologia, economia entre
outras, descrevendo varios fenémenos relacionadas com estas areas [16], 30].

O primeiro livro dedicado ao céalculo fracionario foi publicado por Oldham e Spanier
em 1974, onde os autores sistematizaram as principais ideias, métodos e aplicacoes so-
bre esta area [22]. Existem diversas formas de definir as derivadas e integrais de ordem
fracionaria. Nesta dissertacao destacamos as derivadas segundo Riemann-Liouville,
Griinwald-Letnikov e com principal destaque para a derivada fracionéria segundo Ca-
puto.

O calculo das variagoes é um dos ramos mais antigos da matematica cujo objetivo
¢ encontrar os extremantes (maximizante ou minimizante) de um funcional [I0]. O
calculo das variagoes surgiu no século XVII com a solugao do problema da braquisto-

crona. O objetivo era determinar a trajetéria de uma particula que sujeita a um campo

gravitacional constante, sem atrito e com velocidade inicial nula, se desloca entre dois



pontos no menor intervalo de tempo.

O céalculo das variagoes e o célculo fracionario estao relacionados desde o século XIX.
Esta relacao vem desde a altura em que Niels Heinrik Abel aplicou o calculo fracionario
para a resolucao de equacgoes integrais que surgiram na formula¢ao do problema da
tautocrona. No século XX as duas areas juntaram-se numa tUnica area de pesquisa
tendo-se designado por Calculo das Variagoes Fracionario [22], cujo objetivo é encontrar
os extremantes do funcional, cujo Lagrangiano contém integrais e derivadas de ordem
arbitraria.

Nesta dissertagao dedicamo-nos ao calculo variacional fracionério em que o Lagran-
giano depende da variavel independente x, que habitualmente se designa por tempo,
uma funcao arbitraria y e a derivada fracionaria de Caputo °Dg,y. Como ja se referiu

anteriormente, o problema variacional fracionario consiste em determinar os maximi-

zantes ou minimizantes do funcional

J(y) = / F (z,y(x),°D%, y(x)) da.

Ao longo desta dissertacao, para todos os problemas apresentados, estabelecemos
as respetivas condig¢oes necessarias de otimalidade.

O trabalho esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo, apresentamos o
calculo variacional classico. Apresentamos o lema fundamental do célculo das varia-
¢oes, a equagao de Euler-Lagrange, o problema isoperimétrico, condi¢oes necessérias e
suficientes de otimalidade.

O segundo capitulo aborda o Célculo Fracionario. Destacamos algumas fungoes
especiais relacionadas com o céalculo fracionario, definicoes das derivadas fracionarias
de Riemann-Liouville e de Caputo, e alguns resultados da relagao entre derivadas e
integrais fracionarios. O terceiro e tltimo capitulo trata do problema fundamental do
calculo variacional fracionéario. Destacamos aqui as condi¢oes necessérias e suficientes
de otimalidade, a condi¢cao de Legendre, o problema isoperimétrico, o problema com
restricoes holonémicas, o problema de Herglotz e por fim os métodos diretos aproxi-

mativos para o calculo variacional fracionario.



Capitulo 1

Calculo Variacional Classico

O calculo variacional é uma area da mateméatica que procura solugoes para os problemas
de otimizacao, generalizando a teoria de maximos e minimos de uma fun¢ao em que o
dominio é estabelecido por meio de curvas admissiveis.

Quando resolvemos um problema de otimizagao, procuramos encontrar a melhor
solugao de todas as solugoes admissiveis. Os problemas matematicos que se referem
a maximizacao ou minimizagao de fungoes sao muito interessantes, porque estes estao
diretamente relacionados com o nosso quotidiano. Por exemplo, maximizar a producao
duma empresa, maximizar o lucro de venda dum produto por parte duma empresa,
minimizar o custo de distribui¢ao de um determinado produto por parte de uma em-
presa aos seus clientes, alcangar um determinado objetivo com menor esfor¢co possivel,
etc. Isto mostra-nos que as tarefas do dia - a - dia sao norteados por principios de
maximos e minimos. Ja ha bastante tempo que o estudo da teoria do célculo das
variagoes tornou-se uma ferramenta bésica muito importante em diversas areas da ma-
tematica pura, matematica aplicada, da fisica e engenharias. Nesta area de estudo é
importante destacar investigadores de renome que se destacaram nas pesquisas com
ela relacionada.

E a partir dos trabalhos de Leonard Euler (1707-1783) que se chegou em 1744 a
equacgao crucial que contribuiu em grande medida para o desenvolvimento do calculo das
variacoes [22, 23]. Em 1760, Joseph Louis Lagrange (1736-1813) aprofundou o estudo
desenvolvido por Euler com outros métodos importantes na construcao da equagao, e

por este motivo ela é chamada equacao de Euler-Lagrange, que ¢ uma das condigoes



necessarias de otimalidade [10, [12].
Este capitulo tem como objetivo apresentar elementos que nos permitam discutir

os préoximos capitulos.

1.1 Definicoes e Resultados

Tal como se referenciou na introducao, o célculo das variagoes tem por objetivo en-
contrar a funcao que extremiza um funcional, ou seja, encontrar o maximizante ou

minimizante de um funcional cujo o Lagrangiano de da variavel =, y e ¢/ .

Defini¢ao 1.1.1 (Funcional). Um funcional é uma fun¢ao real cujo dominio é um

espacgo de funcoes.

Por exemplo, consideremos dois pontos (a,y;) e (b,y). O comprimento do arco

entre aqueles dois pontos define o funcional

Jlyl = / V1t [y Pde. (1.1)

Pretende-se encontrar a funcao y que minimiza ou maximiza o funcional acima.
Para encontrar tal fungao, vamos tratar do caso mais geral no qual o a fungao integranda

depende z,y,/,
b
J[?AZ/ flz,y,y)dz,

visto que no caso acima o a fun¢ao integranda depende somente de y'.

Definicao 1.1.2. Dado um conjunto S, diz-se que S € um espago vetorial sobre o corpo

dos numeros reais R, se satisfaz as sequintes propriedades:
1. Sex,ye S, entaoxr+yeSs.
2.Ve,ye S, x+y=y—+=x.
3. Vr,y,z€ S, (r+y)+z=x+ (y+2).
4. Hd um elemento neutro em S que se denota por 0, tal que 0+ =2 +0 = x.

5. Para cada elemento x € S, 3—x € S tal que x + (—x) = (—x) + .

4



6. Para cada k € R e quaisquer x,y € S, k(x +y) = kx + xy.

7. Para quaisquer escalares a,b € R e qualquer x € S, (ab)x = a(bx).

8. Para quaisquer escalares a,b € R e qualquer x € S, (a + b)r = ax + bx.
9. Eziste um elemento neutro 1, tal que lx = x, para qualquer x € S.

Definicao 1.1.3. Seja S um espago vetorial sobre o corpo dos niumeros reais R. Uma

fungao ||.||, definida em S, é dita norma se possui as sequintes propriedades:
1. |ly]| > 0, para todo y € S.
2. |lyll =0 se e s6 sey =0.
3. ||yl = |allly||, para todos y € S, a € R.
4- My + =2l < llyll + Izl paray,z € S.

Definicao 1.1.4. S é um espaco vetorial normado sobre R se sobre S existe uma

norma ||.|| : S — R.

No que se segue, C'([a, b],R) denota o espago vetorial das fungoes continuas em [a, b]

em valores em R.

Lema 1.1.1. (Lema fundamental do cdlculo das variagoes)

Seja f € C([a,b],R), e se

b
[ stz o
para todo h € C([a,b],R) tal que h(a) = h(b) =0, entao f(z) =0, Vz € [a, b].
Demonstracao. Suponhamos por absurdo que f é nao nula em algum ponto zg €
[a,b]. Sem perda de generalidade suponhamos que f(xy) > 0. Pela continuidade de f

podemos concluir que existe [x1, 23] C [a,b] tal que f(z) > 0, Vo € [x1, 4]

Seja h : [a,b] — R a fungao definida por

0 se x € [a, 1];
h(z) =19 (v —x1)(z2 — ) sex € [z, 29];
0 se T € [x2,0].
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Figura 1.1: Representacao da funcao h

A funcdo h ¢é continua em [a, b] e verifica-se que h(a) = h(b) = 0. Por outro lado,

/a  Fhe)is = / Y odr + / F(2)h(x)de + / ’ ode

x2

2
= / flz)(x — 1) (xe — x)dz > 0,
1
uma vez que a fungdo f é positiva em [z, 23], 0 que é uma contradi¢do. A contradigao

resultou por supor que f é nao nula. O

Observacao 1.1.1. O lema anterior é vdlido supondo que h é diferencidvel [10).

1.2 Condicoes Necessarias de Otimalidade

Como ja se referiu na introducao, o calculo variacional consiste em encontrar minimi-
zantes e maximizantes de um funcional do tipo , em que o procedimento para os
determinar é semelhante ao que se aplica nas fung¢oes de uma variavel. Inicialmente
procede-se a dedugao da equacao de Euler-Lagrange, uma das condigoes necessérias

para encontrar extremantes de um funcional [I1], 12 [10, 17, 21].

Definigao 1.2.1. Dizemos que y* € C'([a,b],R) é minimizante local (respectivamente
mazimizante local) se existir a > 0 tal que para todo y € C'a,b], satisfazendo

| v* — vy ||< «, implica que J[y*| < Jly] (respectivamente J[y*| > Jly]), onde a norma
€ dada pela formula

lyll := max [y(x)| + max |y (x)].

a<z<b a<z<b



1.2.1 Problema com fronteiras fixas e a equacao de Euler-Lagrange

Teorema 1.2.1. Se uma fungdo y € C*([a,b],R), tal que y(a) =y, e y(b) = y2, € um

extremante local para o funcional
entao y satisfaz a equagao

Demonstragao. Seja
y'(z) = y(z) + en(z), (1.2)
onde € um ntmero real com || < 1 e n € C'([a,b],R) uma fungao que se anula nos

extremos, ou seja, n(a) = n(b) = 0. Seja j(e) = J[y*]. Como j'(0) = 0, resulta que

0 0
/a (a—fn + af, ) dz = 0. (1.3)

Fazendo integracao por partes no segundo termo da funcao integranda da equacao

(1.3), e se considerarmos que

dv =1'(z) = v=n(v)
of daf )

baf of 1° bod of
i a_y’ d:r— |:a—y, :|a—/a n%a—y/dl' (14)

A equacao ([1.3) passa a tomar a seguinte forma

u =

tem-se que

b
of d (0f of of : _
oL (55 ) e 5L (0001000 - 5 (i) @) Jafa) = 0. (1)
Tendo em conta que n(a) = n(b) = 0, da equagao (1.5)) tem-se que
b
of d of
=L 22 pde = 0. 1.6
/a (83/ dw@y’)” ’ 0
Pela arbitrariedade de n e pelo lema fundamental do calculo das variagoes conclui-se
que
of d of
= =22 1.7
dy  dx oy 0 (17)
obtendo a equacao de Euler-Lagrange. O]



Exemplo 1.2.1.
Vamos determinar as fungoes y candidatas a extremantes de
1
Tl = [ VTH s,
0

e y(0) =0,y(1) = 1, com y € C?0,1].

A condicao necesséaria é:

d (of\ of

Uma vez que
of Y of

Y

O 1+ (@) Oy
dfory_of Ay = 0,Yz € [0,1],
dx \ Oy’ oy  dw 1+ (v')?

Jk e R,Vz € [0,1] : ¢/ (z) = k.

resulta que

ou seja,

Assim sendo, uma vez que [ kdx = kx + ¢, entdo y(z) = kx + ¢, para alguns k,c € R.

Como y(0) =0e y(1) =1 tem-se que,

0=kx0+c=0 c=0

k+c=1 k=1
Logo y(z) = =, x € [0,1], é o candidato a extremante, porque a equacao de Euler-
Lagrange é apenas uma condi¢ao necessaria de otimalidade.
Exemplo 1.2.2.
Vamos determinar as fungoes y candidatas a extremante do funcional
2
Il = [ ()~ 2e)da
1

para y(1) =0e y(2) = —1.



Pela equacao de Euler-Lagrange, temos
of _d (9f) _
oy dx \0y )

Uma vez que

of ., o _,, d (g)ZQy,,

oy Yo oy’

resulta que

22 -2y =0 —z2—1y' =0y =—x

2
—x
—rdr = ——
/J;J; 2+01,

2 3
/<T+cl) dx:T—l—clywkcg,

.3
concluimos que y = o + c1x + co, para alguns cq, ¢y € R.

Logo, uma vez que

Usando as condigoes de fronteira, temos o seguinte

—1
F+Cl+02:o 02:0
-8 < 1
F+2CI+C2:_1 01:6
_ 3 T
A funcao y = — + — ¢é candidata a extremante do funcional.

6 6
Exemplo 1.2.3.

Consideremos )
J(y) = /0 (y° + 4y + Tx)dz,
com os pontos inicial y(0) = 0 e final y(1) = 1, e vamos determinar as fungoes y
candidatas a extremante do funcional J.
Pela equacao de Euler-Lagrange
or _ 4 (ﬁ) g
dy dx \ 9y '

Uma vez que
of of ,d (Of "
— =4, — =2 =2
oy 7 oy Yo dr ( )



entao

2y" = 4.

Uma vez que

/de =27 + ¢,

/(23: +c¢1)dx = 2 + 17 + g,
resulta que y = 22 + c12 + ¢, para algumas constantes ¢, cs € R.
Usando as condigoes de fronteira temos
Cy = 0

01:()

2

A fungao y = z° é candidata a extremante do funcional.

1.2.2 Problema com fronteira inicial fixa e final livre

Counsidere o funcional
b
ool = [ #(wul@)./ @) e

onde y(a) = y1, e y(b) livre. Recorrendo & equagao (|1.5)) tem-se que

"1of d (df of : of /
[ 1o (55) e+ 52 (b @) o) = 35 (avta @)t =
Uma vez que n(a) = 0 e supondo que 7(b) = 0, este problema é o mesmo da subsecgao

(1.2.1)) , logo a equagao (1.7)) verifica-se. Entao temos que

o (b, ®))tt) = (18)

Pela arbitrariedade da 7(b), obtemos a condi¢ao de transversalidade

g—yf/<b,y(b),y’(b)) —0. (1.9)

10



A condigao necessaria para um problema com a fronteira inicial fixa e a final livre é

dada por:
of d (Of\ _
T (8y’> =0, x € [a,]

2 (by®)y®) =0,

Exemplo 1.2.4.

Considere o funcional
1
ol = [ laul* + foy
0

com a condigao de fronteira y(0) =1 e y(1) livre.

Pela equacao de Euler-Lagrange

3_f_i<ﬁ>_0
oy dex \oy )

Uma vez que

of af pood o "
— =18y; = =T2y; —(T2y") =72
9y Y oy vy - (12y) = T2y,
resulta que
18y — 72y" = 0.

Resolvendo a equacao diferencial tem-se que

—72)\2+18:0<:>—4)\2+1:O<:>)\:%VA:—%.

A solucao candidata a extremante é dada por

z —x
Yy =cre2 + e, ¢, € R,

Pela condigao de fronteira e de transversalidade resulta que

1
ci+c=1 1=
= e—gl
1 =1
Sez — ez =0 02:€+1

Logo, a fungao candidata a extremante é

x —x+2
€2 e 2

e+1+e+1'

*

y:

11



1.2.3 Problema com fronteira inicial livre e final fixa

Considere o funcional
b
sl = [ #(w9l)./ @) o

onde y(b) = y2 e y(a) livre. Recorrendo a equagao (|1.5)),

[T%—%%Lm+$«w@wwww—%@w@@@%@=&

Uma vez que n(b) = 0 e supondo que n(a) = 0, este problema é o mesmo da subsec¢do
(1.2.1)), logo a equagao (|1.7)) verifica-se. Entao temos que Pela arbitrariedade de n(a),
obtemos a condicao de transversalidade

of

5, (@ 9(®): /(@) Jn(a) =0 (1.10)

Pela arbitrariedade de n(a), obtemos a condi¢ao de transversalidade

of

5y (@ 9(@:y/(@) =0 (1.11)

Para o problema com fronteira inicial livre e a final fixa obtemos como condi¢ao neces-

of d [(of\
a—y—%(a—y/>0,l’€[a,b]

2 (av@ @) =0

saria de otimalidade

Exemplo 1.2.5.

Counsidere o funcional

J(y) = /0 (3y* +3(y)* + 1)dx,

em que a fungao
fla,y,y) = 3y° +3(y)° + 1,

y(0) é livre e y(1) = 1.
Vamos determinar as fungoes candidatas a extremante do funcional.
Uma vez que
of 6o af d

I Ap— _:6/. _6/:6//
8y y7 ay/ y) (y) y?

12



pela equacao de Euler-Lagrange, temos que
6y — 6y" = 0.
Resolvendo a equagao diferencial acima temos

6—6)N =0 \=—-1V\I=1.

Assim sendo, y* = c1e” + coe™, 1,0 € R.

Pela condicao de fronteira e de transversalidade, temos

. 1
cret+ce =1 Cy = —
PN e+e
1
Cl — Cy = 0 Ccl =
e+ et
. ~ . , T —x
Assim, a funcao candidata a extremante é y* = ee::,l .

1.2.4 Problema com fronteiras inicial e final livres

Counsidere o funcional

Recorrendo a equagao (|1.5)

(B - 2 ()] e+ 2 b0 tt) — 5 (wcvta).v/@)ate) = .

pela equagao de Euler-Lagrange (1.7), tem-se que

of / of / _
oy (0305 0))n(0) = 55 (@ 3(@). /() Jn(a) = 0. (1.12)
Tendo em conta as condi¢oes de fronteiras livres, e pela arbitrariedade de n em todo o

intervalo [a, b], temos como condigbes de transversalidade

o (b)) =0

of

(1.13)
5 (@ 9(@.y(@) =0

13



Assim obtemos

(0f d [(Of\
5&'—'85'(E£7> —»0,176[&,H
of

oy (@v(@)(@) =0, (1.14)
| (but.v ) =0

como condi¢ao necessaria para o problema com fronteira inicial livres.

1.3 Problema Isoperimétrico

Os problemas variacionais sao muitas vezes acompanhados por uma ou mais restri¢oes.
A presenca dessas restrigoes limita ainda mais o espago em que procuramos o extre-
mante do problema colocado. Estas restrigoes podem ser prescritas de diversas formas,
e neste caso vamo-nos debrucar em problemas com restrigoes isoperimétricas. Um
problema isoperimétrico é aquele em que se pretende encontrar os extremantes dum
funcional sujeito a um outro funcional que tem um valor definido [I0] 1], 17, 21]. Os
problemas isoperimétricos encontram uma elevada aplicacao em muitas areas, em par-
ticular destacamos na area da economia. No ambito do célculo variacional destacamos

os problemas isoperimétricos que consistem em minimizar ou maximizar o funcional

J1y] =/ F(x,y,y)dz, (1.15)

sujeita a condicao

b
Lly| = / G (z,y,y)dx = C, para C € R, (1.16)

e as condigbes de fronteira y(a) = y, e y(b) = yp.

Definigao 1.3.1. Dizemos que y* € C?*([a,b],R) é minimizante local (respectivamente

mazximizante local) para um problema isoperimétrico - se y satisfaz

e existir a > 0, tal que J[y*] < Jly] (respectivamente J[y*] > Jly|), para todo y €
C*([a, b],R), satisfazendo a restricio isoperimétrica el v* —vy ||< a, onde a

norma € dada pela formula

Iyl := max [y(w)] + max [y/(x)] + max |y (x)].

a<z<b a<lz<b
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Definigao 1.3.2. Dizemos que y € C*([a,b],R) € um extremal para L se y satisfaz
a equagao de FEuler-Lagrange, relativamente para L. Um extremante (minimizante

local ou mazimizante local) para o problema —, que nao € extremal para L,

designa-se por extremante normal, caso contrdrio designa-se por extremante anormal.

Teorema 1.3.1. Seja y um minimizante do funcional J em (1.15)), definido em
D = {y € C*([a,b],R) : y(a) =y, e y(b) =y},

sujeito a restrigao (1.16]). Se y ndao é extremal de (1.16|), entao existe um nimero real
A tal que y é uma solugao da equagao

o _ i o
Jdy  dx \Jy
onde W : [a,b] x R? = R € fun¢io da classe C*, definida por W = F + A\G.

) —0, z€lab], (1.17)

Demonstracao. Consideremos uma variagao y com dois parametros y + €117 + €212,
com le;| < 1, ] < 1, e i, € C*([a,b],R) satisfazendo ni(a) = n1(b) = 0 e
n2(a) = n9(b) = 0. Definimos duas fungdes j e [ com dois parametros (€1, €2), definidas

numa vizinhanga de zero, como sendo

jler,e2) = Jy +erm + e, e (e, €)= Ly + em + e — C.

Assim,
ol b 0G oG
0.0 = [ (Sm+ 5o )dr. 1.18
500 = [ (Gim+ 5o )ds (1.18)
Integrando por partes o segundo termo da funcao integranda teremos
b b _
oG d 0G oG |z=b
N s )
Substituindo (1.19) em ([1.18]), temos que
ol broGa  d /0G oG |z=b
Aoy = [ (26 (6] 40 4 96, 120
862( ) /a Oy  dx \dy TR0+ oy’ " e ( )
Visto que n2(a) = 12(b) = 0, da equagao ([1.20) obtemos
ol broG  d /0G
200 [ - £
862< ) /a Jdy dx (03/ e
. - . . ol
Assumindo que y nao é extremal para L, existe uma fungao 7, tal que —(0,0) # 0.

862

Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe uma tinica funcio €;(+) da classe C?, definida
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numa vizinhanga de zero, tal que [(€1, €2) = 0. Por outro lado, (0,0) é minimizante de 7,
sujeito a restrigao {(-,-) = 0 e VI(0,0) # (0,0). Aplicando método dos multiplicadores
de Lagrange, existe um namero real A tal que V(j + Al)(0,0) = (0,0). Derivando

j(€1, €2) + Al(€1,€2) em ordem a €; e substituindo (e, €2) = (0,0), obtemos

TOW  d /OW ow 1=t
/a [a—y‘ﬂa—y/)]”ﬂ“{m W} -0

r=a

Usando a condic¢ao de fronteira 7;(a) = n1(b) = 0 e pelo lema fundamental do
calculo das variacoes, concluimos que

ow d oW oF d (OF oG d (0G
5w =0 5wl (5 - 56) =

O

Teorema 1.3.2. Sejay € C*([a, b], R) um minimizante local ou mazimizante local para
o problema isoperimétrico —. Entao existem dois nimeros reais A\g € A\, nao

simultaneamente nulos, tal que y € solugao da equacgdo de Euler-Lagrange do funcional
b
Wi = [ H () de (1.21)
com H = XF(z,y,y) + AG(z,y,y"). Ou seja
oF d (OF oG d [0G
M|l——— | =— Al———|=—1]|=0 € la,b]. 1.22
0[0y dx <8y’)}+ {0y dx (ay’ﬂ el (122

Demonstracao. Se y for minimizante ou maximizante normal, entao tomamos A\g = 1,
e o Teorema [[.3.2] coincide com o Teorema [L3.Jl Para minimizantes ou maximizantes

anormais, basta tomar A\ =0e A = 1. O
Exemplo 1.3.1.
Consideremos o seguinte problema:
1
min J[y] = / ly')dz,
0

sujeito a

1
L[y] =/ ydx = B,
0
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Usando os multiplicadores de Lagrange temos
[y']* + Xy =0,

e uma vez que definindo f = [¢/]> + Ay, temos

af of ,d o, "
—=\—=—=2y,—(2y) =2y".
6y 7y, y7d$(y) y

Pela equacao de Euler-Lagrange temos

A—2y" =0.
Assim sendo,
gy A , AT Az?

Usando as condigoes de fronteira resulta que

Ax0
——— 4+ X0+ =0 e =10

4 N Lo
Z+01+C2:1 ClzT

Temos como candidato a minimizante do funcional a fungao

_)\:c2+4—>\
4 4

Y x.

Agora recorremos a restrigao isoperimétrica para determinar o valor de A:

1 Vg2 4\ M 4 )]0
dr — - dr = B 4 - T2 =B.
/ny /0(4 + 1 x) X <:>[12+ 3 mL

Fazendo as respetivas substitui¢oes pelos limites temos A = 12(1 — 2B), e substituindo

o valor A na solucao candidata temos

12(1 — 28)x2 4—-12(2B —1)
Y= 1 + 1 xT.

1.4 Condicao Suficiente de Otimalidade

A condigao suficiente de otimalidade que a seguir apresentamos para que um extremal
seja um minimizante global, envolve a condigao da fungao ser convexa (resp. concava)

na otimizagao de dimensoes finitas, [10, 21].
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Definigao 1.4.1. Dada uma fun¢io F : I x R? — R, dizemos que F(x,y,y’) €

F
conveza (resp. concava) em (y,y') se EPE i = 2,3 sao continuas e verifica a sequinte
Yi
condicoes:
* */ aF % 8F !
F(z,y+y"y +y") — F(z,y,y) > (resp S)@y Tyl

para todo (z,y,y), (x,y +y*, v +vy*) € I x R%, onde I e o intervalo |a, b).

Teorema 1.4.1. Considere o funcional

definido em
D :={y € C*([a,b],R) : y(a) = ya, y(b) = y}-
Suponhamos que o Lagrangiano F(x,y,y) € continuamente diferencidvel e conveza

(concava) em (y,y'). Se y* é um extremal, entdo y* é um minimizante (resp. maximi-

zante) global para o funcional J em D.

Demonstracao. Efetuemos a prova para o caso em que a fungao é convexa. Se F' é uma

fungao convexa em (y,y’), entdao para qualquer n € C?,

* * b * */ / *  * b 8F aF /
Iy +77]—J[y]=/ F(x,y*+n,y" +7) - F(z,y",y )dasZ/ (ay*nﬂL@n)dlﬂ

Fazendo a integracao por partes do segundo termo da fun¢ao integranda da expres-

sao anterior temos

b OF  d OF OF 17
* — Jy > - .
Jly* +n] J[y]_/a "(ay* dwy*,>d:c+ {”ay*’]

-~

~
=0 =0

r=a

Pela equacao de Euler-Lagrange e pelas condigoes de fronteira obtemos o seguinte

resultado

Jly"+n = Jly] = 0.

Exemplo 1.4.1.
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Consideremos o funcional

Iyl :/0 ((y")? + 12yx) dx,

com as condigoes de fronteira y(0) = 0, y(1) = 1. Portanto f(z,y,vy) = (v')* + 12yx.
Vamos determinar as fungoes candidatas a extremante do funcional e verifiquemos,
caso exista, se ¢ minimizante ou maximizante a solucao encontrada.

Uma vez que

O 1y % oy Loy g
dy

pela equagao de Euler-Lagrange
120 —2¢y" =0& 2y =12z & o = 6.
Resulta que
y/ =324+ ey=24 1z + co.

Usando as condigoes de fronteira, vamos determinar as constantes c; e ¢y

0+0+02:0 02:0
<~

1—|—Cl—|—62:1 01:0

Portanto, a solucao candidata a extremante do funcional é y* = 3.

Verifiquemos se a func¢ao f é convexa:

flay+vy +y") — fla,y,y) > 0uf (2, y,9)y" + s f(z,y,9)y"

Sy +y")? F 120y +y)r - (y) — 120y > 120y + 2y'y"
e (1Y) + ()2 + 2y + 122y + 122y — ()% — 122y > 122y* + 2y'y*
e ()2 + W) + 2y + 1220y + 1220y — (v)? — 12zy — 122y% — 29/y" >0
&y ) =0,

3

o que é verdade. Logo a funcao f é convexa, provando que y* = z° é minimizante do

funcional.
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Capitulo 2

Calculo Fracionario

O célculo fracionario é a teoria dos integrais e derivadas de ordem arbitraria. Esta area
teve um desenvolvimento bastante lento devido a dificuldade de elaborar defini¢oes
equivalentes e a dificuldade em aplicar o conceito em fenémenos da natureza, mesmo
que a sua origem remonte & época das ideias propostas no final do século XVII por
Leibniz e Newton [22] 23].

Nos tltimos tempos muitas pesquisas tém sido levadas a cabo por estudiosos in-
teressados nesta area da matemética, e observado que muitos dos fenémenos fisicos
nao sao bem explicados com o célculo de ordem inteira. Apesar do céalculo de ordem
nao inteira ser considerado uma generalizagao do calculo de ordem inteira e equiva-
lente quando as ordens nas defini¢oes sao inteiras, o de ordem nao inteira apresenta
caracteristicas particulares, como por exemplo o efeito da memoria hereditaria.

A maioria das aplicagoes e modelos utilizando sistemas de ordem nao inteira usam
equacoes diferenciais fracionarias. Em intmeras situacoes, a solugao exata nao é co-
nhecida, razao pela qual sao aplicados métodos numéricos para encontrar uma solugao

aproximada [18], 25] 26, 27].

2.1 Funcoes Especiais

Nesta secgao debrugamo-nos sobre algumas das fungoes que sao de extrema importancia
para a obtencao de diversos resultados que apresentamos neste capitulo, tais como a

fungao Gama, a fungao Mittag -Leffler com um e dois parametros, e a fungao Beta.
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2.1.1 Funcao Gama

A fungao Gama vem como resposta a necessidade de encontrar uma extensao da fungao
fatorial para os reais e para os complexos.

A fungao fatorial f(z) = z! s6 esta definida no dominio do conjunto dos nimeros
naturais, tendo em conta que a funcao fatorial é discreta.

Sendo assim, a funcao Gama coincide com a funcao fatorial para valores inteiros e
é continua para os reais. Existem muitas defini¢oes relacionadas com a fun¢ao Gama

sendo que neste trabalho mencionaremos algumas.

Definicao 2.1.1. A funcao Gama € dada pelo integral impréprio de Euler definida por:

[(x) :/ t"letdt, x> 0.
0

A definicao seguinte foi apresentada por Euler.

Definicao 2.1.2. A funcao Gama, vdlida para todo x € R\ Zg, é dada por

1\ 2
1y Uta)

T
X n=1 1 + —
n
Uma das propriedades da funcao Gama é a seguinte:
Proposicao 2.1.1. E verdade que
['(z+1) =aI'(2),
onde x > 0. Quando x =n € N temos entao que I'(n + 1) = nl.

Demonstragao. Integrando por partes iremos provar que

['(z+1) =aI'(z).

Assim temos,
Iz+1)= / et dt,
0
fazendo
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segue que
Iz+1)= / e "trdt = [—e_ttﬂzo + x/ e " dt = 2T (z),
0 0

logo obtendo-se a relagao I'(z + 1) = zI'(x) .

2.1.2 Funcao Beta
Definicao 2.1.3. A fung¢ao Beta ¢ dada por:
1
B(p,q) = / tr~Y(1 — )4 dt, onde p>0,q>0.
0

Proposicao 2.1.2. (simetria) A funcao Beta tem a propriedade de simetria dada por

B(p,q) = B(q,p).

Demonstragao. Pela definicao da funcao Beta

1
B(zw)z/ (1 - ),
0

Fazendo a mudanga de variavel z = 1 — ¢, teremos

1 1
B(p,q) = / tp’l(l — t)q’ldt = / (1-— x)p’lxq’ldx = B(q,p).
0 0

2.1.3 Funcao de Mittag-Leffler

A funcao de Mittag-Leffler € uma das fun¢des mais importantes no calculo fracionario,
desempenhando um papel preponderante na solucao de equagoes diferenciais de ordem
fracionaria. Neste trabalho destacamos as funcoes de Mittag-Leffler de um e dois

parametros.

23



Funcao de Mittag-Leffler de um parametro
A funcao de Mittag -Leffler de um parametro é a generalizacao da funcao exponencial.

Definicao 2.1.4. A fung¢ao Mittag-Leffler de um pardmetro é dada pela série

Ea(a) = :

T (1 + ak) ’

sendo x,a0 € R, a >0, e € a funcao Gama.

A funcao E, é a generalizagao da fun¢ao exponencial, uma vez que se considerarmos

a = 1 temos

o OO:E
Zr 1+ k) ;k_:

k=0
Funcao de Mittag -Leffler de dois parametros

Em 1905 o matematico Wiman propos e estudou uma generalizagao da funcao de

Mittag—Leffler, a que chamou de funcao de Mittag—Leffler com dois parametros.

Definicao 2.1.5. A funcao de Mittag-Leffler com dois pardmetros é definida por uma

série da sequinte forma
s k

B p5(z) = kz:% m,

com x,a,8 € R e a > 0. Note que, para 8 = 1, a funcao de Mittag-Leffler de dois

pardmetros transforma-se na funcao de um parametro. De fato,

ZF 1+ ak) = Eal).

k=0
2.1.4 Integral e Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville

Defini¢ao 2.1.6. Seja o € R, com « > 0, f uma fungao integravel em |a,b]. Para
xr € |a,b], definimos os integrais fraciondrios de Riemann-Liouville de ordem «, a

esquerda e o direita, respetivamente, como 13 f(x) e Iy f(x):

) = oy [ =0 0 2> a



Para introduzirmos as derivadas fracionérias de Riemann-Liouville, devemos recordar-
nos das propriedades das derivadas de ordem inteira, em que para m,n € N, com m > n

vale

D" f(x) =D™I™ " f(x).
Aqui, D" é a derivada usual de ordem inteira n e I o integral de ordem inteira m — n.

Defini¢ao 2.1.7. (Derivada Fraciondria de Riemann-Liouville) As derivadas fracio-
ndrias de ordem o € R, de Riemann-Liouville a esquerda e a direita sao definidas
por

Dgyf(a) = DM f(x) e Dy f(z) = (=1)"D" I~ f(x),

comn = |a] + 1, onde |a] representa o maior nimero inteiro menor ou igual a o, ou

seja,

Dfe) = s () [ e m s o>

1 a\" [°
Dy =— | —— t—x)" T f()dt, b >
160 = i () [ b
As propriedades de semi-grupo sao vélidas para integrais fracionarios. Para cada

a, B > 0, temos:

000 f () = 70 (@) e I I f(x) = 2 fa).

2.2 Derivada Fracionaria de Caputo

No seu artigo datado de 1967, Caputo reformulou a definicao da derivada fracionéria de
Riemann-Liouville, ao mudar a ordem da derivada ordinaria com o operador integral
fracionéario. Ao fazé-lo, a transformacao de Laplace desta nova derivada depende de
condicoes iniciais de ordem inteira, diferentes da condicao inicial quando usamos a
derivada fracionaria de Riemann-Liouville, que envolve condi¢oes de ordem fracionéria
[2, 4, 5.

A derivada de Caputo distingue-se da derivada de Riemann-Liouville em relacao a

ordem em que os operadores integrais de ordem nao inteira e a derivada de ordem inteira
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sao aplicados. Essa mudanca origina consequéncias significativas tanto no resultado da
derivada de algumas fungoes quanto no contexto da sua aplicacao. Apresentamos agora

a definicao de derivada fracionaria de Caputo.

Defini¢ao 2.2.1. Dado o > 0, n € N, [ € o intervalo [a,b], f € C"(I) uma fungao.

A derivada fraciondria de Caputo a esquerda de ordem « da fungao f € dada por:

d n
i s =1 () S

e a derwada fraciondria de Caputo a direita € dada por

D5 1o)== (1) 1)

onde n = [a] + 1 para a ¢ N, n = « para o € N.
Dado o« =m € N,

Dy flx) = f™(z) e Dy f(z)=(-1)"f"(x),

e se a ¢ N teremos

1 v a1
°pe e —t)ret o) 2.1
S @) = oy | @m0 O (2.)
e
DI = e [
b= (n—a) /, '
No caso particular em que « €]0, 1] , teremos o seguinte
DES) = s [ =07
w0 P(l - a) a ! ,
e

—1

P / (x— 1) F(t)dt.

Nesta sec¢ao vamo-nos restringir a derivada de Caputo para o caso em que o ¢ N e

Dy flz) =

estudaremos algumas das suas propriedades. Procedemos a prova dos teoremas e lemas
da derivada fracionaria de Caputo & esquerda, que de modo equivalente se pode provar

para derivada fracionaria de Caputo a direita, efetuando as respetivas modificagoes.
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Teorema 2.2.1. Suponhamos que f € C"([a,b],R). Entdo, para todo a > 0,

CD3+ (9:) _ F(x_if(n)m) + ;) /x (x B t)nfa if(n) (t)dt

n+1—a) 'n+1-« dt
cpe o) LD gL [T e
Di-f(a) = IF'n+1-— a)f (b) Fn+1-—a) /x (t—2) dtf (t)dt.

Demonstra¢ao. Procedemos a prova integrando por partes ([2.1]),

Dy, flx) = m/a (= t)" 7 fO (bt

com ( )
du T — )
o t n—a—1 — _
dt ( ) p :>du n—q :
_ f(n) @ _ 2w
v=fO0) = 5 = S FO0)

obtendo o seguinte:

oo gy L S Gy I ) R R C ) K e
Da+()—r<n_a){[ — L_a+/a ——f (t)dt}

W) g — el
1)+ =y | =0

(x —a)"@

T Tn+l-a)

concluindo assim a prova do teorema.

Pela definigao, é claro que se & — (n — 1), teremos

. e ma B 1  nentlol ()
a—>1(1nI£11)+ Daf(z) = r n—n+1)/ (w =ty )t
/ £ (t)dt
:f (z) = f7 V()

b
3 [ = e

a—>(;1—1)+ -\ = 'n—n+1)J,
- [
— (=1 () - f (@)
= (-1 (S @) = D)),

27



Se f é uma funcao da classe C"*!, usando o Teorema obtemos

lim “Dy, f(z) = f(")(x)

a—n—

lim Dy f(z) = (=1)"f" ().

a—n—

Consideremos as normas

I'llc : Cla,b] = R
e
[Nl : C"a, b] = R,
dadas por
[ flle == max |f(z)]
z€la,b]
e

1o =D 17 e
k=0

Teorema 2.2.2. As derivadas fraciondrias de Caputo sao operadores limitados. Para
todo a >0, [|°Dg, fllc < K||fllcem e [[*Dp_fllc < K| fllcw, onde
B (b _ a)nfa
S T(n+1-a)
Demonstragio. Dado que |f™ (t)| < ||f|lce, para todo t € [a, b], temos
1°Dgs flle < et /x@’ — )" dt < K| fllowm-
ot ~— I'(n — a) z€lap) J, -

O

Seguindo a prova do teorema anterior concluimos que °Dg, f(a) = Dy f(b) = 0
uma vez que,
(x —a)" @

cDa < n) -, -
D1 < Wllow BT =

(b —x)"@
‘D < y—_——.
’ b—f‘—HfHC<>F<n+1_a>

A relagao entre os dois tipos de derivadas fracionérias é estabelecida no teorema a

seguir.
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Teorema 2.2.3. Se f € C([a,b],R), entao

D2, f(x) = D3, [f(zv)— .

n—1 _1\k £(k)
“Dit_f(x) = Di_ [f(rzf) -y B0, ar)k] .

Demonstracao. Da definicao da derivada de Caputo e integrando por partes, deduzimos

o seguinte:

Repetindo mais uma vez este procedimento obtemos

n—2 g n—l ) a
() [ [f(”(t) Y4 _<2§,<t—a>k-2] it

k=2

Repetindo o procedimento (n — 3) vezes obtemos a formula desejada. [

Assim, se para todo k =0,...,n — 1, f®(a) = 0, entdo D, f(x) = D2, f(z), e se

f®(b) =0, entdo D¢ f(z) = D f(x).

Lema 2.2.1. Dado 3 € R, considerando as fungées f(x) = (v —a)’ 1 e

g(z) = (b— )71, onde B > n, entdo para a > 0,

Dy S (@) = g (o — o)



Demonstracao. Uma vez que
J@) = gl = a)

temos o seguinte

"D Iw) = a)rf)F e / ' <1 _ i:‘;)n_a_l (t—a)P " Ldt.

Consideremos a mudanca de variavel

t—a

u = = (z — a)du = dt.

Tr —a

Substituindo na expressao anterior temos

D) = Frm a0 [ e

= I8 r—a)l ot 1 — )" P
_F(n—a)xF(B—n)< ) X/O(l ) % du,

e recorrendo & funcao Beta,
1
B(n—a,f—n)= / w1 —w) " du, n— o, B—n >0,
0

obtemos assim que

I'(p)
I'(n—a)xT(B—n)

‘D, f(x) = (x—a)’ ' xB(n—a,B—n).

Usando a propriedade da funcao Beta, tem-se que

I~ (3~ n) _ T(n—)l(5 )
I'(n—a+p—n) I(—a+p)

Bn—a,8—n)=

Substituindo (2.3) em (2.2)) tem-se que

¢ Ma _ I'(8) o1 Pn = a)I'(B —n)
Derfl@) = I'(n—a)xT(B—n) (- a)ﬁ % ' —a)
_ F(B) (J] o a),@—a—l
(B —a) '

Fica assim concluida a prova.
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L(k+1) k-«

= _ .2 cna .k _
Tomemos como exemplo a fungao f(r) = x*. Sabe-se que ‘D, " = & i,

(k+1—a)

sen—1<a<nek>n. Assim temos

1 re+1 2
‘D 2’ = M:162_% = Va3,

E de salientar que, quando o = 1, temos °D} Lx? = 2z. No caso particular em que

n < k, com n,k € N, obtemos

c k!
D _ k — o k—«
a+(x CL) F(k+1—a)($ a’)
e
k!
cpDe _ \k h— k:—oc‘
U N (v L)
Por outro lado, para n > k € Ny, temos
‘DY (v —a)f =Dy (b—z)F =0, (2.4)

uma vez que

D"(x —a)* = D"(b—2)* = 0.

Lema 2.2.2. Dado it € R e a > 0, e consideremos as fungoes f(x) = En(pu(x —a)®) e
h(z) = Eo(pu(b—x)*), onde E, € a fungao de Mittag-Leffer. Entao DS, f(x) = uf(z)
e °Dy h(z) = ph(zx).

Demonstracao. Segue usando as igualdades abaixo:

k

c o - H c o ak
D =Y DS, (x -
a+ (CC) F(Oék + 1) CL-i-('r a)

. 'uk F(ak + 1) ak—a
=2 Tkt OT{ak—at) Y

k=1
_ - pt! a(k—1
_M;F(a(k—1)+1)(x_a> o
= pf(z)
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2.2.1 Relagao entre integrais e derivadas

Nesta secgao iremos provar que a derivada fracionaria de Caputo é a operagao inversa

do integral fracionario numa certa classe de fungoes.

Teorema 2.2.4. Dada uma fun¢ao f € C"([a,b],R) e a« > 0, tem-se que
n—1
f(k)(a) k
X (x —a)

—1)kfR)(p N
S U

15Dy (z) = f(x) —

e

LDy f(z) = f(z) -

Demonstracao. Usando a lei de semigrupo e a férmula de integragao por partes, tem-se

que

IC‘L)‘+CD3+ () = [;:_[;:a (n)(x) _ Ig+f(n)($)

= | @

_ ﬁ / . t)”_1% £ (1) dt

- ﬁ / 0y S FD gy %(:ﬁ !
~ . 3)! /gE(w - t)"_gif("“?”(t)dt - kiz;z f(k;in(a) (v —a)
YN

O

Em particular, dado o €]0, 1], temos o seguinte I, D3, f(z) = f(x) — f(a) e
I <Dy f(x) = f(z) — f(b). A partir do Teorema deduz-se a formula de Taylor:

n—1 (k)
fo) =3 LD w10 )
k=0
n-l )
=S 0wy eng s
k=0 ’
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Teorema 2.2.5. Dada uma fungio f € C'([a,b],R) e a > 0, tem-se que

Do Ig f(x) = f(x) e Dy I f(z) = f(x).
Demonstragao. Por definigao

1

DI S0) = ey [ = 0 25

onde F(x) = I¢, f(x). Por célculos diretos obtemos o seguinte,

1 * aen
)/ (= 10" F(1)dt.

Integrando por partes a expressao anterior teremos

F=Y(z) = __fa) (z —a)* "t 4

1 v et
Mo ni7) [

FNa—n+2)/,

assim, teremos

F(z) = %(m —a)* "+ ﬁ /j(m — )27 (4)dt. (2.6)

Substituindo (2.6) em (2.5) usando a féormula de Dirichlet, temos

DI, f(x) = F(n_a)‘é(&)_nﬂ /z(x—t)"al(t— a)*"dt

| ( :

e Ay
— F(n—a)F(a—n+1 C(I—a) (t CL) dt
+F(n—afa—n+1 // (x —7)" "N (1 = )" f (t)drdt,

e procedendo a mudanca de varidvel u =

, temos

.CE—CL

‘D 13 f(x) =
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Teorema 2.2.6. Sejam f,g € C"([a,b],R) e a > 0. Entdo

D2, f(x) = D, g(x) & f(x) = 9(x) + 3 cule — o)

n—1
"Dy f(x) = Dy_g(x) & f(x) = g(z) + > di(b— )",
k=0
onde ¢, e dy sao constantes arbitrarias.

Demonstragao. Se D2, f(x) = D%, g(z), entao "D, (f(z) — g(z)) = 0, e aplicando o

operador integral a ambos os lados da igualdade, usando o Teorema [2.2.4] obtemos

n—1
(f = 9)W(a)
fl@) = glw) + > LI @ — a),
k=0
: - (f = 9)¥(a)
€ aSslin provamos a primelra parte do resultado, com cg = T Para provar
(6] I"GCipl"OCO supomos que
n—1
fl@) =g(@)+ ) ez —a)
k=0

Recorrendo a equagao (2.4), temos "D, (z —a)* =0, k = 0,1,...,n — 1. Com este

resultado a prova esta completa. m

2.2.2 Leis de semigrupo

No desenvolvimento desta secgao faz-se o estudo dos casos de composigao entre integrais
e derivadas fracionarias. Observamos que, em geral, as leis do semigrupo falham para

a derivada de Caputo, apesar de para alguns casos especificos serem validas.

Teorema 2.2.7. Se f € C™([a,b],R) (m € N) e a > 0, entdo para todo k € N

temos
(“Dg)™ f(c)

That1) &~ af’

(Iz?Jr)k (CDng)mf(x) =

(“Dy_ )" f(d)

That1) O "

(L) (D)™ f(z) =
para alguns c €la, x| e d €]z, b].
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Demonstracao. Pelas propriedades do semigrupo para integrais fracionarios, obtemos
a \k . 700 a _ 1ka
(g =13 .. 1y =17,
Assim,

(Lo (Dg)™ f(x) = I35 (D, )™ f(x)
1 ¢ ka—1/cpa \m
-y | @0

(“Dg)"f(e) [* ka1

__TWET_A(I_” dt

— (cDg)mf(c) (l‘ _ a)ka
I'(ka+1) ’

para algum ¢ €la, x|, cuja existéncia é garantida pelo teorema do valor médio para

integrais.
O
Teorema 2.2.8. Seja f € C"([a,b],R), com m € N e a > 0, temos
c Mo d " c NDHo+m
Da+ % f(.T) = Da+ (ZC)
e
[ pYe’ d " c no+m
Dy (=) f@) =D f),
Demonstracao. Prova-se a formula atendendo a que
cpe el _ —t n—a—1 [ % (n) £dt
2 () 1@ = ot [@ot (4) 0
1 X
_ —t (n+m)—(a+m)—1 £(n+m) £)dt
I«n+my4a+m»£(m ) f)
= DT (g),
O]

No entanto, em geral,

d m
() Decso) 2 Dms

d m
(~4) Db <D o)
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Pelo Teorema 2.2.8] se definirmos f = a — (n — 1) €]0, 1], temos
“Dg, f(a) =Dy f(x) e “Di_f(x) = Dy (=1)" f" V().

Assim, para o célculo da derivada fracionaria de qualquer ordem « > 0, é suficiente
saber a derivada de ordem = o — (n — 1) €0, 1].
Teorema 2.2.9. Seja m € N um numero inteiro e f € C"([a,b],R) uma funcao.

Entao

k+nfa7m

d m m—1
il cpe _ cDa—i-m (k+n)
<dl‘) a+ (ZE) a+ +2Fk+n—a—m—|—1)f ((l)

O

b_:L,kJrnam

d mc @ __ cpatm = (k+n)
<_%) Di-f(w) = "Dy )+ Zo I'k+n—a—m+ 1)f (6).

Demonstrag¢ao. Observamos que

1

“De" f(w) = Tln—a) /m<x — )" () dt.

Integrando por partes, fazendo

_(m_t)n—a
n—o«

du=(x—t)" 1= u=
v=fM(t) = dv=LfM(t)

obtemos

() oot =(5) [y
_ (%)m [%ﬂm(a)

iy 0 )

Fazendo de novo a integracao por partes, fazendo

—(z—t)" >
n—a

du=(z—t)" ==

v = f(nJrl) = dv = %f(nJrl)(t)
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tem-se o seguinte

(i) o= () [ e

k=0

1 ’ n—a—1 g(n+2
+m/a (x —1) Fr2 ()t |

Continuando com este procedimento , chegamos ao resultado desejado. n

Como consequéncia do Teorema vem que se f*)(a) = 0, para todo

k=n,n+1...,n4+m—1, entao
d mc [ c no+m
% DaJr <x>: Da+ (LU),
ese f®(b) =0, paratodo k =n,n+1,...,n+m— 1,
d mc a c na+m
0 Dy f(x) =“Dy™™ f(x).

Teorema 2.2.10. Seja o, 5 > 0 tal que eziste k € N, com 5,6+« € [k—1,k|. Entao,
para f € C*([a,b],R), tem-se

“Di, Dy f(x) = Dy’ f()

“Dy *Dy_f(x) = (=1)* Dy f ().
Demonstra¢ao. Suponhamos que a + 8 = k. Como S € [k — 1, k[, temos que
Bl =k —1=a+ g —1. Pelo Teorema pode concluir-se que
DDy f(w) = Dy 1770 et () = fletfl (@) = DI f ().

Suponhamos agora que a+ 3 < k. Neste caso a €]0,1[ e [5] = [a + ] = k — 1. Como

DP. f(a) = 0, pelo Teorema [2.2.3|
“Dg °Dj, f(z) = D2,°DJ, f(x).
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Desta forma, obtemos finalmente
CD3+CD5+ (z) = D3+CD5+ (x)
= (d%) L P (@)
— (%) ];+[L[lli+a]+1—(6+a)f[ﬁ+a}+1(I)

= DI f(a),

Teorema 2.2.11. Se f € C*([a,b],R) e a > 0 , entdo
Doy Dy f(x) =Dy, f(x) e Dy~ Dy f(x) =Dy_f(x).

Demonstragao. Uma vez que DS, f(a) = 0, e aplicando o Teorema [2.2.3| temos que

DI Dy f(x) = Di “De (@)

d el a—|a] 7la|+1—a d o +1
~(z) e (f) s

d n—[a]—1 d d [a]+1
-(z) (&)= (5)

=Dy, f(x).

2.2.3 Resultados Diversos

Nesta secgao vamos debrugarmo-nos sobre diversas propriedades dos operadores fra-
cionarios, como por exemplo a integragdo por partes (Teorema [2.2.12)). No Teorema
2.2.13 obtemos a versao fracionaria do teorema de Fermat e no Teorema 2.2.16l obtemos

a prova da féormula de Taylor.

Teorema 2.2.12. Sejam f € C([a,b],R) e g € C™([a,b],R), entdo temos para o > 0,

(—%)I <x>g<"“><:c>]

n_l(—1)"—k (d%)k 170 f(a) g kb <5”)] B '

k=0 r=a

n r=b

x>
Il

r=a

[ s piowar = [ v st +

/abf(x) °Dyf g(x)dx = /ab De f()g(a)da+
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Demonstra¢ao. Recorrendo a féormula de Dirichlet, obtemos

1 b d
/ f(@) Dy g(x)de = T(n—a) / /a f(x)(x—t)”‘“‘lag("‘”(t)dtdw
_ 1 b n—a— d (n—1)
_F(n——a)/a /z f)(t—x) 1dt.£g V(x)dz.

Fazendo a integracao por partes

o[- ”aldtg“mrb

r=a

_F(n——a / 2 ( / FO(t - 2)" a—ldt> 9"V (z)dz
_ m [ / F) (¢ — )"0 1dt gD (m)} :b

+ ﬁ / b (_%) ( / o a;)”o‘ldt> g )

Fazendo novamente a integragao por partes, a férmula anterior sera igual a

[Z (-1) k =yl - x>"a1dt.g<"“><x>]

k=0 r=a

b | b (—di) (/ ey - o) g e

Repetindo este processo temos

Z (- e s

b b
" / Dy f(x)g(x)ds

]

Teorema 2.2.13. Seja o €]0, 1] um nimero real e f € C'([a,b],R) uma fungio. Se

f(x*) € um mazimo, entao °Dg, f(z*) >0 e °Dy_ f(z*) > 0.
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Demonstragao. Se f(x*) é méximo , entdo f é nao decrescente no intervalo [a,z*| e é

nao crescente em [z*,b]. Fazendo a mudanga de variavel 7 = (z — ¢t + a), temos :

‘D2 f(x) = ﬁ /ax(T —a)f (x — T +a)dr

:Hl_—_la)/;%(f(x—TJra)) (a/j(s—a)_o‘_lderﬁ) ar.

Fazendo integragao por partes obtemos

e &xf—(acz s (o ot )]

i 1 ()

f(x)—f [z $—7+a)
1—a/ dr.

:m—a)(x—a T

Como f(z*) > f(a) ese f(z) > f(x — 7 + a), para todo T € [a,z*], segue-se que

CD3+ (%) = 0.
O

Observamos no Teorema [2.2.13| nao podemos concluir que a derivada fracionaria é
nula no ponto extremo.
Tomemos, por exemplo, f(r) = 2z — 22, com x € [0,2]. Entao f satisfaz as hipoteses
do Teorema para z* = 1. Para o = 1,

2I'(2) o5 T(3)
r(15)" _F(2.5)

[\

2 2
= “DyY f(1) = ~ 0.75 > 0.

Doz - o) = [(15)  T(25)

Além disso, uma vez que f(z) =2(2 —x) — (2 — z)?, entao

2 2
cD0.5 1) = - ~ 0. )
2=/ = Ty ~ T ~ 0 >0

O resultado que se segue é o Teorema de Valor Médio para a derivada fracionaria

de Caputo.

Teorema 2.2.14. Seja f € C'([a,b],R) e a €]0,1[. Entdo, para todo x €]a, b|, existem

c €la,x[ ed €]z, b, tais que

) = 1(a) + D2 fO [
) = 1) + D S
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Demonstragao. Pelo Teorema de Valor Médio para integrais, existe ¢ €la, x[ tal que

(0% C (0% 1 * o— C «
I DL (@) = g [ =07 D0

=D, (c)ﬁ/j(x — 1)t

(z —a)®

=Dy, (C)m-

Ainda tendo em conta o Teorema [2.2.4]

[3+CD3+ () = f(z) — f(a),

a assim temos que
(z —a)®

f(z) — f(a) =Dy, (C)m-

]
Teorema 2.2.15. Seja « €]0,1], k € N e f uma funcao tal que as derivadas fraciond-

rias DY f CD(k+1 f,cDkf, e CDé’iﬂ)af existem e sao continuas em |a,b]. Entao,

para todo x € [a, bl

[ka chaf( ) k+1)01 cD(k+1) f(ﬂ?) _ (‘7; - a)ka ¢ ke (a)
* C(ka+1) —F
e
b— x)ke
[ka ch:oz (k+1)04 cD(k+1) _ ( cha
= <Dl f(a) — 1 o) = S eDie s

cnka _ cpna cno cNo cnka _ cna cna cnNa
onde °D;¢ =D& °DS ---°DY. e Dy =°Dy °Dp ---°Dp (k-vezes).
Demonstragao. Usando as leis do semigrupo para integrais e o Teorema[2.2.4] obtemos

Ik:a chif( ) k+1ach+1 f( )_Ika(chif( )_Ia cDa CDkﬁ:f( ))
)k’a

(r =)™ pra (a).

= I} (°DES f () — “DES f () + °DEY f(a)) = Tlha+1) Dot

]

Teorema 2.2.16. Seja o €]0,1[, n € N e f tal que CDkﬁ‘_f e D f existem e sdo
continuas para todo k =0,1,....n+ 1.

Entao, dado z € [a, ],

(z—a), . Dy f (o)
J(@) = ;_% Thar D P O o et

( i a)(n—i—l)a
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n

_ (b —x)*
f(x) = Om

DY (d)
T((n+ La + 1)

( . x)(n+1)a’

Dy f(b) +
para ¢ €)a, x| e d €|z, b|.

Demonstragao. Pelo Teorema [2.2.15]

- ko ¢ ko (k+1)ac (k+1) o - (:L,_a)ka ¢ MHka
];(1 Die f(x) - D () =3 fasy D@

Assim concluimos que

~ (z—a)*

(ka -~ 1>chif( )+ ]an-i-l)oé cD(n-i-l) f(l‘)

fz) =

k=0

Usando o teorema de valor médio para integrais

n o c n (e 1 * n a—1 ¢ n [e%
IC(L++1) D¢(1++1) f(r) = ) )/ (z — q)mtDae-l ng” f(t)dt

I'((n+1)a) J,
DIV f(c)

“T((n+ Da+t 1)< —a)he

Y

para algum ¢ €|a, x|, concluindo a prova.
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Capitulo 3

Problema Variacional Fracionario

O estudo do calculo das variagoes fracionério iniciou-se em 1996, com o trabalho desen-
volvido por Riewe [29], tendo explicado que "o Lagrangiano tradicional e a mecanica
Hamiltoniana nao podiam ser usados com for¢as nao conservativas estando em fric-
¢ao“. Desde esta altura, varios estudos apareceram para diferentes tipos de derivadas
fracionérias, com o objetivo de determinar as condigoes necessarias e suficientes de oti-
malidade [T}, 3], 4], 23], 28, 30]. O principal objetivo deste capitulo é o estudo do calculo
das variacoes quando o funcional depende da derivada fracionaria de Caputo. Come-
gamos com o problema fundamental do calculo das variacoes dependendo da derivada

fracionaria de Caputo.

Seja y € C'([a, ], R), e considere o problema

b
J(y) :/ F (z,y(z),°DS,y(x)) dv  — min,

y(a) =va, y(b) =y (3.1)

com as seguintes suposicoes:

1. F:[a,b] xR*> — R ¢ continua e diferenciavel em relagao ao segundo e terceiro

argumento.

oF

—— ] é continua.
0 CD3+Z/($)>

2. Para qualquer y, a funcao v — D}’ (
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3.1 O Problema Fundamental

Nesta seccao apresentamos as condi¢oes necessarias e suficientes de otimalidade , que
o candidato a minimizante do funcional deve cumprir. Para obtermos estas condigoes
tomaremos em considera¢ao o facto de que a primeira variacao do funcional ({3.1]) é

igual a zero.

3.1.1 Condicoes Necessarias de Otimalidade

Teorema 3.1.1. Seja y um minimizante do funcional J em (3.1) definido em

D ={y e C'([a,b,R) : y(a) = ya e y(b) = m},

onde Y., yp € R sao fixos. Entao, y € solugao da equagao

oF oF
P ipe T . 2
3y + Dy 7Dy 0,Vz € [a, b (3.2)

Demonstragdo. Seja y + en uma variagao de y, com |¢] < 1 e n € C*([a,b],R). Uma
vez que y pertence ao conjunto D, a condi¢ao de fronteira n(a) = n(b) = 0 deve-se

verificar. Seja 7 uma fungao definida numa vizinhanga de zero, dada pela regra

jle) = J(y +en).

Seja y um minimizante de J. Entdo ¢ = 0 é também minimizante de j e j'(0) = 0.

Logo,
b
oF or
— ‘DY dr = 0. 3.3
/a (ay + 8CDg+y a—i—n) x ( )
Aplicando o Teorema [2.2.12] ao segundo termo da funcao integranda, obtemos o
seguinte:
b b r=b
oF oF oF
‘D¥n|de= [ D} ——nd I, : 3.4
/a <3CD3+Z/ “*n) ’ / o Dgy " [n " 8CD3+yLza 3

Substituindo a equagao (3.4) em (3.3)) tem-se o seguinte

bTOF OF oF 1770
— +D* — | nd I« =0. 3.5
/a |:ay + b— 8CD3+y:| nax + |:77 b— 8CD,§‘+y} —a ( )
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Tendo em conta que n(a) = n(b) = 0, da equacao (3.5)) resulta que

“Tor . OF
/a |:a—y + Db_aCD—m ndl‘ = O (36)

Pela arbitrariedade de 7, e pelo (Lema ((1.1.1))), concluimos que

OF OF
Dy - _ . -
oy * gy =0 relel) (3.7)

Definigao 3.1.1. A equagao (3.7) chama-se equagao fraciondria de Euler-Lagrange

assoctada ao funcional J. Uma sua solugao chama-se extremal do funcional.

O teorema a seguir estabelece as condigoes necessarias e de transversalidade do

funcional (3.1)) com uma das fronteiras livres.

Teorema 3.1.2. Seja y um minimizante do funcional (3.1). Entdo, y é uma solugao
para a equacao diferencial fraciondria

OF OF
Do = . :
3y + Dy oDy 0, Vz € a,b (3.8)

Se y(a) € livre, entdo

OF
[I}:O‘— =0, em x=a,
9 °Dgyy
e se y(b) € livre, entao
OF
Ibl__a— =0, em x =0>b.
9 <Dgyy

Demonstra¢ao. Se y ¢ um minimizante, pelo Teorema [3.1.1

OF OF

«

- + o
dy b 0Dyt y
Usando a equagao (3.5)), tem-se que

or 1%
I« =0.
{77 b= OCDSHJ r—a

Se y(a) é livre, entdo n(a) é também livre. Escolhendo n(a) # 0 e n(b) = 0, obtemos

=0, para todo x € [a,].

como condicao de transversalidade

. OF
l}, 80D3+y20, em T =a.
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Neste caso, temos como condi¢oes necessérias

oF + po oF € [0,

— = x € la

oy boeDy y ’ ’
oF

bljaacpgg =0, em x=a

Por outro lado, se y(b) é livre, entdao n(b) é também livre. Tomando n(a) = 0 e

n(b) # 0 obtemos como condigao de transversalidade

oF
Jla____ 77 ) — m = b
(b_ 86D3+?J(£)) o )

Neste caso, temos

oF + pe oF € [a.b]
= T € la
Jy b=oeDey ’ ’
., OF
= oDzy T ’
]
De seguida apresentamos o resultado do problema mais geral. Consideremos
A € [a,b] e o funcional
b
I0) = [ F (e.9la). Diulw) de 39)
A

com y definido no conjunto
Dy={yeC'[a,b],R) : y(A) = ya e y(b) = u} -

Teorema 3.1.3. Se y é um minimizante do funcional (3.9)), entao y satisfaz

OF OF
D) ——— — DY =0 A
b— 8CD2‘+y A— acDngy em [CL, ]7

oF oF
—+ D — = Ab
9y + Dy oDy 0 em [A,b],

e y satisfaz também a condicdao de transversalidade :

-« aF
Am oDy ' 0DSy




Demonstragdo. Seja y + en uma variagao de y, com |e| < 1, n € C''([a, ], R),
e n(A) =n(b) = 0. A primeira variagdo do funcional é dada por

/b [aF " acgi CDM} dr=0

<:>/ 8CDO‘ CDa+77} dx — /A [68—1; + 8‘3%]; CDHH] dxr = 0.

a

Procedendo a integracao por partes os segundos termos de cada integrando, tem-se que

A9F
Dy
[ Gy i aCDa+yL . o [ 0t { .o

OF A aF
i {MA 8CDO‘+y} +/ ) dx} =0

Tendo em conta que 7n(b) = n(A) = 0, tem-se que

b rOF OF OF A OF OF
=D " \pde— |nIt@ _ i pr Z \pd
/a (6‘@/ T 0CD3+y) e {n - 5‘CD3+@/La {/ (ay TP 0CD3+y) e

oF
N {Mi ~oDiy +y] } =0

Separando o integral com limites de integracao [a,b] respetivamente em dois, temos

que

b rOF oF ) 4 70F OF OF
LA PR (. o [
/A (&y " oDay) " . \oy " oDz y )" To- 9Dz y|
A OF OF OF
_ il Da _ ]1 o —
{/ (@y+ AWCDZ#@/) e [n“‘ 0cDa+yL } !

b A
oF OF oF oF
= — + Dy — d:p+/ <D°‘_——D°‘_—) dx
/A (ay b acDm)” . \"oDay oDy )"

OF 8F] .

«

l1-« _
0 1 ey

Pela arbitrariedade de 7, concluimos que

oF oL
— D} ——— =0 Ab
8y + b— 80D3+y ? T E [ ) ]

OF OF
DY Do =0, z¢€la,A
oDy AoDy v € e Al

e que y satisfaz a condicao de transversalidade em x = a :

OF . OF

- o a

AT oeDgy ' 9eDgLy
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3.1.2 Condigao Suficiente de Otimalidade

A equagao (3.2)) é uma condi¢ao necessaria de otimalidade. Para deduzirmos as con-
digao suficiente, recordamos a definicao da funcao convexa. Consideremos uma funcao
F(z,y,y') continua e diferenciavel em relagao ao segundo e terceiro argumentos. Dize-

mos que F' é uma fungao convexa se

, oF OF
F * ! * _F i i
(z,y+y" v +y") (-%yy)_ayy +ayy

Teorema 3.1.4. Se F' ¢ uma fungdo convexa em [a,b] X R?, entio cada solugdo da

equagao fraciondria de Euler-Lagrange minimiza o funcional J definido em

D={yeCa,bR):yla) =y e y(b)=u}

Demonstragao. Seja y uma solucao da equagao (3.2)) e y + en a variacao de y, com
le] < 1, n € CY([a,b],R) e n(a) = n(b) = 0. Entao

b
Hy+en) = Iw) = [ [F(0.9(@) + n(o). Do) + Do)
—F(,y(2), "D y()) |de
b
oF oF
> —n(z) + ———Di.n ) dz. 3.10
l(ay()a@wy() +1() (310
Integrando por partes o segundo termo do integral da desigualdade anterior temos

oF 1% b OF
— D — 11—« a
/ aCDa+y Dy n(x)dx = [77( 2 o°Dey } +/a n(x)Djy 5Dy ————dx. (3.11)

Substituindo (3.11)) em (3.10]), obtemos

OF orF 17" (" OF
. > 1-a a .
R i e R R L=

Uma vez que n(a) = n(b) = 0, temos

b (OF OF
_ > i e — = 0.
Jy+en)—Jy) > /a (8y + Dy 80D3‘+y> n(x)dzr =0

Logo
J(y+en) —J(y) =0,

provando assim que J atinge um minimo em y. [
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3.2 Condicao de Legendre

A condi¢ao de Legendre é uma condi¢ao de segunda ordem que um extremal deve
verificar para que seja um minimizante de um dado funcional. A condicao de Legendre
foi provada pela primeira vez em calculo variacional fracionéario, para o funcional que

depende da derivada fracionaria de Riemman-Liouville [4, [6, [19].

Teorema 3.2.1. Seja y um minimizante do funcional J em (3.1), definido em D. Se
0*F
existe e € continua, para i,j € {2,3}, entao y satisfaz

8%‘;‘

0*F
S 20
a(CDa—O—y)

Demonstragdo. Seja y + en uma variagao de y, com n € C'([a,b],R), tal que n(a) =
0 = n(b). Definindo

jle) = J(y +en),

entao temos que j”(0) > 0, ou seja

/

Suponhamos que a condigao de Legendre é violada por algum x4 € [a,b]. Entdo existe

0*F 0*F 0?F
- - cDa . CDOC 2 > ) ‘12
2 n°(z)+ 3y8‘3Dg‘+yn(m) a+77(33) + 9(<D2, )2 ( a+77(33)) dr > 0. (3.12)

um sub-intervalo [¢, d] C [a,b], e trés constantes reais Cy, Cy, C3, com C5 < 0, tais que

PF 0*F 0*F
5 <C, ————< — < C 3.13
dy? (@) <G, dyoDgy 7 9(Dgy)? " (3.13)
para todo x € [¢,d]. Seja n : [¢,d] — R a fungao definida por
+4 a+10 4
— 9 o+l QL o\ a+2 o\ a+3 _ a+4'
o) = (a2 a =0 25 @ — g+ F S = = =)

Entao n(c) =0 =n(d) e n'(c) = 0 =1n'(d). Uma vez que

“Deon(e) =Ta+3)(a - ) - LT g oy CEHEED (o o
['(a+5) 4
_G(d—C)g(x_C)’
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temos também que D¢, n(c) = 0 = D¢, n(d). Além disso, para todo z € [c,d], tem-se

que

104+ «
(d—c)?

(24 a)(d—c)*™ + (a4 10)(d — c)*t?

n(x) < (a+2)(z —c)* + (z — ¢)o+3

IA

<[(2+a)+ (a+10)](d —c)**

< 2o+ 12)(d — ¢)*t < 14(d — )t

(a+ 10)T (v + 4) (o — o)

‘Dn(r) < Tla+3)(x—c) +

6(d — c)2
<Tla+3)(d—c)+ 2 +6}2>_F<:)‘2+ D g — ey
_6T(a+3)(d =)+ (a +10)[(a + 4)(d—¢)
; F(a+3)(d— )6+ (g +10) (v + 3)]

; I'a+3)(d— c)(66+ a? + 13a + 30)]
; I'(a+3)(d— c)(a62 + 13a + 36)

- 6
< 50(d — ¢).

Definimos a fun¢ao h : [a,b] — R, do seguinte modo:

ha) = n(x),se x € [c,d|

0,se x ¢ [c,d]

Pelas propriedades da fungao 7, tem-se que h € C'([a,b],R), h(a) = 0 e h(b) = 0. Para
além disto,
“D2n(), se @ € [c,d]

D h(x) =
0,se x ¢ [c,d]

Notemos que, para > d, °DS, n(z) = D2, h(d) = 0. Substituindo esta variagao na
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equacao (3.12)) e usando a relagdo (3.13) , temos que
b [ 52 2 2
O°F O°F O°F
0< / h? 2

g I h(@)D% h(z)d + —
y? (@) + Oy Dgy (@) of (w)do + a(choery)Q
d
0< / [142 OV(d — )22 £ 21450 - Cold — )2 + 50% - Cy(d — c)ﬂ dz

(CD3+h(fC))2] da

= (d—)%(b—a) [196 - C1(d — €)% + 1400 - Cy(d — ¢)* + 2500 - 03] <0,

se assumirmos que |d — ¢| < 1, obtendo assim a contradigao. ]

3.3 Problema Isoperimétrico

Os problemas isoperimétricos tém como objetivo principal a minimizagao ou maximiza-
¢ao de um funcional sujeito a uma restrigao integral [7]. Estes problemas tém aplicacdo
em diversas areas como por exemplo na geometria, dlgebra, fisica e analise [9].

Nos dias de hoje os estudos sobre os problemas isoperimétricos sao feitos de forma
mais rigorosa através do céalculo das variagoes, baseando-se na equacao de Euler-
Lagrange [4], 12} 27].

Seja I € R fixo e G : [a,b] x R* — R uma fungao continua e diferenciavel em
relagdo ao segundo e terceiro argumentos tal que, para qualquer y € ([a,b],R),  —
Dy ( 0 ) é continua. Consideremos a seguinte restricao integral

0°Dgy

b
I(z) = / G (z,y(z),° DS, y(x)) dx = L. (3.14)

Teorema 3.3.1. Seja y um minimizante do funcional J em (3.1), definido em

D= {y S Cl([a,b]aR> : (a) =Ya € y(b) = yb}v

sujeito a restrigao (3.14]). Se y nao é extremal de (3.14)), entao existe um nimero real
A tal que y € solucao da equagao

ow ow
—+ D)y —— =0 b 3.15
ay + b— 30D3‘+y ) LS [CL, ]7 ( )

onde W : [a,b] x R* - R € a funcgao definida por W = F + \G.

Demonstra¢ao. Consideremos uma variagao de y com dois parametros y + €11y + €212,

com |6] < 1,|e] < 1, e m,m € C'([a,b],R), satisfazendo m(a) = 0 = n(b) e
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n2(a) = 0 = 1y(b). Definimos duas fungdes j e ¢ com dois parametros (€1, €2), numa

vizinhanga de zero, como sendo
i(er,62) = I(y +em +eamp) =1, e jer,€) = J(y+ e + eanp).

Pelo Teorema [2.2.12]

0i PTG . 9G e 9G]
8_62(0’ 0) - /a |:a_y + Dbf 80D3+y:| 772(13)d13 + |:772(':C)Ib— 80D34+y m:a.

i
Assumindo que y nao é extremal para I, existe uma funcao 7, tal que (9_2(0’ 0) # 0.
€2

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma tinica fungao e,(+) de classe C, definida
numa vizinhanca de zero, tal que i(eg, €2(e1)) = 0.

Por outro lado (0, 0) é minimizante de j, sujeito a restrigao i(-,-) = 0, e vi(0,0) # (0, 0).
Aplicando a regra dos multiplicadores de Lagrange, existe um nimero real A tal que
V(54 iX)(0,0) = (0,0). Diferenciando j(e1, €2) + Ai(e1, €2) em ordem a €, e tomando
(€1,€2) = (0,0), obtemos

bTow oW ow 1
e DY — [1—04 = 0.
/ [ay n b_aCDm} m(x)dw+[m<x> - aCDmLa 0

Usando a condicao de fronteira 7, (a) = n;(b) = 0 , concluimos que

ow ow oF oF oG oG > _0

P ipe 2 e ypr /\<— pr
oy U oDgy gy " oeDey T \ay T oDy

]

Teorema 3.3.2. Suponhamos que as fungoes F' e G sao convezas em [a,b] X R?, e seja
A > 0 um namero real. Definimos a fungao W = F + \G. Entao, cada solugcao y da
equagao de Fuler-Lagrange (3.15) minimiza J em D sujeita a restrigao integral (3.14)).

Demonstragao. Pelo Teorema [3.1.4], concluimos que y minimiza W, ou seja, para toda

a variacao y + €n, tem-se que

b b
/ F(z,y +en,“Dg .y + Dy en)dx + / G (x, y+en, DSy + CD2‘+677) dx

b b
> / F(z,y,°D%.y) dz + / AG (z,y,°D2,y) dx.
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Usando a restricao integral tem-se o seguinte
b b
/ F(z,y+en,°DS y + DS en)dx + N > +/ F(z,y,°DS,y) dx + A,

logo,
b b
/ F(x,y+en), "Dgyy + Dy, en)dx = / F (z,y,°Dg,y) dx.

3.4 Problema Variacional com Restricoes Holon6mi-
cas

Nesta seccao apresentamos resultados de funcionais que dependem de um vetor de
fungdes y = (y1,y2) [4, B]. Neste caso ‘D3, y = (°Dy,y1,°D5, y2), sendo y1,y2 €

C1([a,b], R) duas fungoes diferenciaveis. Impomos uma nova restri¢ao
9z, y() =0, Ve € [, (3.16)

onde g : [a,b] x R* — R ¢é uma funcao da classe C* para além das condigoes de
fronteira y(a) = y, e y(b) = yp com y,,y, € R Consideremos o funcional J definido
por

b
J(y1, 12) :/ F(:c,yl,yz,CD3+y1,"DZ‘+yz) dz, (3.17)

no conjunto

D = {(y1,42) € C'[a,b] x C*a,b] : (y1(a),y2(a)) = ya € (11(b),y2(b) =},

onde y,,y, € R? sao fixos. Assumimos que o Lagrangiano verifica as seguintes condi-
coes:

1. F: [a,b] x R* - R ¢ uma fun¢ao continua e diferencidvel em relagao aos
argumentos ¢ = 2, 3,4, 5;

2. Dada uma funcao qualquer y, x — Dj* (0, F(x,y(z),°Ds, y(x)) é continua para
i =4,5.

Suponhamos que as fungoes admissiveis se encontram na superficie

9(x, 91(x), y2(x)) = 0, (3.18)
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onde g : [a,b] x R* — R ¢é continua e diferenciavel em relagao ao segundo e terceiro

argumentos.

Teorema 3.4.1. Sejay € D um minimizante de J em (3.17)) sujeito a restrigao (3.18)).

)
Se 89 # 0, para qualquer x € [a,b], entdo existe uma fun¢io continua A : [a,b] — R,
Y2

tal que y satisfaz

OF OF dg
+ Dy’ +Az)z—=0

dyy 0Dy ) o
OF oF dg
—+ D) —— + ANz)=— =0. 3.19
Y2 0D\ ya ( )6y2 (3.19)

Demonstragao. Consideremos uma variacdo de y como sendo y + en, com |e|] < 1, e
n € Cla,b] x C'la,b], onde n = (n;,1n,) satisfazendo as condigoes de fronteira n(a) =
(0,0) = n(b). Como @8—52 # 0, Vz € [a,b], pelo Teorema da Fungao Implicita, existe
uma subfamilia de variagoes satisfazendo a restrigao , ou seja, existe uma Ttnica

fungao no(e,m), tal que (yi(z) + emi(x), y2 + ena(x)), satisfaz (3.18]). Portanto, para

todo x € [a, b] tem-se que

9(x, y1(x) + e (), ya(2) + €enz(x)) = 0. (3.20)

Diferenciando a equagao (3.20) em relagao a € e tomando € = 0, obtemos o seguinte

g dg
—m(x) + =—mn(x) = 0. 3.21
Sa) + 5 m(a) (321
Definimos uma nova fungao A(x) por
oF oF
— 4 DO‘
9ya 60Da+y2
AMx) =— 3.22
(@ - (3.22)
9ys

Mo)—L = -2 4 pp 2 (3.23)

Multiplicando ambos os membro (3.23) por 7, tem-se que

g (_3_F + D"‘ OF

A = )
AN 5 = g 0°Dgy oDy "

(3.24)
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Da equagao ([3.21]) resulta que
_ 9
Fom(@) = =5 (), (3.25)

e substituindo em ([3.24)), tem-se que

0 OF OF
A()ainﬂ x) = <5£~+LW 5 Da Q)nxx) (3.26)
at+¥

Por outro lado, sendo y minimizante de J, a primeira variacao de J é igual a zero, ou
seja

OF OF OF OF
—_ - CDa CDa _ . .2
/a [ayl mx) + Y (@) + acDa+y ar (@ ) aCDa+y a+'12 (55)1] dx = 0. (3.27)

-~ -~

kl k2

Integrando por partes ki e ks , tem-se que

b _
8F aF xr=b
k= [ ———°D D¢ d I
R e (L e
(3.28)
OF  qa=b
—— D D¢ d | fp— .
/ aCDgé_i_ a+772 / b— ac.Da+ 2 (x) X + |:7]2 (x> b— acDa+y2i|
(3.29)

Substituindo (3.28) e (3.29) em (3.27)) teremos

breor . OF oF . OF
/a [(a—% +D E)CDGJF 1) T]l(ZL’)+ <8_y2+D ac a+ 2) 772<I):| dx

=0.

r=a r=a

Tendo em conta que que 1;(a) = n1(b) = n2(a) = n2(b) = 0, temos

bT/OF OF OF oF
— + Dy — + D;- = 0.
/a Kay1+ aCDa+y1)"l(x)+(ayﬁ Do,y 2)”2“)} =0

F F
Pela igualdade (3.26)) podemos substituir <8— + Dg‘_a—> n2(x) por
5 0ya o° atY2
g

)\(x)a—ylm(m), resultando que

bToF oF dg
— 4+ D — + ANz x)dx = 0.
jC {0y1 = 0e D2y, ( )ayl}nl()
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Pela arbitrariedade de 7; obtemos a equacao

oF oF )
Cipe T @)~
Oy aCDa—‘ryl Oy
Por outro lado, usando a equagao (3.22)), obtemos a segunda condigao
OF OF dg
+ Dy’ + AMz)=— =0
ys 80Da+y2 ( 0y

[]

Teorema 3.4.2. Suponhamos que a fungdo F(x,y1,y2, Dy y1,°DS y2) em é
conveza em relagio a yi,yo, "D y1,°De ys em [a,b] x RY, g : [a,b] x R? — R ¢
continua e diferencidvel em relagao ao sequndo e terceiro argumentos, e seja dado A
definido pela equagao . Se 88—5; # 0, para todo x € [a,b], ey € solugcao da equagao
fraciondria de Euler-Lagrange , entao y minimiza J em D, sujeito a .

Demonstragao. Se y + en € uma variacao de y , entao

J(y+en)—J(y)Z/ab[<a—F+D°‘ oOF >€771($)

81/1 0 CDa+ W
OF OF
+ | —+ D) —— | ez ]d:z:.
(e P¥ o) 0
Se a variagao da fungao satisfaz a restri¢ao (3.18)), obtemos a seguinte relagao
dg
—=—m(z)
m(z) =~
99
Y2

e usando a equagao (??) deduzimos que

b (OF oF
_ > - a
J(y+e77) J(y)—/a {(ayl+D—acDa+ 1)6771(x)

8F N 8F ay1€771< )
<8y2 D3 CDHyz) o

bTOF OF dg
> — DY 4+ ANa) == dx.
- /a [3% G d cDgiyn * (x)a?h] R

Por hipotese o integrando ¢é igual a zero, logo

J(y +en) — J(y) > 0.
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3.5 O Problema Variacional de Herglotz

Apresentamos nesta sec¢ao o problema fracionéario de Herglotz que depende da derivada
fracionaria de Caputo. O problema de Herglotz foi proposto por Herglotz em 1930,
mas apenas em 1996 despertou a atencao dos investigadores da matematica, com os
trabalhos [13] [14].

O problema de Herglotz é uma generalizagdo do problema variacional classico [4],
em que o modelo é expresso por uma equacao diferencial que envolve a derivada z e uma
funcao que depende de (y, z) e da derivada de y, enquanto que no célculo variacional
classico o funcional é definido por uma integral que depende apenas de y e y/'.

O objetivo no problema de Herglotz fracionério é determinar uma curva y €
C'([a,bR), sujeito as condigoes de fronteira y(a) = y, e y(b) = s, tal que a solu-

¢ao z do sistema
, (3.30)

atinge um minimo em x = b, com as seguintes suposigoes

1. Dada uma fungao y, x — °D¢, y(z) é continua e diferenciavel.

2. F:la,b] x R® — R é continua e diferenciavel em relagao ao segundo, terceiro e
quarto argumentos.

OF
3. Dada uma funcao y, z — Dj* (A(@W
a+y

) = exp (— / ' g—idt) | (3.31)

onde A(z) denota o fator integrante. Note que, dado y do sistema ([3.30), o problema

> ¢é continua, com

transforma-se num problema de valor inicial
Z(x) = F(z,2(z), = €[a,b]
z(a) = z,

assim, a solugdo depende de z e de y, que é definida como sendo z = z[x,y]. Se
considerarmos a varia¢ao de y como sendo y + en na equagao (3.30)), entdo a solugao

também depende de € e é diferenciavel em relacao a e.
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Teorema 3.5.1. Seja y tal que z) em (3.30) atinge um minimo em b. Entdoy € uma
solucao da equagao diferencial fraciondria

OF OF
a —— ) =0 .32
Nw)g, + i <)\(a:) e Dg+y> 0 (3.32)

Demonstragdo. Seja y + en uma variacao de y, com |e| < 1 e n € C1([a, b],R), tal que
n(a) =n(b) = 0. A variacdo de z é dada por

0a) = oy +ene)

e=0

Inserindo esta variacao na equagao (3.30)), obtemos

d
Ay +en(@)] lmo= F (2, y() + en, “Diyy(w) + Diin(w), 2[z, y + en(x)]) -
Uma vez que

0 (z) = %%z[az,y + en(z)]

d
= - F (z,y(2) + en(2), “Diy(z) + € Diyn(@), 2(w, y(w) + en(x))
_OF OF OF

= oy n(x) + 9Day Dy n(x) + 59(1‘)7

e=0

e=0

multiplicando ambos os membros da tltima igualdade pelo fator integrante obtemos

, OF OF oF .
MO (ZL‘) — 8—)\9(93) =\ (8—yn(l’) + Way D(H_?](CL’)) .
a+

z

Notemos que

T OF F
A(z) = exp (—/ %—ZdT) =\ = —)\%—2.

Resolvendo a equacao diferencial ordinéria, tem-se que

d OF oF
00 =2 (Gon)+ 5Dt ). (333

Integrando ambos os membros da equagao (3.33)) tem-se que

v g © o OF oF
/a ()it = / ) <8_y W Da+77(t)) dt

< 0(x)\x) — 0(a) = /I A(t) {g—zn(t) + G?TJZHJCD%T)(IS)} dt. (3.34)
Em particular, para z = b, temos
b

O(b)\(b) — O(a) = / A7) {(Z—]; (x) + 5 C%]Z+chg‘+n(x)] dzx. (3.35)
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Tendo em conta que z(a) é fixo, tem-se que #(a) = 0, e sendo z(b) o minimo, entao

6(b) = 0. Logo

b
oF oF
— —DY dr = 0. .
[ 3@ [Gonte) + gDt do =0 (3.36)
Integrando por partes o segundo termo da fungao integranda temos
b b _
oF . . B o OF 1o OF qz=b
| 3@ g Dt = [ @)Dy 5 e o) ]
(3.37)

Visto que n(a) = n(b) = 0 e substituindo (3.37) em (3.36]) temos
’ oF OF
= 4 po - —0. ,
/a {)\(x) 9 + Dy ()x(x)a 0D3+y>] n(x)dx =0 (3.38)

Pela arbitrariedade de n no intervalo [a,b] e pelo lema fundamental do céalculo das

variacoes, tem-se
oF oF
MNe)—+ Dy | Mo)zm——— | =0, ¥ bl. 3.39
@G + 05 (Mo i) =0, v € oo (339

O

Teorema 3.5.2. (Condi¢oes de Transversalidade) Suponhamos que (y,z) € uma solu-

cao de (3.30). Entao (y,z) satisfaz a equagao fraciondria de Euler-Lagrange (3.32)).
Além disso

1. se y(b) € livre, entdo temos como condi¢ao de transversalidade

o oF
I~ /\(x)acDngy =0emaz =0
2. se y(a) € livre, entao temos como condi¢ao de transversalidade
OF
I \(z) 7Dy =0emz=a.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (y, z) é a solugao do problema . Seja

n € C'([a,b],R), e definimos uma fun¢ao 6, como vimos no teorema anterior. Pela
arbitrariedade de 7 no intervalo [a, ], e usando os argumentos semelhantes da prova
anterior, podemos concluir que (y, z) satisfazem a equagao de Euler-Lagrange (3.32)).
Suponhamos que y(b) é livre e y(a) é fixo, entdao n(a) = 0. Usando o raciocinio da

demonstracao anterior, obtemos a igualdade seguinte:

— 0.
(3.40)

/ab {A(x)aa_]zj i (A(x)acf);y)} n(x)de + [n(x)fg_ax(x)acgfg +yr‘b

r=a
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Usando a equagao de Euler-Lagrange (13.39)), concluimos que

=0.

oF ] z=b

@)\ g
a+

Sendo y(a) = y,, n(a) = 0 e pela arbitrariedade de 7(b), entdo temos como condig¢ao

de transversalidade
oF

0°Dgry

Portanto, a condi¢ao necessaria com y(b) livre é dada por

OF N OF _
Max)—=— + Dy ( (x)(?CDf}er) =0, x € [a,]

oF
=0 =b
oDy , emz

I \(z)

=0 emax=0>0.

Azx) ="

Por outro lado para y(b) = vy, implica que n(b) = 0, e pela arbitrariedade de n(a) ,
obtemos como condi¢ao de transversalidade

OF

=0 emzx=a.
0°Diyy

I,="A(z)

Portanto, a condigao necessaria com y(a) livre é dada por

OF N OF
)\(x)a—y + Dy ()x(x)acDngy) =0, z € [a, b
OF
l1—a — —
I, " \x) oDey 0, emz=a

3.6 Meétodos Diretos para o Problema Variacional Fra-
cionario

Os métodos numéricos desempenham um papel muito importante para a resolugao
de equacoes diferenciais fracionérias, razao pela qual se propoe a abordagem numérica
para lidar com problemas variacionais que envolvem derivadas fracionérias. Os métodos
numéricos consistem na discretizacao do funcional, seguido pela localizagao dos valores
da solugao num conjunto discreto de pontos para um determinado intervalo de tempo
[6, 8, 25], 26]. A defini¢ao da derivada de Griinwald-Letnikov é uma generalizagao das

formulas de discretizagao ordinaria para derivadas de ordem nao inteira.
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Definicao 3.6.1. Seja o um nimero real, com o €]0,1[. A derivada fraciondria de

Grinwald-Letnikov a esquerda e & direita de ordem « de uma fungao y € dada por

1 & o)
GLDa = i -1 k —
) = fip g 2 e =
e
YLD y(r) = lim 1 E (—1)* “ y(x + kh)
- hot he £~ k ’

onde (Z‘) representa a generalizagdao dos coeficientes binomiais dum nimero real.

Passamos a adotar a notagao wi := (—1)*().

Proposicao 3.6.1. ([24]). Suponhamos que y é uma fungao integrdvel no intervalo
la,b]. Entao a derivada fraciondria de Riemann-Liouville eziste e coincide com a deri-

vada fraciondria de Grinwald-Letnikov.

Proposicao 3.6.2 ([18]). Suponhamos que y é uma fungdo em que as deriadas fra-
ciondrias de Caputo e de Riemann-Liouville estao definidas no intervalo [a,b]. Entao

sed<a<l,

“Diyla) = Diy(o) — (e =), (3.41)

y(b) o
F(1_(%)(6—3@’) :

Portanto, se y(a) = 0 e y(b) = 0, a derivada de Caputo coincide com a derivada de

‘Dy_y(z) = Dy_y(x) —

Riemann-Liouville, ou seja “DS, y(x) = DS, y(z) e “Dy_y(x) = Dy y(x).

Podemos também aproximar a derivada fracionaria de Caputo usando a derivada
fracionaria de Grunwald-Letnikov com base na relacao entre a derivada fracionéria de
Riemann-Liouville e a derivada fracionaria de Caputo. Consideremos o intervalo [a, b],
e uma particao do intervalo em z; = a + th, para i = 0,1,--- ;N e h > 0, tal que

ry = b, entao

D2, y(w) ~ — S wly(w i) + O(h) (3.42)



Usando a rela¢ao (3.41) e a aproximagao em (3.42), podemos deduzir uma soma de

decomposigoes para as derivadas fracionarias de Caputo:

C y(a) —Q (&

Davylas) = -2 E wiy (i) “ T a) — = (z; —a)"" =: Dy y(xy), (3.43)
c y(b) —« c o
Dy y(x;) ~ ha E wpy(Tisr) “Ti-a) —————(b— ;)" =Dy y(zy).

3.6.1 Meétodos Diretos de Euler para o Problema Variacional
Fracionario

Consideremos o problema variacional fracionario, onde o termo fracionéario corresponde
a derivada fracionaria de Caputo. As condi¢oes de fronteira sao conhecidas, e consi-
deremos a aproximagao da derivada fracionaria de Caputo dada pela derivada fracio-
naria de Griinwald-Letnikov ([3.43] . Assim, discretizamos o funcional (3.1]) nos pontos

a=xg,...,x, =b, comh = cf.[25]. O objetivo é encontrar o valor y,...,y, 1 da

N Y

funcao desconhecida y(.) nos pontos z; com i = 1,...,n — 1. Uma vez que

Z/ (w5, yi(23), “Dgyyi(x;) ) de,

e por aproximagao da derivada fracionaria, usando a equacao (3.43)) temos

)] ~ Z F(x;, yi(Iz‘)>cl~7§+?/z‘($i)) “h. (3.44)

Assim, consideraremos o segundo membro da equagao (3.44]) como sendo a fungao

U de n — 1 incognitas y = (y1,...,Yn—1), OU seja

T(y) = hz F (x4, yi, D2, yi)h. (3.45)

=1

Para encontrarmos o extremo da fungao ¥ temos que resolver o sistema de equagoes

ov B
Oy B

Assim temos

ov _, oF — Py —OF 3
= h——(x;, yi(w; a i —(wy) Tiths Yiths Doy Yirr). (3.46
Ay dy ($ Y (w ) +y ZL‘ —f- ZZ_; 1o 5CD3‘+ ( +ks Yitk +Y +k:) ( )
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Igualando a zero a variagdo em ([3.46), temos

8F cp F c o
ha_y(xbyi(xi) D2 y(x;)) + Z ha 8CD°‘ e (Tig ke, Yirks ‘D Yirr) = 0. (3.47)

Teorema 3.6.1. O método de Euler para o problema variacional fraciondrio (3.1)) €

equivalente para a equagao fraciondria de Euler-Lagrange (3.2)).

Demonstrag¢ao. Consideremos um minimizante (y1,...,y,_1) de ¥, uma variagdo n €
C([a,b],R) com n(a) = 0 = n(b), e seja n; = n(x;), para todo ¢ = 0, ...,n. Denotamos
[i] por

i) = (w00 D)

Sabemos que 19 = 1, = 0 e tomemos (y; +€ny, ..., Yyn—1+€Np—1) como sendo a variagao de
(Y1, -+, Yn—1), com |e| < 7, para um determinado r > 0 fixo. Portando, se (y1,...,yn_1)

¢ um minimizante de ¥, pela expansao da série de Taylor deduzimos o seguinte

0< Wy +em,....Yn-1+€en-1) —Y(Y, ..., Y1)

= E h [ i, Yi + e, DY y; + DY ;) — F(wi, y5, D, i)
“ OF OF
= h | —[i]n; + =—=—/[i]°D> mi ,

onde eh ¢ um namero real qualquer. Reescrevendo a expressao acima, temos

n

0 0 .
> (G + g liDzn] =0

=1

" [OF oF a a
“ 2_: [8_11[@] oDy (ha D i~ 1(—)a) (=) ) ] -0

Tendo em conta que y(a) é fixo, entdo n(a) = ny = 0, logo

oF .
a—y[ﬂ acDa (hawaz )] - (3.48)

O segundo termo da soma anterior seré igual a

Z ac ' < 104 Z w]?T/i—k) Z 5 Z Wy, 80DFO: [Z + k] (349)

n

D

i=1

k=0

63



Substituindo a equacao (3.49) na equacgao ([3.48)) obtemos

- OF = 1 <& . OF
;nz (a_y[Z] + ﬁkzz()wka:D—m[l—‘—k]) = 0.

Pela arbitrariedade de 7; para todo+?=1,...,n — 1, temos que
OF 1 & OF
—i|+ — wp—— + k] =0. 3.50
ay[] ha; k86D2‘+y[ ] ( )

Portanto o nosso objetivo é fazer o estudo da equagao (3.50) quando n tende ao infinito.

Seja T € |a,blei € {1,...,n}, tal que z;_1 < T < z;. Observe também que quando
n — 0o, é verdade i — 0o e n — i — oo. De fato, seja i € {1,...,n} tal que
a+(i—1)h<z<a+ih (3.51)

Resolvendo cada uma das inequagoes anteriores temos que

a+(i—1)h<:E<:>(i—1)h<f—a<:>i—1<u©i<u+1.

h h
Logo,
n—i>n— %1, (3.52)
h
Uma vez que que h = ——, entéo
r—a TrT—a IT—a
e T Rk st (3.53)
n
substituindo (3.53) em (3.52)) temos
T—a T—a b—=
i>n— 1 P— }—1 1.
n=i>n=—n >n — >n—

Assim, se n — 00, n — i — 00, e assim i — c0. Como a+ (i — 1)h < T < a + ih,
concluimos que
lim z; = lim z;,_; = 7.
1—> 00 1—> 00
Assumindo que existe uma fun¢do continua y € C|a, b], satisfazendo
Ve >03dN Yn>N:|y—glx)| <eVi=1,...,n—1,
como ¥ é uniformemente continua,

Ve>0 IN Vn>N: |y, —y@)| <eVi=1,...,n—1.
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Pela continuidade de ¢ temos

1 oF F
lim Zwa [Z + k] = Dy, C—y(f,ﬂ,cDg#j(f))-

N—00,i—00 he

Para n suficientemente grande (e i suficientemente grande)

OF .. OF, . .
-] = 8—y(x,y, Dy, ().

lim
n—00,1—> 00 8:{/

Logo, concluimos que

oF
_(fa Y, CD?—&—?('T))

83/ (i'a Zj, CD§+§(f)) =0. (354)

+ Dy
’ 9°Dgyy
Por continuidade, a equagao fracionaria de Euler-Lagrange (13.54)) é valida para todos

os valores no intervalo fechado a < z <. O

3.7 Exemplos

Exemplo 3.7.1.

Considere o problema

7 . 6 2 '
J(y) = / (DESy(r) ~ — ) dr — min,
0 _

y(0) =0, y(7) =343,

0,8 6 .
Uma vez que Dy a® = 2?2, podemos concluir que y(z) = 23

(5)

do funcional. Discretizando o funcional para diferentes valores de n obtemos varias

¢ minimizante

aproximagoes numéricas de y. Assim teremos,

L
“Dy"y(:) =~ 708 > (W ™)y(wi — kh),

k=0

7 ) .
para h = — fixo. Assim, transformamos o funcional em
n



Aproximando o integral pela regra de retangulos, concluimos que

SR YT 6 an)?
U(y) = Zh<WZ (wk )yi—k A6\ Vi ) :
i=1 k=0 F(—)
5
A Tabela [3.1] apresenta os erros de aproximacao para diferentes valores de n, e nas

Figuras 3.1 a[3.4] os graficos da solugao exata e da solugdo numérica.

O erro é dado pela formula max |y; — y(z;)|, i € {1,...,n}.

n 10 50 100 500 | 1000
erro | 9.422 | 1.847 | 0.918 | 0.160 | 0.054

Tabela 3.1: Erros de aproximacao

Aqui, verifica-se que quanto maior for o n, menor é o erro de aproximagao a solugao

exata.
300+ 300-
200 200
100 100-
0 0
o 1 2 3 4 5 6 7 o 1 2 3 4 5 6 7
X X
Figura 3.1: n =10 Figura 3.2: n =50
300- 300
200 200
100 100,
0 0
o 1 2 3 4 5 6 7 o 1 2 3 4 5 6 17
X X
Figura 3.3: n =100 Figura 3.4: n =500
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Exemplo 3.7.2.

Considere o problema

J(y) = /10 (CDO’5y(x) - x1’5>2dx — min
0 0 F(27 5) 7

sujeito a restri¢ao y(0) = 0,y(10) = 100.

Uma vez que o Lagrangiano sempre positivo, o minimizante ¢ y(r) = z?, tendo em
2

I'(2,5)

0,5 . . S
conta que “Dy’y(x) = x5, Comecamos por aproximar a derivada fracionéria

i

1
Dy y(:) =~ 705 > (@)y(w: — kh).
k=0

Assim,

10
~ [ (S Wy, - 2 15)

Obtemos a fungao ¥ definida por

Viy) = z"; h(% > (e r(22, 5)‘”3’5>2'

%
k=0

A Tabela [3.2] apresenta os erros de aproximacao para diferentes valores de n, e nas

Figuras 3.5 a4 [3.8] os graficos da solugao exata e da solugdo numérica.

n 10 50 100 500
erro | 1.474 | 0.409 | 0.224 | 0.046

Tabela 3.2: Erros de aproximacao

100 100
801 30
60 60
40 40
20 20
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x x
Figura 3.5: n =10 Figura 3.6: n =50
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100 100
801 20-
60 60
40 40
201 20.
° % 2 1 & 3§ 10
. .
Figura 3.7: n =100 Figura 3.8: n = 500

Exemplo 3.7.3.

Considere o problema

J(y) = 1 y(:v)cDgfy(l‘) L cos(z) )dx — min,
A ) —cost)

sujeito a restricao y(0) =0, y(1) = 1.

Comecamos por aproximar a derivada fracionaria

%

1
“Dy°y(w:) ~ 705 Z(wg’s)y(% — kh),

para h > 0. Assim,

@
Il
—
e
Il
=)

Das Figuras a sao apresentados os graficos da soluc¢ao numérica para diferentes

valores de n.
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1 1
0.81 0.81
0.6 0.6
0.4 0.4
0.21 0.21
00 02 04 06 0:8 1 00 02 04 06 038 1
x x
Figura 3.9: n =10 Figura 3.10: n = 50
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.21 0.21
0 : 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
x .
Figura 3.11: n = 100 Figura 3.12: n = 150

Exemplo 3.7.4.

Considere o problema isoperimétrico

J(y) = /0 1 [(CDgfy(:v))2 + (F(f_(s)x?:?) ]d:z: s min,
5

sujeito as condigoes de fronteira y(0) = 0, y(1) = 1 e a restri¢ao isoperimétrica

1 2
- [ D) (%x”da: (@) o3

E facil verificar que a funcio y = 2° satisfaz a equacéo de Euler-Lagrange, com A = —2.

O funcional J é aproximado pela soma

Sl E ) (i) |

k=0
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e a restrigao isoperimétrica pela igualdade

2
( 6 )
16
“ os 6 ., ()
W N Yi-k | el T T
() 6 =

(i &

A Tabela [3.3] apresenta os erros de aproximacao para diferentes valores de n, e nas

Figuras a/3.16}, os graficos da solucao exata e da aproximacao numérica.

k=0

n 10 20 100 500
erro | 0,175 | 0,039 | 0,019 | 0,004

Tabela 3.3: Erros de aproximacao

1 1
0.81 0.81
0.6 0.6
0.4 0.4
0.21 0.21
00 02 04 06 O.IS 1 00 02 04 06 08 1
x x
Figura 3.13: n =10 Figura 3.14: n = 50
1 1
0.81 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.21 0.21
00 02 04 06 0:8 1 00 02 04 06 08 1
x ¥
Figura 3.15: n = 100 Figura 3.16: n = 500
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Consideracoes Finais

Nesta dissertacao apresentamos o célculo variacional fracionario que é uma generali-
zacao do célculo variacional classico. Percebemos que o célculo fracionario oferece um
contributo significativo na descri¢ao de diversos fendmenos que ocorrem na natureza.

Apresentamos no primeiro capitulo o calculo variacional classico com as respeti-
vas condicoes de otimalidade necessérias e suficientes, e as mesmas condi¢oes foram
estendidas para o terceiro capitulo.

No segundo capitulo, designado por calculo fracionario, apresentamos algumas fun-
¢oes especiais fundamentais para a definicao dos operadores fracionéarios, como a de-
finicao do integral fracionéario de Riemann-Liouville, a derivada fracionaria Riemann-
Liouville e a de Caputo e alguns resultados envolvendo a derivada fracionéria de Ca-
puto.

No terceiro capitulo, para além das condigoes de otimalidade, apresentamos as con-
digoes da segunda ordem de Legendre, restricoes holonémicas, o problema variacional
fracionéario de Herglotz, e os métodos diretos para a aproximagao numérica da solu-
¢ao exata, visto ao contrario do problema variacional cléssico onde que o objetivo é
o estudo das condig¢oes necessarias de otimalidade (chamados métodos indiretos) os
métodos procuram diretamente a solucao numérica do problema sem fazer o estudo

das condigoes necessarias do mesmo.
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