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Resumo

A simulacdo numeérica, em particular a modelacdo com base no Método dos
Elementos Finitos, desempenha um papel de importancia crucial na analise
do comportamento estrutural de componentes constituidos por materiais
compésitos com microestruturas complexas. No entanto, a sua utilizacio
leva geralmente a necessidade de se recorrer ndo s6 a malhas n3o-estrutu-
radas de elementos finitos mas também a um elevado nimero de elementos
finitos para a definicdo dos detalhes microestruturais, sendo assim necessa-
rio utilizar uma grande quantidade de memdéria computacional e despender
tempos de computacio excessivamente longos. Neste contexto, o recurso a
metodologias de homogeneizacdo pode resultar em beneficios computacio-
nais significativos.

O conceito da homogeneizacdo de propriedades fisicas remonta ao século
XIX. As técnicas de homogeneizacdo permitem, com base na utilizacdo de
um volume elementar representativo — um conceito introduzido por Hill
—, a substituicdo de um meio heterogéneo por um meio homogéneo equi-
valente, possibilitando, deste modo, a obtencio de leis de comportamento
macroestruturais a partir de informacio relativa ao nivel microestrutural.

O volume elementar representativo consiste numa porcio finita de um mate-
rial heterogéneo capaz de caracterizar o seu comportamento macroscépico.
A sua dimensdo pode ser aproximada como o menor bloco construtivo (cé-
lula unitaria) no caso de materiais compdsitos que apresentem periodicidade
local ou global, utilizando-se neste caso condicdes de fronteira periédicas
para efetuar o processo de homogeneizacdo. No entanto, no caso de nio-
-periodicidade, o processo de homogeneizacio requer a aplicacdo de outros
tipos de condi¢do de fronteira. Em geral, sdo trés os tipos distintos de con-
dicdo de fronteira usualmente utilizados: (i) de deslocamento linear, (ii) de
trac¢do uniforme e (iii) de tipo misto. No contexto da homogeneizagdo, as
condicdes do tipo misto sdo aquelas que verificam o Critério de Hill, e este
tipo inclui as condicdes de fronteira periédicas.

Neste contexto, este trabalho visa a anélise do efeito da aplicacdo dos di-
ferentes tipos de condicdo de fronteira adequados ao processo de homoge-
neizacdo baseado em modelos micromecénicos, nomeadamente aos tipos de
condicdo de fronteira que satisfazem o critério energético de Hill: (i) de
deslocamento linear, (ii) de tracdo uniforme e (iii) de periodicidade.






Abstract

Numerical simulation, in particular the modeling based on the Finite Ele-
ment Method, plays a crucial role in the analysis of the structural behaviour
of components made by composite materials with complex microstructures.
However, their use generally leads to the necessity of using not only unstruc-
tured finite element meshes but also a large number of finite elements for
the definition of the microstructural details, being necessary to use a large
amount of computer memory and spend excessively long computing times.
In this context, the use of homogenization methods can result in significant
computational benefits.

The concept of homogenization of physical properties dates back to the ni-
neteenth century. The homogenization techniques enable, based on the use
of a representative elementary volume — a concept introduced by Hill —,
the replacement of a heterogeneous medium by an equivalent homogeneous
one, allowing thereby to obtain the macrostructural behaviour laws from in-
formation on the microstructural level.

The representative elementary volume is the finite portion of a composite
material capable of characterising its macroscopic behaviour. Its dimension
can be approximated as the smallest building block (unit cell) in the case of
composite materials that have local or global peridiocity, being in this case
used periodic boundary conditions in the process of homogenization. Howe-
ver, in the case of non-periodicity, the process of homogenization requires
the application of other types of boundary condition. Generally, three dis-
tinct types of boundary condition are usually used: (i) linear displacement,
(ii) uniform traction and (iii) mixed type. In the context of homogenization,
the mixed type of conditions are those that verify Hill's criterion, and this
type includes the periodic boundary conditions.

In this context, this work concerns the analysis of the effect of the application
of different types of boundary condition suitable the homogenization process
based on micromechanical models, namely those types satisfying Hill's energy
criterion: (i) linear displacement, (ii) uniform traction and (iii) periodicity.
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Capitulo 1

Introducao

Com o crescimento da capacidade de calculo dos computadores e o avango continuo das tecno-
logias, as técnicas de simulacao tém sido amplamente utilizadas na previsao do comportamento
mecénico, permitindo poupar tempo e recursos com a diminuicdo de ensaios no desenvolvi-
mento de projetos e novos materiais. Neste contexto, o Método dos Elementos Finitos (MEF)
é uma das técnicas mais utilizada e, quando se utilizam corretamente quer os tipos de elemento
quer os modelos constitutivos, este modelo permite excelentes aproximagoes.

Outra abordagem no ambito do Método dos Elementos Finitos, recentemente desenvolvida
e também utilizada, opta por uma abordagem em que, em lugar de se definir o comportamento
do material por um modelo constitutivo macroscopico, se avalia a sua resposta através da ané-
lise numérica da microestrutura com base em volumes elementares representativos (REV?),

Os materiais heterogéneos possuem propriedades fisicas que variam ao longo da sua mi-
croestrutura. No caso dos materiais compoésitos, as suas microestruturas consiste tipicamente
em particulas ou inclusoes fibrosas, e/ou poros, referidos como heterogeneidades. A escala de
comprimento de uma macroestrutura (D) constituida por um material heterogéneo é tipica-
mente muito maior do que a escala de comprimento das heterogeneidades (d): d < D. Uma
solucdo para este tipo de problema é a de propor formulacoes fenomenologicas para o compor-
tamento macroscépico de um material heterogéneo. Sempre que o comportamento constitutivo
dos constituintes individuais do material heterogéneo é conhecido, os testes laboratoriais para
esta finalidade podem ser contornados, recorrendo a métodos que sdao geralmente classificados
como Métodos de Homogeneizagao.

Os métodos de homogeneizacao dependem da identificacao de um REV, um conceito intro-
duzido por Hill [1], que consiste numa amostra de tamanho finito do material heterogéneo que
caracteriza o seu comportamento macroscopico. Embora estejam disponiveis varios métodos
de identificacdo de um REV, eles podem ser classificados em duas categorias principais de
acordo com tipo de informagao processada:

1. dados geométricos, tais como a fragao de volume de heterogeneidades (ver Torquato [2]);

2. informagao mecénica, tal como tensao ou propriedades elasticas (ver Zohdi e Wriggers
|3], Hollister e Kikuchi 4|, Hazanov e Huet [5]).

Em qualquer dos casos, o requisito geral para que uma amostra possa ser considerada
um REV é que as dimensdes tipicas de heterogeneidades (d) sejam muito menores do que a

'Do inglés: Representative Elementary Volume.



1.Introducao

dimensao tipica do REV (L): d < L. No caso de % — 0, sera de esperar que a amostra se
assemelhe, ao nivel macroscépico, a um material homogéneo. Por outro lado, a aplicabilidade
da homogeneizacao requer que o tamanho do REV seja muito menor do que a dimensao tipica
da macroestrutura (D): L < D. A exigéncia de que d < L < D é também conhecida pelo
Principio de Separacio de Escalas.

No caso de compositos que exibem periodicidade local e global, o REV pode ser con-
siderado, aquando de uma andlise da homogeneizacdo com base em condi¢oes de fronteira
apropriadas, como sendo a célula correspondente & mais simples unidade repetida periodica-
mente na microestrutura, denominada de célula representativa unitaria (RUC?) que se repete
periodicamente [4, 6, 7]). Porém, constata-se que numa anélise classica com base numa RUC
pode ndo se conseguir capturar o comportamento macroscopico em situagdes em que ocorrem
instabilidades na microescala ao nivel do comportamento do material ou estrutural. Nestes
casos deve-se proceder ao redimensionamento do tamanho da célula unitéria.

A consideracao de um REV no contexto da metodologia de homogeneizacio requer a apli-
cacdo de condi¢oes de fronteira nesse mesmo REV [4, 5, 8]). Nesse contexto, sdo normalmente
utilizados trés tipos de condicoes de fronteira: (i) de deslocamento linear, (ii) de tragao uni-
forme e (iii) de tipo misto. No contexto da homogeneizacao, as condigdes de fronteira de tipo
misto s8o aquelas que satisfazem o Critério de Energia de Hill [9], sendo as condigbes de fron-
teira periodicas um caso particular destas |7, 10]. No caso particular da elasticidade linear,
provou-se haver uma uma relacao entre os resultados de homogeneizacao que se obtém com os
trés tipos de condigoes de fronteira, o que motiva o uso de condicoes de fronteira periddicas
para microestruturas periddicas |6, 4].

Para efeitos de andlise mecénica de estruturas, é conveniente introduzir duas categorias de
problemas que ocorrem em dois regimes, ou seja, problemas elasticos ou ineldsticos, e com de-
formacdes finitas ou infinitesimais. Se os constituintes do material heterogéneo se deformarem
elasticamente, entdo o comportamento macroscopico do material heterogéneo serd também
elastico. Porém, se algum dos constituintes se deformar inelasticamente, entao o comporta-
mento macroscépico do material resultard também inelastico.

Hoje em dia, a analise de homogeneizacao em regime de deformacao eldstica infinitesimal
(elasticidade linear) encontra-se bem estabelecida, podendo ser destacados os trabalhos de
Aboudi [11], Christensen [12], Nemat-Nasser e Hori |7], e Torquato [2]|, para métodos anali-
ticos, de Zohdi e Wriggers [3], Kaminski [13] e Nielsen [14], para aspetos computacionais, e
ainda de Cioranescu e Donato [15], e Bakhvalov e Panasenko [16], para aspetos matemati-
cos. Neste regime, a partir do procedimento de homogeneiza¢ao obtém-se uma estimativa, ou
um conjunto de limites, para o tensor de elasticidade macroscépica, que caracteriza comple-
tamente o comportamento macroscopico. A maijoria dos limites analiticos e estimativas sao
tipicamente grosseiras, e por isso tém sido desenvolvidos métodos proporcionando limites mais
refinados [17, 18] que permitem uma melhor aproximacao do tensor de elasticidade macrosco-
pico [3, 19, 20].

Uma determinacao aproximada do tensor de elasticidade permite substituir o material he-
terogéneo por um material homogéneo efetivamente equivalente, reduzindo assim o problema
macroscopico para um problema estrutural. Por outro lado, a homogeneizacdo em deforma-

’Do inglés: Representative Unit Cell.
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¢oes finitas no regime eléstico foi introduzida por Hill e Rice [21] e Ogden [22]|. Neste regime
existem véarias abordagens de homogeneizacdo, em que se visa o estabelecimento de limites
para a energia de deformagdo macroscopica.

A aplicabilidade de qualquer método de homogeneizacao requer, para além de uma boa
distribuicao de heterogeneidades no que diz respeito da dimensdo macroestrutural, campos
de deformacdo macroscopicos que variam ao longo de periodos. Este requisito tipicamente
nao é satisfeito perto dos limites estruturais da macroestrutura [4, 23|) e perto de interfaces
de material macroscopico [24]. Assim sendo, deve quantificar-se o efeito dessa violagdo nos
resultados macroscépicos e adotar, se necessario, um outro esquema, de andlise.

Neste contexto, este trabalho visa a andlise do efeito da aplicacao de diferentes tipos de
condigao de fronteira adequados ao processo de homogeneizagao baseado em modelos microme-
canicos, nomeadamente aos tipos de condicao de fronteira que satisfazem o critério energético
de Hill: (i) de deslocamento linear, (ii) de tragdo uniforme e (iii) de periodicidade.

1.1 Objetivos

e Modelacao numérica 2D de Elementos de Volume Representativos;

e Proceder a determinacao das propriedades efetivas de materiais compositos com base
em diversos tipos de condi¢ao de fronteira, de modo a verificar a influéncia da utilizagao
de cada um deles;

e Execucao de um manual de cariz pedagégico e explicativo da modelagdo e do funciona-
mento do cédigo utilizado;

e Procedimento de anélise e comparacao dos resultados obtidos com outros de natureza
experimental, analitica ou também numérica.
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Capitulo 2

Modelacao do Comportamento
Mecanico de Materiais Heter6geneos

A microestrutura de um material e 0 seu comportamento mecanico tém grande influéncia na
sua resposta macroscopica a solicitacoes externas. Os modelos constitutivos geralmente uti-
lizados, baseados em consideragdes fenomenolégicas ou micromecénicas, conseguem prever o
comportamento do material de forma realista para algumas situacées. No entanto, ao nivel da
microestrutura existem heterogeneidades, como por exemplo vazios ou inclusoes, que afetam
as suas propriedades globais. Por este motivo, os modelos macroscopicos podem apresentar
algumas limitacdes.

Com o objetivo de se obter simulacoes mais realistas do comportamento dos materiais,
a utilizacao de modelos multiescala tem tido grandes desenvolvimentos recentemente. Com
estes modelos resolve-se o problema ao nivel macroscépico tendo acesso a informacao relativa
ao comportamento da microestrutura. Desta forma, consegue-se simular a influéncia microes-
trutural no comportamento global do material.

Apesar de ser uma éarea de investigacao recente, muitos fundamentos da modela¢ao multi-
escala sao relativamente antigos. Estes foram desenvolvidas sobretudo na andalise de materiais
compositos, como sao exemplos os trabalhos de Hill [1] e de Hashin [25]. As contribuicoes que
deram origem ao conceito atual foram introduzidas por volta da década de 1990. No trabalho
de Guedes e Kikuchi [26] é aplicado o método de homogeneizacao a RUC, isto é, para materiais
com uma microestrutura periddica, tendo Nemat-Nasser e Hori [7] aplicado a metodologia de
homogeneizacdo a materiais caracterizados por REV.

No caso geral (isto €, ndo-periodico) estes modelos baseiam-se na consideracao de que cada
regido infinitesimal no dominio do problema macroscépico é tratado como sendo um REV da
microestrutura do material. O tensor de deformac6es macroscopicas do ponto considerado —
devido as solicitagoes impostas ao corpo — é aplicado ao REV correspondente, dando origem a
um subproblema ao nivel microscépico. Com a resolucao deste problema obtém-se o campo de
tensdes & escala microscopica, que, de acordo com a figura 2.1, é homogeneizado, resultando,
assim, no tensor de tensoes pontual macroscopico [27].
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Figura 2.1: Esquema do conceito de modelos multiescala [28].

Em alguns casos, a modelacdo multiescala pode ser efetuada ndo em duas, mas em varias
escalas de modo hierarquico. A modelagdo do corpo humano é um paradigma desta situagao,
conforme se ilustra na figura 2.2. De facto, os musculos sao compostos por feixes de fibras,
com veias de diferentes tamanhos, circulando o sangue no seu interior. O préprio sistema
esquelético exibe multiescalas hierarquicas, como é o caso, por exemplo, da coluna vertebral.
Amplificando a superficie de uma vértebra, € possivel observar-se a delicada estrutura porosa
que 0 0880 possui. A natureza heterogénea encontra-se assim associada a materiais ou estrutu-
ras que apresentam tais caracteristicas hierdrquicas. Em contraste, os materiais homogéneos
correspondem aqueles que ndo as apresentam. O termo compdsito é normalmente usado como
terminologia alternativa , embora seja geralmente reservado para casos especiais de materiais
heterogéneos.

Figura 2.2: Tlustragao de multiescalas hierarquicas no corpo humano [29].

Varias caracteristicas de multiescala hierdrquica podem ser observadas em estruturas de
engenharia criadas pelo Homem. Como exemplo, apresenta-se na figura 2.3 uma estrutura de
um edificio antigo em que os pilares sao constituidos por uma mistura de pedacos de rocha
de diferentes tamanhos, finos e grosseiros, presentes num sé material através de uma ligagao
natural. Estas caracteristicas de multiescala sdo propositadamente utilizadas na construcao de
edificios moderno, tal como se ilustra na figura 2.4, para o uso do betao armado, o que permitiu
a construcao com caracteristicas anteriormente inatingiveis. O betdo, em si, ¢ um material
com caracteristicas multiescala, uma mistura de agregados (reforgo) de varios tamanhos e uma
pasta de cimento que atua como ligante do material (matriz). A pasta de cimento, por sua
vez, é constituida por poros (ou cavidades) e cimento hidratado/nao-hidratado. De notar que
os elementos estruturais da pasta de cimento apresentam aproximadamente a mesma escala
de comprimento.




2.Modelagao do Comportamento Mecanico de Materiais Heterdgeneos

Figura 2.3: O complexo ginédsio-termas na cidade de Sardis, a capital do Reino da Lidia, hoje
em Manisa, na moderna Turquia [29].

Figura 2.4: Apartamento moderno, de 17 andares, em Hannover, na Alemanha [29].

Por outro lado, atenda-se ao facto de a disposicao das fases, no que diz respeito & mi-
croestrutura, ser da maior importancia. Por exemplo, a existéncia de espacos com ar nas
rochas resulta numa microestrutura porosa, como se ilustra na figura 2.5(a). Por outro lado,
a0 invertemos esta disposicao obtém-se pedacos de rocha imersos em ar, isto é, simples areia,
uma microestrutura discreta que também é referida como granular, conforme se ilustra na fi-
gura 2.5(b). Neste contexto, estamos perante o conceito de conexao de fase. Uma ferramenta
fundamental de caracterizacdo microestrutural consiste na fracao volimica de uma fase.

(a)

(b)

Figura 2.5: Materiais com distintos tipos de microestrutura: (a) poroso e (b) granular [29].
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O principal objetivo da analise micromecénica consiste na determinacao de propriedades
efetivas de materiais heterogeneos. Esta anilise visa a determinacdo de um material homo-
géneo de propriedades equivalentes as do heterdgeneo. O efeito da dimensao das heteroge-
neidades no comportamento macroscopico de uma estrutura e o conceito da aproximacao por
um corpo homogéneo com propriedades equivalentes encontra-se ilustrado, para uma situacao
unidimensional, na figura 2.6, onde uma barra unidimensional é tracionada. Pretende-se de-
terminar o campo de deslocamentos no interior da barra para uma distribuicado muito fina de
duas fases. No caso de a barra ser metade de uma fase e metade de outra, ter-se-ia que o campo
de deslocamentos seria continuo e constituido por 2 segmentos de reta com distintos declives.
Logo que se proceda ao refinamento da distribuicao de fases obtém-se um campo constituido
por uma sucessao de multiplos segmentos de reta alternadamente de diferentes declives. Este
campo parece aproximar-se (em termos de tendéncia) de uma tnica linha. Assim, para uma
distribuicao suficientemente fina, ndo se distinguirao as inflex6es no campo de deslocamentos,
pelo que ao nivel macroscépico o material pode ser aproximado por um material homogéneo
equivalente, ao qual se encontra associado a um campo resultante de deslocamentos linear.

distribution

distribution

Figura 2.6: Barra tracionada de um compésito unidimensional [29].

A obtengao das propriedades desse material homogéneo equivalente consiste na metodo-
logia de homogeneizacao. O conceito da homogeneizacao de propriedades fisicas remonta ao
século XIX (Poisson |31], Maxwell |32] e Rayleigh [33]). No entanto, os primeiros trabalhos
referentes & teoria matematica da homogeneizagao datam do final dos anos 60 do século XX
(ver Spanolo [34], Sanchez-Palencia [35] e De Giorgi e Spagnolo [36]). Desde entao diversas
técnicas de homogeneizagao tém vindo a surgir, das quais se destaca a homogeneizagao por
expansao assimptoética [16, 30, 37, 38]. A homogeneizagdo por expansao assimptotica con-
siste numa técnica expedita de abordagem a problemas de modelacao de fenémenos fisicos em
meios com estrutura periddica, em particular do comportamento mecénico de componentes
estruturais constituidos por materiais compdésitos.
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A homogeneizagao visa, assim, a determinacao das propriedades de um material homogé-
neo cujo comportamento se aproxima ao do comportamento do material heterogéneo. Estas
propriedades sao designadas de propriedades efetivas. Estas propriedades efetivas sao utili-
zadas para modelar o comportamento constitutivo ao nivel da macroescala. Existem varios
métodos de homogeneizacao, analiticos e computacionais. No entanto, todos eles tém como
objetivo comum a obtencdo de propriedades macroscopicas. A natureza de tais métodos nao
estd longe de como um experimentalista mede as propriedades elasticas de um ensaio de tra-
¢ao laboratorial. As propriedades obtidas a partir desse teste de tracdo sao na realidade uma
estimativa média do comportamento de um metal policristalino com todos os tipos de defei-
tos e heterogeneidades incorporados em varias escalas. No entanto, o sucesso das técnicas
de homogeneizagdo é baseado na identificacdo de uma amostra, sob condi¢oes adequadas. A
caracterizacao adequada dessa amostra serd abordada posteriormente no decorrer do texto.

Mas qual é o porqué de (desperdicando-se tempo e esfor¢o) se determinar essas proprie-
dades efetivas. Considerando-se novamente o exemplo da barra unidimensional, suponha-se
que a distribuicdo das duas fases é tao fina que milhoes de segmentos de material se encon-
tram presentes na barra. Para se determinar o campo de deslocamentos com uma anélise
ou uma ferramenta numeérica, tal como o método dos elementos finitos, seria necesséario in-
troduzir milhGes de graus de liberdade, o que pode exigir um elevado esforco computacional.
Por conseguinte, a determinagao das propriedades efetivas permite a reducao do esforgo anali-
tico e computacional requerido para a andlise de problemas envolvendo materiais heterogéneos.

No caso particular da elasticidade linear, a propriedade que se procura determinar é o ten-
sor macroscopico de elasticidade. Outras propriedades de interesse poderiam ser o tensor de
condutividade térmica — em problemas de conducao de calor —, a permeabilidade de meios
porosos, certas propriedades quimicas de reagdo e a condutividade magnética — em proble-
mas de eletromagnetismo —, etc. Em certos casos, as propriedades macroscopicas que se
pretendem para a macroescala manifestam-se com um comportamento fisico completamente
diferente na microescala. Note-se que se deve estar ciente do dominio de aplicabilidade de
resultados da homogeneizagao, que sao usualmente baseados em certas premissas. Portanto,
os resultados obtidos s6 serdo exatos em casos particulares.

Como em muitos outros campos da engenharia, ndo serd erréneo afirmar que os méto-
dos computacionais tém vindo, cada vez mais, a substituir os métodos analiticos. De facto,
embora a maioria dos métodos tenham um fundo analitico sélido, requerem frequentemente
implementacdes numéricas. De qualquer modo, os métodos de homogeneizacao para anélise
micromecénica sao introduzidos para se incrementar as capacidades de previsao e de concegao
do engenheiro em situagoes em que microestruturas complexas podem ser manipuladas dentro
dos limites da teoria para se estimar o comportamento geral de macroestruturas.

Sendo um dos objetivos da micromecéanica a previsao de modelos macroscépicos de mate-
riais heterogéneos, as analises micromecanicas sao realizadas usualmente com base num REV
ou uma RUC (esta dltima no caso particular de materiais heterogéneos de microestrutura
periodica), conforme se ilustra na figura 2.7. Estas entidades correspondem a diferentes repre-
sentacoes geométricas de microestuturas heterogéneas e requerem o uso de diferentes condicoes
de fronteira. Em particular, a analise de um REV é baseado na equivaléncia das condigoes
de fronteira de tracao e de deslocamento homogéneas, o que de facto define o conceito de um
REV, enquanto que a analise de um RUC é baseado na combinacao de condigoes de fronteira
de deslocamento periddicas e de tracdo antiperiédicas.
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Figura 2.7: Microestrutura heterogénea caracterizada por (a) um REV e (b) uma RUC [39].

Atenda-se a que estes dois conceitos tém vindo a ser muitas vezes confundidos na lite-
ratura. A principal razdo deve-se ao facto de a representacao de compositos reforcados com
uma disposicao periddica de fibras circulares unidirecionais dispostas em células quadradas ou
hexagonais poderem ser representadas por um tunico RUC passivel de anélise pelo método de
elementos finitos. Os conceitos de REV e RUC foram recentemente reexaminados em maior
detalhe por varios investigadores. Estes foram estimulados por uma sequéncia de trabalhos de
Huet [17] e outros colaboradores, que visam o problema fundamental de caracterizar modulos
macroscopicos de materiais.

A RUC consiste numa porcao finita de um material heterogéneo capaz de caracterizar o
seu comportamento macroscopico. A sua dimensdo pode ser aproximada como o menor bloco
construtivo (célula unitaria) no caso de materiais compositos que apresentem periodicidade lo-
cal ou global, utilizando-se neste caso condi¢des de fronteira periédicas para efetuar o processo
de homogeneizacao.

10



Capitulo 3

Geracao e Representacao de
Microestruturas

Em seguida introduzem-se alguns conceitos relativos a microestruturas de miltiplas fase e
varios métodos da sua geracao e representacao, visando-se apresentar alguns conceitos relativos
aos procedimentos adotados nas anélises micromecénicas a serem realizadas.

3.1 Fracao Volumica e Valor Médio

Como se referiu anteriormente, os materiais heterogéneos sao compostos por multiplas fases.
A geometria e a distribuicdo destas fases podem ser extremamente complexas, conforme se
ilustra na figura 3.1. Geralmente, um tipo de microestrutura sera selecionado nas anélises a
efetuar, sendo designado por S, como se ilustra na figura 3.1b.

® v ..
,‘ 7

tn

(a)

Figura 3.1: Microestrutura com (a) multiplas fases e (b) duas fases [29].

Neste contexto, de acordo com a figura 3.1b denota-se o volume da configuracao de refe-
réncia para S por Vp, considerando-se ainda uma configuragao espacial denotada por V. A
fase da matriz ¢ composta do material M) que ocupa uma porcio V(()l) de Vy. Do mesmo
modo, a fase de reforco (particulas) é constituida pelo material M@ e ocupa uma porcio
V[()Q) de Vp, pelo que V[()l) U V(()2) =)Wy e Vél) N V(()2) = . No caso da existéncia de miltiplas
fases (ver figura 3.1a), (gl) denota uma porgao da fase I. Neste contexto define-se a fragao
volamica de fase I relativamente as configuracoes de referéncia e espacial como

11
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@) (I
a _ Vol a _ VY]
vy = , v = , (3.1)
‘ Vol V|
respetivamente, sendo entao U(()l) —i—v(()Q) =1ev®+0®@ = 1. No entanto, atenda-se ao facto de

se ter em geral que U(()I) + v Para se obter uma relacdo entre estas duas medidas utiliza-se
o conceito de valor médio de uma quantidade @ numa regido ¥, dado por

(Qw = ’;/Q 4w, (3.2)
4

No seguimento deste trabalho, por uma questao de simplificacao e sem perda de generali-
dade, o indice ¥ que denota o dominio da média vai ser omitido sempre que seja evidente a
partir do contexto (por exemplo, (Q) em vez de (Q)y).

3.2 Classificacao das Microestruturas

3.2.1 Periodicidade e Aleatoriedade

Um método para se classificar uma microestrutura é identificar se ela apresenta aleatoriedade
ou periodicidade. Se um determinado compoésito exibir periodicidade, a posigao e orientagao
das particulas ter-se-a de repetir, conforme se ilustra na figura 3.2a. No caso de aleatoriedade,
apresentard posicoes e orientacOes aleatérias, como se ilustra na figura 3.2b. Atenda-se a
que na figura 3.2b as particulas de refor¢o encontram-se dentro do limite do dominio, ndo se
sobrepoem e sao do mesmo tamanho. No entanto, por vezes numa anélise a intersecao com a
fronteira do limite do dominio e a sobreposicao de particulas pode ser permitida, e o tamanho
destas pode variar. Além disso, as propriedades do material podem em geral apresentar
flutuagbes aleatorias. Os sistemas de particulas em que o tamanho e forma das particulas sao
os mesmos sao denominados monodispersos, sendo classificados como polidispersos no caso
contrario, conforme se ilustra na figura 3.2c.
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so0000000 -;,' _:_l‘l‘l q""-l
Yy Yy Yy 'y

vorvevev 02 0502, ~, -
yyryyryy. 95 40 "= "” ‘0
eo0o0ove 00, %0 " ,j
Yy YYyy 0,240 450 . 4,
rryrrrxxy. ee ') %o i ’

{a) {b) {c)

Figura 3.2: Classificagdo geométrica de uma microestrutura: (a) periddica, (b) aleatéria mo-
nodispersa e (c) aleatoria polidispersa [29].

Um conceito que se encontra relacionado com a periodicidade é o de célula unitaria, a
mais simples subestrutura repetitiva associada a uma microestrutura periédica. Como se

12
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ilustra na figura 3.3, a selecao de uma célula unitaria nao é tnica. Todavia, a dimensido da
célula unitéria deve coincidir com o comprimento da escala [ associada & periodicidade (por
exemplo, distancia entre particulas) ou deve ser um multiplo inteiro de I. No entanto, esta
pode ser definida a partir de qualquer por¢do da microestrutura. No caso de um compdésito
de particulas, a célula unitaria mais simples é aquela que inclui apenas uma particula.

: — @

unit cell

Figura 3.3: Célula unitéaria associada a uma microestrutura periodica [29].

3.2.2 Homogeneidade Estatistica

Uma classificacao alternativa das microestruturas baseia-se nas suas caracteristicas estatisti-
cas. Uma destas caracteristicas é a homogeneidade estatistica da distribuicao das inclusbes. Se
as propriedades estatisticas de geometria da microestrutura nao mudam de ponto para ponto,
entao diz-se que a microestrutura exibe homogeneidade estatistica [2]. No caso contrario, em
que a geometria da distribuicao exibe variacao observavel, diz-se que a microestrutura apre-
senta heterogeneidade estatistica. Na figura 3.4 apresentam-se exemplos de microestruturas
que apresentam homogeneidade e heterogeneidade estatisticas.

Figura 3.4: Microestruturas estatisticamente homogénea (esquerda) e nao-homogénea (di-
reita) [29].

3.3 Geracao de Microestruturas de Compoésitos de Particulas

A informagao relativa a uma microestrutura de um material heterogéneo pode ser usada para
se reconstruir a sua microestrutura real (ver Torquato [2]). Alternativamente, pode gerar-se
microestruturas completamente hipotéticas, depois de um esquema de representacao ter sido
previamente escolhido. Tais microestruturas hipotéticas poderao entao ser utilizadas posteri-
ormente em anélises microestruturais.

Considere-se um compdsito de particulas de duas fases, monodisperso e estatisticamente

2

homogéneo. Para se definir uma amostra microestrutural de particulas, é necessario gerar

18
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um determinado ntimero de particulas no volume da amostra. O algoritmo de geracao das
particulas utilizado depende das caracteristicas microestruturais.

Assim, para se gerar uma amostra de uma microestrutura periédica, as particulas sdo sim-
plesmente colocadas em posicdes predefinidas com orientacoes também elas predefinidas no
volume da amostra, o que resulta numa célula unitaria. Para o caso aleatério, o método mais
simples de gerar uma microestrutura consiste em ir adicionando particulas ao volume da amos-
tra, uma a uma de forma completamente aleatéria. No caso de se pretender a ndo-sobreposicao
de particulas (particulas impenetraveis) é necessario verificar se a particula interfere com ou-
tras particulas previamente geradas. Todavia, nao é necessario proceder a qualquer verificacao
no caso de as particulas poderem interferir.

O algoritmo de geracdo utilizado podera apresentar um desempenho algo lento para o
caso de particulas impenetraveis, pois muitas vezes é necessario descartar uma microestrutura
antes de todas as particulas serem colocadas, pois pode nao ser possivel encontrar uma posi¢cao
adequada (vazia) para se colocar uma dada particula visto que os procedimentos de geracao
bloqueiam. Neste contexto, tem-se que por vezes pode ser moroso ou mesmo impossivel gerar
uma microestrutura aleatéria para fragoes de volume elevado.
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Capitulo 4

Método dos Elementos Finitos

4.1 Introducao

O aumento da capacidade dos computadores favoreceu o aparecimento de novos métodos de
anélise e resolucdo, quase sempre aproximada, de problemas cientificos e de engenharia, no-
meadamente o Método dos Elementos Finitos (MEF). Este método de analise matematica, no
que diz respeito & andlise de estruturas, tem aplica¢do na determinacdo dos estados complexos
de tens@o e deformagdo de componentes de engenharia submetidos a diversos carregamentos
mecanicos e condi¢oes de fronteira [40, 41]. Para atingir tal objetivo, o MEF transforma o
dominio em estudo numa associacao de elementos discretos no qual cada um deles é uma
estrutura continua mais simples, capaz de representar o campo do deslocamento no dominio
do elemento global. Assim, obtém-se o estado de deformagtes e, posteriormente, através de
relacoes constitutivas chega-se ao estado de tensoes nos elementos. Um outro beneficio na
aplicacdo do MEF ¢ a facilidade com que pode ser aplicado para a resolucdo de problemas
bidimensionais e tridimensionais constituidos por varios materiais diferentes e com fronteiras
irregulares, [41, 42, 40].

4.2 Discretizacao Espacial do Problema

O problema de elasticidade linear tridimensional consiste, em termos de notagao tensorial, na
seguinte formulagao

div(e) +b=0 em Q

c=D:e em

€ =3 |grad(u) + [grad(u)]T] em €. (4.1)
oc-n=t em I}

u=u em I'y

Esta formulagdo, designada por formulacao forte, descreve o equilibrio estatico de um corpo
s6lido linear eldstico com base, respetivamente, na equacao de equilibrio, na relagao consti-
tutiva, na relacdo deformacao-deslocamentos (linearizada com base na hipotese das pequenas
deformagoes), e nas condicoes de fronteira natural e essencial [43, 42]. div(.) e grad(.) designam
os operadores divergéncia e gradiente, respetivamente. Com base na utilizacdo do principio
dos deslocamentos virtuais é possivel obter a formulacao fraca a partir da formulacao des-
crita anteriormente. Assim, introduz-se o vetor de deslocamentos virtuais, du, como funcao
de ponderacdo. Esta corresponde a um campo virtual de deslocamentos, nulo nas fronteiras
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4 Método dos Elementos Finitos

com deslocamentos prescritos (I'y), ou seja, ju = 0 em (I'y). Deste modo, efetuando-se o seu
produto (tensorial) escalar com a equacao de equilibro e integrando-se no dominio 2, obtém-se

/ du - [div(e) +b]dQ2 =0, (4.2)
Q

que equivale a
/ grad(du) : od2 = / du-bdQ+ / div(du-o)dQ. (4.3)
Q Q Q

Aplicando o teorema da divergéncia & Gltima parcela do segundo membro da relagdo anterior,
resulta que

/Qdiv(5u co)dQ) = / du- (o -n)dl. (4.4)

r

Por outro lado, sendo I'y U I'y =T" e du = 0 em I'y, obtém-se

/ du-(o-n)dl'= | du- (o -n)dl. (4.5)
r Iy

Tendo em conta a condi¢do constitutiva e a condi¢do de fronteira natural, através da substi-
tuicao das equacoes 4.4 e 4.2 na equacao 4.3, obtém-se

/ grad(ou) : D : € dQ :/ du-bdQ+ [ du-tdl. (4.6)
Q Q T

No entanto, tendo em consideracao a relacdo deformacao-deslocamentos e a simetria D, tem-se
que

D :e=D:grad(u), (4.7)

obtendo-se, assim, a equacao integral correspondente ao principio dos deslocamento virtuais
para o problema de elasticidade linear e que define a sua formulacao fraca como

/ grad(du) : D : grad(u) dQ :/ du-bdQ+ [ du-tdl, Ysu, su=0 em 1, (4.8)
Q Q Tt

O primeiro termo desta relacdo, conhecida como o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV),
é a energia de deformacao virtual total e os restantes membros correspondem ao trabalho
virtual realizado pelas forcas volimicas e as forcas de superficie, respetivamente. Assim, o
Principio dos Trabalhos Virtuais estabelece que num sistema em equilibrio estatico o trabalho
realizado pelas forcas internas deve ser igual ao trabalho realizado pelas forgas externas [43, 42].

Com a formulacao fraca da equacio definida, procede-se entao a sua discretizacao espacial
por elementos finitos. Restringindo o dominio ao de um elemento finito, pode reescrever-se a
equagao da formulacao fraca na seguinte forma:

/ grad(du) : D :grad(u)dQ = [ du-bdQ+ [ du-tdl. (4.9)
e Qe FS
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4 Método dos Elementos Finitos

4.3 Formulacao de Elementos Finitos

No meétodo dos elementos finitos o corpo sélido é aproximado pela consideracao de que o
mesmo é equivalente a um conjunto de elementos finitos discretos agrupados, de forma ade-
quada, pelos pontos nodais localizados nas fronteiras dos mesmos. Desta forma, é possivel
calcular a solugdo do problema. Em seguida, ilustra-se o calculo das matrizes de rigidez ele-
mentares e a construcdo dos sistemas de equagoes de equilibrio.

Partindo do Principio dos Trabalhos Virtuais (equagao 4.8) e relacionando o vetor dos des-
locamentos virtuais du com o campo discretizado de deslocamentos virtuais, da, os campos de
deslocamentos e de deformagoes podem ser calculados recorrendo ao campo de deslocamentos
virtuais nodais, da®, como

ou® = N¢a®
, (4.10)
de = Ba°

em que N¢ é a matriz das fungoes de forma para o elemento. Assim, pode reescrever-se o
trabalho realizado pelas forcas internas, por unidade de volume, como

OWing = je'o = (5ae)T (Be)T g, (411)

sendo o o vetor de tensao. Relativamente ao trabalho das forcas externas, tem-se

SWexto, = (0u®)T b = (52%)T (N)T b (4.12)

Wety = (u®)T E = (52°)T (N°) ' L. (4.13)

Assim, obtém-se os valores totais de trabalho integrando as equagdes 4.11 e 4.12 no volume
do elemento, e a equacao 4.13 na superficie do elemento, resultando

Wi = (52°)" / (B°) o d0, (4.14)

Wext, = (6a°)t / (N b dO (4.15)

Wextp = (62°)" / (Ng)TEdr, (4.16)
r§

respetivamente. Assim, reescrevendo a equacio de equilibrio estatico do PTV, obtém-se

(538)T/e (B9) o dQ = (5a%)" l/

Atendendo & arbitrariedade do campo admissivel de deslocamentos virtuais, da®, a equagao
de equilibrio para o elemento finito e corresponde a

(N)ThdQ + /
re

e

(Ng) e dF] : (4.17)

ked® = f°, (4.18)

em que a matriz de rigidez elementar k® corresponde a
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4 Método dos Elementos Finitos

k® = / (B°)'DB* dQ (4.19)
e o vetor de forcas nodais é definido por
e [ (N9)Thao + / (N2)TEdT. (4.20)
Qe re

4.4 Sistema Global de Equacoes

O sistema global de equacoes resulta da agregacao das matrizes de rigidez elementares dos ne
elementos que constituem a malha de elementos finitos, sendo esta operacao frequentemente
designada como assemblagem [44, 42]. Deste modo, constroi-se a matriz rigidez global para
todo o dominio do problema. A operacao de assemblagem pode simbolicamente ser represen-
tada como

e
K=> K- (4.21)
7

sendo K a matriz rigidez global e K® as matrizes de rigidez elementares. Este método di-
reto de obtencao da matriz rigidez global é efetuado garantindo-se a coeréncia dos graus de
liberdade. Assim, terminado o processo de assemblagem da matriz rigidez global, procede-se
a representacao fisica do comportamento de uma estrutura na forma do sistema global de
equagoes. O sistema resultante pode entdo ser representado por

Ku =f, (4.22)

em que u é o vetor dos deslocamentos nodais e f das forgas nodais externas. Realce-se o facto
de ser ainda necessario impor as condi¢oes de fronteira no sistema global para que este seja
determinado.
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Capitulo 5

Metodologia de Homogeneizacao

Em seguida apresenta-se o problema geral de homogeneizacao para deformagoes infinitesimais,
em que a partir do material homogéneo se determina um material homogéneo de propriedades
equivalentes, conforme se ilustra na figura 5.1. Sdo abordados conceitos-chave tais como a
identificacao de quantidades macroscopicas, a relacgdo entre as médias, os principios de energia
e, por fim, a aplicacdo de diferentes tipos de condi¢oes de fronteira que sdo usados de forma
semelhante em todos os problemas de homogeneizacao. Este capftulo baseia-se, em grande
parte, na obra de Temizer [19].

M _\-\ M*
\
— l| I|
Ill gt
N
R ;

Figura 5.1: Problema da homogeneizacao: material heterogéneo original da macroestrutura e
material homogéneo equivalente [29)].

L%

5.1 Problema da Homogeneizacao

Considere-se um material M com macroestrutura heterogénea que possui vérias fases, M@,
Neste contexto, tem-se que o problema mecénico geral para este material M de natureza
heterogénea, associado a um dominio R de fronteira IR, corresponde a determinar u(X,t),
tal que

div(e) +pb=pit em R, (5.1)
com condicoes de fronteira
u=ia em OR" e t=on=t em OR' (5.2)
e equacao constitutiva
oc=0(X,e). (5.3)
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5.Metodologia de Homogeneizacao

Devido a presenca de heterogeneidades, a densidade, p, e a forma explicita da equacao cons-
titutiva, &, oscilam de fase para fase, sendo esta altima denotada por o). Como resultado,
os campos de tensdo e de deformagao sdo altamente oscilatérios, dificultando bastante a re-
solucao do problema na sua forma original. Por conseguinte, uma forma de se obter uma
solucdo aproximada é utilizar a metodologia de homogeneizacao para a obtencdo de um ma-
terial homogéneo equivalente M™*, considerando as mesmas condi¢oes de fronteira em M*
(ver figura 5.1). Neste contexto, o problema mecanico geral para o material M* de natureza
homogénea, associado a um dominio R de fronteira OR, corresponde a determinar u*(X, ¢),
tal que

div(e®) + p*b = p*d* em R, (5.4)
com condicoes de fronteira
u'=1u em OR" e t*=0'n=t em OR', (5.5)
e equacao constitutiva
o"=a6"(e") . (5.6)

Claramente, este problema pode ser resolvido assim que se tenha uma expressao para p*
(densidade efetiva) e 6* (equagdo constitutiva efetiva). Neste contexto, a qualidade com que
estes valores efetivos sao determinados afeta diretamente a qualidade da aproximacao u* do
campo de deslocamentos exato u.

5.2 Determinacao de Propriedades Efetivas

Numa anélise do comportamento mecanico de um material heterogéneo, considerando amos-
tras de microestrutura cada vez maiores de que se extrai uma série de resultados Q, observa-se
que & medida que se aumenta o tamanho da amostra os resultados obtidos se aproximam de
um limite Q. Visto Q depender da morfologia microestrutural de uma amostra particular
para amostras de dimensdo relativamente pequena, define-se assim um REV como sendo a
amostra cuja dimensao é tal que se obtém *°Q, sendo assim o resultado obtido independente
da morfologia particular dessa microestrutura. Nesse caso tem-se que

Q" =>0. (5.7)

A resposta efetiva nao é necessariamente uma propriedade do material que se possa associar
ao material efetivo (homogéneo). Num REV, a fracdo volumica efetiva de heterogeneidades
nao corresponde a uma propriedade do material, mas consiste unicamente numa grandeza de
caracterizagao macroscopica que estd associada ao material original. Quando um REV com
configuracdo em V é analisado numa metodologia de homogeneizagao, o material original, M,
é substituido por um material efetivo homogéneo, M*. Este procedimento, representado na
figura 5.2, consiste na transicao do caso heterogéneo para o caso homogéneo.

Esta transicao é efetuada verificando-se dois principios fundamentais na obtencado das proprie-
dades efetivas: o principio de conservacao de massa, utilizado para se determinar a densidade
efetiva, e o principio de conservacao de energia, para se determinar a relacdo constitutiva
efetiva.
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5.Metodologia de Homogeneizagao

Figura 5.2: Os resultados da analise de um REV permite a substituicdo do material hetero-
géneo original M por um material homogéneo efetivo M* [29].

Apbs o processo de homogeneizagao, o novo material M* com densidade p* substitui o material
original com densidade de natureza microestruturalmente oscilatéria. Como se referiu, a
determinacao da densidade efetiva baseia-se no principio de conservagao de massa, pelo que a
massa do material homogeneizado em V deve ser a mesma do material heterogéneo original:

o= [ pav, (5.8)

de onde resulta que
p*={p) - (5.9)

Apo6s a obtencao da densidade efetiva, resta determinar a equacdo constitutiva efetiva, ™.
Assim, a determinagao da forma (explicita) da equagao constitutiva efetiva 6*(€*) pode ser
feita com base num ensaio de tracao utilizado para se obter o médulo de Young, E, e o
coeficiente de Poisson, v, a partir de uma amostra macroscopica. A variacdo do comprimento
da amostra permite obter a componente de deformagao €11 e a variacdo de didmetro revela que
€12 = €13. Em seguida, medindo o valor da forca F' que é aplicada, calcula-se a componente
de tensdo usando a area da secgdo transversal A, tendo-se : 017 = %. Os parametros de
elasticidade sao assim fornecidos pelas equacoes

011 = FE €11 € €11 = —V €12. (510)

Contudo, a amostra de ensaio possui heterogeneidades incorporadas em diversas escalas, pelo
que os campos de tensao e de deformacao sao altamente oscilatérios. Deste modo, na realidade
011 € uma representacdo média do valor campo de tensoes oscilatério que lhe esta subjacente
e €;; uma representacao média do valor campo de deformacoes oscilatorio. Assim sendo, as re-
lagoes obtidas para as propriedades dos materiais consistem essencialmente em relacoes entre
as respetivas médias. Este conceito de relagdao entre valores médios estd na base do processo
de obtencao da relacao constitutiva efetiva.

Assim, com base no ensaio de tragdo anteriormente referido, obtém-se os valores de tensdo
e de deformacao efetivos com base na obtencao de valores médios num REV (V), resultando

o"=(o) e € =(. (5.11)
Atendendo a que

diviX®o) =0+ X ®div(e) =0 + X ® (pit — pb) (5.12)

e, considerando o teorema da divergéncia, obtém-se
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/div(X@a)dvz/X@anda:/X(X)tda. (5.13)
1%

Com estes dois resultados, conclui-se que

(o) = /X ®t da+ (X ® (pb — pii)) . (5.14)

VI

Assim, obtém-se o

Teorema de Tensao Média: para problemas quase-estdticos, a tensao média num corpo é
prescrita em termos de dados de tragdo na fronteira somente na auséncia de forgas volimicas:
(o) = |V| f X ®tda.

Também a deformacao média pode ser expressa da mesma forma. Considerando um ma-

terial heterogéneo de duas fases e atendendo a que H=Vu e [ Vu dv = [u®n da, obtém-se
% %

Hdv = / Hdv+ — / H dv
) / V| V|
1

V(2)

1
= — u®nda+ — / u®nda
V| / V|

oy oV (@)
1
—M/u@)nda—i-M / |lul| ®n da .
[9)% oY Noy(2)

Na ultima linha da expressdao anterior tem-se que ||u| = u; — uy corresponde ao salto em
u num ponto em AV N VP (as interfaces materiais) com versor normal exterior n. A
decomposicio do dominio ¥V em V() e V@) ¢ apresentada na figura 5.3. Empregando este
resultado na relagao € = %(H +H7'), tem-se que

V|

1 1
>:|V/ wontnswdet o [ Julentnolud, (G519
g ovW)nov(2)

obtendo-se o

Teorema de Deformacao Média: Para problemas quase-estdticos, a deformacao média
num corpo € prescrita em termos de dados de deslocamento na fronteira somente na auséncia
de quaisquer descontinuidades (||u|| = 0): = \Vl f u®n+na®u)da.

Refira-se que materiais heterogéneos em que se tem ||u|| = 0, como se considerou, corres-
pondem a materiais em que h& uma aderéncia perfeita entre as varias fases que o constituem.
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P
.

(2)

Figura 5.3: Decomposicao do dominio ¥V do REV em duas fases, sendo a interface do material
v n oy |29].

Por fim, condicdes de fronteira (BC') especificas tém de ser aplicadas ao REV considerado,
de modo a se induzir campos de tensao e de deformacao no REV. Para um dado conjunto de
BC, as médias proporcionam a resposta do material heterogéneo na macroescala. Uma vez
que a tensdo e a deformacao efetivas correspondem a grandezas de natureza média, define-se
a relacdo constitutiva efetiva como sendo a melhor forma funcional que as relaciona:

ot L e (5.16)

Com estas relagdes, pode-se entdo prosseguir para os detalhes do procedimento de determi-
nacao de 6*. Neste contexto, a consideracao de BC adequadas é essencial para o processo
de homogeneizagdo. Como foi referido, a determinacdo da densidade efetiva e da formulagao
constitutiva efetiva depende dos principios de conservacdo de massa e de conservacao de ener-
gia, respetivamente, que sdo impostos para se restringir os tipos de BC a serem utilizados.
Desde logo se observa que para certas BC o trabalho mecanico total realizado no REV pode
ser obtido a partir dos campos de tensao e de deformacao microscépicos, como

5W:/0-5e dv . (5.17)
1%

Por outro lado, o trabalho mecénico total realizado no REV quando o material heterogéneo
original é substituido por um efetivo corresponde a

OW* = |V|o* - d€” . (5.18)
Impondo a igualdade dos trabalhos realizados para ambos os tipos de material, obtém-se
0" - 0" = (o Je) . (5.19)

Esta expressao corresponde a uma restrigdo, no sentido em que especifica os tipos de BC que
podem ser aplicadas ao REV. No caso de esta restricao ser satisfeita, entao também se verifica
a relagao

o" € =(0-€), (5.20)

que foi introduzida por Hill [1].

De modo a se constatar que o critério energético de Hill ndo é verificado por qualquer
tipo de condicoes de fronteira, procede-se & decomposicao dos campos médios de tensdo e

Do inglés: Boundary Conditions.

23



5.Metodologia de Homogeneizacao

de deformac@o nas suas componentes média e flutuante. A componente flutuante de uma
quantidade Q sobre uma regido ¥ corresponde, sendo a sua componente média (Q)g, a

Q=0 (Quw. (5.21)
Deste modo, tem-se

o= (o)+06 , €= (€ +E€, (5.22)

resultando do critério energético de Hill em [9]

<0‘€>=<(<0>+5
>+<0> (€) +(a)-(e)+(a-¢€
€) +

Constata-se assim que as BC que verificam o critério energético de Hill sdo unicamente aquelas
para as quais o termo (g - €) ¢ nulo. Deste modo, com a aplicagdo de BC que ndo cumpram
este critério nao se podera proceder a um processo de homogeneizacao fisicamente sustentado.

Assim, o enunciado do problema de homogeneizacao para o REV corresponde a determinar-
-se u(X), de modo que

div(e) =0 em V, (5.23)
sujeito a condigbes de fronteira tais que

(o) - (e) = (0 -€) . (5.24)

Apos a resolucdo deste problema, considerando que 6* = () e € = (€), pode proceder-se
entao a determinagao da relagao constitutiva efetiva com base na relacao entre o* e €* = (e).

5.3 Condigoes de Fronteira para Homogeneizagao

Em seguida procede-se & abordagem de BC a aplicar no procedimento de homogeneizacao que
satisfacam o critério energético de Hill. Sao consideradas BC de trés tipos distintos: (i) de
tracdo uniforme (UT?), (ii) de deslocamento linear (LD?) e (iii) periédicas (PR?).

Para BC que sdo controladas pela tensdo média, impoe-se

(o) =0, (5.25)
em que g é prescrito. Por outro lado, para BC controladas pela deformagdo média, impde-se
(€) =€, (5.26)
em que o gradiente médio dos deslocamentos, € = %('H +H"Y) e (H) =H, é prescrito. Qual-

quer das BC anteriormente mencionadas podem ser impostas, em teoria, com base na aplicagdo
da tensdo média ou da deformacdo média. No entanto, é mais natural impor a deformacdo

Do inglés: Uniform Traction.
Do inglés: Linear Displacement.
“Do inglés: Periodic.
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meédia para as condicoes de fronteira de deslocamento linear e periodicas, e tensdo média para
condic¢oes de fronteira de tracdo uniforme.

Considerando um material heterogéneo bifasico e atendendo a que a simetria de ¢ implica que
o€ =0 - H, tem-se, para o critério energético de Hill, que

1
<a-e):<a-H):W/o~Vudv

/(dlv(a u) —div(e) -u) dv

V
1
div(ec u) dv+ — [ div(e u) dv — — /div(a) -udv
v / \V! VI
(1) V(2) v
1 / 1 / .
= — ocu- nda+ — ou- nda+— (pb —pi1) -udv
V| VI v
v oy
! / u-tda+ ! / u-tda+ (pb—pi1) -ud
= — ‘tda+ — a+ -— [ (pb—pu)-udv
V| VI !VI
ovn) V(2
1 1 1 ..
:m u-tdaer ||u\|-tda+m (pb — pi1) -udv,
4 avHNav) v

onde, na altima linha, t ¢ a tracdo em V™). Assim, obtém-se o

Teorema de Energia Média: Em problemas quase-estdticos, a energia média € prescrita
em termos de tracées e deslocamentos na fronteira do dominio unicamente para materiais
heterogéneos que apresentem nao sé aderéncia perfeita entre fases (||ul| = 0) mas também a
auséncia de forgas volimicas ((o - €) = ﬁ [u-tda)

)%

Neste contexto, em seguida mostra-se que cada um dos referidos tipos de BC satisfazem o
critério energético de Hill.

5.3.1 Condigoes de Fronteira de Tracao Uniforme

As condigoes de fronteira de tra¢do uniforme (UT-BC) sao definidas por

t=%Y¥n em 0V, (5.27)

em que se exige que X seja simétrico. Atendendo a que [ X ® n da = |V|I, de acordo com o
oV
teorema da tensao média tem-se que

1
<0>—/X®tda
iy

X ®¥Ynda= /X@nda o —o.
|V|/ (IVI )

Além disso, de acordo com o teorema de energia média, tem-se que a condi¢ao
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1
<a-e>:/u'tda
VI

oV

:nl;\/wzlnda:pl;/”'(U®n)da:2-<e>=<0>'<f>
oV ov

terd de ser verificada de modo a que o critério energético de Hill seja satisfeito para UT-
-BC. Neste contexto, como nenhuma restricdo de deslocamento € prescrita em 0V, sendo
assim permitido o movimento de corpo rigido, é necessario proceder, aquando da modelagao
baseada no MEF, & sua supressido com base na imposicao de apoios em pontos de dV.

5.3.2 Condicgoes de Fronteira de Deslocamento Linear

As condigoes de fronteira de deslocamento linear (LD-BC) sdo definidas por

u=HX em 0IV. (5.28)

De acordo com o teorema da deformacdo média, tem-se que

(H) 1/@ d 1/’HX@d ’Hl/X@) d H (5.29)
=— [u®nda=— nda=H— ndv=H, .
VI VI Vi
ov oV [22%
pelo que
1

() = 5(H + H') =€ (5.30)

Considerando este resultado no teorema da energia média, resulta que

5/ 5/
c-€l=— | t-uda=— [ t-HX da
@ 6= V]

oy A%

:nl}/(xm)-HTda: (o) HT = (o) - (€)
oV

pelo que o critério energético de Hill é satisfeito para LD-BC.

Na figura 5.4 ilustra-se o efeito de aplicagao de UT-BC e LD-BC em em V), verificando-se
que uma UT-BC resulta num deslocamento que néo é linearmente distribuido em 0V, enquanto
que uma LD-BC resulta numa distribuicao nao-uniforme de tragio em 9V.
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(a) UT-BC: ¢t (by UT-BC: u

sttt
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(c) LD-BC: ¢ (d) LD-BC: u
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T TLIROTTAT

Figura 5.4: Efeito de aplicacao de UT-BC e LD-BC [29].

5.3.3 Condigoes de Fronteira Periédicas

Com o intuito de impor PR-BC, o limite do REV é decomposto em duas partes opostas, OV
e OV, tal que 9V = VT UV~ e OVt N OV~ = @. Cada ponto X' de OV encontra-
-se associado a um tnico ponto X~ de OV~ e os versores normais externos nestes limites
satisfazem n~ = —n™. Neste contexto, as PR-BC sao definidas por

Touw =H(XT-X") e tT=-t", em IV. (5.31)

Atendendo a que

/u®nda: /u+®n+da+/u_®n_da

% ov+ (o) %

= / (u +HX"-X"))®@n" da — / u" ®n' da
ovt+ ovt

= /’HX"’@n"r da — /'HX_®n+ da
ov+ ov+

= / HX" @nt da+ / HX ®n da
ovt ov—

:/'HX®nda:H|V| ,
ov

do teorema da deformacgao meédia resulta que
(e):ﬁ/%(u@n—kn@u)da:%('H—i—'HT):e, (5.32)
ov

pelo que a deformagao média para uma PR-BC corresponde a () = €. Além disso, utilizando

0 teorema de energia média, obtém-se
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i/
og-€)=— [ t-uda
oy

1 1

ov+ oV—
1 / i _ _ 1 _
= tt-(u +HXT =X da—/t+'u da
oyt oyt
1 / " 1 / _
= — tT - HXT da — — tT - HX " da
V| V|
oyt oyt
1 / 1 _ _
= t+-HX+da+/t -HX ™ da
4 4
oyt oy—

:Wl‘/t-HXdaz () - HT = (o) - (e),
oV

pelo que o critério energético de Hill é também verificado para PR-BC.

Na figura 5.5. sao ilustrados os campos de tensao e de deformagao resultantes da aplicagao
de BC. Verifica-se que quando sdo usadas PR-BC, os REV deformados encaixam-se perfeita-
mente devido & periodicidade do campo de deslocamentos (ao contrario do que ocorre com
as UT-BC). Além disso, o campo de tragao satisfaz o principio da agao-reagdo devido a sua
antiperiodicidade (ao contrario do que ocorre com as LD-BC). Como resultado, se o REV
estd em equilibrio, entdo os varios REV da estrutura periédica também se encontrardo em
equilibrio. Deste modo, os campos de tensdo e deformacao sao também periddicos, bastando
analisar uma RUC (como REV) quando PR-BC sfo utilizadas. Sendo a tensdo média e a
deformacao média a correspondente & de uma RUC, nédo se verificarao os efeitos do tamanho,
podendo a resposta efetiva de uma microestrutura periédica ser extraida com base num tinico
REV correspondente a uma RUC e aplicando-lhe condiges de fronteira periddicas (PR-BC).

Figura 5.5: Campos de tensdo e deformacao resultantes da aplica¢do de PR-BC [29].
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5.4 Imposicao de Condigoes de Fronteira

Como foi referido, os trés tipos de BC discutidos, nomeadamente LD-BC, UT-BC e PR-BC,
podem ser impostos com base na aplicacdo da tensao média ou da deformagio média. Para se
indicar que um determinado tipo de BC é controlado pela tensdao média ou pela deformacao
média, vai utilizar-se, no seguimento do texto, o prefixo ¥ e &, respetivamente.

Em simulagdes com o MEF usualmente impde-se £-LD-BC em vez de ¥-LD-BC, ja que
uma condicao de fronteira de deslocamento u = HX pode ser facilmente prescrita num né
de superficie com posicao X, sendo a deformacao média na amostra dada automaticamente
por (€) = €. Por outro lado, é natural impor-se L-UT-BC em vez de E-UT-BC, ja que se
pode facilmente impor tragdes superficiais t = ¥n num ponto de integragdo de um elemento
superficial com versor normal exterior n, sendo assim a tensfo média dada automaticamente
por (o) = . Por fim, PR-BC sdo também controladas pela deformacdo média, como se vera
no seguimento do texto. Assim, de entre os tipos de BC referidos, apenas o tipo UT-BC é
naturalmente controlado pela tensdo média.

5.4.1 Condigoes de Fronteira £-LD-BC

A formulagdo variacional para o problema de um REV sujeito a £-LD-BC corresponde a
formulacao fraca

oU = /56 -0 dv =0, (5.33)
v
sujeita a u = HX em 9V. Com o intuito de implementar £-LD-BC, considera-se o potencial
def 1
C== 5 KHX —u) - (HX —u) da, (5.34)
ov
cuja variacao corresponde a
0C = — /('HX —u) - dudv, (5.35)
oV

em que K é idealmente um valor elevado cuja magnitude depende do problema. Assim, em
vez da forma variacional original U = 0, resolve-se

(5V:5U+5C:/5e-adv—/lC('HX—u)'5udv:O (5.36)
1% oy

sem a imposi¢do de quaisquer BC adicionais. A solugdo para dV = 0 corresponde a uma
aproximagao para a solu¢ao do problema original (U = 0) numa formulacao baseada na apli-
cacdo do método da penalidade, correspondendo K ao denominado parametro de penalidade.
Note-se que quando a restri¢ao é exatamente satisfeita (C' = 0) resulta que u = HX em 9V,
pelo que (€) = $(H +HT) = € ¢ imposto.

Comparando esta formulacdo variacional constrangida com a forma variacional de um
problema com uma BC de tracao imposta, que corresponde a

5U:/5e~adu—/t'5uda20, (5.37)
v 2)%
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pode identificar-se o termo K(HX —u) como sendo a tragao que deve ser aplicada na fronteira
para se impor LD-BC:

KHX —u)=t em OIV. (5.38)

5.4.2 Condigoes de Fronteira £-PR-BC

A formulagdo variacional para o problema de um REV sujeito a £-LD-BC corresponde a
formulacao fraca

oU = /56 -0 dv =0, (5.39)
1%

sujeito au™ —u” =H(XT —X")ett -t~ =0 em 9V. Estas BC podem ser implementadas
definindo o potencial

=3 [ KR - X) = (uf - )] KT - X0) = (0 - u ) da, (5.40)
ovt

cuja variacao corresponde a

5C = / KX —X7) - (ut —u)]- (—6u” +6u”) da

ov+t
=— / KHXT -X")— (ut —u7)] - é6ut da
ovt
+ / KHXt -X") = (u" —u7)]-du da,
ov—

sendo a formulacao variacional constrangida 6V = 06U 4 6C = 0 usada para se obter uma
aproximacao do problema original sem a imposi¢ao de quaisquer BC adicionais. Note-se que
quando a restri¢do é exatamente satisfeita (C' = 0) resulta que u™ —u~ = H(XT—-X") em V.

Comparando esta formulacdo variacional constrangida com a forma variacional de um
problema com uma BC de tragdo imposta, que corresponde a

5U:/5e-adv— /t;-5u+da— /t__-éu_da:O, (5.41)
1% ov+ ov—

verifica-se que as condicoes

H T—u)]=t" em OV" e
~KHX"-X")—(u" —u)]=t" em 9oV~

correspondem a tragoes superficiais que impdem a periodicidade de u, pelo que a condicao de
antiperiodicidade t =t~ é automaticamente satisfeita.
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5.4.3 Condicoes de Fronteira £-UT-BC

A formulacao variacional para o problema de um REV sujeito a X-UT-BC corresponde a
formulacgao fraca

5U:/5e-adv—/t~5uda20, (5.42)
1 oV

em que t = ¥n. Uma versio modificacdo da forma variacional pode ser obtida excluindo as
BC de tracao, resultando

50 < /56-0 dv . (5.43)
%

Entéo, com o intuito de implementar £-UT-BC, considera-se o potencial

K 1 1
C=— ’H—/u@nda . ’H—/u@nda , 5.44
2( vl ) ( 14 ) o4
)% ov

cuja variacao corresponde a

(5Cz—2-/(5u®nda, (5.45)
ov
sendo
def K 1 /
¥= —|H-— [u®nda], (5.46)
Vi < V] )
%)%
pelo que se obtém
0C = — /En -duda . (5.47)
ov

Assim, em vez da forma variacional original 6U = 0, resolve-se §V = 6U + §C = 0 para
uma aproximacao ao problema original sem quaisquer BC adicionais. Quando a restrigdo é
exatamente satisfeita (C' = 0) resulta que (€) = %(’H +HT) =€, pelo que a deformacio média
é imposta em V. Além disso, comparando o problema 6V = 0 com o problema §U = 0 original
com E-UT-BC, verifica-se que t = ¥ n é imposto em 9V, sendo X definido pela equagéo 5.46,
isto é, as UT-BC sdo aplicadas com um ¥ desconhecido a fim de se impor uma determinada

(€) =e.

Por fim, na figura 5.6 apresentam-se os trés tipos de BC controladas por € considerados,
para o mesmo H. Constata-se que para PR-BC (linha vermelha) resulta uma variagao pe-
riddica dos deslocamentos de fronteira sobrepostos aos resultados para LD-BC (linha preta),
sendo os resultados para UT-BC (linha azul) independentes dos anteriores [29].
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(b) UT-BC

(¢) PR-BC (d) Boundary displacement

Figura 5.6: Campos de deslocamento resultantes da aplicacao de BC controladas por € [29].
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Capitulo 6

Ensailos e Resultados Numéricos

6.1 Ensaios Numéricos Efetuados

Neste capitulo apresentam-se todos os resultados relativos aos ensaios de andlises efetuados
neste trabalho. Exceto o ultimo ensaio, em que sdo usadas as propriedades especificas de
um material para a analise do médulo de Young e do coeficiente de Poisson, todos os outros
ensaios foram realizados com as mesmas propriedades. Todos eles usando uma matriz com
moédulo de compressibilidade kK = 4 e moédulo de corte p = 1, as propriedades do reforgo,
nao sao implementadas, sdo sim calculadas pelo algoritmo a partir da razao de propriedades,
r, que nos ensaios foi de r = 10. Assim, em primeiro lugar sdo apresentados os resultados
referentes & geragio e & discretizacao da microestrutura, nomeadamente:

e Variagdo da fragdo de volume, com o aumento do ntmero de particulas;

e Comparacao do comportamento da microestrutura considerando particulas com interse-
¢ao e sem intersecdo com os limites da amostra;

e Analise e comparacao de microestruturas aleatérias e periodicas;
e Diferentes morfologias para as particulas que podem ser usadas nas microestruturas.

Em seguida sdo efetuadas anélises relativas as diferentes condicdes de fronteira considera-
das: (i) e-LD-BC (de deslocamento linear), (ii) £-UT-BC (de tragdo uniforme) e (iii) e-Pr-BC
(periddica), para a homogeneizagio, sendo analisados os seguintes aspetos:

e Refinamento da malha a usar. Antes de se iniciar qualquer ensaio, determinou-se, quando
é que a malha se encontrava refinada, ou seja, quando é que os valores, nomeadamente da
tensdo e da energia, por mais refinada que estivesse a malha se mantinham constantes;

e Variagdo da energia média, para diferentes condicbes de fronteira;

e Variacdo da tensao normal e da tensao de corte, para diferentes condicdes de fronteira;

- - . - . - E,
e Analise da variacao da energia e da tensdo para diferentes razoes r = ore

Ematriz ’

e Variacao da fragao de volume para inclusdes rigidas (r = 500) e comparagao dos valores
com o que o material de matriz por si s6 demonstra.

Outra anélise baseia-se nos coeficientes de Lamé, nomeadamente o médulo de compressi-
bilidade (k) e 0 m6dulo de corte (), procedendo-se a:
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e Determinacio das relagdes entre os coeficientes e as diferentes condicoes de fronteira;

e Andlise da variagao do erro (inconsisténcia isotropica). Comparacao do erro com o erro
médio, erro este que mede o desvio médio de um conjunto de amostras. Comparacao do
erro médio para particulas com e sem permissdo de intersecao com os limites da amostra;

e Variagdo de k e de p com o aumento do niimero de particulas, usando duas condigbes de
fronteira: uma controlada pela deformagcao (e-LD-BC — deslocamento linear) e outra
controlada pela tensao (o-UT-BC — tragao uniforme). Neste ensaio compara-se também
a influéncia do refinamento da malha, para estes coeficientes.

No ultimo capitulo de andlise de resultados, aplicam-se métodos numéricos de homogenei-
zacao para determinar:

e Propriedades efetivas mecénicas de particulas esféricas. Estes resultados sao ainda com-
plementados com os limites superiores e inferiores associados aos modelos micromecani-
cos de Voigt-Reuss 48, 49] e de Hashin-Shtrikman [50].

Os ensaios foram efetuados com base no codigo de elementos finitos HETERO2D [29],
usando elementos finitos isoparamétricos quadrangulares de 4 nos (isto é, bilineares ). Inicial-
mente, este c6digo permitiu a criagdo e discretizacdo de uma microestrutura. Nomeadamente,
a fragdo de volume maxima a ser ocupada pelas particulas, a sua morfologia, podendo ser usa-
das particulas esféricas, quadradas e de varias outras formas, e ainda definir se a microestrutura
a ser analisada é periodica ou aleatéria. Outro aspeto muito importante é o refinamento da
malha, permitindo o c6digo escolher o nimero de elementos por lado da microestrutura.

Numa fase seguinte, o coédigo permitiu a aplicacao de diferentes condicoes de fronteira: (i)
controladas pela deformacgao: £-UT-BC, £&-LD-BC e £-PR-BC e (ii) controladas pela tensao:
Y-UT-BC. Como em elasticidade linear se obtém resultados semelhantes para a aplicacdo de
E-UT-BC e £-UT-BC, apenas foram aplicadas condigdes de fronteira controladas pela defor-
macao. Nesta fase, as condicdes de fronteira foram utilizadas para se avaliar a variacdo da
tensao e da energia de deformacao, por exemplo, com o aumento do niimero de particulas.

Apo6s os ensaios relativos a anélise do efeito das condigdes de fronteira, o codigo permitiu,
com um compoésito de microestrutura previamente definida, a obtencao da variacdo do moédulo
de compressibilidade e do médulo de corte com a condicdo de fronteira aplicada, tendo sido
estes valores depois convertidos no médulo de elasticidade, E, e no coeficiente de Poisson, v.

No Apéndice A apresenta-se uma breve descrigdo da constituicio deste codigo e dos para-
metros utilizados nos ensaios numéricos.

6.2 Ensaios de Geracao e Discretizacao da Microestrutura

Nos ensaios de geracao e discretizacao da microestrutura o utilizador possui 3 graus de liber-
dade: o nimero de particulas, a fracdo voltmica e a definicdo da malha, a qual poderd ser
mais ou menos refinada. A area do quadrado associado a definicdo da célula microestrutural
é dependente do tamanho das particulas, ou seja, ao ser definida a sua &rea o programa define
o tamanho das particulas, ou o inverso.
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6.2.1 Analise da variagao da fracao voliimica com o nimero de particulas

Nesta andlise optou-se por uma microestrutura nao-periédica, permitindo-se a intersecao das
particulas com a fronteira da amostra. Na figura 6.1 apresenta-se dois exemplos da execucao
do algoritmo. A figura 6.1a apresenta uma célula com 4 particulas e a figura 6.1b uma célula
com 1024 particulas. Neste ensaio manteve-se o refinamento da malha igual para todos os
casos (NX = NY = 100), e cinco valores de fragdo volumica de entrada méxima de 0,2, 0,3,
0,4, 0,5 e 0,6 (VOLFRAC). Selecionou-se dez ntimeros de particulas diferentes, realizou-se
apenas um teste para cada fracdo volimica, conforme se apresenta na tabela 6.1, e com o
algoritmo chegou-se aos valores apresentados no grafico da figura 6.2.

MICROSTRUCTURE ELEMENT TYPE

MICROSTRUCTURE ELEMENT TYPE

(b)

Figura 6.1: Microestruturas geradas com: (a) 4 particulas e (b) 2048 particulas, NX=NY=100.

Tabela 6.1: Valores da fragdo volamica obtidos em fun¢do de VOLFRAC, NX=NY=100.

Np Volfrae=0,20 Volfrac=0,30 Volfrac=0,40 Volfrae=0,50 Volfrae=0,60
4 0.149 0216 0287 0,352 0.454
& 0,177 0,263 0.315 0,407 0.452
16 0.176 0,269 0,344 0419 0,507
32 0183 0,271 0,36 0.451 0,498
64 0.188 0,282 0,368 0.456 0.539
128 0194 0,292 0,382 0.467 0,35
256 0.193 0,291 0,388 0,478 -
512 0.198 0,295 0,392 0,484 -
1024 0.198 0,297 0,395 0.495 -
2048 0.181 0,296 0,397 = =

De notar que & medida que se aumenta o ntmero de particulas, o valor da fracdao de volume
aumenta acentuadamente no inicio, até que comeca a haver uma saturacao. Por outro lado,
para valores de VOLFRAC elevados, os testes com um elevado ntumero de particulas ndo sdo
realizados, ou melhor, o algoritmo nao consegue concluir o teste. Isto deve-se ao facto de que
por mais que o tamanho da amostra aumente, o algoritmo é incapaz de ocupar o volume com
as particulas pretendido.
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Figura 6.2: Variacao do valor de fracao de volume (VOLFRAC) obtido com o nimero de
particulas, para a realizacdo de apenas um teste, NX=NY=100.

Constata-se ainda que as curvas apresentadas na figura 6.2 apresentam algumas oscilagoes,
o que se pode explicar pelo facto de o algoritmo possui algumas condi¢des de aleatoriedade,
nomeadamente o facto de as particulas poderem intersetar a fronteira da amostra. Outro facto
a notar é que para valores elevados de VOLFRAC, nomeadamente 0,50 e 0,60, o algoritmo é
incapaz de gerar um elevado numero de particulas (NP). Assim, procurou-se uma forma de
obter um grafico mais correto. Realizou-se 100 testes para os primeiros seis valores do nimero
de particulas, 10 para os dois seguintes e 5 para os tltimos dois valores. Com todos estes testes
construiu-se um gréfico de dispersao para cada valor de fracao volumica para se encontrar uma
melhor aproximacgdo do algoritmo, graficos estes que estdo apresentados nas figuras 6.3 a 6.7.

VOLFRAC = 0,20

0,20

.ngOoo

0.19

oq ]

Y

VOLFRAC

1 10 100 1000 10000

NP

Figura 6.3: Valores obtidos de VOLFRAC = 0, 20, para varios valores de NP.
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Figura 6.4: Valores obtidos de VOLFRAC = 0, 30, para varios valores de NP.
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Figura 6.5: Valores obtidos de VOLFRAC = 0, 40, para varios valores de NP.
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VOLFRAC = 0,50
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0.44
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Figura 6.6: Valores obtidos de VOLFRAC = 0, 50, para varios valores de NP.

VOLFRAC = 0,60
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Figura 6.7: Valores obtidos de VOLFRAC = 0, 60, para varios valores de NP.
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Figura 6.8: Variacao do valor de fragdo de volume (VOLFRAC) obtido, para diferentes name-
ros de particulas, usando os valores médios obtidos, para valores de VOLFRAC de 10%, 20%,
30%, 40%, 50% e 60%, NX=NY=100.

Verifica-se que a medida que se aumenta o nimero de particulas, o valor de VOLFRAC
se aproxima do valor de entrada predefinido. Por outro lado, quanto maior é o nimero de
particulas, menos dispersao os valores apresentam. Com estes novos valores obteve-se uma
média para cada numero de particulas, considerando cada fragdo voltmica, e por conseguinte
construiu-se o grafico apresentado na figura 6.8. Constata-se que a consideracdo dos valo-
res médios, visto que se trata de um maior nimero de ensaios para cada valor, as curvas
apresentam menores oscilacoes.

6.2.2 Analise do Efeito da Permissao ou Nao de Intersecao com a Fronteira

Nesta anéalise adotou-se uma microestrutura nao-periédica para a execucdo dos testes numé-
ricos, visto que o algoritmo nao permite a interse¢do de particulas com os limites da fronteira
da célula no caso de estruturas periddicas. Utilizou-se sempre o mesmo nimero de elementos
finitos (NX = NY = 100), bem como o ntimero de particulas (NP = 25). No caso de permissao
de intersecao foi ja verificado no teste anterior que, com o aumento do ntunero de particulas
se consegue atingir o valor de VOLFRAC desejado. No entanto, caso da ndo-permissao de
intersecao, ilustrado na figura 6.9a, obteve-se sempre um valor igual ao valor méximo pre-
definido (VOLFRAC predefinido = 0,50 e VOLFRAC obtido = 0,50), ao contrario do caso
da nao-permissdo de intersecdo, ilustrado na figura 6.9b, em que o valor obtido foi sempre
inferior ao valor maximo predefinido (VOLFRAC predefinido = 0,50 ¢ VOLFRAC obtido =
0,42). Este facto pode ser explicado pelo algoritmo colocar de forma aleatéria as particulas
na microestrutura, sendo que quando elas saem fora dos limites, a fracdo de volume por elas
ocupado é menor.
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MICROSTRUCTURE ELEMENT TYPE

i

MICROSTRUCTURE ELEMENT TYPE

(b)

Figura 6.9: Microestrutura com particulas (a) com permissao e (b) sem permissao de intersegao
da fronteira, com NP=25 e NX=NY=100.

Atendendo a que para os casos sem permissdo de intersecao o VOLFRAC de predefinido
se revelou sempre igual ao obtido, determinou-se a fracdo voliimica méaxima que o algoritmo
consegue atingir para diferentes ntumeros de particulas. Os resultados obtidos estdao repre-
sentados na tabela 6.2 e representados graficamente na figura 6.10, onde é possivel verificar
que a medida que se aumenta o ntmero de particulas, o valor de fragdo voltimica méaxima vai
decrescendo.

Tabela 6.2: Valores da fragdo volimica maxima obtidos, para particulas sem permissao de
intersecao.

NP VOLFRAC
10 0.55
25 0.53
50 0.52
100 0.50
250 0.49
500 0.48
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Variacao do Niumero de Particulas sem Permissao

VOLFRAC
=
@
)

0,51
0,50
0,49
0,48
0.47
0 100 200 300 400 00 600

Figura 6.10: Valor maximo de fracdo de volume obtido, para determinados ntimeros de parti-
culas sem permissao de intersecao.

6.2.3 Analise da Aleatoriedade ou da Periodicidade Microestrutural

Um método para se classificar uma microestrutura é identificar se ela apresenta aleatori-
edade ou periodicidade. Nos testes desta anélise utilizou-se 0 mesmo nimero de particulas
(NP = 49) e a mesma malha de elementos finitos (NX = NY = 100). Optou-se ainda por
particulas esféricas sem permissdo de intersecdo com os limites da célula microestrutural. Na
figura 6.11a apresenta-se uma microestrutura periddica e na figura 6.11b uma microestrutura
aleatoria.

MICROSTRUCTURE ELEMENT TYPE

ELEMENT TYPE

(b)

Figura 6.11: Microestruturas (a) peridédica e (b) aleatéria, ambas com uma malha de
NX=NY=100 e com NP=49.
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No primeiro caso, em que a microestrutura apresenta periodicidade, o algoritmo conseguiu
atingir um VOLFRAC de 0,50, verificando-se neste caso que o valor de saida é sempre inferior
ao de entrada (VOLFRAC predefinido = 0,52 e VOLFRAC obtido = 0,50). Este facto pode
ser explicado pelo algoritmo adequar o didmetro das particulas para que estas respeitem
a periodicidade, havendo assim um constrangimento na disposicao das particulas. Para o
segundo caso, em que existe aleatoriedade, a fragao de volume maxima atingida foi de 0,52,
e em todos os casos de estudo a fragdo de volume de entrada foi sempre igual & de saida
(VOLFRAC predefinido = 0,52, VOLFRAC obtido = 0,50).

6.2.4 Analise da Influéncia da Morfologia das Particulas

Na geracao de uma microestrutura é possivel criar particulas com diferentes morfologias,
conforme se ilustra na figura 6.12. Na realizacdo desta andlise considerou-se trés morfologias
diferentes: (i) particulas esféricas, (ii) particulas quadradas e (iii) particulas em cruz. Para as
particulas esféricas impondo uma fragao volimica de 0,50, foi possivel obter uma microestrtura
periodica com esse valor. No entanto, nos outros casos isso nao se verificou. Para as particulas
quadradas apenas se atingiu uma fracao de volume de 0,30, enquanto que no caso das particulas
em cruz esse valor nao foi além dos 0,10. Isto deve-se ao facto do algoritmo utilizar uma esfera
delimitadora para verificar, por exemplo, a penetracdo entre as particulas ou se as particulas
estdo dentro ou fora dos limites. Assim, verificou-se que todas as fragoes volimicas realizéveis
para as morfologias nao-esféricas sdo menores do que para esferas.

MICROSTRUCTURE ELEMENT THFE

ia)

MICAOSTRUC TURE ELEMENT TYPE

GEESEBER +4+4+++4+4
SEEEEEER +4+4+4+4+4++
SEeEEEnR +4+++4+++
SEEEEEER R e e o
SEsESE® +4++4+4+4+4+
EEEEEEN ++++4+++
SEsEeE® 4+ 4++4+4+ 4
(b} (c)

Figura 6.12: Diferentes morfologias para as particulas, para uma microestrutura periodica,
NP=49 ¢ VOLFRAC de entrada = 50%.

6.3 Ensaios de Homogeneizacao

6.3.1 Estudo de convergéncia: Refinamento da Malha

Para a realizagdo dos testes associados com os ensaios de homogeneizacao, inicialmente
é necessirio um estudo de convergéncia da malha a usar, em particular no que concerne o
refinamento da mesma. Para isso optou-se por uma microestrutura periédica com apenas
uma particula, e variou-se o nimero de elementos da malha. Escolheu-se ainda a condicao de
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fronteira E-Pr-BC, de modo a excluir a aleatoriedade no estudo. Obteve-se o valor da tensio
efetiva (04, = 0yy) para cada malha até ao ponto em que o seu valor estabilizava, ou seja, por
mais refinada que a malha ficasse sucessivamente, os valores em questdo mantinham-se pra-
ticamente constantes, obtendo-se os valores apresentados na tabela 6.3, cujo comportamento
pode ser observado no grafico da figura 6.13.

Tabela 6.3: Valores obtidos no estudo de convergéncia.

NX=NY (6) x 1073

5 2,037

10 1533

15 1495

20 1.419

40 1.383

50 1.365

75 1.354

100 1.353

200 1.350
2,20
2.00
1,30
5 1.60

=
1,40
* .
1,20
1,00
0 5l 100 150 200
NP

Figura 6.13: Representagao grafica dos valores obtidos no estudo de convergéncia, para um
nimero de particulas NP = 1.

Com base nestes resultados calculou-se o erro relativo e para os valores de NX = NY =75
e NX = NY = 50 obteve-se o erro relativo

Ozx(50) — Ozx(75)

x 100 = 0,8% , (6.1)
Oxx(75)

pelo que, sendo inferior a 1%, se considerou a malha associada a NX = NY = 50 como a
malha admissivel.
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Nas figuras 6.14 e 6.15 & possivel ver o efeito de refinamento da malha. Na figura 6.14
apresenta-se uma malha nao-refinada composta por apenas 5 elementos, em que o tipo de
elemento nao se aproxima da morfologia original da particula, pelo que os resultados nao sao
os corretos. Por outro lado, na figura 6.15 apresenta-se a malha admissivel, composta por 50
elementos, muito mais refinada e que nos proporciona resultados mais precisos.

MICROSTRUCTURE ELEMENT TYPE
| =]

Figura 6.14: Malha nao-refinada, composta por NX = NY = 5.

x10°
4
3
2
1

MICROSTRUCTUR MENT TYP
CROSTRUCTURE ELEME E STRESS i

Figura 6.15: Malha admissivel, composta por NX = NY = 50.

6.3.2 Analise da Energia Média para Diferentes Condigoes de Fronteira

A fim de analisar a varia¢do da energia para diferentes condigoes de fronteira, selecionou-se
inicialmente uma microestrutura periédica para que nao exista nenhum efeito de aleatorie-
dade. Depois, para comparar, realizou-se um estudo para microestruturas nao-periédicas.
Assim, usando como base para uma particula NX = NY = 50 elementos para a malha,
ntmero encontrado no estudo de convergéncia da malha, calculou-se a energia para trés con-
di¢bes de fronteira: E-LD-BC, E-UT-BC e £-Pr-BC, aumentando sucessivamente o nimero
de particulas. Para que a microestrutura seja sempre peridédica, & medida que se aumenta
o nimero de particulas aumentou-se também o numero de elementos da malha. Assim, por
exemplo, para NP = 4 o ntimero de elementos é de NX = NY = 100, sendo para NP = 9 de
NX = NY = 150 elementos, e assim sucessivamente até NP = 36 com um nimero de elemen-
tos de NX = NY = 300, cujos resultados se encontram na figura 6.16. Para o caso aleatoério,
usou-se 0 mesmo método, mudando apenas no algoritmo o facto de a microestrutura nao ser
periddica, encontrando-se os resultados obtidos apresentados na figura 6.17.
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Figura 6.17: Variagao da energia média, para uma microestrutura nao-periédica, com o ntimero

de particulas.

Constata-se que a natureza periddica da microestrutura elimina todos os fenémenos os-
cilatérios, o que pode ser explicado pela auséncia de efeitos de aleatoriedade. No entanto,
observa-se claramente que, enquanto E-Pr-BC da resultados independentes do tamanho da
amostra, £-LD-BC sobrestima a energia, e, por outro, lado £&-UT-BC subestima a energia
para uma dada deformacao macroscopica de uma amostra. No entanto, os valores de £-LD-
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-BC e £&-UT-BC aproximam-se do valor de £-Pr-BC 4 medida que aumentamos o tamanho da
amostra. Isto é expectavel, visto que usando BC que satisfazem o critério de energia, todos
devem convergir para a mesma energia, porque um material linearmente elastico s6 pode ter
uma energia associada a uma dada deformagao macroscopica. Para o caso aleatério, conse-
guimos retirar as mesmas ilagGes, existindo apenas oscilagoes devidas ao facto de o compésito
nao ser periodico.

Por fim, na figura 6.18 pode ver-se o perfil energético da microestrutura peridédica, para

condigoes de fronteira £-Pr-BC, £-LD-BC e £-UT-BC, sendo também apresentados os resul-
tados para uma célula nao-periédica.

STORED ENERGY w10 STORED ENERGY 3 m-n

; |
”ﬁ |

STORED ENERGY

15

(a)

STORED ENERGY

ae
nel

STORED ENERGY STORED ENERGY % 10

Figura 6.18: Perfis de energia obtidos numa microestrutura periddica (esquerda) e nao-perio-
dica (direita), para condicoes de fronteira (a) £-Pr-BC, (b) £&-LD-BC e (c) £&-UT-BC. Ambas
com NP=9 e NX=NY=150.

Na figura 6.18, é possivel observar-se as diferentes deformagoes, devido & imposicao de
diferentes condicoes de fronteira, bem como a diferenca entre as duas microestruturas, perio-
dicas e aleatdrias. No caso das figuras & esquerda, com periodicidade, as particulas revelam
claramente uma distribui¢ao e orientacdo exatamente iguais, enquanto que no caso & direita,
sdo dispostas de forma completamente aleatoria.

6.3.3 Analise da Tensao Média para Diferentes Condicoes de Fronteira

Na anéalise da tensdo média para diferentes condicbes de fronteiras, usou-se exatamente
o mesmo método que na andlise anterior. Selecionou-se como base para NP = 1 o valor de
NX = NY = 50, obtido no estudo de convergéncia da malha, e em seguida foi-se aumentando
o nimero de particulas e o nimero de elementos da malha como foi efetuado anteriormente.
Tal como para a energia, a tensdo média para a condigdo de fronteira £-Pr-BC é independente
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do tamanho da amostra, como é possivel observar-se na figura 6.19.
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Figura 6.19: Perfis de tensdo obtidos numa microestrutura peridédica, para a condicdo de
fronteira £-Pr-BC. (a) NP=4 ¢ NX=NY=100, (b) NP=9 e NX=NY=150, (c) NP=16 ¢
NX=NY=200.

Na figura 6.19, é possivel verificar-se que & medida que se aumenta o niimero de particulas,
o namero de elementos por lado na malha, acompanha esse aumento, de modo a que para
qualquer namero de particulas a malha esteja sempre refinada. E mais uma vez se verifica as
diferentes deformacbes, para as diferentes condicoes de fronteira aplicadas.

Posteriormente, realizaram-se duas andlises, uma referente as tensdes 0., = 0y, Cujos
resultados sao apresentados na figura 6.20, e outro referente as tensoes 7, = Ty, cujos
resultados sdo apresentados na figura 6.21. Tal como ocorre na variacao da energia para as
diferentes condicoes de fronteira, também na tensdo se observa que quando se aplica a condicdo
de fronteira £-LD-BC, a tensdo diminui com o aumento do tamanho da amostra, e quando
se aplica condi¢do de fronteira £-UT-BC, a tensdo aumenta com o aumento do tamanho da
amostra.
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Figura 6.20: Variagao da tensao o, = oyy, com o namero de particulas.
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Figura 6.21: Variagao da tensao 7., = 7,,, com o nimero de particulas.

Por fim, na figura 6.22 podem ser observados os perfis de tensao e de energia da microes-
trutura periédica, para condi¢des de fronteira £-Pr-BC, £-LD-BC e E-UT-BC.
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Figura 6.22: Perfis de tensdo obtidos para uma amostra com 4 particulas, para condicoes de
fronteira (a) £-Pr-BC, (b) £&-LD-BC, (c) £&-UT-BC. Ambas com NP=4 e NX=NY=100.

6.3.4 Analise do Efeito da Razao de Propriedades

Na analise do efeito da razao de propriedades considerou-se o quociente dos moédulos de
Young do reforgo e da matriz:

= Erefor(;o ' (62)

Ematriz

Pretende-se determinar qual a diferenca entre situacoes de grandes e de pequenos valores
desta razdo, para uma microestrutura periodica. Assim, considera-se uma microestrutura com
16 particulas e uma malha com 200 elementos.

Os resultados obtidos sao:

e Para » = 500

[ 1,502 x107% 280,362 x 107°
] 280,362 x 1076 1,502 x 1073

E = 752,208 x 107*

e Para r = 1000

[ 1,459 x 1073 267,709 x 10~¢
| 267,709 x 1076 1,459 x 1073

E = 757,079 x 107°
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Figura 6.23: Variacdo da tensdo e da energia média, para r = 500.
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Figura 6.24: Variagdo da tensdo e da energia média, para » = 1000.

Atenda-se a que para grandes razoes (por exemplo, 1000, como se ilustra na figura 6.24),
os resultados médios saturam, ou seja, mesmo que as particulas sejam praticamente rigidas,
o composito exibe elasticidade considerdvel devido ao comportamento da matriz. Por outro
lado, para razoes muito pequenas, (por exemplo, 0,05 ou mesmo 0,001, como se ilustra nas
figuras 6.25 e 6.26, respetivamente), os resultados convergem para os que seriam os resultados
de uma microestrutura porosa, o que equivale a ter-se particulas muito flexiveis embebidas
num meio rigido.

e Para r=20,05

[ 0,241 x107® 56,510 x 1076
771 56,510 x 1076 0,241 x 1073

E =29,840 x 107°

e Para r =0,001

o 0,182 x 1073 40,388 x 1076
“ | 40,388 x 1076 0,182 x 1073

E =22,369 x 107°
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Figura 6.25: Variagao da tensao e energia média, para r = 0, 05.
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Figura 6.26: Variacdo da tensdo e energia média, para r = 0,001.

6.3.5 Anailise da Fracao Volamica de Inclusoes Rigidas

Neste ensaio procede-se & andlise do efeito da fracdo volumica de inclusoes rigidas em
termos da variacao de tensdo e de energia que os compostos demonstram, e posteriormente
compara-se com o que o material de matriz por si s6 demonstraria. Para isso utiliza-se uma
microestrutura periddica e impde-se a condigao de fronteira £-Pr-BC. A microestrutura esco-
lhida é constituida por 16 particulas e a malha composta por 200 elementos. Varia-se entao
a fragao volimica entre 0,20 e 0,60. Nas figuras 6.27 e 6.28 pode observar-se a variagdo da
tensao e da energia, respetivamente, com a fragdo volimica do reforco.
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Figura 6.27: Variac@o da tensdo, comparando r = 1 (material da matriz) e r = 500 (material
com inclusoes rigidas), com a fracao volimica.
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Figura 6.28: Variagdo da energia, comparando r = 1 (material de matriz) e » = 500 (material
com inclusoes rigidas), com a fracao volumica.

Como se pode observar para r = 1, visto que se trata do material de matriz por si s6, a
tensao e a energia sdo as mesmas para diferentes fracoes de volume, o que seria de esperar.
Por outro lado, para inclusdes rigidas, r = 500, & medida que se aumenta a fragdo volumica,
aumentam a tensao e a energia, demonstrando o efeito do reforco no material.
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6.3.6 Anailise de x e u para Diferentes Condigcoes de Fronteira

Neste ensaio, os pardmetros de elasticidade linear macroscépicas de compésitos de particulas
de duas fases sdo calculados, para modelos bidimensionais. Se a microestrutura da amostra
exibe isotropia na macroescala, entao é suficiente calcular os dois moédulos que caracterizam
o tensor de elasticidade macroscopica I E, usando os coeficientes de Lamé, o mdédulo de com-
pressibilidade (k) e o mo6dulo de corte (f1). Procede-se a analise do efeito da aplicacio de
diferentes condigoes de fronteira nos valores deste coeficientes. Realiza-se entdo para cada
condicao de fronteira um teste por cada ntimero de particulas. Niumero este que se foi aumen-
tando, para se verificar se as relagdoes se mantém. Para retirar algum tipo de periodicidade,
este teste realizou-se para uma microestrutura aleatéria. Os resultados para os moédulos de
compressibilidade (k) e de corte (1) sdo apresentados nas figuras 6.29 e 6.30, respetivamente.
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6,00

6,80

6,70

Valor do Mddulo de Imeompressibilidade, x [GPa]

6,60

NP
—e—LD-BC PR-BC UT-BC

Figura 6.29: Variagdo do moédulo de compressibilidade, «, com o ntmero de particulas, para
condigoes de fronteira £-Pr-BC, £-LD-BC e £-UT-BC.
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Figura 6.30: Variagdo do mddulo de corte, 1, com o niimero de particulas, para condi¢des de
fronteira E-Pr-BC, £-L.D-BC e £-UT-BC.
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Na figura 6.29 é possivel observar-se os diferentes valores de £ obtidos para as vérias
condigoes de fronteira. O seu comportamento estdo de acordo com os resultados previstos, ja
que kyr < kpr < Krp- Por outro lado, na figura 6.30 também se verifica 0 mesmo para o
I, j& que se observa que juyr < jpr < turp. De notar ainda, que & medida que se aumenta
o numero de particulas, a diferenca dos valores vai sendo cada vez menor. Todavia, existe
uma diferenca entre o tensor de rigidez macroscédpica efetivo e aquele calculado a partir de &
e [t supondo isotropia macroscopica. Este desfasamento entre o valor efetivo e o calculado,
é designado por inconsisténcia isotrépica. Para medir essa mesma inconsisténcia, pode-se
empregar as seguintes relagoes:

wg | TE™ B aes | (TE™ ~ E)) |
I 1E|| I (LE)) ||
O pardmetro e mede a inconsisténcia isotrépica para o teste de uma amostra, enquanto
que o é mede o desvio médio de um conjunto de amostras, da aproximacao do tensor de rigidez
isotrépico ao tensor de rigidez real. Realiza-se entdo um estudo a partir de uma microestrutura
aleatoria composta por 4 particulas (ver figura 6.31), procede-se a aplicacdo da condic¢do de
fronteira e-LD-BC, e efetua-se 100 ensaios, cujos resultados se ilustram na figura 6.32.

(6.3)

DEFORMATION x10° STRESS STORED ENERGY X10°
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Figura 6.31: Amostra utilizada na medi¢do da inconsisténcia isotrépica, com 4 particulas.
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Figura 6.32: Variacao do erro, e, e do desvio médio de um conjunto de amostras, é, para
particulas sem permissaio de interse¢do com a fronteira de microestruturas aleatorias.
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Note-se que e, para cada ensaio é mais ou menos da mesma ordem de grandeza, com
valores mais elevados ou mais baixos, o erro mantém-se dentro de um intervalo. Por outro
lado é diminui de forma significativa no inicio, mantendo-se depois constante, embora nunca
atinge o valor zero. Isto sugere que a média do conjunto, alivia as inconsisténcias isotrépicas,
mas nao as elimina.

Realizam-se mais testes para se comparar o desvio médio do conjunto, para particulas com
permissdo e sem permissao de intersecdo com a fronteira da célula microestrutural da amos-
tra. Os resultados sdo apresentados na figura 6.33, onde é possivel observar-se as diferentes
microestruturas usadas, ambas com 4 particulas, para as quais sé se verificam diferencas de é.
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Figura 6.33: Amostras analisadas (a) com permissao e (b) sem permissao de interse¢do com
a fronteira da célula microestrutural.
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Figura 6.34: Variacao do desvio médio de um conjunto de amostras, é, para (a) particulas
com permissao e (b) particulas sem permissao de interse¢do com a fronteira da célula micro-
estrutural.
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Como se pode verificar, quando as particulas tém permissao de intersecao com a fronteira
da célula microestrutural o erro, é, vai-se aproximando ainda mais de zero. Isto deve-se ao
facto de que, como se permite as particulas ocuparem uma posicao ainda mais aleatéria e real,
nomeadamente poderem ficar fora das fronteira, o parametros de elasticidade linear obtidos
sdo mais proximos dos valores reais do compoésito.

6.3.7 Analise de « e y Considerando £-LD-BC e £-UT-BC

Como estamos a tratar de casos em elasticidade linear, as £-UT-BC e X-UT-BC sdo equiva-
lentes, ou seja, as condigoes de tracao uniforme controladas pela deformacio e pela tensao,
respetivamente, dao resultados iguais, tanto para a energia como para a tensao. Assim, com
o intuito de analisar a aplicacdo da condicao de fronteira controlada pela deformacio e pela
tensdo, procedeu-se a um teste em que para cada uma das aplicagoes da condig¢ao de fronteira
se varia o nimero de particulas, para se verificar a variacdo do médulo de compressibilidade
(k) e do modulo de corte (u). De notar também que as condicoes de fronteira controladas pela
deformacao sdo as mais usadas, pois sdo mais simples de implementar, em termos do sistema
de equagoes no MEF. Nas figuras 6.35 e 6.36 apresentam-se os resultados obtidos.
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Figura 6.35: Variagao do médulo de compressibilidade, x, com o nimero de particulas, usando
condi¢oes de fronteira £-LD-BC e X-UT-BC.

No caso do médulo de compressibilidade, k, verifica-se que os valores controlados por
E-LD-BC sdo sempre superiores e decrescem com o aumento do numero de particulas, conver-
gindo para um valor que serd praticamente igual ao valor controlado por ¥-UT-BC. De notar
ainda que para uma malha refinada os valores atingem uma convergéncia para um ndimero
de particulas aproximadamente igual a NP = 49, enquanto que para uma malha grosseira
os valores para um nimero de particulas igual ainda se encontram um pouco distantes desse
ponto.
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Figura 6.36: Variacdo do mdédulo de corte, p, com o ntmero de particulas, usando condigoes
de fronteira £-LD-BC e X-UT-BC.

No caso do moédulo de corte verifica-se o mesmo em termos de condices de fronteira, ou
seja, os valores controlados por £-LD-BC também sdo sempre superiores. Porém os valores
apresentani, para a malha refinada, uma convergéncia muito mais rapida, sendo para NP=25
particulas os valores ja relativamente aproximados. E mais uma vez se nota a diferenca de
comportamento das malhas grosseira e refinada, verificando-se que para a malha refinada
os valores encontram um ponto de convergéncia para NP=25, enquanto que para a malha
grosseira nem para NP = 49 os valores estao préximos.

6.3.8 Anailise de Propriedades Mecanicas Homogeneizadas

Por fim, analisa-se a influéncia da fracao de volume de particulas esféricas de reforco na matriz
homogeneizada de elasticidade de uma material compoésito de matriz metalica [45]. Os mate-
riais da matriz e do refor¢o do material composito sdo o aluminio (liga AlCu4,5Mn) e o carbo-
neto de silicio (SiC), respetivamente. As suas propriedades mecénicas elasticas encontram-se
indicadas na tabela 6.4 (Boller e Seeger [46], Teixeira Dias [47]).

Tabela 6.4: Propriedades mecanicas elasticas dos materiais da matriz (m) e do reforgo (r) para
o material compoésito de matriz de aluminio reforcado com particulas esféricas de carboneto
de silicio.

Propriedade Valor
Modulo de elasticidade do material da matriz. E_ [GPa] 69.1
Coeficiente de Polszon do material da matriz, v, [-] 0,33
Médulo de elaaticidade do material do reforco, E. [GPa) 4100
Coeficiente de Polzzon do material do reforgo, v, [-] 0.24
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As propriedades mecanicas elasticas (homogeneizadas) do material compoésito sao deter-
minadas para fracoes de volume, VOLRAC, entre 10% e 60%, inclusive. Neste contexto,
procede-se & geragdo de 6 microestruturas nao-periédicas, com particulas com permissao de
interferéncia com a fronteira da amostra, uma para cada fracdo de volume. As amostras
encontram-se representadas na figura 6.37. Efetua-se, entdao, um estudo de convergéncia dos
valores do moédulo de compressibilidade, (), e do médulo de corte, (u), para cada uma das
fragoes volumicas. Aumenta-se entdo o nimero de particulas de modo a se obter uma con-
vergéncia nos valores, para a partir dai selecionar o numero de particulas a usar. Nas figuras
6.38 a 6.43 apresentam-se os resultados desses testes de convergéncia, para k e pu, usando as
duas condicoes de fronteira ndo-periddicas apresentadas, para cada uma das fracées voltimicas
(10% e 60%, inclusive).

MICROSTRUCTURE ELEMENT TYPE

() ELEMENT TYPE

(b) ELEMENT TYPE

ELEMENT TYPE

(d)

MICROSTRUCTURE ELEMENT TYPE

(e}

MICROSTRUCTURE

ELEMENT TYPE

(fl

Figura 6.37: Geometrias das amostras geradas com distribuictes aleatorias de particulas esfé-
ricas, para fragoes volumicas de reforco de (a) 10%, (b) 20%, (c¢) 30%, (d) 40% e (e) 50%.
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Figura 6.38: Variagao (a) do modulo de compressibilidade, , e (b) do médulo de corte, u,
para uma fragao volimica de 10%, com o ntunero de particulas.
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Figura 6.39: Variagdo (a) do modulo de compressibilidade, x, e (b) do modulo de corte, u,
para uma fracao volimica de 20%, com o ntmero de particulas.
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Figura 6.40: Variagao (a) do modulo de compressibilidade, , e (b) do médulo de corte, u,
para uma fracdo volumica de 30%, com o ntmero de particulas.
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Figura 6.41: Variagdo (a) do modulo de compressibilidade, x, e (b) do modulo de corte, u,
para uma fracao volimica de 40%, com o ntmero de particulas.
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Figura 6.42: Variagao (a) do modulo de compressibilidade, x, e (b) do médulo de corte, u,
para uma fra¢do voliamica de 50%, com o numero de particulas.
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Figura 6.43: Variagdo (a) do modulo de compressibilidade, x, e (b) do modulo de corte, u,
para uma fracdo volimica de 60%, com o numero de particulas.
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Desde logo é possivel verificar-se que para NP = 49 particulas o valor de k e de pu comeca
a convergir para o mesmo valor atingido pelas duas condigdes de fronteira nao-periddicas.
Outra conclusdo dessa convergéncia é o facto de para cada uma das condi¢oes de fronteira,
em praticamente todos os casos, o erro relativo entre o valor de NP = 36 e NP = 49 particu-
las é igual ou inferior a 1%, o que torna o uso de 49 particulas para os testes seguinte admissivel.

Atendendo as relacoes

E
= 6.4
"T30-2) © (64)
E
e 6.5
Y et (6.5)
resulta que a previsdo analitica do médulo de elasticidade transversal corresponde a
9
= R (6.6)
3K+

De modo a complementar os resultados de previsao numérica, sao ainda considerados os
limites superiores e inferiores para o valor do médulo de elasticidade longitudinal associados
aos modelos micromecanicos de Voigt-Reuss [48, 49| e de Hashin-Shtrikman [50]. Na figura
6.44 sao representadas, de modo esquemaético, células representativas unitarias associadas a
estes modelos micromecéanicos.

(a) (b)

Figura 6.44: Representacao esquemadtica de células representativas unitarias associadas aos
modelos micromecanicos (a) de Voigt-Reuss e (b) de Hashin-Shtrikman [45].

Os métodos que fornecem limites para os valores das propriedades mecénicas de materiais
compositos baseiam-se na consideracdo de campos aproximados de deformacao ou de tensdo
do material composito. Em termos gerais, assumindo um campo de deformagao (tensao) apro-
ximado, procede-se, com base num principio variacional, & determinagao do correspondente
campo de tensdo (deformacdo) através da minimizagdo (maximizagao) de um funcional da
deformagao (tensao). Embora estes métodos nao fornecam estimativas para as propriedades
elasticas de um material compo6sito, permitem a obtencdo de minorantes e de majorantes para
as referidas propriedades. Neste contexto, a consideracao de dois tipos distintos de carre-
gamento mecanico da célula representativa unitaria apresentada na figura 6.44a d4 origem
aos denominados limites de Voigt-Reuss. No modelo de Voigt procede-se a minimizacao da
energia potencial do material compésito assumindo um campo uniforme de deformacgao para
o reforgo e a matriz (campo de isodeformacgao). Atendendo ao facto de a energia potencial do
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material compdsito apresentar um minimo absoluto no caso de se verificar o equilibrio global
do material compésito, resulta que a energia potencial associada ao hipotético campo de iso-
deformacao tem obrigatoriamente de ser ndo-inferior ao valor de equilibrio, o que resulta na
defini¢ao de um majorante para a rigidez estrutural do material compésito. Assim, considere-
-se 0 estado de isodeformagao resultante do carregamento mecénico da célula representativa
unitdria figura 6.44a na diregao vertical, i.e. segundo a dire¢ao que é simultaneamente paralela
a interface das laminas de matriz e reforco, e perpendicular & face superior da referida célula
representativa unitaria. Nesta situacao, verifica-se que o modulo de elasticidade longitudinal
para o material compésito definido pela referida célula representativa unitaria corresponde,
de acordo com Voigt [48], a

EV=Efi+En(1-f) . (6.7)

Por outro lado, no modelo de Reuss procede-se & maximizacao da energia potencial comple-
mentar do material compdsito assumindo um campo uniforme de tensao para o reforco e a
matriz (campo de isotensdo). Atendendo ao facto de a energia potencial complementar do ma-
terial compdsito apresentar um méaximo absoluto no caso de se verificar o equilibrio global do
material compésito, resulta que a energia potencial associada ao hipotético campo de isotensao
tem obrigatoriamente de ser ndo-superior ao valor de equilibrio, o que, em termos praticos,
resulta na definicdo de um minorante para a rigidez estrutural do material composito. Assim,
considere-se o estado de isotensao associado ao carregamento mecanico da célula representa-
tiva unitaria 6.44a na direc¢do horizontal, i.e. segundo a direccao perpendicular & interface
das laminas de matriz e refor¢o. Nesta situacao, o moédulo de elasticidade longitudinal para o
material compoésito definido pela referida célula representativa unitaria corresponde, de acordo
com Reuss [49], a

E.En

R __
g (- fo)Ee+ [iBm

(6.8)

As equagdes 6.7 e 6.8 definem o limite (superior) de Voigt e o limite (inferior) de Reuss,
respectivamente, para o valor do médulo de elasticidade longitudinal de um material compoé-
sito com uma fracgdo volumica de reforco, VOLFRAC. A maior ou menor proximidade dos
limites de Voigt e de Reuss ao valor exacto de uma propriedade elastica depende do maior
ou menor caricter uniforme dos campos internos de deformacao e de tensdo, respectivamente.
Em geral, verifica-se que, no caso de os valores da rigidez dos materiais da matriz e do reforco
diferirem de modo significativo, os limites de Voigt e Reuss definem intervalos excessivamente
amplos. Neste contexto, Hashin e Shtrikman procederam ao desenvolvimento de um principio
variacional alternativo para materiais heterogéneos (Hashin e Shtrikman [50]. Com base na
consideragdo de um material de referéncia, este método requer a utilizagao de um tnico prin-
cipio variacional, ao contrario do que se verifica para o método de Voigt-Reuss. A seleccao
de caracteristicas adequadas para o material de referéncia resulta, por parte deste principio
variacional, nos limites superior e inferior de Hashin-Shtrikman (HS). De facto, no caso de
o material de referéncia ter uma rigidez nao-inferior (nao-superior) a de quaisquer das fases
constituintes do material compdésito obtém-se um valor superior (inferior) para o limite de
Hashin-Shtrikman. Em termos do médulo de elasticidade longitudinal, verifica-se que estes
limites definem intervalos mais restritos que os de Voigt-Reuss.

De acordo com o método de Hashin e Shtrikman, os limites superiores (sup) e inferiores
(inf) para os modulos de compressibilidade, k, e de corte, p, de um material compoésito
constituido por particulas de reforco esféricas embebidas numa matriz continua (figura 6.44b)
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correspondem, no caso de o material do reforco ser mais rigido que o material da matriz, a

HS 1—f

Rgup = Fr + 1 3 (69)
Km—Kr 3Hr+4#r
11—
HS __ T
Msup - IU’I‘ + 1 6fr(f€r+2/$r) 9 (610)
Hm —Hr 5#1‘(3“1"“"4#1‘)
s f
Hi}}]f = Km + — f3(1_fr) e (6.11)
Kr—Km + 3’fm+4,um
HS _ fr
Hr—pm 5ptm (3km~+44im)

O limite superior e o limite inferior de Hashin-Shtrikman para o mdédulo de elasticidade lon-
gitudinal correspondem, em conformidade com as relacoes 6.4 a 6.6, a

L (6.13)
3’%sup + Hsup

ht = i (6.14)
Bring + plap

respectivamente.

Os resultados experimentais para o médulo de elasticidade longitudinal sdo apresentados,
em conjunto com os limites superiores e inferiores de Voigt-Reuss e de Hashin-Shtrikman.
Com base no codigo usado, determinaram-se para cada fragdo de volume os respetivos limites
superiores e inferiores bem como o valor do médulo de compressibilidade, x e do mo6dulo de
corte, u, tendo a equagdo 6.6 permitido a determinagdo do médulo de elasticidade, . Os
resultados obtidos encontram-se na figura 6.45.
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Figura 6.45: Variacao do mddulo de elasticidade longitudinal com a fraccao volumica de reforco
de particulas esféricas de carboneto de silicio, para um material compoésito de aluminio.
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Verifica-se um afastamento consideravel entre os limites de Voigt e de Reuss, o que ad-
vém, de acordo com as equagoes 6.7 e 6.8, do facto de os materiais da matriz e do reforgo
apresentarem modulos de elasticidade significativamente distintos. Na realidade, o modelo
micromecanico de Voigt-Reuss considera o material compésito como sendo um laminado de
matriz e de reforgo (figura 6.44a), o que se traduz numa aproximagao nao-razoavel da micro-
estrutura de materiais compoésitos reforcados com particulas esféricas. Por outro lado, nos
modelos micromecénicos de Hashin-Shtrikman considera-se a existéncia de uma matriz conti-
nua a envolver particulas de refor¢o isoladas (figura 6.44b), o que se traduz na definigao, por
parte dos correspondentes limites, de intervalos mais estreitos que os de Voigt-Reuss. Neste
contexto, verifica-se que, os resultados se encontram entre os limites mais estreitos, entre os
limites de Hashin-Shtrikman. Por outro lado, constata-se que os resultados experimentais se
aproximam mais do limite inferior de Hashin-Shtrikman que do respectivo limite superior, o
que se encontra em conformidade com estudos previamente efetuados [51]. De notar ainda
que, & medida que aumentamos a fracdo voltumica de reforco, os valores experimentais das duas
condigoes de fronteira nao-periodicas, E-LD-BC e £-UT-BC, se comegam a afastar. Sendo que
a condicdo de deslocamento linear é sempre maior do que a condicdo de tracao uniforme.

No que concerne ao coeficiente de Poisson do material compoésito de matriz de aluminio
reforcado com particulas esféricas de carboneto de silicio, o seu valor pode ser obtido, através
de equagoOes previamente utilizadas para a determinacio do médulo de elasticidade. Assim, o
valor do coeficiente de Poisson é estimado, de acordo com as expressoes 6.4 e 6.5, por

3Kk —2p

= ) 1
g 6K + 2u (6.15)

Por outro lado, os limites (analiticos) superiores e inferiores para o valor do coeficiente de
Poisson sao obtidos com base nos modelos micromecanicos de Hashin-Shtrikman. De acordo
com as modificagdes propostas por Zimmerman [52], o limite superior e o limite inferior de
Hashin-Shtrikman para o valor do coeficiente de Poisson correspondem, atendendo as expres-
soes 6.9 a 6.12, a

3xHS _ 2,UHS

HS sup inf
Vo = —— e 6.16
sub 6&5&, + 2pd12 (6.16)
HS HS
plis _ int ~ ZHsup (6.17)
inf 6%51? + 2#51%7

respetivamente.

Para o coeficiente de Poisson, usou-se o mesmo método anteriormente usado para o médulo
de elasticidade. Sendo assim para cada fragdo voliimica, obtiveram-se os respetivos limites
superiores e inferiores, bem como o valor do médulo de compressibilidade, x ¢ o médulo de
corte, p, tendo a equagdo 6.15 permitido a determinagdo do coeficiente de Poisson, v. Os
resultados obtidos encontram-se na figura 6.46.
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Figura 6.46: Variacao do coeficiente de Poisson com a frac¢ao volumica de reforgo de particulas
esféricas de carboneto de silicio, para um material compésito de matriz de aluminio.

Desde logo, se verifica que também no coeficiente de Poisson, os resultados se encontram
dentro dos limites. De igual modo como se passa no médulo de elasticidade, os limites de
Hashin-Shtrikman sao mais estreitos que os limites de Voigt-Reuss. Os valores de coeficiente de
Poisson, para as duas condigoes de fronteira analisadas, a excegao da fragao de volume de 50%,
afastam-se com o aumento da percentagem de reforgo. Por outro lado, inverte-se a situagao
em relacao ao moédulo de elasticidade, visto que, neste caso a condicao de fronteira de tragio

uniforme apresenta valores superiores em relagdo & condicao de fronteira de deslocamento
linear.
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Capitulo 7

Conclusoes Finais

7.1 Conclusoes

Neste trabalho, para que fosse possivel analisar as propriedades efetivas dos materiais composi-
tos e a influéncia das condigoes de fronteira, foi crucial perceber-se inicialmente as propriedades
da microestrutura a analisar. Assim sendo, comecou-se por compreender e concluir acerca da
geracao e da discretizagdo da microestrutura. Considerando-se uma microestrutura aleatoria,
em que as particulas tém permissdo de intersecdo com a fronteira da amostra, para que nio
houvesse nenhuma periodicidade, realizou-se um teste para se verificar como variava a fragao
volimica (VOLFRAC), com o aumento do namero de particulas (NP).

e Usando apenas um ensaio, verificou-se desde logo que & medida que se aumentava o nu-
mero de particulas, a fracao volumica também aumentava, de uma foram mais acentuada
no inicio, mas a pouco e pouco comecgava a convergir para a fragdo volumica pretendida,
colocada no algoritmo.

e Verificou-se também que, para fracdes de volume elevada, nomeadamente 50% e 60%,
nao se conseguiram realizar testes para um elevado ntimero de particulas. Isto deve-se ao
facto de por mais que o tamanho da amostra aumente, o algoritmo é incapaz de ocupar
o volume pretendido com o nimero de particulas pretendido.

e Neste teste inicial verificou-se que as curvas apresentavam demasiadas oscilacoes, devido
ao facto de se ter obtido resultados através de um tnico ensaio. Para isso, realizaram-
-se 100 ensaios para cada numero de particulas. Nos gréaficos de dispersdao para cada
fracao volimica, de notar que, & medida que aumentamos o nimero de particulas, os
valores apresentam cada vez menos dispersdo. As conclusées obtidas a partir das médias
dos ensaios sdo as mesmas que as obtidas para um ensaio. Nomeadamente, tem-se
que a medida que se aumentam o numero de particulas a fragdo voltmica também
aumenta. Porém, neste caso as curvas ndo apresentam nenhuma oscilagdo, ou seja, sao
malis corretas.

De seguida, realizou-se outro teste, para se compreender e analisar a diferenca entre as mi-
croestruturas em que as particulas tém ou ndo permissdo de intersecdo com a fronteira da
célula.

e Para estes resultados, desde logo se observou um aspeto importante no algoritmo para
este teste. Quando a microestrutura é periddica, o algoritmo nfo coloca particulas fora
dos limites da amostra, ou seja, o algoritmo evita sempre a situacao de ter de cortar uma
particula e compensar noutra para que a periodicidade da microestrutura se mantenha.
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e Com as microestruturas aleatoérias, verificou-se que as amostras onde as particulas ti-
nham permissdo para sairem fora dos limites, os resultados de fragao volumica, com o
aumento do nimero de particulas é que se conseguiu atingir o valor de fragdo voldmica
de entrada desejado (como se verificou para o teste anterior). Por outro lado quando as
particulas ndao tém permissao para sairem fora dos limites da amostra, o valor de fracao
voliimica obtida é sempre igual ao valor de entrada. Isto deve-se ao facto de o algoritmo,
como sabe que nao ha probabilidade de uma das particulas cair fora dos limites antes
de colocar a seguinte, conseguir sempre atingir o valor de entrada.

e Ainda com as particulas sem permissao para sairem fora dos limites da amostra, como o
valor da fragdo volumica obtido foi sempre igual ao de entrada, descobriu-se qual o valor
maximo de fracdo volimica obtido para um determinado ntmero de particulas, onde foi
possivel concluir que & medida que se aumenta o numero de particulas, o valor de fracao
volamica obtido vai sendo cada vez menor.

Outro estudo realizado, foi relativo a diferenca da fragdo voliumica obtido para microestruturas
periodicas (anélise de diferentes morfologias) e aleatorias.

e Para microestruturas que apresentam periodicidade, em que as particulas sdo colocadas
com uma posicao e orientacao especificas, verificou-se que a fracdo voltmica obtida é
sempre inferior ao valor de entrada no algoritmo. Isto deve-se ao facto de o algoritmo,
como sabe que as particulas terdo orientacoes e posicoes especificas, adequar o didmetro
das particulas. Para as microestruturas aleatorias, os resultados foram iguais aos resul-
tados de microestruturas em que as particulas nao tinham permissdo para sair fora dos
limites da amostra, ou seja, o valor obtido foi sempre igual ao de entrada.

e Realizou-se também um teste em que se verificou a diferenga da fracao voltumica obtido
entre trés morfologias (esféricas, quadradas e cruz) para microestruturas periddicas.
Analisaram-se as trés microestruturas e para as esféricas obteve-se o valor de fracgao
volimica de entrada, para as particulas quadradas um valor menor ao de entrada e para
as particulas com a geometria de uma cruz, o valor obtido ainda foi menor. Isto deve-se
ao facto de o algoritmo utilizar uma esfera delimitadora para verificar, por exemplo, a
penetracao entre as particulas ou se as particulas estdo dentro ou fora dos limites. Sendo
assim, isto resulta no facto de que todas as fracoes de volume realizaveis (morfologias
nao esféricas) sdo menores que as fracoes de volume para esferas.

Com o estudo da microestrutura completo, em seguida estudaram-se as propriedades efetivas,
nomeadamente a tensao e a energia de deformacao, como estas siao diferentes para cada con-
dicao de fronteira implementada e como variam com o aumento do numero de particulas. As
condic¢oes de fronteira utilizadas foram: £-LD-BC, £-UT-BC e £-Pr-BC.

e Para todos estes ensaios, inicialmente analisou-se o refinamento da malha. Verificou-se
que para 50 elementos, a malha ja se encontrava refinada (erro relativo inferior a 1%),
ou seja, por mais elementos que se acrescentasse na malha, os valores das propriedades
efetivas eram quase sempre iguais.

e No caso da energia, para uma microestrutura peridédica em que se despreza qualquer
aspeto de aleatoriedade de modo a analisar apenas o conceito de energia, verificou-se
que quando se utiliza a condigdo de fronteira £-PR-BC, o valor obtido é sempre igual
independentemente do tamanho da amostra. No entanto, a E-LD-BC sobrestima a
energia e, por outro lado, a £-UT-BC subestima a energia para uma dada deformagao
macroscopica de uma amostra.
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e Verifica-se também que & medida que se aumenta o tamanho da amostra, os valores de
E-LD-BC e de £&-UT-BC convergem para o valor de £&-PR-BC. Isto é expectavel, visto
que usando BC que satisfazem o critério de energia, todos devem dar a mesma energia,
porque um material linearmente eldstico s6 pode ter uma energia associada a uma dada
deformagao macroscopica.

e No caso da tensdo, tanto para 0., = 0y, COMO para T, = T, verifica-se exatamente
0 mesmo que se verifica na energia, ou seja, £&-PR-BC da valores independentes do
tamanho da amostra, £-LD-BC sobrestima a energia, £-UT-BC subestima, e com o
aumento do tamanho da amostra estas duas condigoes de fronteira convergem para o

valor de £-PR-BC.

Numa outra andlise, aplicada a uma microestrutura periédica, estudou-se a variacdo da razao
dos valores de Eparticulas (reforco) e Eragriz. Testou-se para um determinado ntimero de par-
ticulas o que acontecia aos valores de tensao e energia, usando razdes muito elevadas e muito
reduzidas.

e Verificou-se que para grandes razbes & medida que se aumenta a razao os valores de
tensdo e energia também aumentam. Porém, para razdes muito elevadas (r = 1000), os
resultados médios saturam, ou seja, mesmo que as particulas sejam praticamente rigidas,
o composito exibe elasticidade consideravel devido & matriz.

e Considerando-se razbes muito pequenas, valores como r = 0,001, os resultados, sdo
muito menores, tanto ao nivel da tensdo como ao nivel da energia, e estes resultados,
convergem para os que seriam os resultados de uma microestrutura porosa, ou seja,
particulas flexiveis inseridas num meio rigido.

e Com o objetivo de visualizar o efeito do reforco em termos de variacdo de tensdo e de
energia, fez-se variar a fragao voliimica e comparar estes resultados com o que o material
de matriz por si 86 demonstraria. Verificou-se que, visto que se trata do material de
matriz por si s6, a tensdo e a energia sdo as mesmas para diferentes fracdes voltimicas,
ja que ndo existe reforco. No outro caso, & medida que se aumentou a percentagem de
reforgo, a tensdo e a energia também aumentavam.

Na andlise dos parametros de elasticidade linear, analisou-se o médulo de compressibilidade
(k) e o modulo de corte (u). Inicialmente verificou-se as relagdes entre estes valores para
as diferentes condicoes de fronteira e apos isso estudou-se o pardmetro e, erro que mede a
inconsisténcia isotropica, e o pardmetro é, erro que mede o desvio médio de um conjunto de
amostras. No final da analise destes pardmetros, analisou-se a diferenca entre os valores de
k e de u, controlados por £-LD-BC e por ¥-UT-BC, para uma malha refinada e uma malha
grosseira.

e Verificou-se, para a relacdo do moédulo de compressibilidade, &, com as diferentes condi-
¢oes de fronteira, que Ryt < Kpr < Ri,p, valores que comprovaram o que era previsto.
Notou-se ainda que & medida que se aumentava o namero de particulas, a diferenca entre
os valores ia sendo cada vez menor.

e Por outro lado, para o modulo de corte, [, também se verificaram as mesmas relagoes,
ja que fiyr < fipr < [iLD-

e Nos testes do erro, verificou-se que para uma amostra de 4 particulas sem permissao
de intersecdo na fronteira da microestrutura, os valores de e para cada ensaio sdo mais
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ou menos da mesma, ordem de grandeza, enquanto que o valor de é diminuiu de forma
significativa no inicio para valores proximos de zero, onde se manteve, embora nunca o
atingisse.

e Considerou-se ainda, para analisar novamente o valor de é, duas microestruturas com
o mesmo numero de particulas, mas com e sem permigsdo para sairem fora dos limites,
e observou-se que para as particulas com permissdo, o valor do desvio médio ainda se
aproxima mais de zero. Isto deve-se ao facto de que, como se permitiu &s particulas
ocuparem uma posi¢ao ainda mais aleatéria e real, poderem ficar fora das fronteira,
os parametros de elasticidade linear obtidos serem mais préximos dos valores reais do
composito.

e Verificou-se que como se estd em elasticidade linear, tracao uniforme controlada pela
deformagdo e pela tensdo ddo, tanto para a energia como para a tensdo, resultados
iguais. Considerou-se entdo os parametros de elasticidade linear controlados por £-LD-
-BC e por ¥-UT-BC, e notou-se que ambos os médulos convergem para um valor, porém
com a malha refinada essa convergéncia da-se mais cedo e é mais notavel.

Por fim, analisou-se a influéncia da fracao volumica (10% a 60%) de particulas esféricas de
reforgo nas componentes da matriz homogeneizada de elasticidade de um material compésito
de aluminio (liga AlCu4,5Mn) reforcado com carboneto de silicio (SiC).

e Inicialmente efetuou-se um estudo de convergéncia do médulo de compressibilidade e do
modulo de corte para cada uma das fragoes de volume e chegou-se & conclusao de que,
para o nimero de particulas NP = 49, os valores para as duas condigoes de fronteira
E-LD-BC e E-UT-BC convergiam. Por outras palavras, o valor do erro relativo entre o
valor de NP = 36 e NP = 49 foi igual ou inferior a 1%, o que torna o valor de NP = 49
admissfvel.

e Procedeu-se & comparacao dos resultados obtidos para o modulo de elasticidade linear,
E, com os limites superiores e inferiores de Voigt-Reuss e de Hashin-Shtrikman. Vericou-
-se um afastamento considerdvel entre os limites de Voigt-Reuss, o que advém do facto
de os materiais da matriz e do reforco apresentarem modulos de elasticidade significati-
vamente distintos. Verificou-se também que os resultados se encontram entre os limites
mais estreitos, entre os limites de Hashin-Shtrikman. Por outro lado, constatou-se que
os resultados experimentais se aproximam mais do limite inferior de Hashin-Shtrikman
que do respectivo limite superior. De notar ainda que & medida que se aumentam a
fracao volumica de reforgo, os valores experimentais das duas condicbes de fronteira
nao-periodicas, £-LD-BC e £-UT-BC se comecam a afastar. Sendo que a condicio de
deslocamento linear foi sempre maior do que a condicdo de tragao uniforme.

e Da mesma forma, e no que concerne ao coeficiente de Poisson, v, procedeu-se & com-
paragao dos resultados obtidos, de igual forma com os limites superior e inferior dos
modelos micromecénicos, Voigt-Reuss e Hashin-Shtrikman. Verificou-se que o coefici-
ente de Poisson se encontraba dentro dos limites, constatou-se também que os limites
de Hashin-Shtrikman sfo mais estreitos que os limites de Voigt-Reuss. Os valores de
coeficiente de Poisson, para as duas condicoes de fronteira analisadas, a excecdo da fra-
¢ao volumica de 50%, se afastam com o aumento da percentagem de refor¢o. Por outro
lado, inverte-se a situacdo em relacao ao moédulo de elasticidade, visto que neste caso
a condicao de fronteira de tracdo uniforme apresenta valores superiores em relacao a
condicdo de fronteira de deslocamento linear.
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7.2 Propostas de Trabalho Futuro

Propde-se desenvolvimentos na melhoria de eficiéncia computacional e na obtencao de outros
resultados ao nivel da mecénica macroscopica, nomeadamente:

Coeficiente efetivo de condutividade térmica — com o objetivo de modelar o procedi-
mento de homogeneizacao aplicado & condugdo térmica linear;

Analise das metodologias para homogeneizacdo em deformagoes finitas;

e Homogeneizacao em inelasticidade — analisar o processo de homogeneizacgdo no contexto
de deformacoes nao-elasticas, podendo também ser analisado o caso de dano mecénico;

Célculo da tangente macroscopica associada a uma dada deformacao macroscépica, po-
dendo ainda ser analisado o efeito da adicao de uma tensao aplicada.
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Capitulo 8
Simbologia

b — Vetor de forcas voltimicas

B — Matriz das derivadas das fungoes de forma
BC - Condigao de Fronteira (do inglés Boundary Condition)
d — Comprimento das heterogeneidades

D — Comprimento de uma macroestrutura

E — Mobdulo de Young

f — Vetor das forcas nodais

F — Valor da forga

‘H — Gradiente médio dos deslocamentos

K — Parametro de penalidade

K — Matriz de rigidez global

k® — Matriz de rigidez elementar

L — Dimensao tipica do REV

[ — Distancia entre particulas

M — Material da configuracao a analisar

MEF — Método dos Elementos Finitos

N° — Matriz das funcoes de forma para o elemento
n — Namero de graus de liberdade

PTV — Principio dos Trabalhos Virtuais

Q — Quantidade

r — Razao de propriedades

REV - Elemento de Volume Representativo (do inglés Representative Volume Element)
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RUC - Célula Representativa Unitaria (do inglés Representative Unit Cell)

R — Dominio do material heterogéneo

S — Tipo de microestrutura a analisar

t — Forcas de tracdo numa superficie

t — Variavel de tempo

u — Vetor de deslocamentos

u — Vetor de velocidades

1 — Vetor de aceleragoes

v — Fragao voldimica

VY — Volume da configuracao a analisar

x — Ponto do dominio macroscépico

X — Ponto do dominio macroscopico nao deformado
I'y — Fronteira de deslocamentos prescritos

da — Campo discretizado de deslocamentos virtuais
du — Vetor de deslocamentos virtuais

OWint — Trabalho realizado pelas forcas internas
0Wext — Trabalho realizado pelas forcas externas
OR - Fronteira do material heterogéneo

€ — Deformacao

(e) — Deformacao média

€ — BC - Condic¢ao de fronteira controlada pela deformacao
k — Mo6dulo de compressibilidade

w — Médulo de corte

v — Coeficiente de Poisson

p — Densidade

o — Tensao

(o) — Tensao média

¥ — BC - Condigao de fronteira controlada pela tensao
¥ — Regiao

) — Dominio
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Apéndice A

Programa HETERO2D

A.1 Algoritmo de Geracao de Microestruturas de Particulas

Um dos objetivos do programa HETERO2D é o de fornecer um algoritmo de geracdo de uma
microestrutura de particulas (RSA!). A estrutura deste codigo ¢ ilustrada na figura A.1. Num
nivel superior encontra-se o programa auto.f£90, onde os principais parametros da simulacao
sao definidos. De seguida o programa principal chama um programa secundario denominado de
femcore.f90, associado ao qual se encontram vérias sub-rotinas, como se ilustra na figura A.1.

Nesta anélise, o processo de geragdo de uma microestrutura de particulas serd usada tal
como é fornecida na sub-rotina ranpack.f90, e a ordem de integracao associada aos elementos
da malha serd determinada através da sub-rotina ordint.f90. Ambas as sub-rotinas estdo
situadas na pasta Particle_ Generator, que se encontra dentro das Subroutines.

Apos a execucao do codigo sao gerados dois ficheiros, 0 MAT_mesh.m e 0 MAT_particle.m,
ambos criados na pasta DATA, estes ficheiros sendo usados para a visualizacdo dos resultados
através do ficheiro hetero.m, situado na pasta Plot. Neste ficheiro sdo criados dois graficos, o
primeiro referente & Microestrutura e o segundo referente ao Tipo de Elemento.

Linear Algebra

Mesh Generation ranpaclk.f90
Particle Generator {

ordint.f90

Aut0. 90 - fem2dcore. fO) —mmpe

L

DATA Plot Shape Function

hetero.m

Subroutines

Quadrature

Figura A.1: Estrutura do c6digo HETERO2D para o algoritmo de geracao de microestruturas.

A.1.1 Sub-rotina ranpack.f90

e TIGHT — Controla o grau de interpenetragdo de particulas;

'Do inglés: Random Sequential Addition.
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e FIT BOX — Controla se as particulas devem estar totalmente incluidas no interior da
célula (=1) ou nao (=0);

e MAX COUNT — Numero maximo de tentativas de colocacao aleatéria dentro da cé-
lula, antes de uma amostra incompleta ser descartada;

¢ MAXTRY — Numero maximo de tentativas antes de a geracao de particulas ser consi-
derada falhada, pelos parametros em questao.

A.1.2 Sub-rotina ordint.f90

Nesta sub-rotina é determinada a ordem de integracao para a malha dos elementos do MEF,
sendo as propriedades do material atribuidas aos pontos de integragao dos elementos em
conformidade.

e CONFORM — Determina se os elementos da interface devem ser da matriz (=0), do
refor¢co (=1) ou mistas (=2).

A.1.3 Sub-rotina auto.f90

e VOLFRAC MAX — A fragdo de volume requerida;
e NUMPA — O niimero de particulas esféricas a ser gerado, que determina o raio RADPA;

e ARX, ARY, EXPX, EXPY — Parametros morfologico e de razéo de aspeto, e expoentes,
nas direcoes X e Y, para elipsbides generalizados;

e PERIODIC — Interruptor para microestuturas periodicas (=1) ou aleatorias (=0);

e NO — Nuimero de elementos da malha a ser utilizado na resolucao, determinado por
NX = NY = INTEGER (y/ vorsiacrrax ) ver figura A2

e NUMIP HI, NUMIP LO — Numero de pontos de integracdo num elemento, ver figura
A2

No [

.
\ P NUMIP_HI
Elements =
ements \\ P Gauss Points
I~ - F—'|
|
|

NUMIP_HI
No Gauss Points
Elements

Figura A.2: Representacdo dos parametros NO e NUMIP HI.
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A.2 Condicoes de Fronteira Disponiveis

O codigo permite ainda a selecdo de diferentes condigdes de fronteira para efetuar analises de
homogeneizacao, nomeadamente condi¢es de fronteira UT-BC, LD-BC e PR-BC, que podem
ser controladas por deformagao, £, ou por tensdo, ¥. Neste contexto, os tipos de BC utilizados
sa0:

e £-UT-BC — Condicoes de fronteira com tracao uniforme;

e £-LD-BC — Condigoes de fronteira com deslocamento linear;
e £-PR-BC — Condigoes de fronteira periodicas;

e ¥-UT-BC — Condigoes de fronteira com tracdo uniforme.

Neste tipo de anéilise, ap6s a geragdo da malha da microestrutura, surgem diferentes sub-
-rotinas, também chamadas pelo programa principal auto.£90, que se encontram resumidas
na figura A.2 (ver também figura A.1).

301\»;e.f90 — stress_linear.f90
i Constitutive_Formulation faﬂgfﬂ‘_l!lnem'gg
SnCrgy lncar.
problem.f90 » : ) e
i 2| Effective_Properties —— effective 90
y 5
auto.f90 e fem?2dcore {00 g = El C Bam average.f00
E ement_Computations elcomp_linear.f90
“ | Linear Algebra
DATA Plot _
; Mesh Generation
| T Particle_Generator

Figura A.3: Estrutura do cédigo HETERO2D para a metodologia de homogeneizacao.

e femcore.f90 — Neste programa realiza-se a andlise mecénica com base nos ficheiros
incluidos no problem.f90, que contém o procedimento de carregamento incremental e
o de carregamento de adaptabilidade;

e solve.f90 — Gera o sistema de equaches a serem resolvidas e atualiza a solucdo. As
condicbes de fronteira também sdo aqui aplicadas;

o Constitutive_ Formulation — os programas stress_linear.f90, tangent_linear.f90
e energy_linear.f90 contém a tensao, a tangente e a energia para um material linear
elastico, respetivamente;

o Effective_ Properties — effective.f90 contém o cédlculo da tensao efetiva, da deforma-
cao efetiva e da energia;

e Flement Computations — average.f90 calcula as médias de tensdo, deformagao e
energia, para serem usadas em effective.f90, onde se calculam os valores efetivos.
elcomp_linear.f90 gera as matrizes de rigidez e os vetores de forca do elemento, para
um material linear elastico.

Tal como no programa anterior, os parametros em analise sao ajustados no ficheiro auto.£90,
programa principal, nomeadamente o BC TYPE, que define o tipo de condi¢do de fron-
teira aplicada: £-LD-BC (=1), ¥-UT-BC (=2), £&-PR-BC (=3) e £&-UT-BC (=4). No final
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o programa gera trés ficheiros de resultados em formato .m, MAT_mesh.m, MAT_particle.m e
MAT _uniaxial.m, ficheiros estes que serdao utilizados no ficheiros hetero.m para a visualizagao
dos resultados.

A.3 Determinacao de Propriedades Macroscopicas

Nestae tipo de andlise, os pardmetros macroscopicos de elasticidade linear dos comp6sitos bifa-
sicos de particulas sao calculados para modelos bidimensionais. Estes modelos bidimensionais
podem ser interpretados como de estado plano de tensdo ou de estado plano de deformacao.

A estrutura do programa € muito idéntica ao anterior, com a excec¢do de duas novas sub-
-rotinas, inseridas na pasta Effective  Properties, que se encontra dentro da pasta Subroutines.

e compute_tangent.f90 — Os resultados dos testes a partir do femcore.£90, sao pos-pro-
cessados para se calcular IE. Em seguida o resultado é armazenado em EFFTAN(: : :,:);

e effective.f90 — A tensdo e a deformacao macroscdpica sdo usadas para se calcular ®
e fi. O resultado é armazenado na variavel EFFMATPAR(:), com EFFMATPAR(1)=r
e EFFMATPAR(2)=%.
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