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Resumo: O modelo SEM ¢é uma generalizacao do modelo de re-
gressao multivariado que assume dependéncia entre equacoes. Esta
caracteristica do SEM cria dificuldades adicionais as que ja existem
na detecao de outliers em modelos multivariados. Neste trabalho,
propoe-se um novo método para detetar outliers em SEM. A pro-
posta baseia-se numa versao robusta do estimador GM M e adapta
ao SEM uma metodologia que foi recentemente utilizada para o mo-
delo SU R, uma vez que este modelo também pressupoe dependeéncia
entre equacoes. As técnicas aplicadas mostraram-se adequadas para
a detecao de outliers; o desempenho deste método foi comparado
com o dos métodos convencionais, com base num estudo de simula-
cao e num conjunto de dados reais. Os resultados mostraram van-
tagens na utilizacao da metodologia robusta que aqui se propoe, o
que resulta numa mais valia do uso destes modelos na resolucao de
uma grande variedade de problemas que surgem na pratica.
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1 Introducao

Os modelos SEM e SUR sao frequentemente usados em Econome-
tria e generalizam o modelo de regressao multivariado. O SEM
apresenta algumas carateristicas especificas exigindo processos de
estimacao mais elaborados do que os que se usam no modelo de
regressao ou no SUR.

De entre os estimadores tradicionais para o S EM destacam-se o esti-
mador 3SLS (Three Stages Least Squares), que é o mais popular, e o
estimador GM M. Estes estimadores apresentam boas propriedades,
mas nao sao robustos, sendo muito sensiveis a desvios em relacao ao
modelo especificado ou a presenca de outliers. Uma versao robusta
para o estimador GM M foi apresentada em Rocha [§].

No presente trabalho foram consideradas sugestoes de estimacao ro-
busta desenvolvidas para o modelo SU R por Bilodeau e Duchesne [2]
e em Hubert et al [3]. Estudou-se o desempenho do estimador GM M
robusto com base num estudo de simulacao, no qual se mantiveram
0s cendrios e os critérios contemplados em Hubert et al [3] para o
modelo SUR. Este estudo evidenciou a vantagem da estimacao ro-
busta quando se verificam desvios dos pressupostos assumidos para
o modelo, quer ao nivel da localizacao, quer ao nivel da dispersao.
Por outro lado, estudou-se um conjunto de dados reais com o obje-
tivo de proceder a detecao de outliers univariados e multivariados,
adaptando ao SEM os procedimentos robustos usados em Bilodeau
e Duchesne [2] e em Hubert et al. [3] para o modelo SUR. Este
estudo mostrou vantagem nesta metodologia robusta para a detecao
de observacoes atipicas, tanto a nivel univariado como multivariado.

Todos os céalculos foram realizados com o programa R-3.2.1.

2 Modelo de equacoes simultaneas

O SE M é caraterizado por um sistema de equacoes interdependentes
que inclui varidaveis endégenas e varidveis exdégenas. O SEM gene-
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raliza o modelo de regressao multivariado, no sentido em que admite
erros correlacionados com regressores e erros heterocedasticos.

Exemplo 2.1 Um exemplo cldssico de SEM ¢ o Modelo Keynesi-
ano simples, definido por:

Yt =Ct+ ¢
Ct 6+’7yt+5t7

onde, para uwm momento t, ¢; representa o consumo (varidvel endo-
gena), y; representa o rendimento (varidvel endégena), xy representa
o investimento (varidvel exdgena), ¢ € o erro aleatdrio, v e B sdo
0s parametros estruturais.

Como se pode observar na 1%equacao, o rendimento depende do con-
sumo, mas o consumo também € influenciado pelo rendimento, de
acordo com a 2%equacao, mostrando a interdependéncia existente en-
tre as equacoes do modelo.

Uma forma muito usada para escrever o SEM é a forma estrutural:
YI' + XB+E =0,

onde Y e X sao as matrizes de observacoes das varidveis enddgenas
e exdgenas, respetivamente, E é a matriz dos erros aleatoérios, I' e B
sao as matrizes dos parametros estruturais.

Outra representacao do SEM que é conveniente para a estimacao
dos parametros é dada pela equacao:

y =Zd +e, (1)

ondeZ:diag[ Z, --- 7y }, com Z; = [ Y, X, ]

Note-se que entre as variaveis Z;, que sao as variaveis explicativas do
SE M, ha variaveis endégenas que sao correlacionadas com os erros,
fazendo com que a estimacao por GLS (Generalized Least Squares)
conduza a um estimador nao consistente. Este problema pode ser
resolvido utilizando varidveis instrumentais e aplicando a seguir a
estimacao por GLS. Este processo é designado por estimador 3SLS.
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O SEM escrito na forma (1) é semelhante em termos formais ao
modelo SUR. No entanto importa distinguir os dois tipos de mode-
los: enquanto que no SEM ha variaveis enddgenas entre as variaveis
explicativas em (1), no SUR tal ndo acontece e a correlagdo entre
equagoes é devida a fatores externos ao modelo, que se refletem ape-
nas na correlacao nao nula entre erros de diferentes equacoes.

Exemplo 2.2 Um exemplo de SUR, publicado em Judge et al. [4],
refere-se a duas empresas americanas do mesmo ramo (General Elec-
tric e Westinghouse), onde cada equagdo traduz a relagdo entre o
investimento bruto anual dessa empresa (Y1 e Ya) e as agoes emiti-
das (X1) e o capital social (X3) da empresa. O modelo é constituido
por um sistema de duas equacoes da forma:

Yi: = ap+ o1 X + aaXor + ury
Yor = Bo+ b1 Xu + PBaXor + uoy

A presenca de fatores que influenciam ambas as empresas vai pro-
vocar a existéncia de correlacao entre os erros das duas equacoes.
Ao contrario do que acontecia no SEM , as varidveis explicativas do
SUR nao sao correlacionadas com os erros, pelo que a estimac¢ao
por GLS permite obter um estimador consistente, ao contrario do
que acontece na estimacao do SEM.

3 Estimacao do SEM

De entre os estimadores tradicionais do SEM, destacam-se o es-
timador 3SLS e o estimador GM M. Estes estimadores tém boas
propriedades sob um conjunto de pressupostos do modelo, nomea-
damente no modelo normal, mas podem sofrer grandes perturbacoes
quando hé desvios em relagcao ao modelo e, em particular, na pre-
senca de observacoes atipicas na amostra.

A estimacao robusta surge como uma alternativa conveniente pois
é pouco sensivel a ligeiros afastamentos dos pressupostos assumidos
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para o modelo. De entre os principais trabalhos sobre estimacao ro-
busta em SEM, destacam-se as propostas de Amemiya [1], Maronna
e Yohai [6], Krishnakumar e Ronchetti [5] e Rocha [8].

No seguimento, vai usar-se a versao robusta do estimador GM M pro-
posta em Rocha [8], a qual serd designada por estimador GM M R.
Resumidamente, o algoritmo que permite obter esse estimador, con-
siste no seguinte procedimento:

P.1. Obter estimativas iniciais dos residuos, aplicando regressao
robusta por equagao com base no estimador LTS (Least Trimmed
Squares), proposto em Rousseeuw [9].

P.2. Estimar a matriz de covariancias dos erros, usando o estima-
dor OGK (Orthogonalized Gnanadesikan-Kettenring), publicado em
Maronna e Zamar [7], aplicado aos residuos obtidos no passo P.1.
P.3. Resolver o problema de minimizac¢ao de uma funcao de Huber
com residuos ponderados pelas estimativas das covariancias obtidas
no passo P.2.

Neste trabalho foram adaptados ao SEM os procedimentos robustos
sugeridos em Rousseeuw e Van Zomeren [10]. No estudo de simula-
¢ao desenvolveu-se uma adaptagao ao SEM dos cenarios e critérios
de avaliacao do desempenho de estimadores, também usados em Hu-
bert et al. [3] para o modelo SUR.

Para a detecao de outliers univariados e multivariados procedeu-se
a adaptacao ao SEM dos principios usados em Bilodeau e Duchesne
[2] e em Hubert et al. [3], os quais foram originalmente propostos
por Rousseeuw e Van Zomeren [10] para estimadores LM .S (Least
Median of Squares) e MV E (Minimum Volume Ellipsoid).

4 Estudo de simulacao

Para estudar o desempenho do estimador GM M R, efetuou-se um es-
tudo de simulacao, gerando as observagoes de acordo com um SEM
particular, j& trabalhado por outros autores.

O SEM considerado foi proposto por Judge et al. [4], com forma
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estrutural definida pelo sistema:

-Y; +Yoy21+Ysy31+X1 5811 +e; =0
Yivi2—Y> +X B12+X 222+ X3 832+X 1 Ba2 +e; =0
Yov23—Y3 +X;0613+X3023 +X5053+e; =0

Na simulacao, mantiveram-se os valores dos parametros e das variaveis
exégenas tal como em Judge et al. [4]. Para comparar o desempenho dos
estimadores em diferentes condigoes, simularam-se amostras adaptando
ao SEM os cendrios usados por Hubert et al. [3]: consideraram-se vérias
distribuicoes dos erros, nomeadamente, distribuicao Normal 3D, com per-
centagens de contaminacao 0, 5, 10 e 30%. Contaminaram-se os valores
da varidavel Yo, por esta varidvel ser explicativa nas primeira e terceira
equacoes e por ser variavel dependente na segunda equacao.

Para cada distribuigao anteriormente referida, geraram-se 100 amostras
de dimensoes 30 e 100, calcularam-se as estimativas dos parametros e os
residuos a partir dos estimadores GM MR e 3SLS.

Com o objetivo de avaliar o desempenho dos estimadores, utilizaram-se
os indicadores usados por Hubert et al. [3] para o modelo SUR, com base
em N amostras:

Viés :

: (2)

N
NS 6P 5
k=1

N
Erro Quadratico Médio (EQM) : 1/NZ Hg(k) - 5”2. (3)

k=1
Na Tabela 1 encontram-se os resultados relativos ao viés dos estimadores
GMMR e 3SLS, no caso da dimensao amostral n=30 e para diferentes
graus de contaminagao, de acordo com (2). Os valores mostram que o es-
timador GM M R tem melhor desempenho nos cenérios de contaminacao.
Na Tabela 2 encontram-se os resultados relativos ao erro quadratico médio
obtido para os estimadores GM MR e 3SLS, no caso da dimensao amos-
tral n=30 e para os mesmos cendrios de contaminacao, de acordo com (3).
Os valores mostram que, tal como aconteceu em relacao ao viés, também
relativamente ao critério do erro quadratico médio, os melhores resultados
sao encontrados com o estimador GM M R, desde que a distribuigao esteja
contaminada. Os resultados obtidos para a dimensao amostral n=100 con-
duzem as mesmas conclusoes, pelo que nao sao aqui apresentados; ainda
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Viés 3SLS GMMR
Normal 0.789 2.638
Normal-ctb 80.326 29.071
Normal-ct30 | 101.744 8.748

Tabela 1: Valores do viés dos estimadores 3SLS e GM M R, para amos-
tras de dimensao n=30 e diferentes graus de contaminagao.

EQM 3SLS GMMR
Normal 142.979 208.191
Normal-ctb 6 481.576 | 6 037.276
Normal-ct30 | 10 419.45 | 6 432.463

Tabela 2: Valores do EQM para os estimadores GM MR e 3SLS, para
dimensao amostral n=30 e diferentes graus de contaminagao.

assim, é de notar que o estimador GM M R apresentou menor variabili-
dade. Por motivos idénticos, os resultados para a contaminacao 10% nao
sao relatados nas tabelas 1 e 2, uma vez que conduzem a conclusoes ana-
logas as dos restantes graus de contaminacao.

Em face dos resultados e para as situacoes simuladas, podemos concluir
que o estimador 35LS apenas produz melhores resultados no modelo Nor-
mal sem contaminacgao. Desde que exista contaminacao, e para qualquer
dos graus considerados, o estimador GM M R mostra-se superior.

5 Detecao de outliers no SEM

Como ja referimos, a detecao de outliers é uma tarefa dificil neste tipo
de modelos, nao sé por estarem presentes as dificuldades conhecidas com
observagoes multivariadas, mas também porque a dependéncia entre equa-
¢oes mascara ainda mais as observagoes realmente atipicas.
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Motivados pela necessidade de dispor de um meio de diagnéstico de dete-
cao de outliers em SE M, e na auséncia de outras propostas na bibliografia
sobre o assunto, decidiu-se seguir de perto a metodologia aplicada por ou-
tros autores para o modelo SU R, nomeadamente em Bilodeau e Duchesne
[2] e em Hubert et al. [3]. Esses autores sugerem que se investigue, sepa-
radamente, a detecao de outliers univariados e multivariados.

A detecao de outliers univariados baseia-se numa representacao grafica,
para cada equacao. Propomos que os valores dos residuos obtidos para
cada estimador sejam representados contra os valores da distancia de
Mahalanobis robusta das observagoes das varidveis explicativas de cada
equacao. Os limites a considerar para o eixo dos residuos sao as retas
horizontais definidas pelos valores +2.5 e —2.5, subjacentes a hipotese de
que os erros tém distribuicao Normal; no eixo horizontal, onde se registam
as distancias de Mahalanobis, sugere-se a reta vertical definida pelo valor
da raiz quadrada de um quantil elevado da distribuicao qui-quadrado com
k; — 1 graus de liberdade, onde k; é o nimero de varidveis explicativas da
i-ésima equacao, incluindo o termo constante. Este tipo de representacao
grafica de residuos permite simultaneamente avaliar a qualidade do ajus-
tamento (através do eixo dos residuos) e identificar pontos de alavanca
(através do eixo da distdncia de Mahalanobis).

Importa também e sobretudo detetar outliers multivariados no modelo.
Para a determinacao de outliers multivariados propoe-se um outro tipo de
grafico, representando nas ordenadas as distancias de Mahalanobis (clds-
sicas ou robustas) dos residuos multivariados do ajustamento robusto e
nas abcissas a sequéncia (ou os indices) das observacoes. Relativamente
aos limites para detetar outliers multivariados, os principios foram os ja
referidos para o caso univariado, isto é, no eixo das ordenadas usar a reta
horizontal definida pelo valor da raiz quadrada de um quantil elevado da
distribuicao qui-quadrado com k—1 graus de liberdade, onde k é o nimero
de variaveis explicativas do modelo, incluindo o termo constante.

Para ilustrar o método proposto, apresenta-se um exemplo de um SEM
com dados reais, ja trabalhado por outros autores, permitindo deste modo
a comparacao de resultados.

Exemplo 5.1 Em Maronna e Yohai [6] é modelado por um SEM um
conjunto de dados reais da economia da Argentina, relativos ao periodo
entre 1956 e 1984, com a sequinte forma estrutural:
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-Y, +Y 37931 +X50851+€1 =0
Yiv12—Y> +X4 P12 +X4P12+X5052+€2 =0
Y: —Yy-Y; +X; +Xo — X3+Xy =0

onde as varidveis exogenas sao X1, o investimento bruto, Xa, o volume

de exportacoes, X3, 0s custos de tmpostos, X4, o consumo publico e X5, a
varidavel unitdria; as varidveis enddgenas sao Y1, o consumo privado, Ya,
o volume de importacoes e Y3, o rendimento. Os dados correspondem a
registos anuais das respetivas varidveis do sistema anterior.

Como se referiu, procede-se separadamente a detecao de outliers univari-
ados e multivariados. Para identificacao das observacoes atipicas, optou-
se pelo quantil 0.975 da distribuicao qui-quadrado, para a distancia de
Mahalanobis, e marcaram-se os anos no eixo das abcissas.

5.1 Analise do Exemplo 5.1 no caso univariado:

Observando a Figura 1, nao se deteta a existéncia de outliers, nem de
grandes valores de residuos para a equacao 1, uma vez que em nenhum
dos dois graficos aparecem pontos para além das retas limites. Logo, seja
na perspetiva cldssica com o estimador 3SLS e a distancia de Mahalano-
bis convencional, seja do ponto de vista robusto com o estimador GM M R
e a distancia de Mahalanobis robusta, nao ha indicios de observagoes dis-
cordantes na 1% equacgao.

Relativamente a 2* equacao, a que se refere a Figura 2, as conclusoes
sao diferentes. De facto, ambas as imagens mostram que nao héa residuos
a destacar (seja por 3SLS, seja por GM M R), uma vez que nao existem
pontos para além dos limites considerados no eixo vertical (dos residuos).
Ao analisar o limite relativo a distancia de Mahalanobis (no eixo hori-
zontal), verifica-se que na imagem da direita da Figura 2 sdo destacados
diversos pontos, nao realcados na imagem da esquerda. Isto significa que,
com a metodologia robusta baseada na estimacao por GM MR e na dis-
tancia de Mahalanobis robusta, foi possivel detetar outliers que passavam
despercebidos na metodologia classica, baseada em estimacgao por 3SLS
e na distancia de Mahalanobis classica.
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Figura 3: Detecao grafica de outliers do sistema: distancia de Maha-
lanobis classica e robusta dos residuos multivariados, com o estimador
GM M R, contra os anos.

5.2 Analise do Exemplo 5.1 no caso multivariado:

Na Figura 3, observando o limite relativo a distancia de Mahalanobis (no
eixo vertical), destacam-se diversos pontos na imagem da direita, os quais
nao aparecem na imagem da esquerda. Isto traduz que a metodologia
robusta, que combina a estimacao por GM M R com a distancia de Maha-
lanobis robusta, permitiu detetar outliers multivariados que nao eram
notados com a metodologia classica.

6 Comentarios finais

Realizou-se um estudo de simulacao que evidenciou a vantagem da esti-
macao robusta (GM M R), quando se verificam desvios dos pressupostos
assumidos para o modelo, quer ao nivel da localizacao, quer ao nivel da dis-
persao. Estudou-se a detecao de outliers univariados e multivariados no
SEM procedendo a adaptacao de metodologias propostas anteriormente
para outros modelos. Os novos procedimentos para a detecao de outliers
mostraram-se mais eficazes. Os métodos robustos que se propoem neste
trabalho mostraram-se preferiveis na detecao de observagoes atipicas no
modelo SEM, quer na perspetiva univariada, quer na multivariada.
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