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Palavras-chave

Resumo

Modelos elastoplasticos, método dos elementos finitos, ferramenta numérica,
subrotinas de utilizador, MatLab.

Os processos de conformacio plastica de materiais metélicos encontram-se
presentes nas mais diversas indistrias do nosso quotidiano e so responsa-
veis por uma grande variedade de produtos e sub-produtos. A simulacdo
numérica permite uma otimizacio dos ciclos de desenvolvimento, sendo es-
tes muito mais expeditos e econémicos.

Hoje em dia, a utilizacdo de programas de simulacdo baseados no método
dos elementos finitos é usual quer na comunidade cientifica quer na comu-
nidade industrial. Estes permitem a previsdo de processos de deformacio
de materiais cujo comportamento seja representado por modelos e equacGes
classicas. No entanto, a maioria dos materiais ndo apresenta um comporta-
mento t3o simplista sendo necessario o desenvolvimento de modelos e a sua
implementacio em cédigos de simulacdo pelo MEF.

Neste trabalho foi desenvolvida uma ferramenta que permite ao utilizador,
de forma automaética e intuitiva, a implementacio através do método dos
elementos finitos, de modelos constitutivos de material em programas comer-
ciais. Esta, desenvolvida em ambiente MatLab e recorrendo a computacio
simbélica, permite uma poupanca de tempo na implementacdo de modelos
constitutivos através de subrotinas de utilizador. A metodologia desenvol-
vida permite a integracdo automatica da (i) parte elastica isotrépica, (ii)
de um modelo de cedéncia, (iii) de um modelo de encruamento plastico e
(iv) do médulo elastoplastico do modelo constitutivo para um programa de
simulacdo pelo MEF.

A ferramenta foi testada com recurso ao uso de dois critérios de cedéncia,
nomeadamente von Mises e Hill'48. Procedeu-se também & verificacdo da
implementacio de leis de encruamento isotrépico e cinematico, tendo sido
escolhidas para teste as leis de Voce, Swift e Prager.

A validacdo da ferramenta desenvolvida foi efetuada pelos resultados obti-
dos com as subrotinas geradas. Numa primeira fase, comparou-se as curvas
tensdo-deformac&o obtidas diretamente pela ferramenta com as do programa
Abaqus, recorrendo a ensaios mecanicos convencionais em condi¢cdes homo-
géneas de tens3o e deformacio.

Numa segunda fase, a valida¢do do célculo automatico do médulo elasto-
plastico consistente foi feita pela comparacdo de resultados obtidos com os
resultados de uma subrotina desenvolvida analiticamente.
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Elastoplastic models, finite element method, numeric tool, user subroutines,
MatLab.

Metal forming process are present in the various industries in our daily lives
and are responsible for a wide variety of products and subproducts. These
are developed in a conventional way by trial and error increasing the time
and cost of the project. The numerical simulation allows an optimization of
development cycles, which are swifter and more economical.

Nowadays, the use of simulation programs based on the finite element
method is usual both in the scientific and industrial community. These allow
the prediction of material deformation processes whose behavior is represen-
ted by classical models and equations. However, most materials does not
present a behavior so simple, so it is necessary the development of models
and their implementation in FEM simulation code.

In this work was developed a tool that allows the user to easy and automa-
tically implementation of constitutive material models in commercial finite
element method programs. Using symbolic computation, the developed tool,
saves time in implementation of constitutive models through user subrouti-
nes. The developed methodology allows the (i) isotropic elasticity, (ii) yield
criteria, (iii) hardening law and (iv) consistent elastoplastic modulus an au-
tomatic integration for a FEM simulation program.

The developed tool was evaluated using two yield criteria, namely von Mises
and Hill'48. Isotropic and kinematic hardening laws implementation were
also accessed with Voce, Swift and Prager laws.

The generated subroutines results ensure the developed tool validation. Ini-
tially, the stress-strain curves obtained directly from MatLab and Abaqus
simulations were compared using tridimentional tests with stress and strain
uniform conditions.

Finally, the consistent elastoplastic modulus automatically calculated was
validated by comparing the results with results from a analytically developed
subroutine.
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Nomenclatura e Notacoes

Tensor das tensoes de Cauchy

Mbodulo elastico ou matriz de elasticidade

Moédulo elastoplastico consistente

Tensor das deformagcdes totais

Tensor das deformacdes elasticas

Tensor das deformacoes plasticas

Vetor de deslocamentos

Médulo de Young ou moédulo de elasticidade
Coeficiente de Poisson

Funcao de cedéncia

Multiplicador plastico

Valores principais do tensor das tensoes de Cauchy
Tensao limite de elasticidade em tracao uniaxial ou tensdo de cedéncia
Invariantes do tensor das tensoes de Cauchy
Valores principais do tensor das tensoes de desvio
Invariantes do tensor das tensdes de desvio
Coeficiente de anisotropia de Lankford, segundo a diregdo 6 em relagdo a diregéo
de laminagem

Tensor das tensoes inversas(back-stress)

Matriz identidade

Deformacao plastica efetiva ou equivalente

Matriz rigidez calculada em funcdo do campo de deslocamentos incrementais
Vetor dos deslocamentos externos incrementais
Vetor das forgas externas incrementais

Tensao volumétrica ou hidrostatica

Deformacao volumétrica ou hidrostatica

Médulo de corte

Modulo de compressibilidade

Tensor das tensoes de desvio

Tensor das deformagcdes de desvio

Vetor de cedéncia ou vetor normal

Parametro de encruamento

Parametro de encruamento isotrépico

Parametro de encruamento cinemético

Tensdo tentativa ou estimativa elastica
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Outras Convencoes

A quantidade de terminologia especifica leva & necessidade de referir alguns pontos rela-
cionados com a escrita da presente dissertacao.

Desta forma, os valores escalares sdo representados por letras em itélico. Os vetores
sao representados por letras mintsculas a negrito, ou em notacao indicial através de um
indice. Os tensores de segunda ou quarta ordem também sdo representados a negrito,
sendo usadas letras maitsculas, ou em notacao indicial através de dois ou quatro indices,
respetivamente.

Na utilizacao de termos técnicos em portugués indica-se a sua proveniéncia da lingua
inglesa quando se considera necessario.

Consideram-se as seguintes operagoes:

e produto entre dois tensores,
wW=U.V

e produto interno tensorial (ou dupla contragao de tensores),
w:U:V@)w:UijV;'j
W=U:V& Wij = Uijklvkl
w:T:U:V<=>w:T¢jUiijl

e produto tensorial,
W=U®V & wjk=U;Vu

A inversa do tensor é identificada pelo indice 1,

W lw =1
Indices
e elastico
p plastico
o incremento atual
n novo incremento

taxa ou variagao
efetivo ou equivalente
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Parte 1

Enquadramento e Estado da Arte






Capitulo 1

Introducao

1.1 Enquadramento

Os processos de conformacao pléstica de materiais metélicos encontram-se presentes nas
mais diversas industrias do nosso quotidiano, desde o mais pequeno parafuso até painéis
de carrocaria de multiplos veiculos. Estes processos abrangem as mais diversas indistrias,
das quais se destaca a automédvel, a aerondutica e aeroespacial, a de produtos alimen-
tares, domésticos e decorativos, bem como a de eletrodomésticos e até a de produtos
hospitalares.

Tanta variedade de produtos e sub-produtos obtidos por processos de conformagao
plastica exige um dominio técnico elevado dos processos, materiais e condicbes de fa-
brico. Gragas & elevada importancia econémica mundial, existe uma forte concorréncia
entre fabricantes, verificando-se uma crescente reducao dos periodos de desenvolvimento
e fabrico de novos produtos, bem como uma crescente preocupacao na reducao de custos
e impacto ambiental.

Tradicionalmente, a fase de projeto e desenvolvimento de um produto obtido por
conformacéao plastica consiste na aplicacao direta do método de tentativa e erro. Este é
baseado no conhecimento empirico do projetista relativamente ao processo de conforma-
¢a0, ao material e & geometria do produto. Originando assim intmeros ciclos de tentativa
e erro, o que aumenta tanto o tempo como o custo do projeto. Com a introducao de
novos materiais e a evolucdo crescente da complexidade da geometria dos produtos tem
originado um aumento do numero de ciclos, assim, e de forma a obter tempos de pro-
jeto mais reduzidos e menos dispendiosos para o fabricante, tem-se adotado processos de
concecao e projeto assentes na simulagdo numeérica.

A simulacdo numeérica permite uma interatividade maior entre as ferramentas de
modelacao e de fabrico assistido por computador e as ferramentas de simulagao do com-
portamento do material. Esta interatividade permite a redugdo do ntumero de ciclos
virtuais de tentativa e erro, sendo estes muito mais expeditos e econdémicos.

Os resultados provenientes da simulagio numérica permitem realizar a otimizacao do
processo de conformacao, desde a obtencao da seccdo ideal e espessura inicial do material
a conformar, bem como da geometria das ferramentas ou até do nivel correto de lubrifi-
cante a utilizar. A otimizacdo permite a reducido do desperdicio de material resultando
assim na diminui¢ao de custos em matéria-prima, e garantindo a qualidade final desejada
e a resisténcia mecéanica necessaria a cada peca.

O método numérico de simulagao mais utilizado é o Método dos Elementos Finitos
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(MEF), tendo aplicabilidade nas mais diversas areas da ciéncia e industria. O com-
portamento pléstico dos materiais é a componente que mais influencia o resultado da
simulacao. Desta forma, é a componente que exige maior rigor e aproximacao & reali-
dade do ciclo de producao real. Deste modo os modelos tradicionalmente utilizados para
representar o comportamento dos materiais seguem os modelos e equagoes classicas como
o modelo de von Mises com encruamento isotropico linear ou cineméatico [1].

Mas, na realidade, a maioria dos materiais nao apresenta um comportamento que
possa ser descrito de forma tdo simplista. Assim, e de modo a poder efetuar a sua im-
plementacao no MEF, é necessario desenvolver um modelo constitutivo que descreva as
propriedades fisicas do material de forma realista. Para isso, & necessario o desenvol-
vimento de um modelo triaxial, o que se revela um processo moroso e exigente para o
técnico, pois obriga a que este possua fortes conhecimentos quer de modelos quer do
MEF, o que afasta a implementacao deste tipo de modelos elastoplasticos na indastria.

Com os avancos da computacao simboélica, atualmente é possivel escrever automati-
camente equacdes matematicas complexas em ambiente numérico de modo a permitir a
sua implementacdo no MEF. O uso de uma ferramenta automatica para implementacao
de modelos constitutivos num programa de MEF permitiria economia de tempo, uma
vez que a criagao manual deste tipo de cédigo é morosa e exige conhecimentos tanto de
calculo, como de elementos finitos e criagdo de interface com programas comerciais de
simulacdo como o Abaqus©?.

Uma vez que o alcance dos modelos materiais em simulacoes de grande escala sao um
dos elementos limitadores, a capacidade de implementacdo automética de um qualquer
modelo elastoplastico revela-se uma vantagem importante e catalisadora nos processos
de simulacao.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como principal objetivo o desenvolvimento de uma ferramenta que
permita ao utilizador, de forma automaética e intuitiva a implementacao de subrotinas de
utilizador em software comercial de elementos finitos, mais concretamente, o Abaqus.
Esta deve ser capaz de possibilitar ao utilizador a implementacgao facil, rapida e ob-
jetiva de modelos constitutivos elastoplasticos nos programas de simulacao pelo MEF,
recorrendo & criacao de uma subrotina de utilizador dedicada & definicdo do comporta-
mento do material, independentemente da geometria do modelo triaxial em estudo.
Esta ferramenta deve ser capaz de proporcionar ao utilizador uma, interface intuitiva
e rapida de modo a poupar tempo e efetuar a diferenca na economia de recursos com o
desenvolvimento de modelos elastopléasticos passiveis de ser implementados no MEF.
Para além de gerar uma subrotina de material totalmente capaz de ser integrada
no Abaqus, a ferramenta deverd ser também capaz de efetuar uma previsdo de como
ird ser o comportamento da mesma através da sua componente numeérica, considerando
apenas um ponto infinitesimal, originando desta forma, curvas representativas do com-
portamento do material e da evolugdo da plasticidade do mesmo.
A criagao da subrotina e a sua escrita em Fortran recorrem essencialmente ao calculo

Lsoftware de utilizacio comercial atualmente comercializado pela SIMULIA, uma marca da Dassault
Systemes SA.
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simbolico, que, através de uma metodologia generalizada ira ser capaz de efetuar as ma-
nipulacdes e calculo matricial necessario para a obtencdo, de forma genérica, de todos
as formulagoes e derivacoes necessarias para a descricao do comportamento dos modelos
constitutivos compostos por critérios de plasticidade continuos.

A plataforma escolhida para o desenvolvimento desta ferramenta foi o MatLab©?2,
uma vez que é uma plataforma de relativa facil aquisicdo de conhecimentos e de facil
execucao e concretizagdo de objetivos. Desta forma, e ao longo deste trabalho, tira-se
proveito de todas as ferramentas disponiveis no MatLab de modo a obter uma interface
mais fluida e completa para o utilizador.

A execucao deste trabalho compreende um dominio alargado de conceitos associa-
dos a plasticidade computacional bem como um dominio da programacdo em ambiente
MatLab e linguagem Fortran, utilizada nas subrotinas de material.

1.3 Guia de Leitura

Este trabalho estd organizado em trés partes distintas. A primeira parte, Enquadra-
mento e Estado da Arte procura enquadrar o trabalho e abordar os contetdos neces-
sérios a sua compreensao geral, bem como providenciar uma introdugao tedrica de todos
os critérios e leis utilizadas ao longo deste trabalho para aplicagao da metodologia e sua
implementacdo na ferramenta desenvolvida.

Capitulo 1- Introduz-se o trabalho dando principal énfase aos aspetos que justificam a
sua realizacdo e faz-se uma descri¢do dos objetivos globais deste trabalho.

Capitulo 2 Efetua-se uma breve descricdo teérica de multiplos critérios de plasticidade
e leis de encruamento plastico, bem como uma introdugdao a alguns conceitos de
deformacao plastica.

Capitulo 3- Aborda-se a tematica dos métodos numéricos integrando os seus fundamen-
tos e fazendo uma explicacao sumaéria sobre a integragao de modelos constitutivos
no MEF, o software comercial adotado e todas as nuances relativas ao calculo
simboélico e & programagao em ambiente MatLab, bem como uma revisao das fer-
ramentas ja existentes semelhantes & desenvolvida neste trabalho.

Na segunda parte, Metodologia e Implementagao encontra-se descrito o conteido
da formulacdo adotada e desenvolvida no decorrer do presente trabalho. Esta possui
ainda uma componente explicativa da organizacao geral e da arquitetura da ferramenta
desenvolvida, bem como as solucoes atingidas para a implementacao dos modelos em
programas do MEF.

Capitulo 4- Apresenta toda a metodologia no qual este trabalho se baseou, faz também
uma abordagem ao método de integragao e corregdo plastica adotado e, por ultimo,
aborda a metodologia de obtencao do médulo elastopléstico consistente.

Zsoftware de utilizacdo comercial, desenvolvido e propriedade da MatWorks, que detém também o
produto Simulink.
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Capitulo 5- Efetua-se a apresentacao da arquitetura geral de funcionamento da ferra-
menta desenvolvida assim como a implementacdo da metodologia na criacao auto-
matica das subrotinas de utilizador. E feita também uma abordagem as solucoes
adotadas durante o processo de desenvolvimento dos varios médulos que compoem
a ferramenta.

A terceira e dltima parte deste trabalho, intitulada Resultados e Discussao, ¢ onde
sao apresentados todos os resultados obtidos de modo a validar e atestar o bom funcio-
namento da ferramenta desenvolvida. Nesta parte sfo incluidas ainda as consideracoes
finais sobre o presente trabalho.

Capitulo 6- Apresenta-se o conjunto de resultados obtidos com a utilizacdo da ferra-
menta desenvolvida e sdo efetuadas as analises necessarias de modo a comprovar
o bom funcionamento e a correta implementagao de toda a metodologia desen-
volvida. E também atestada toda a validade do trabalho desenvolvido tanto na
implementacao como na otimizacao das subrotinas de utilizador.

Capitulo 7- Abordam-se as consideracoes finais do trabalho realizado assim como as
conclusdes gerais retiradas e as propostas de trabalho futuro a ser efetivado de
modo a dar continuidade ao desenvolvimento na tematica desta dissertacao.

Jorge Daniel de Jesus Reis Dissertacao de Mestrado



Capitulo 2

Modelos de Comportamento

2.1 Introducao

A modelacao do comportamento plastico dos metais é um dos processos mais importantes
na analise e simulacao de processos tecnologicos. Quer a superficie de plasticidade inicial,
quer a sua evolugdo, na sua generalidade traduzida por leis de encruamento, sao carac-
teristicas mecénicas relevantes, na medida que descrevem a resposta e o comportamento
mecéanico dos materiais metalicos quando sujeitos a diferentes trajetérias de solicitagao
e deformacao.

Os modelos que descrevem o comportamento plastico de metais policristalinos po-
dem classificar-se em dois grandes tipos: os cristalograficos que, como o nome indica, se
baseiam na estrutura cristalografica e os que se designam fenomenolégicos.

A compreensdo e o dominio dos conceitos associados aos modelos que se baseiam na,
estrutura cristalografica exigem um elevado conhecimento microscépico dos cristais e da
sua textura uma vez que o material é considerado um corpo policristalino. Os dados
obtidos através da andlise cristalografica do metal sdo incorporados segundo os modelos
de plasticidade de policristais, como o de Taylor-Bishop-Hill (TBH) [2]|. Neste, é possivel
identificar a superficie de plasticidade do material inicial bem como a sua evolucdao com
a deformagdo plastica. Através do Método dos Elementos Finitos (MEF), um nimero
relativamente elevado de graos é associado a cada ponto de integracao implementado,
nos quais é simulada a evolugdo da posicao relativa dos planos de escorregamento ativa-
dos pela solicitagdo mecanica [3]. Obtém-se assim, através da ponderacao dos graos dos
modelos TBH, o comportamento pléstico geral do material em cada ponto de integragao
considerado. Portanto consegue-se obter uma relacdo entre a evolucao da textura crista-
logréfica e o processo tecnolégico em causa.

De modo a poder obter-se modelos numéricos mais simples e menos exigentes com-
putacionalmente, é possivel, sem perda de generalidade, simplificar o modelo a um tnico
grao por ponto de integracao [3|. Nestes modelos de plasticidade a textura cristalografica
é o principal parametro de entrada. No entanto, outros dados podem vir a ser conside-
rados como, por exemplo, a forma e a dimensao dos graos.

Independentemente das simplificacoes consideradas, a descricdo do comportamento
mecéanico do material usando estes modelos é complexa em termos de aplicagdoes compu-
tacionais, necessitando de multiplos parametros e conduzindo inevitavelmente a tempos
de calculo extremamente elevados |4]. Esta desvantagem face aos modelos de comporta-
mento fenomenoldgicos torna o uso dos modelos cristalograficos dificil e menos comum
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no ambiente industrial.

Os modelos fenomenolégicos descrevem o comportamento de um material do ponto
de vista macroscopico, considerando que este se faz representar por uma superficie de
plasticidade que evolui com a evolugao da deformacdo plastica. Considera-se ainda que
a superficie de plasticidade é matematicamente um potencial para o estado de deforma-
¢ao plastica |5]. A superficie de plasticidade pode entdo ser adequadamente definida de
modo a descrever os pontos mais importantes do comportamento plastico dos materiais
policristalinos, isotropicos e anisotropicos, uma vez que Bishop & Hill |2]| demonstraram
teoricamente que tais pressupostos sdo validos para materiais policristalinos, e Hecker
[6] observou através da andlise de vérias superficies de plasticidade experimentais que o
comportamento plastico dos materiais é corretamente descrito segundo uma superficie
de plasticidade para materiais monofasicos.

Apesar das suas limitagdes, os modelos fenomenolégicos sdao fortemente implemen-
tados em ferramentas numéricas baseadas no MEF para a simulacdo de processos de
conformacao plastica. Em comparagao com os modelos baseados na textura cristalogra-
fica, os modelos fenomenoldgicos sdo mais faceis de implementar e compreender e sao
numericamente mais eficientes uma vez que exigem menores tempos de calculo. Como
os modelos fenomenologicos usam como dados de entrada valores obtidos através de en-
saios mecénicos, estes sao tendencialmente mais precisos comparativamente a modelos
policristalinos quando a deformagao é moderada |5].

Nestes modelos, para estados de tensao multi-axiais, o comportamento plastico pode
ser definido por trés entidades distintas: critério de plasticidade, lei de encruamento e lei
de plasticidade [7].

2.2 Conceitos de Deformacao Plastica

Dentro de certos limites, a relacao tensao-deformacio é linear, sendo entdo regida pela
lei de Hooke, desta forma a deformagao é reversivel e a forma inicial do material é recu-
perada apés a remocao das cargas aplicadas a este.

Caso o limite elastico seja ultrapassado o material entra no regime pléstico, e ap6s a
remocao das cargas aplicadas o corpo fica permanentemente deformado, com novas ca-
racteristicas mecéanicas e geométricas dependentes das trajetorias e valor da deformagao,
ou deformacoes varias, a que esteve sujeito. O comportamento plastico é entao caracteri-
zado por um estado de deformacao irreversivel, obtido apés ser atingido um determinado
nivel de tensdo.

No regime elastico, o tensor das tensoes de Cauchy, o, pode ser diretamente relacio-
nado com a deformacao elastica, sendo este expresso pela lei de Hooke,

o=C:e" (2.1)

onde C é o tensor de 4% ordem de elasticidade. Este tensor relaciona os tensores de
segunda ordem das tensdes de Cauchy o e das deformacdes € através da equacao 2.1.
Tomando em consideracdo que o tensor das tensoes de Cauchy e das deformacoes serem,
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de um modo geral, tensores simétricos [8], tem-se que,

[(1—v) v v 0 0 0
v (1-v) v 0 0 0
E v v (1—-v) 0 0 0
C= Y 2.2
A+ —-20)| 0 0 0o 4= o |- (22
0 0 0 0o = g
0 0 0 0 0 U=

onde E é o médulo de Young e v o coeficiente de Poisson.

Uma, forma pratica de realizar e compreender a diferenciacdo entre comportamento
elastico e plastico de um ponto material, passa por representar o estado de tensao desse
ponto no espago das tensdes principais de Haig-Westergaard, e definir, neste espaco, a
superficie de cedéncia ou superficie de plasticidade. A esta, correspondem todos os esta-
dos de tensdo que definem a entrada do material em regime plastico. Deste modo, todos
os estados de tensao inseridos no interior da superficie encontram-se em regime eléstico,
estando no limite do regime pléstico todos aqueles que se situem sobre a superficie de
cedéncia [9].

A existéncia de estados de tensdo no exterior da superficie sao fisicamente impossiveis,
no entanto sao passiveis de ocorrer matematicamente. O espaco das tensoes principais
de Haig-Westergaard é representado através de trés eixos ortogonais entre si, nos quais,
as coordenadas sao os valores das tensdes principais [10|. Na figura 2.1 pode ser encon-
trada a representacdo das superficies limite de elasticidade resultantes da aplicacao dos
critérios de plasticidade de Tresca [11] e de von Mises [12].

von Mises

Eixo Hidrostatico

0,

Figura 2.1: Representagdo geométrica dos critérios de plasticidade de Tresca e de von
Mises no espago de Haig-Westergaard. Adaptado de [13].

Tendo isto, para se efetuar a caracterizacio do comportamento plastico de um mate-
rial, recorre-se a uma abordagem classica ao controlo da plasticidade através do estado
das tensdes, introduzindo com este objetivo a definicao do denominado critério de plas-
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ticidade,
f(o) <0. (2.3)

Este critério estabelece uma superficie de cedéncia, definida pela igualdade da funcao
escalar do tensor das tensoes o, f(o) = 0, que delimita os estados de tensao considerados
admiss{veis.

Para que ocorra um incremento das deformagoes plasticas no material é necessario
que o estado de tensdo se encontre sobre a superficie de cedéncia, ou seja, que a igualdade
em 2.3 se verifique. Caso contrério, o material apresenta uma resposta em regime elastico,
permanecendo a deformagio plastica constante. Estas deformacoes sao nulas caso o ponto
em questao nunca obtenha registos realizados sobre a superficie de cedéncia.

Segundo este modelo, considera-se que a deformacao total, €', num dado ponto, como
se mostra na figura 2.2, é composta pela deformacao eléastica, €%, e pela deformacao
pléstica, P, de acordo com

e’ =¢e® 4 €P. (2.4)
o A
™
/1
/]
/1
Oy T-- _________’/_T ————————————
/e
E/ :
/i B4
=4 I
/ 1) »
Ll
[N N —; &

Figura 2.2: Separacao da deformagao total nas suas componentes eldstica e plastica.

A relacdo anterior apenas é valida para deformacoes infinitesimais, ndo podendo ser
aplicada a casos de grandes deformagoes. No entanto, esta relagdo é largamente utilizada
na simulagdo incremental de processos tecnoldgicos de conformacao plastica de metais.
Apesar destes processos apresentarem grandes deformagGes comparativas entre o estado
inicial e o estado final do material, ndo se verificam ao longo das sucessivas iteragoes
grandes deformagoes [14]. Como tal, esté assegurada a validade da relagao 2.4.

A dependéncia da tensdo em relacao & deformacao plastica, obtida a partir das equa-
¢oes 2.1 e 2.4, é mostrada por

o=C:(e"—¢eP). (2.5)

Adianta-se apenas que, para materiais isotrépicos, esta funcio devera necessariamente
respeitar uma das seguintes situagoes descritas em [15], como ¢ o exemplo do critério de
Tresca e von Mises:

e O estado plano de tensao num ponto pode ser completamente descrito pela mag-
nitude e orientacdo das tensdes principais. No caso de materiais isotrépicos, a
orientacdo dos eixos das tensdes principais nao afeta a condicao de cedéncia.
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e Um estado de tensdo hidrostatica ndo gera deformacao pléstica em materiais me-
talicos. Assim, o critério de cedéncia ndo deve ser formulado no valor absoluto
das tensOes principais, mas sim na magnitude das diferencas destas. Este pressu-
posto implica que a deformacdo é uma func¢iao dependente da parcela desviadora
das tensoes do primeiro invariante de o [16].

2.3 Critérios de Plasticidade

Segundo a teoria classica da plasticidade, s6 se admite que um material entra em deforma-
¢ao plastica quando a igualdade 2.3 é satisfeita. Os critérios de plasticidade estabelecem
diferentes condicoes de cedéncia do material, e permitem a caracterizacao do estado de
tensdo por um escalar quaisquer que sejam as forcas envolvidas.

A lei de plasticidade associada® é considerada como vélida na teoria da deformacao
plastica para a generalidade dos materiais metélicos [17]. Esta lei pode ser definida por

.o _ 39

er =i (2.6)
em que o escalar \é designado por multiplicador plastico. Tendo o caso em que este é
positivo, e quando ocorre deformacao plastica, a equacao 2.6 traduz o fato de o tensor
das taxas pseudotemporais de deformacao plastica ser normal e exterior & superficie de
limite de elasticidade. Por esta razdo, a equagao 2.6 € normalmente denominada lei da
normalidade.

Ao longo das ultimas décadas, tém surgido intmeros critérios de plasticidade que
descrevem o comportamento plastico de materiais isotrépicos e anisotropicos. Nas sub-
seccoes seguintes enumeram-se, com algum detalhe, os critérios de plasticidade isotrépicos
e anisotropicos considerados mais importantes [18].

2.3.1 Critérios Isotrépicos

Os materiais podem ser considerados isotropicos ou anisotrépicos dependendo da sua
resposta a solicitagdes mecénicas. Os materiais isotrépicos sdo caracterizados pela sua
resposta indiferente as diregoes a que lhe sdo impostas solicitagbes mecanicas [19].

Os principais critérios isotropicos foram propostos por Tresca (1864), von Mises
(1913), Drucker (1949) e Hershey e Hosford (1954 e 1972) [18]. Contudo, outros critérios
foram propostos, tais como por exemplo, Mohr-Coulomb, Beltrami ou Green, apesar de
nao se revelarem tao importantes como os outros.

Tresca, em 1864, propds o primeiro critério de plasticidade isotropico [15]. Este
modelo é representado por um cilindro que circunscreve o prisma hexagonal regular de
Tresca no espaco das tensoes principais, como se observa na figura 2.3.

!Uma lei de plasticidade diz-se associada no caso de se utilizar o mesmo potencial para descrever
o comportamento plastico em termos quer da superficie de limite de elasticidade quer da deformacao
plastica.
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Figura 2.3: Representacdo das superficies de cedéncia de Tresca e von Mises no plano
(01;02). Adaptado de [15].

O critério de plasticidade de Tresca é baseado em resultados experimentais e admite
por hipétese que a deformacao plastica num ponto material ocorre sempre que a tensao
tangencial maxima é ultrapassada devido & deslocacdo dos planos de escorregamento
através da acao de tensoes de corte, e uma vez que o tensor hidrostético é pouco relevante
para a cedéncia. Geralmente, o critério é apresentado em funcido das tensdes principais

[18], pela seguinte expressdo,
(2.7)

01 — 0111 = 0O,
onde oy e o1 880 a maior e menor tensoes principais do tensor das tensdes o e oy é a

tensao limite de elasticidade em tracao uniaxial.
Sendo o critério mais usado na descri¢cao do comportamento de materiais isotrépicos,

o critério de von Mises foi proposto isoladamente por Huber em 1904 e von Mises em
1913 [20]. Neste, é postulado que a cedéncia do material deve ser calculada atraves do
segundo invariante da componente tangencial pura do tensor das tensoes quando a energia
de distorgao elastica atinge um determinado valor critico. A expressao matemaética capaz
de quantificar essa energia é obtida a partir do segundo invariante do tensor das tensdes,
definido por J2 e no sistema de eixos principais toma a seguinte forma |18|

(s1 — 82)2 + (s2 — 53)2 + (s1+ 53)2 = 20%, (2.8)

na qual, sq, So € s3 sdo as tensoes principais do tensor das tensoes desviador s. O critério
isotrépico de von Mises apresenta como grande vantagem, na descricao do comporta-
mento dos materiais, a sua simplicidade, uma vez que necessita apenas de um ensaio de

tragdo uniaxial para a identificacao dos parametros do modelo.
Como se mostra na figura 2.4, o critério de cedéncia de von Mises apresenta um

melhor enquadramento nos dados experimentais de metais ducteis como o ago macio, o
aluminio e o cobre do que o critério de Tresca.
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Figura 2.4: A superficie de cedéncia de von Mises e Tresca comparadas com dados
experimentais. Adaptado de [21].

Drucker, em 1949, propods um critério com o intuito de representar os materiais me-
talicos que apresentam um comportamento isotrépico situado entre os critérios de Tresca
e von Mises. Este critério leva em conta os segundo e terceiro invariantes do tensor
desviatoério, Is e I3 respetivamente, sendo assim dado pela expressao

6
B+ el =21 (%) , (2.9)

onde ¢ é um parametro que varia entre —27/8 até 9/4 de modo a assegurar a convexidade
da superficie de cedéncia [15].

O critério de Hershey e Hosford (1954 e 1972) [22|, cujas superficies de cedéncia se
podem encontrar na figura 2.5, corresponde a uma evolugdo do critério de von Mises e
pode tomar uma formulacdo nao quadratica. Este critério pode assim ser expresso pela
expressao seguinte

(0’1 —O’g)a+(02 —O’3)a+ (01 +O’3)a 220'%, (2.10)

onde a é um expoente que é determinado com base na estrutura cristalografica do ma-
terial. Este toma o valor de 8 se a estrutura cristalografica do metal for cubica de faces
centradas (CFC). Caso seja ctbica de corpo centrado (CCC), a toma o valor de 6. Outra
das caracteristicas deste critério é que pode tomar a forma do critério de von Mises caso
o valor do expoente s seja igual a 2, e o de Tresca caso o valor do expoente tenda para
infinito.
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0-2 A
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a =2 (von Mises)
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Figura 2.5: Representacao das superficies de cedéncia de Hosford no plano (o1;02) para
diferentes valores de a. Adaptado de [15].

De todos os critérios isotrépicos apresentados nesta subseccdo destaca-se o critério
de von Mises por ser o mais utilizado em problemas de plasticidade computacional na
comunidade cientifica e por todos os fatores referidos na descricdo deste mesmo critério.

2.3.2 Critérios Anisotropicos

Os materiais que apresentem propriedades mecénicas dependentes da direcao de solici-
tacao sao classificados como materiais anisotrépicos. Os materiais anisotrépicos tém a
particularidade do seu comportamento mecénico variar em funcao da diregdo de solici-
tacdo. Esta caracteristica denomina-se de anisotropia plastica e resulta, geralmente, da
histéria da deformagdo imposta pelos processos tecnologicos de producao. Esta, € influ-
enciada por diversos fatores, tais como a estrutura cristalografica, o teor em elementos de
liga e a natureza dos tratamentos térmicos e mecénicos a que o material foi previamente
submetido [23].

Deste modo, mesmo em casos em que o material ¢ inicialmente isotrépico, com a
evolucao da deformacao plastica e consequentemente o aparecimento de direces privile-
giadas de deformacao, o material vai tornando-se progressivamente anisotrépico. Devido
a crescente utilizacdo de materiais anisotropicos nos processos de conformacao, verificou-
se nas tltimas décadas uma grande evolucao e surgimento de uma grande diversidade de
critérios anisotropicos [24]. Estes critérios permitem uma previsao mais fiel do comporta-
mento mecanico resultantes da conformacao pléstica de materiais anisotropicos, durante
as simulacdes efetuadas pelo MEF.

De seguida sao apresentados os critérios de plasticidade anisotrépicos mais relevantes
[25]. Destes, destacam-se os seguintes: Hill (1948, 1979, 1990 e 1993), Bassani (1977),
Hosford (1979), Budiansky (1984), Barlat et al. (1989, 1991, 1994, 1996, 2000, 2004
18-p e 2004 13-p), Karafilis e Boyce (1993), Vegter et al. (1998), Banabic et al. (2000),
Cazacu e Barlat (2001), Bron e Benson (2004).
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Os critérios de plasticidade anteriormente referidos respeitam as trés caracteristicas
matemaéticas:

e Independéncia da pressao hidrostatica.
e Convexidade.
e Lei de plasticidade associada.

A excecdo dos critérios propostos por Karafilis e Boyce e, Vegter et al., todos os outros
limitam-se a modelacdo do comportamento de materiais anisotrépicos com comporta-
mento ortotrépico [26]. Na tabela 2.1 encontra-se um resumo dos principais critérios de
cedéncia bem como os parimetros necessarios para a identificacao de cada.

Tabela 2.1: Parametros mecanicos necessarios para a identificacdo dos critérios de ce-
déncia [26].

Autor, ano gp 030 045 O75 090 Op To T30 T45 T75 Too Tb 3D
Grupo de Hill

Hill 1948 X X X X X
Hill 1979 X X X X
Hill 1990 X X X X X

Hill 1993 X X X X X

Lin, Ding 1996 bl X X X X X

Hu 2005 X X X X X X
Leacock 2006 X X X X X

Grupo de Hershey

Hosford 1979 be X X be
Barlat 1989 X X X

Barlat 1991 X X X X X
Karafillis Boyce 1993  x X b'e X X b'e X
Barlat 1997 X X X X X X X X
BBC 2000 X X X X X X X X
Barlat 2000 X X X X X X X

Bron, Besson 2003 b X X X X b X X X
Barlat 2004 X X X X X X X X X
BBC 2005 X X X X X X X X X
Grupo de Drucker

Cazacu-Barlat 2001 X X X X X X X X X X X X
Cazacu-Barlat 2003 X X X X X X X X X X X X
C-P - B 2006 X X X X X X X X X X X X
Polinomiais

Comsa 2006 X X X X X X X X X
Soare 2007 (Poly 4) X X b'e X X X X X X X

Nao bastando ser capaz de identificar o critério presente é também necessario ser
capaz de previamente selecionar o melhor critério a utilizar na simulagao de modo a
obterem-se resultados eficazes e eficientes. Desta forma, enumeram-se de seguida um
conjunto de requisitos a preencher pelo critério escolhido pelo utilizador [26]:
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O critério de cedéncia deve, de forma precisa, descrever a superficie de cedéncia, a

tensdo de cedéncia uniaxial e os coeficientes uniaxiais da anisotropia pléstica.

e Deve ser eficiente do ponto de vista computacional e de facil implementacao.

e Deve ser flexivel e generalista.

e E importante ter em consideracdo o ntimero de parametros mecanicos necessarios
para o identificar.

e Deve ser de ficil integragdo num processo de identificacao.

e Deve ser user-friendly e bem aceite tanto na comunidade cientifica como na indis-

tria.

O grupo de critérios de Hill (1948, 1993)

Em 1948, Hill prop6s um critério de plasticidade anisotrépico, dado por
»= F(Uyy—azz)2+G(azz—UM)Q—i—H(am—Uyy)2+2(LU§Z+MU§Z+NU§y) = 0%, (2.11)

onde F,G,H, L, M e N sao constantes do material, a serem determinadas experimental-
mente. Ou, de outra forma, o critério de Hill 1948 pode ser reescrito da seguinte forma

p=0:M:0o =%, (2.12)

onde M é um tensor de 4% ordem que possui os parametros de anisotropia do critério de
Hill 1948.

Segundo o critério de Hill 1948, sdo apenas necesséarios 3 ensaios de trac¢ao uniaxial
a 0°, 45° € 90° em relagdo & diregdo de laminagem de modo a poder determinarem-se os
6 coeficientes necessarios & descricdo da anisotropia. Estes sdo dados pelas expressoes:

H= T’()G;

1 2 1
l/:]\4:157 N:—(r0+r90)( T’45—|— )7
2 r90(ro + 1)
onde 7q, T45 € Tg99 sa0 os coeficientes de anisotropia de Lankford. Estes podem ser obtidos

através de

€22 €22
7"‘0 = — = —

R — (2.13)
€33 €11 + €22

em que €11, €22 e €33 correspondem as deformacoes segundo as diregoes longitudinal,
transversal e normal do provete sujeito a tragdo uniaxial, segundo uma direcao que faz
um angulo 0 relativamente & dire¢do de laminagem.

Caso o material seja isotropico, Hill demonstrou que os coeficientes de anisotropia
satisfazem a condigdo,

3
L=M=N=3F=3G=3H = —, (2.14)
20
Y
dando assim origem & superficie de plasticidade descrita pelo critério de von Mises.
Hill, em 1993, prop6s outro critério de plasticidade anisotrépico. Este sé se aplica
a estados planos de tensao e é mais adequado a materiais que apresentem propriedades
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mecanicas particulares, exemplificativamente g = g9 € 19 # T90 OU Tg # 09y € To = T90-
Uma vez que ndo tem em conta as tensoes de corte, este é entdo expresso por

2
o= T %% | Om gy gy A% T BOw] TwOm gy
on 00090 T30 Op 00090

Neste critério a determinagao dos coeficientes é realizada através de 3 ensaios experimen-
tais, um ensaio de tragao biaxial e dois ensaios de tragao uniaxial a 0° e 90° relativamente
a dire¢do de laminagem [27].

O grupo de critérios de Barlat(Y1d89, Y1d91, Y1d94, Y1d96, Y1d2000-2d,
Y1d2004-18p, Y1d2004-13p)

De modo a ter em conta as tensdes de corte, Barlat e Lian, propuseram uma extensao
do critério de Hosford (1979) de modo a alargar a aplicabilidade deste. Este critério
de plasticidade anisotrépico, que apenas pode ser aplicavel a estados planos de tensdo,
designado de Y'1d89 é expresso por

¢ =¢|K1 + Ko|* + ¢| Ky — Ka|* + (2 — ¢]2K3]*) = 20%, (2.16)
onde K; e Ko sao respetivamente dados por
= - 2
Ogzx + ho Opy — hoO ~
K= W’ Ky = \/<m2yy> +P20§y, (2.17)

onde ¢, h, P e a sdo coeficientes do material.

Barlat et al., em 1991, propuseram uma extensao do critério isotrépico de Hershey a
materiais anisotropicos com simetria ortotrépica [13]|. Este critério designado de Y1d91
é expresso por

¢ = (Sl - 52)2143 + (SQ — §3)2k + (53 — gl)Qk = 2032;6; (2.18)

onde k é uma constante do material que pode ser considerado um parametro do critério
de plasticidade, cuja otimizacao da sua escolha pode melhorar a previsao da forma da
superficie de plasticidade. No entanto, este é um valor isotrépico que apenas afeta a
forma da superficie de plasticidade isotropicamente [18]. O critério Y1d91 apresenta a
desvantagem de ndo permitir a descri¢do simultinea da tensdo limite de elasticidade e o
coeficiente de anisotropia de Lankford, na direcdo de 45°.

Em 2000, surgiu um critério, denominado de Y1d2000 — 2d, que veio superar as des-
vantagens apresentadas pelo Y1d96. O critério Y1d2000 — 2d, relativamente ao critério
Y'1d96, é matematicamente mais simples, facilitando a sua implementagdo em conjunto
com o MEF, apresentando pelo menos o mesmo rigor. Além de ter a sua convexidade
provada, ainda apresenta a vantagem de possibilitar a descrigao em simultaneo dos va-
lores de o45 e r45. O critério Y1d96 apresenta ainda as desvantagens das suas derivadas
apresentarem formulagoes analiticas complexas e da sua elevada complexidade para esta-
dos de tensao triaxiais provocar a ocorréncia de problemas numeéricos de dificil resolucgao.
A funcao deste critério é melhorar a superficie de plasticidade obtida através do critério
Y'1d94 que, apesar da desvantagem da sua convexidade nao ter sido ainda provada ma-
tematicamente, € um critério mais preciso que o apresentado acima YI1d91.

De seguida sdo enunciadas as equacdes que regem cada um destes critérios.
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e Yido4
~ ~ | ~ ~ | ~ ~ |
(252041’52—53‘ +Ct2‘83—51‘ +a3’51—52‘ 220'%/, (2.19)
onde
a1 = az PA + oy P3 + o, P (2.20)
e Y1d96
Pode ser obtido através das expressoes 2.19 e 2.20, sendo que os parametros « sao
dados por
Qp = Qg c0s?(261) + a1 sin?(261), (2.21)
vy = a0 cos?(2B1) + a1 sin?(231), (2.22)
o, = a0 cos?(2681) + a.1sin?(26). (2.23)

o Y1d2000 — 2d
¢ =1+ ¢ =20} (2.24)

com

=[50 -

Y edy = ]25 + 5@

‘25 + 5(2)’ (2.25)

Barlat et al. [28] propuseram um critério de plasticidade, convexo, designado por Y1d2004—
18p, que contém 18 coeficientes de anisotropia e é aplicavel a estados de tensdo triaxiais.
Este é dado por

1,3 a
6=3 ‘5;(1) - Sj@)‘ = 409, (2.26)

onde os indices ¢ e j assumem valores inteiros de 1 a 3, e SM e S s50 definidos pelas
transformacoes lineares S®) = L) S onde

I 7 (A 1| B N N
L0 I 0 0 o0

Fk) ~LfY) -I§) o e O O omk=1, 2 (2.27)
0 0 o L o o
0 0 o o I® o
0 0 o 0o o0 LW

Com o objetivo de simplificar a determinacao dos coeficientes de anisotropia, sem
perda de generalidade e exactiddo dos resultados obtidos, Barlat et al. propuseram o
critério Y1d2004 — 13p, expresso por

a ~
+ |5t

o=|50 - 80"+ |8 - &V

4[5 - s

+’S3 ‘ } = 20%,

T,
-[5T <
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onde SM e S@ 30 definidos pelas transformagoes lineares S*) = L) S através de,

1) 7]

0o -1 LY o 0o 0
I o0 —I 0 0 o0
_ -1 -1 0 0 0 0
o o o LY o o
o o o o LY o
0o 0o 0o o0 o0 L
o0 -2 —I® 0o 0 0]
1 0o L% o 0 0
. -1 -1 0 0 0 0
.2 — = (2) (2.30)
0 0 o Y 0o o
0 0 o o LY o
0 0 o o0 o0 LY

Karafillis e Boyce (1993)

Em 1993, Karafillis e Boyce propuseram uma extensdo do seu critério de plasticidade
isotropico genérico de modo a abranger também materiais anisotropicos. A anisotropia
foi entdo inserida através da aplicacdo de uma transformacdo linear sobre o tensor das
tensoes e uso do tensor S, estado plastico isotropico equivalente, na expressao do critério
isotropico. Este critério pode entdo ser formulado por [29]

6= (1-)61(5) + cda(8) = 204, (2.31)

onde as expressoes ¢1 e ¢2 sdo dadas por

a

¢1 = ‘51—5‘2‘Q+‘5*2—5’3‘a+(§3—§1 e (2.32)

¢ = QG?GH (|51 ). (2.33)

Este critério possui o mesmo ntmero de coeficientes de anisotropia que o critério Y1d91,
ou seja, 6. No entanto, e devido a um coeficiente adicional ¢, o critério de Karafillis e
Boyce é mais genérico, sendo que, o critério Y1d91 é um caso particular para ¢ = 0.

a ~
+ ‘SQ

a+)§3

Cazacu e Barlat (2001)

Cazacu e Barlat propuseram um critério anisotrépico que é a extensao do critério isotro6-
pico de Drucker (1949), descrito em 2.3.1, tirando proveito do principio de que qualquer
critério isotrépico pode ser estendido de modo a descrever a anisotropia dos materiais.

Através da transformacdo linear S = ];S7 é entdo introduzida a anisotropia. Sao
entdo calculados o segundo Ji e terceiro J invariantes do tensor resultante e aplicados
ao critério isotropico de Drucker (1949),

(J§)3+c(,]§)2 — 27 (%Y)G (2.34)
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com ¢ € [—27/8;9/4] de modo a poder garantir a convexidade do critério [20]. Os segundo
e terceiro invariantes do tensor das tensoes deste critério sdo descritos respetivamente
por polinémios de 2° e 3° graus. Os coeficientes destes polindmios sao os coeficientes de
anisotropia do material e sdo expressos por
a1 2, 42 2, 43 2
J == (04 — 0 + —(oyy — 0o + —(Opz — 0O
Tt 405,y + a50;, + a0, €

J3

I
—
S
iy
_|_
S
M

1 1
3 3 _ 3
Yoo, + 27(1)3 + ba)oy, + e [2(by + by) — by — b3] 03,

S

1 1
- §(b10yy + b30.2)02, — §(b30zz + b404a) 0,
1
= 5 (01 = b2+ ba)oug + (b1 — by + ba)oy, ] o2,
+ §(b1 + 04) 0000 yy0 2z — 5 [2bgoyy — bgo ., — (2bg — bg) 0]
o2y
- ? [217100'22 - b50yy - (2b10 - bB)Uxx]
0.2
- ;z {(2b6 + b?)U:L‘x - b60yy - b70-zz} + 2b110':cy0-xz0'yz-

Estes invariantes sdo entao introduzidos no critério isotropico de Drucker (1949). Este
critério apresenta diversas vantagens em relagdo aos demais critérios de plasticidade ani-
sotropicos, tais como o seu elevado niimero de coeficientes de anisotropia associados a
simplicidade matematica da sua formulacdo. A sua formulacdo de reduzida complexidade
matematica permite a sua facil implementacao em programas de simulacao pelo MEF,
enquanto que o seu elevado ntmero de coeficientes anisotrépicos garante a sua genera-
lidade e flexibilidade na descricdo do comportamento anisotrépico de diversos materiais
metalicos [13].

(J9)° + ¢ (J9)? =27 (%Y)G (2.37)

2.4 Leis de Encruamento

Como foi referido na Secgdo 2.3, apds o estado de tensdo de um ponto material atingir
a superficie de cedéncia, esta pode manter-se inalterada ou evoluir ao longo do processo
de conformagcdo com a evolu¢ao da deformacao pléastica, podendo ser expandida e/ou
transposta ou distorcida.

De modo a poder realizar-se uma caracterizacao elastoplastica completa, ndao basta
definir a superficie de cedéncia inicial mas também é necessario caracterizar a sua evo-
lugao resultante do comportamento inelastico do material. Assim, e segundo a teoria da
plasticidade, as alteragoes induzidas na textura e na microestrutura do material provo-
cadas pela deformacio plastica determinam a evolugio da superficie de plasticidade.

Durante a evolucdo plastica do material, a superficie de cedéncia pode manter-se
inalterada, apresentando assim um comportamento elastico-perfeitamente plastico, re-
presentado na figura 2.6, ou pode progredir com o trabalho plastico. Caso esta progrida,
pode sofrer uma expansao ou uma translacdo ou uma alteracdo de forma nao uniforme,
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sendo estas definidas por encruamento isotropico, encruamento cinematico e encruamento
misto respetivamente.

[OV'N
oyt 7
/
Efi ll . .
[ EI: Deformagao perfeitamente plastica
7
I_J
L >
%/—j €

Figura 2.6: Curva tensao deformacao perfeitamente plastica. Adaptado de [30)].

No encruamento isotrépico assume-se que a superficie de cedéncia atualizada é con-
seguida com base numa expansao uniforme da superficie inicial, definida pelo critério de
plasticidade. Ora, isto significa que ambos os centros das superficies se mantém coinci-
dentes, como mostrado na figura 2.7, desprezando-se assim o efeito de Bauschinger que
surge quando ocorre inversao da trajetoria como, por exemplo, num ensaio tipico tragao-
COMPressao.

Saturagao

Encruamento

»
»

&2

Tensédo de cedéncia

Superficie de cedéncia Subsequente expansio da
inicial superficie de cedéncia,
apos deformagao plastica

Figura 2.7: Expansao isotropica da superficie de cedéncia. Adaptado de [10].

Ao contréario do modelo anterior, no encruamento cinemaético considera-se que existe
uma translagdo do centro e da superficie plastica durante o processo de conformacao.
Assim, é possivel modelar fenémenos como o amaciamento transiente ou o efeito de
Bauschinger que tém na sua origem mudancas de trajetéria de deformagao(ver figura
2.8). Alias, este modelo é mais adequado na descri¢cdo de movimentos de inversao do
sentido de carga, uma vez que os modelos isotropicos geram superficies de plasticidade
demasiado grandes nestes casos, o que nao se verifica na realidade, em que as superficies

de cedéncia sao menores.
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Tensao de saturagao

Superficie de cedéncia
Superficie de translacionada
cedéncia inicial

Figura 2.8: Expansao cinematica da superficie de cedéncia. Adaptado de [10].

Existem também modelos que combinam ambos os encruamentos, tendo em conside-
racao efeitos isotrépicos e cinemaéticos em simultaneo. Estes modelos mostram-se mais
precisos na reproducdo do comportamento dos materiais metalicos, como se pode ver
mais a frente nesta seccio.

2.4.1 Leis de Encruamento Isotrépico

O encruamento isotropico é definido de uma forma genérica pela equacao seguinte:
¢(o,a) = ¢(o) — oy(a) =0, (2.38)

na qual o termo ¢(o) é uma fungdo convexa do tensor das tensdes, ou seja, a funcao de
cedéncia, e o termo o, (o) a funcdo de encruamento que define a dimensao da superficie
de plasticidade. Entao, estando apenas sujeita a este tipo de encruamento, uma superficie
de plasticidade genérica depende apenas da deformacao plastica efetiva e é descrita por

d(0,EP) = ¢() — oy () = 0. (2.39)

As leis que regem a tensdo oy(a) que caracteriza a dimensdo da superficie de plas-
ticidade admitem variaveis internas do material como parametros de entrada e, segundo
[18], apresentam-se de seguida as mais relevantes:

o Ludwick (1909)

oy =0y, + Hz" (2.40)
e Prager (1938)
o
oy = 0y, tanh <€> (2.41)
oY,
e Ramberg e Osgood (1943)
__ oy oy \"
5—E+H<E> (2.42)
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e Hollomon (1944)
oy = HE (2.43)
e Fernandes et al. (1998)

oy = Cg(eo + &ps) + heP]" (2.44)

Destacam-se as leis propostas por Swift e Voce, apresentadas na mesma sequéncia;:

o Swift (1947)

oy = C(EU + gp)n (2.45)
onde gy é dado por
1
_ (ovoyn
eo = < : ) (2.46)
e Voce (1948)
oy = oy, + (0v.., — 0v,) [1 — exp(—Cv&P)], (2.47)

nas quais oy, oy, € oy,,,, Sao respetivamente, a tensao de escoamento, que descreve a
evolucao da tensao limite de elasticidade, e as tensoes limite de elasticidade inicial e de
saturacdo em tragdo uniaxial. € e EP sdo a deformacao logaritmica efetiva e a deformagao
plastica efetiva, respetivamente. Por fim, os restantes parametros, £, H, n, C, gy, Cy,
g, Eps € h sao constantes do material a determinar experimentalmente.

Resta apenas referir que a lei de Swift é mais apropriada para descrever materiais que
exibam encruamento isotropico sem saturacao e Voce, no caso dos materiais apresentarem
saturacao [18].

2.4.2 Leis de Encruamento Cinematico

O modelo cinematico nao admite a alteracao da forma da curva limite de elasticidade, mas
efetua a translacdo da superficie de cedéncia, como ja foi referido no inicio da presente
seccao. Deste modo, é necessario proceder & definicdo da evolugdo da superficie resultante
do comportamento ineldstico do material. Isto ocorre a partir da inclusao do tensor das
tensoes inversas X, convencionalmente designado de back-stress |31]. As variaveis de
encruamento que descrevem o tensor das tensoes inversas mais usadas sao, & semelhanca
do encruamento isotrépico, a deformacao plastica efectiva ou equivalente e o trabalho
plastico total.

Uma superficie de plasticidade genérica regida por uma uma lei de encruamento
cinematico, dependente da deformacdo plastica, pode entao ser formulada da seguinte
forma

¢(0,e%) = ¢p(o) — X(eP) — oy, = 0. (2.48)
Prager, em 1955, prop6s uma lei de encruamento cinematico expressa por
X = &P, (2.49)

na qual ¢ € uma constante do material a ser determinada experimentalmente. De acordo
com esta lei a superficie é transladada na direcdo dos incrementos de deformacao pléastica.
Esta prevé assim um amaciamento com as varias mudancas de trajetéria. Ziegler, em
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1959, e apods constatar que a lei de Prager nao apresentava resultados consistentes para
estados planos e triaxiais de tensdo [18], apresentou uma modificacao a lei anterior. Esta
é dada por

X = (o — X), (2.50)

em que [ é um escalar de proporcionalidade determinado através da condicao de consis-
téncia. Esta lei postula que a superficie de plasticidade se move no sentido radial definido
pelo tensor o — X. A diferenca entre estes dois modelos pode ser observada na figura 2.9
onde se mostra a direcao da evolucao do back-stress para ambos os critérios.

Figura 2.9: Evolugdo do back-stress. Adaptado de [32].

A empregabilidade das leis de encruamento cinematico linear é apenas admitida em
processos de deformacio quase estaticos, ndo sendo adequados quando se verifica uma
alteracdo brusca na trajetéria de deformacao ou uma deformacao ciclica. Deste modo, em
1985, Lemaitre e Chaboche propuseram uma lei de encruamento cinemético nao-linear
com saturagao [13], dada pela equagao

Xsat

X =Cy (S—X)—-X|&P, com X(0)=0, (2.51)

onde Cx e Xgu¢ caracterizam, respetivamente, o valor de saturacao da norma do tensor
das tensoes inversas || X|| e a velocidade de aproximacao ao valor de saturagao. Estes pa-
rametros do material sao determinados experimentalmente. Esta é a lei de encruamento

cinematico mais utilizada [18| e revela a tendéncia para a coaxialidade entre os tensores

S—XeX.

2.4.3 Leis de Encruamento Misto

O encruamento misto representa a juncao de ambos os tipos de encruamento descritos,
como se mostra na figura 2.10. Assim, este resulta numa lei que permite a modelagao do
comportamento dos materiais com maior generalidade, uma vez que a superficie efetua
uma translacao e uma expansao em simultaneo.
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Superficie de cedéncia
expandida
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Figura 2.10: Esquema da evolugdo da superficie de cedéncia no no espago de Haig-
Westergaard: (a) com encruamento isotropico e cinematico, (b) apenas com encruamento
cinematico, e (¢) apenas com encruamento isotropico.

Uma superficie de plasticidade genérica regida por uma uma lei de encruamento misto,
pode entao ser formulada da seguinte forma genérica

d(o,a1,a2) = g0 — X(a1)) —oy(az) =0, (2.52)

onde a e g sa0 vetores cujas componentes sao respetivamente varidveis de encruamento
cinematico e isotropico.
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Capitulo 3

Métodos Numéricos

Nos dias de hoje observa-se uma crescente necessidade de resposta por parte da enge-
nharia a problemas cada vez mais complexos. Estes exigem uma resposta que, na sua
generalidade, ndo se encontra ao alcance das ferramentas analiticas, que se tornam dema-
siado complexas para fornecerem respostas competitivas e temporalmente validas. Desta
forma, surge assim a necessidade de se recorrer aos métodos numéricos de modo a obter
resultados a problemas de complexidade crescente.

Este processo inicia-se pela observacdo do problema real, sobre o qual se retiram
inimeros dados de modo a permitir a correta modelacdo do mesmo. Com estes dados é
entdo construido o modelo matematico que melhor se aproxima do problema real.

Dependendo da introducao de condicoes experimentais de modo a poder produzir
resultados numéricos que sejam representativos da realidade experimental, as condicoes
experimentais sao relevantes e devem ser determinadas de modo a garantir a exatiddao da
analise.

Recorrendo aos mais variados algoritmos e métodos de analise, os métodos numéricos
sao capazes de modelar matematicamente os mais variados problemas que se encontram
presentes na nossa sociedade. Apesar de nao apresentarem solugoes exatas, as solugoes
fornecidas podem ser bastante precisas para uma grande variedade de problemas como
previsoes meteorologicas, cilculo de trajetorias de voo, previsdo de valores de a¢des no
mercado bolsista, anélise de riscos ou, com maior aplicabilidade deste trabalho, simula-
cao de processos tecnolégicos de deformagao de materiais.

Nas mais diversas areas de aplicabilidade, os resultados dos métodos numeéricos neces-
sitam sempre de um tratamento cuidado de modo a perceber e compreender o erro, por
mais pequeno que este seja. SO desta forma se pode analisar a fiabilidade do programa
de simulacao bem como a validade do modelo testado.

Na figura 3.1 pode-se ver um processo geral de analise de um problema através do
uso de modelos computacionais, sendo este processo iterativo de andlise do resultados e
compreensao dos mesmos e das varias partes que os originaram. Requerendo uma valida-
¢ao progressiva e constante estes métodos numéricos sao capazes de produzir resultados
consideravelmente satisfatérios e fidveis.
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Problema
Real Comstracd
onstrug¢ao _ B
l > do Modelo Escolhra de N Implement.agao | ,| Andlise do
o um Método Computacional resultado
Matematico
Levantamento
de Dados T T T

Figura 3.1: Processo de anéalise por modelacdo computacional.

Na simulacao de processos de deformagao de materiais, muitos dos programas comer-
ciais de simulagdo numérica atuais ja deram provas de ter a capacidade para prever com
fiabilidade a rotura, o enrugamento e a distribuicdo de deformagoes no material. Desta
forma, continua a ser uma area de forte expansdo, com um répido crescimento impul-
sionado por um crescente ntimero de artigos e congressos realizados sobre este tema de
investigacdo. Esta crescente expansao e evolugdo dos métodos numéricos permite assim
atingir velocidades de calculo cada vez maiores bem como previsao de defeitos com custos
computacionais aceitaveis.

Um dos métodos mais importantes é o método dos elementos finitos, que tem mos-
trado ao longo dos ultimos anos grande capacidade e resposta face aos mais diversos
problemas de engenharia. Estes necessitam de varidveis capazes de modelar o problema
de forma representativa, pode-se entao destacar 4 grandes grupos de varidveis, as que de-
finem as propriedades do material, a geometria do componente, as condi¢des do processo
e variaveis numéricas utilizadas nos calculos internos, ou parametros de configuracao.

3.1 Fundamentos do Método dos Elementos Finitos

A ideia subjacente ao Método dos Elementos Finitos, frequentemente designado de MEF,
é a modelacao de um problema genérico que envolve meios continuos, através da anélise
de partes discretas desses meios, para os quais € possivel conhecer ou obter leis constitu-
tivas do seu comportamento [8].

Este método surgiu nos anos sessenta, pela mao de Ray Clough, como resposta a
necessidade crescente de resolver problemas cada vez mais complexos, essencialmente na
area da aeronautica e da engenharia civil [33]. Anteriormente, estes problemas implica-
vam a resolucdo direta de um sistema de equacoes diferenciais que os descreviam. Esta
resolugao era muitas vezes obtida por meio das séries de Fourier. No entanto, este mé-
todo é bastante complexo, moroso e unicamente aplicdvel a problemas com geometrias
relativamente simples [33].

A resolucao de problemas complexos s6 é possivel devido a discretizacdo do espaco
de integracdo em varios elementos finitos independentes da geometria do problema, ilus-
trada na figura 3.2.
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Dominio de Estudo

elemento

Dominio Disccretizado

Figura 3.2: Modelo composto por dois materiais, antes e depois da discretizacao. Adap-
tado de [34].

Esta caracteristica permite uma implementacao computacional, que possibilita a ra-
pida resolucao de problemas geometricamente muito distintos, sem que para isso seja
necessario resolver novo sistema de equacoes diferenciais. Isto favorece a rapidez e baixo
custo, que hoje é essencial para a realizacao de qualquer investigacao ou desenvolvi-
mento tecnolégico principalmente quando os testes experimentais sdo muito dispendi-
osos, efetuando-se desta forma, ensaios numéricos a fim de averiguarem se é vidvel ou
ndo avancarem para oS testes experimentais. Apesar disto, e tendo em conta que este
método produz solugdes aproximadas, quando se recorre & sua utilizacao, deve-se ter a
capacidade de avaliar e majorar os erros que este origina.

Do ponto de vista do utilizador, esta abordagem do problema recorrendo & resolu-
cao sequencial e estruturada de varios problemas mais simples que, quando agrupados,
originam uma solu¢do do problema global, reside na necessidade de passar do modelo
individual para o modelo geral, processo denominado por assemblagem. Este processo
combina todas as leis matematicas que regem cada elemento individualmente uma vez
que os varios elementos que constituem o sélido se encontram ligados entre si, pelos nés.

Estes elementos podem ser de varios tipos de acordo com a dimensdo a que se traba-
lhe, como se evidencia na figura 3.3. No caso de problemas bidimensionais, os elementos
mais frequentes sdo quadrilateros e tridngulos. Em andlises tridimensionais sdo geral-
mente hexaedros, tetraedros, ou pentaedros. Assim, e analisando o MEF sob o ponto
de vista do utilizador é possivel definir trés etapas distintas, contudo muito genéricas.
Estas encontram-se esquematizadas na figura 3.4 e s2o vulgarmente designadas como:
Pré-processamento, Analise e Pos-processamento.

A fase de pré-processamento esté associada a construg¢do do modelo geométrico do
sistema a estudar e a definicdo das condigoes a que estd submetido. Como referido an-
teriormente, a discretizacdo das regides em estudo é feita através da divisdo do meio
continuo em elementos e, em cada elemento definido, um conjunto de pontos de ligagao
designados de noés. O deslocamento destes, correspondem aos graus de liberdade do sis-
tema. De seguida, atribuem-se as propriedades fisicas e mecénicas de cada componente
do modelo. Esta atribuicao deve ser feita de uma forma cuidada, pois sdo determinantes
para que o modelo numérico corresponda ou nao a realidade.
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Triangulos Quadrados
3 nos 4 nos
6 nos 8 nos
Tetraedro Hexaedro Pentaedro
4 nos
10 nos

Figura 3.3: Representagdo bidimensional e tridimensional de variados tipos de elementos
usados.

Controlo do pré-processador Controlo do pés -processador
L
Pré-processador ’ Analise ’ Pés-processador
—>|
Modelo do pré-processador Modelo de Modelo de Resultados
malha inicial malha analisada processados

Figura 3.4: Representacdo esquematica das fases do MEF.

A definicdo dos modelos de materiais a serem utilizados é muito importante para que
se consiga obter resultados razoaveis. Desta forma, a maioria dos programas comerciais
contém pré-processadores que incluem intumeras ferramentas graficas que facilitam a ta-
refa de construgdo do modelo. A qualidade global de uma analise de elementos finitos
esta fortemente dependente da capacidade do utilizador de transpor o problema para rea-
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lidade computacional, visto que é necessario efetuar simplificacoes e definir estratégias de
modelagdo. Quando as geometrias que se pretendem modelar sdo de extrema complexi-
dade é comum a utilizacdo de um software especializado na construcao de modelos. Estes
sdo denominados por programas CAD!. Entdo surge a necessidade dos pré-processadores
serem capazes de interpretar e traduzir modelos ja previamente modelados. De seguida,
sao definidas as condigoes de fronteira (apoios e condig¢oes de contorno) e a aplicac¢ao de
cargas. SO depois se procede a fase de cédlculo e pds-processamento.

A fase da analise corresponde a tarefa mais importante, visto que é quando se efetua
todo o cédlculo numérico. Contudo, sob o ponto de vista do utilizador, esta tarefa cor-
responde normalmente a uma "caixa negra". Durante esta fase sdo criados ficheiros com
todos os resultados relativos & informacao pretendida pelo utilizador de uma forma user
friendly e recorrendo, na maioria dos casos a representactes graficas destes.

A ultima fase, o pos-processamento encarrega-se de interpretar os ficheiros anteriores
e apresentd-los de forma inteligivel e amigavel. Tipicamente, os resultados sdo apre-
sentados sob a forma de mapa de cores, visto que possibilita ao utilizador uma facil
interpretacao dos resultados do problema.

3.2 Integracao dos Modelos no MEF

Nos programas de simulag@o por elementos finitos, a formulacao do processo de confor-
macao pelas equagoes e o método de integracao utilizado na integracdo temporal destas
equagcoes constituem duas caracteristicas fundamentais [18].

Se forem consideradas equagoes de equilibrio com aceleragoes nulas, estamos perante
uma formulago estatica, se pelo contrario, forem ignoradas, estamos perante uma for-
mulac¢do dindmica.

Quanto ao método de integracao temporal, este pode ser implicito, ou explicito. Con-
siderando o intervalo de tempo [t, t+At], se a integracdo do modelo constitutivo acontecer
no instante ¢ o método de integracdo presente é explicito [35]. Se por outro lado, ocorrer
no instante ¢ + At, entdo é um método de integracao implicito [35]. Este fenémeno pode
ser observado na figura 3.5.

Nos métodos de integracdo implicitos, as equagbes de equilibrio sdo formuladas em
torno da configuracdo final do intervalo de tempo [t,t + At]. Desta forma, o método
implicito garante e impoe o equilibrio da estrutura na configuracio de chegada, ou rela-
tivamente ao intervalo de tempo, no final do incremento At [36].

Durante anos os métodos explicitos, devido aos seus tempos de calculo mais reduzidos
e maior convergéncia generalizada, eram dominantes e possufam uma utilizacao alargada.
Com o0 avanco dos métodos numéricos e uso de elementos finitos mais robustos, aliado
a maior capacidade de calculo, tornou-se possivel a resolucao eficiente e competitiva de
problemas de deformagao de grande escala com métodos implicitos [37]. Se é certo que a
eficacia numérica é um fator critico do ponto de vista da aplicacdo industrial das ferra-
mentas de simulacdo numeérica, a exatidao dos resultados obtidos é, no presente, também
fundamental. Neste caso, a solucdo passa pela utilizacao de programas implicitos.

Ydo inglés, Computer Aided Design
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01

Figura 3.5: Representacao esquemética da integragao implicita, usando o retorno radial,
do critério de von Mises. Adaptado de [10].

A formulacdo estatica do problema tem como base o fato do trabalho realizado pe-
las forca de inércia ser sensivelmente quatro ordens de grandeza inferior & energia de
deformacao plastica [38|. Desta forma, estas podem ser desprezadas das equagoes de
equilfbrio. Entao, e relativamente a um ponto material aleatoério, pode escrever-se:

div(e) = 0. (3.1)

Integrando no dominio V' e multiplicando por um campo de deslocamentos arbitrario
dx; compativel com as condi¢bes de fronteira, obtém-se a partir de 3.1 o principio dos
trabalhos virtuais [39]

/ %) 5 sV = 0. (3.2)
Vv 8.%']

Aplicando o teorema de Green, pode-se entdo obter o principio das poténcias virtuais
na seguinte forma, [40]

/ 8Uij8$i7jdv— / tzédeA == 0, (33)
Vv A

onde o0;; é o tensor das tensoes, x; ; € o gradiente dos deslocamentos, z; é o vetor dos
deslocamentos e ¢; é o vetor das solicitacbes externas. V e A sao, respetivamente, o
volume e a drea do esboco no instante t. Linearizando a equagdo 3.3 no instante ¢,
obtém-se [41]

/ [daij — O'kjdxi,k + Uijdxk,k] 5wi7jdv — / t;dx;dA = 0. (34)
\% A

O problema da equacao 3.4, da origem & obtencao de um problema nao-linear sob a
forma,

R(Ax) =0, (3.5)
o qual, ap6s discretizagao pelo MEF, leva & obtencao do sistema de equacoes algébricas
K(Ax)Ax = AF (3.6)

onde K(Ax) ¢ a matriz rigidez calculada em fun¢do do campo de deslocamentos incre-
mentais, e Ax e AF sdo, respetivamente, vetores dos deslocamentos e das forcas externas
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incrementais, a partir dos quais é possivel o calculo dos tensores das tensoes e das defor-
macoes.

O problema nao pode ser resolvido analiticamente uma vez que este é nao linear nos
deslocamentos. De modo a usar o método estatico implicito, a equacao 3.6 deve ser for-
muladas no instante de tempo t + At [42]. Adotado este método, e ap6s a formulagao, o
calculo do incremento de deslocamentos Ax faz-se pela resolugao do problema nao-linear
da equacao 3.5. Este deve entdo ser reescrito na forma

HAIR(Az) =0, (3.7)
assim como o sistema de equagdes 3.6 deve também ser reescrito na forma
HATK Ax = HALAF. (3.8)

Sendo este um problema nao-linear, uma vez que as grandezas matriciais T2 K e
tHALAF s3o elas proprias funcio da configuracio final do incremento de tempo que se
pretende determinar, Ax, a sua resolucao implica a adocao de um meétodo iterativo.

No geral é adotado o método iterativo de Newton-Raphson, segundo o qual se pro-
cedem a correcoes sucessivas até que se verifique a condicao de equilibrio estéatico da
estrutura na configuragao final do incremento, ou seja, até se igualarem as forcas inter-
nas e externas, com a excegao do critério de paragem do algoritmo de Newton-Raphson
[43].

Resolvendo o problema, formulado pela expresdo 3.7 pelo método de Newton-Raphson,
pode escrever-se

JTALR (AX(ifl))
0Ax()

t+AL (Ax(i)) _t+AL (AX(i—1)> + (AX(i) _ AX(i—l)) +...=0,

(3.9)
obtendo um sistema de equacdes lineares de incognita dx(? = Ax() — Ax(=1 o qual se
pode reescrever como

t+AtK(i—1)dX(i) — _t-‘rAtR(i—l)’ (310)
em que HHAIR(-D
dado por

é o vetor das forcas nao equilibradas na iteracao de equilibrio i — 1,
tHALR (i=1) _t+AL g (i-1) A5 (i-1) _t+At A (i=1) (3.11)

e o vetor dx(® ¢ a correcio da iteracio i do vetor incremento de deslocamentos Ax,
determinado iterativamente (i = 1,2, ...), tal que

Ax) — AxUD | g0, (3.12)

até que o critério de convergéncia seja satisfeito.

O tamanho de cada incremento pode ser muito grande, em teoria, mas na pratica, este
encontra-se limitado pelas nao-linearidades associadas ao problema, como por exemplo, a
lei de comportamento do material. Sendo entdo atribuidas normalmente duas dificuldades
ao método estatico implicito: o tempo de calculo cresce de forma quase quadratica com
o niimero de graus de liberdade a simular e a quantidade de memoéria para a resolugao
do sistema de equagoes lineares é muito superior aos métodos explicitos [44].

Devido as nao-linearidades e ao tamanho demasiado grande do incremento é também
associado a este método uma possivel falta de convergéncia para a solu¢do. A resolugao
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deste problema, na sua generalidade, passa pela reducao do tamanho do incremento. Isto
pode originar a obtencdo de uma solugdo, ou indicagdo de uma solucao errada, uma vez
que este método permite a obtencao de uma solucao errada.

Menciona-se ainda que o método estéatico implicito, por envolver um procedimento
de equilibrio estatico, apresenta-se muito estavel, e em simultineo, pode torna-se dificil
simular com este tipo de programas processos de deformagao que envolvam instabilidades
materiais.

O presente trabalho enquadra-se na implementacao e definicao de modelos material
que, de uma forma genérica, sdo representados por K. Esta matriz é calculada em
funcao do campo de deslocamentos incrementais e permite a partir destes a obtengao dos
tensores das tensdes e das deformacoes.

3.3 Programa Abaqus

O programa para o qual irdo ser implementados os modelos material sob a forma de
subrotinas de utilizador geradas automaticamente através de uma ferramenta numeérica
desenvolvida, é o Abaqus. Este é um programa bastante versatil que possibilita a sua
utilizacao em diversas areas da engenharia, como é o caso do sector automével e aeroes-
pacial, em investigacoes académicas e de desenvolvimento tecnolégico.

Abaqus é um programa de utilizacao comercial e encontra-se dividido em duas par-
tes: os moédulos graficos (Abaqus/CAE? e Abaqus/Viewer) e os moédulos de analise
(Abaqus/Standard e Abaqus/Explicit) [45].

O modulo grafico é constituido por um médulo de pré-processamento CAE? onde o
utilizador define toda a estratégia da simulagdo, desde da geometria a integracio tem-
poral, bem como a discretizagdo do problema. Esta definicdo recorre a uma interface
grafica, o ficheiro de entrada (ASCII) e um moédulo de pés-processamento. Assim, o
utilizador define a geometria da estrutura, atribui as carateristicas dos materiais, aplica
as cargas e condicoes de fronteira do problema bem como as interagoes/atrito entre os
varios componentes em andlise, define o nimero de etapas para a realizacdo da andlise
e a sua natureza (linear ou nao-linear) e faz a discretizagdo da estrutura em elementos
finitos [46]. Em resumo, o Abaqus/CAE, permite definir os varios aspetos necessarios
para definir todo o problema em anélise e no final gerar um ficheiro de codigo ASCII de
extensao inp que o motor de cdlculo processa.

Dependendo do tipo de integracao temporal que se tenha escolhido na fase do pré-
processamento, para uma andlise através do esquema tradicional de integracao quasi-
estatica implicita, utiliza-se o modulo de andlise Abaqus/Standard. Para a resolugao
de problemas nao-lineares dindmicos, tais como o impacto balistico, que utilizam um
esquema de integracdo explicita, utiliza-se o modulo de analise Abaqus/Explicit. Inde-
pendentemente da integracao temporal escolhida, o motor de célculo cria varios ficheiros
de output no decorrer da simulacao, entre os quais o ficheiro dos resultados, das men-
sagens de erro ou avisos, e da descrigao dos varios incrementos temporais considerados
pelo motor de calculo. O médulo de anélise usado neste trabalho foi o Abaqus/Standard
uma vez que a formulagdo usada por este médulo é a mais adequada para a andlise dos
processos de tecnoldgicos de conformacao de metais.

2do inglées, Complete Abaqus Environment.
3do inglées, Computer-Aided Engineering.
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O poés-processamento é realizado através do Abaqus/Viewer que opera sobre o ficheiro
de resultados e permite ao utilizador visualizar e interpretar os resultados obtidos [47].

O Abaqus possui uma vasta biblioteca de requisitos da analise passiveis de serem usa-
das, tais como diversos tipos de elementos, diversos modelos constitutivos do material,
modos de contacto, etc. Adicionalmente permite o uso de subrotinas de utilizador*, es-
critas em linguagem Fortran, para a definicdo de requisitos mais especificos do material.
Neste trabalho foram geradas, pelo software desenvolvido, varias UMAT’s?, sendo estas
as subrotinas de utilizador usadas pelo Abaqus na definicdo de modelos constitutivos do
material.

O programa Abaqus possui também uma biblioteca com um vasto ntimero de tipos
de elementos, usados na discretizacdo de meios continuos. Neste trabalho foram consi-
derados elementos so6lidos tri-lineares hexaédricos de 8 noés. O Abaqus permite o uso de
métodos de integragdo numérica distintos para cada elemento. A escolha do método de
integragao afeta quer o tempo de calculo, quer os resultados finais obtidos [47].

Com isto, gracgas as suas grandes potencialidades, o Abaqus permite o estudo numé-
rico de quase todos os tipos de problemas, envolvendo geometrias complexas, interacoes
entre diversos materiais, grandes deformacoes, etc.

3.4 Subrotinas de Utilizador (UMAT)

Por vezes, os modelos de material, tipos de condi¢des de contorno e formulagoes imple-
mentadas nos pacotes de elementos finitos (sejam estes comerciais ou néao) nao atendem
as necessidades do utilizador. Apresentando assim limitacoes ao utilizador no que toca a
correta definigao do comportamento do material [48]. Estas limitagbes sao contornadas
na sua generalidade pela maioria dos programas comerciais, como é o caso do Abaqus,
permitindo um maior controlo das etapas do processo de andalise do problema através
de subrotinas de utilizador. No Abaqus, diversos tipos de subrotinas podem ser imple-
mentadas pelo utilizador [47]. As subrotinas UMAT, que constituem um dos grandes
objetivos deste trabalho, possibilitam uma correta definicdo de um modelo constitutivo
de qualquer tipo de material.

A subrotina UMAT deve ser implementada em Fortran, compilada e associada ao exe-
cutavel principal do Abaqus. Esta é entdo chamada em cada ponto de integracio de cada
elemento, em todos os incrementos de carga e iteracdes. Estas subrotinas possuem como
principais variaveis de entrada o estado de tensao a que o ponto de integracao esta sujeito
no inicio do incremento, e o incremento de deformacao total, sendo o estado de tenséao
no final do incremento e o médulo elastoplastico as variaveis de saida. O utilizador tem
assim a possibilidade de definir o comportamento mecénico do ponto material ao longo
do incremento, utilizando o modelo constitutivo pretendido. A figura 3.6 esquematiza o
processo de andlise de um problema utilizando subrotinas UMAT.

Em cada incremento do processo, em cada ponto de integragdo, sdo enviadas para a
subrotina UMAT informac6es referentes as propriedades do material, ao tensor das de-
formagoes, aos incrementos de deformacéo e aos valores das variaveis de estado. A partir
desses dados, é realizada uma previsao do tensor constitutivo e do estado de tensoes.
Apés ser efetuada uma correcao do estado das tensGes, atualiza-se a matriz constitutiva

1do inglés, User Subroutines.
5 User Material.
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e o estado de tens@o no ponto. Sao também fornecidos & saida da subrotina a matriz
constitutiva atualizada, o tensor das tensoes e o tensor de deformacao elastica e plastica.

ABAQUS

Subrotina UMAT
. | swrinavvar |

. Montagem da

Equilibrio na Dados fornecidos: ™| matriz constitutiva

iteragdo i Propriedades do material cléstica

+ Tensor de deformagdes *

Previsdo do estado

. Ciélculo das Incrementos de deformacao S

Novo incremento deformacoes ¢ de tensdes

coet Varidveis de estado

A

%< Dados calculados: y

. L Corregao do estado
Matriz constitutiva

de tensoes
Cidlculo do residuo Tensor de tensoes *
Varidveis de estado Atualizagio da
Tensor de deformagao matriz constitutiva

Y

Siﬁo eléstica e pléstica
Atualizagdo das

@ varidveis de estado

Incremento k, Elemento i, Ponto de
integragao j

Figura 3.6: Processo de andlise utilizando uma subrotina UMAT. Adaptado de [49].

3.5 Calculo Algébrico Simbélico

Para obter solucées em problemas mateméticos, dois tipos de abordagem podem ser
tomadas: numérica ou simbélica. Durante um longo periodo de tempo a aproximacao
numeérica tinha a vantagem de ser capaz de resolver uma grande parte dos problemas.
Contudo, recentemente, a aproximagao simbélica tem ganho cada vez mais reconheci-
mento como uma ferramenta viadvel para resolver problemas de engenharia de grande
escala. A solucado simbdlica de problemas matematicos envolve a manipulacio simbélica
de objetos como férmulas légicas ou algébricas, regras ou programas.

Ao contrario das aproximacdes numeéricas, o objetivo da manipulacdo simboélica € a
exatiddo. Assim, normalmente a solucdo é caracterizada por ser uma fracao ou uma
férmula que representa a solucdo. Desta forma, o céalculo simbélico pode ser usado nos

mais variados problemas, dos quais se destacam [50]:

Problemas onde é necessaria a solucao exata;

Estudo de problemas quando apenas informacéao parcial esta disponivel e a féormula
obtida através do célculo simbélico representa a simplificacio do modelo mate-
matico através da aplicacao dos conhecimentos existentes sobre o problema em
questao;

Em simulagoes, onde a férmula matemética é parametrizada e utilizada para o
estudo de uma vasta gama de solucdes, dependendo da escolha dos pardmetros.
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A computagdo simbolica encontra-se menos evoluida relativamente & computacao nu-
meérica, principalmente devido & insuficiéncia de recursos computacionais disponiveis ao
longo do tempo, tal como, por exemplo, a meméria e capacidade de processamento dos
computadores [51]. O continuo crescimento do poder computacional levou a um cresci-
mento do calculo simbélico e, como resultado, ao desenvolvimento de sistemas sofisticados
de CASS. Estes sistemas permitem ao utilizador uma maior concentracio nos problemas
e no estudo das suas proprias formulagbes matematicas ao invés de passarem grandes
periodos de tempo a transformar os problemas numa forma passivel de ser resolvida nu-
mericamente. Como efeito, a computacao simbélica encontra-se aplicada a um diverso
numero de dreas como a matematica, a fisica, a engenharia e a economia. Esta tem-se
tornado uma importante base para aplicacdes avancadas em areas da ciéncia da compu-
tacao, tais como desenho assistido por computador ou de desenvolvimento de software,
raciocinio e modelagdo geométrica ou programagao de robos, etc. [50)].

Enquanto a maioria dos programas CAS tem como objetivo principal a manipulagao
de formulas, muitas aplicacdes estenderam as suas capacidades e, atualmente, os mais
robustos oferecem outras funcionalidades como aplicacoes graficas ou simulacGes integra-
das, dando ao utilizador uma maior compreensao da solucdo do problema. Além disso,
software moderno é capaz de resolver problemas bastante grandes e complexos, que nor-
malmente sdo utilizados de um modo interativo, mas também podem ser programados
para efetuar multiplas operacoes semelhantes em varios problemas diferentes.

A medida que as aplicacoes CAS se tornaram capazes de resolver problemas maiores,
estes seguiram um caminho ji adotado pelo programa numeérico, de computagao sequen-
cial para computagao paralela e sucessivamente cloud computing. Desta forma, este tipo
de computacdo tornou-se um potencial acelerador nas pesquisas e descobertas cientificas.

3.5.1 Programacao em Ambiente MatLab

O MatLab” é um programa interativo que se destina a calculos numéricos e graficos cien-
tificos. O seu ponto forte reside na manipulacdo e cilculo matricial como, por exemplo,
resolucao de sistema lineares. Além disto, muitas func¢bes especializadas ja se encontram
internamente implementadas, de modo que, em muitos casos, basta utilizar os comandos
disponiveis nas toolbox disponiveis.

Outros dois pontos fortes do MatLab sao a criacao e manipulacao de graficos cientifi-
cos e a possibilidade de extensao das funcoes existentes através do uso de outras toolbozes
ou através da criacao destas. Em geral, e com a evolucao natural do programador, apesar
de ser uma linguagem de alto nivel, o MatLab tem a capacidade de implementar novas
funcionalidades, podendo, em ultimo caso apresentar uma solucao superior a programas
especificos.

Sendo uma linguagem de alto nivel, uma caracteristica interessante é que o MatLab
é de aprendizagem mais facil do que as linguagens de programagdo convencionais, tais
como C e Fortran. Porém, quanto maiores e mais complexas forem as rotinas e fungoes
da biblioteca, menor ¢ a sua performance quando comparada a uma rotina equivalente
em C e/ou Fortran.

A toolboz de manipulacdo simbélica® incorpora computacdo simbolica no ambiente

8do inglés, Computer Algebra Systems.
"Do inglés, Matriz Laboratory.
8do inglés, Symbolic Math Toolbox.
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numérico do MatLab, complementando assim as componentes numéricas e graficas do
programa. Esta inclui fungoes de calculo, como derivagdo, integracdo, obtengao de limi-
tes, somatorios e a série de Taylor, mas também funcées de algebra linear como inversos
ou determinantes. A toolboxr de computacdo simbolica é capaz também de efetuar sim-
plificacOes nas expressoes, resolver equacoes algébricas e diferenciais, bem como trans-
formadas, como a de Laplace. A Symbolic Math Toolbox possui mais de 100 funcgoes
nativas que permitem acesso direto ao kernel do Maple, usando apenas a sintaxe e estilo
de linguagem que é natural ao MatLab.

De modo a criar ao utilizador uma utilizacdo mais user friendly, o MatLab possui
uma, ferramenta de criacdo de interfaces graficas, o GUI”. Esta tem a capacidade de
criar uma aplicacdo totalmente auténoma e capaz de controlar toda uma variedade de
controlos, como barras de menus, botoes ou barras de ferramentas. Através de rotinas
em callback este tipo de aplica¢des consegue controlar a tarefa por completo através do
layout disponivel para o utilizador.

3.6 Criacao Automatica de subrotinas de Utilizador
(UMAT)

Desde os anos 70 que se tem vindo a desenvolver e implementar programas que criam,
de forma automética, cddigo para programas pelo método dos elementos finitos. Este
tipo de programa, como o Finger!’, apresentado por Wang [52], SFEAS! por Leff e Yun
[53] ou SGEM!? por Nagabhushanam et al. [54] sdo usados para derivar as matrizes e
vetores necessarios no MEF. Estes proporcionam, na sua generalidade, uma integracao
temporal e espacial dos modelos e sdo normalmente acompanhados de um médulo auto-
matico capaz de gerar c6digo, que combina as capacidades da computacao simbolica e
dos métodos numéricos de modo a obter codigo compacto e eficiente.

Estes programas tém uma desvantagem que se prende com o crescimento quase in-
controlavel das expressoes, o que torna a criacao automatica de c6digo menos eficiente do
que seria de esperar [55|. Desta forma, e combinando um sistema algébrico denominado
de Mathematica com algoritmos de diferenciagdo automética, JoZe Korelc |56] apresenta
assim SMS!3. Esta biblioteca otimiza as expressdes introduzidas pelo utilizador de modo
a poder corrigir e aliviar o problema do programa, o crescimento das expressoes.

Do mesmo autor, surge em 2009 [57] um conjunto de bibliotecas, em ambiente Mathe-
matica, chamado AceGen que é usado na derivacao automéatica de féormulas necessarias
em processos numéricos. Estas bibliotecas vém, desta forma, corrigir os desvios no com-
portamento de expressoes derivadas, tanto no espaco como no tempo. O AceGen é capaz
de interagir com multiplas linguagens como o MatLab, mas também ¢é capaz de compi-
lar de forma compacta e otimizada coédigo em Fortran ou C. Este possui também uma
variedade de médulos de criagdo automaética de interfaces com os ambientes numeéricos
onde o cédigo pode ser implementado, dos quais se salientam o FEAP©7 o ELFEN©
e 0 Abaqus, que s2o ambientes comerciais de elementos finitos escritos em Fortran.

9do inglées, Graphical User Interface

0o inglés, Finite Element Code Generator.

"o ingles, Symbolic Finite Element Analysis System.

1240 inglés, Symbolic Generation of Elemental Matrices for Finite Element Analysis.
13do inglés, Symbolic Mechanics System.
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Em [58, 59] pode-se encontrar uma seccao sobre a criagdo automatica de subrotinas
de utilizador em ambiente Mathematica, com aplica¢do & andlise do crescimento de teci-
dos moles. Nestes artigos é dado a conhecer a implementacgio especifica de subrotinas em
materiais hiperelasticos incompressiveis através do modulo Mathematica UMAT, criado
a semelhanca do presente trabalho através de computacao simboélica e criacao automatica
de codigo Fortran.

Uma vez que os programas até entao desenvolvidos nao focam a sua objetividade
na implementacao temporal de modelos constitutivos de material, pode-se afirmar que o
objetivo do presente trabalho permanece assim valido.
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Capitulo 4

Metodologia de Implementacao de
Modelos Elastoplasticos em

Programas MEF

A implementacao de modelos constitutivos elastopléasticos em programas do MEF pode
ser efetivada de multiplas maneiras, seja de forma analitica ou através de calculo sim-
bolico. A metodologia adotada durante essa implementacdo é crucial na obtengdo de
resultados sélidos e coerentes qualquer que seja 0 modelo constitutivo implementado.

No presente trabalho desenvolveu-se uma metodologia abrangente que permite a cri-
acao de bases s6lidas para uma correta implementacao dos mais variados modelos consti-
tutivos passiveis de ser introduzidos na ferramenta, pelo utilizador. Esta é apresentada de
forma generalista podendo ser utilizada através de calculo analitico ou através de calculo
simbolico. Integrando na ferramenta desenvolvida os beneficios de ambos, desenvolveu-
se uma implementacao mista, na qual se definem diretamente algumas expressoes e se
obtém as restantes recorrendo ao célculo simbélico.

Por uma questao de simplicidade e facilidade de compreensao por parte do leitor, a
metodologia adotada nesta dissertacao ird ser apresentada para critérios e leis de encrua-
mento mais simples, tais como o critério de cedéncia de von Mises e a lei de encruamento
cinematico de Ziegler. Nao obstante, ndo se verifica qualquer perda de generalidade nem
rigor fisico da metodologia apresentada de seguida.

4.1 Relagao Tensao Deformacao

Para um material linear elastico e isotrépico, a relacao tensao-deformacao respeita a lei
de Hooke, descrita na equacao 2.1, ou na sua forma tensorial,

(o, [(1—v) v v 0 0 0 1 e
oy v (1-v) v 0 0 0 £y

. E v v (1-v) 0 0 0 £,

= (1—2v) X
Tﬂﬁy (1 +V)(1 _2V) 0 0 0 2 0 0 %cy
Trz 0 0 0 0 % 0 Yz
7y 0 0 0 0 0 W2 Lyl
(4.1)
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4.1.1 Decomposicao nas Componentes Volumétricas e Desviadoras

De uma forma alternativa podem-se representar as leis que regem a relacdo tensdo-
deformacio através da sua decomposicdo nas suas componentes volumétricas, ou médias,
e nas componentes desviadoras. Assim, o tensor das tensdes toma a forma,

om 0O 0 Opz — Om Tzy Trx
oc=opl+s=10 oy 0|+ Tyz Oyy — Om Tyz , (4.2)
0 0 om Tzx Tzy Ozz — Om

onde a tensao desviadora é descrita por s, a decomposicao das deformacoes é entdo dada
por,

€m O 0 Exz — Em Vay Yaz
e=¢epl+e=|0 e, O+ Yy Eyy — €m Vyz , (4.3)
0 0 em Yzx Yzy €2z —€m

onde a componente desviadora das deformagcoes ¢ dada por e. As componentes volumé-
tricas que surgem em 4.2 e 4.3 sdo entao obtidas por

1
Om = 3 (Opx + Oyy +022) e por Em = 3 (Exx + Eyy +€22) - (4.4)

As leis tensao-deformacao sao entdo dadas por |60]
s = Ge, (4.5)

e por
om = 3kem, (4.6)

onde o mé6dulo de corte G e o mdédulo de compressibilidade &k, encontram-se relacionados
com FE e v através de
E E

“Tairn Ty

4.2 Plasticidade de von Mises em Trés Dimensoes

Observando um caso generalista tridimensional, o critério de cedéncia de von Mises é
entao dado por

f=6—00=v33Y*—00=/3/2(s:5)"/2 —q (4.7)

onde

1" (43)

s = [sm Sy S; Toy Toz Tyz
sdo as tensoes desviadoras definidas anteriormente. Desta forma, este critério pode entao
ser representado no espaco das tensGes principais como se pode ver na figura 4.1. Nesta
encontra-se representada a superficie de cedéncia, bem como o tensor das tensbes o e as
suas respetivas componentes, a componente volumétrica (sobre o eixo i = [1 1 1]T) e
a componente desviadora s.
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9

Figura 4.1: Critério de von Mises no espago tridimensional das tensoes principais. Adap-
tado de [60].

A partir da equacgio 4.7 pode-se concluir que o raio do cilindro representado na figura

4.1 é distintamente \/gao. Deste modo, e tendo em consideragio que, ) = &) = —%&%E,

é passivel de se afirmar que, a taxa da deformacao plastica equivalente surge na forma,

1/2
=[5 | @ et P GRE R =3 @,
(4.9)
onde €P ¢é a componente desviadora das deformacoes plasticas.

O critério de plasticidade e a lei de encruamento definem, respetivamente, a super-
ficie de cedéncia e a sua evolugdo ao longo da deformacgao plastica, todavia ndo contém
quaisquer informacoes acerca da evolugdo da deformacao plastica. Estas informacoes sao
fornecidas pela lei de plasticidade, que define os incrementos e as dire¢oes da deformacgao
pléastica em funcdo do estado de tensdo e dos incrementos de tensao [10].

Segundo a lei de plasticidade os incrementos de deformagcao plastica, €P, sdo propor-
cionais ao gradiente do potencial plastico ¢ em relagdo as componentes do tensor das
tensoes, o, ou seja

épz)'\%

e (4.10)

em que A é um escalar denominado de multiplicador plastico, sendo positivo na ocorréncia
de deformagao plastica, e cujo objetivo é ajustar o tamanho dos incrementos plésticos. O
potencial plastico ¢ é uma funcao escalar do tensor das tensoes, cuja descricao é similar
a descricdo da superficie de plasticidade, f.

Através da equacao 4.10 conclui-se que a direcao da deformacdo plastica é ortogonal
ao potencial plastico. Conforme descrito em [6], Spitzig et al. observou experimental-
mente uma ligeira dependéncia da tensdo hidrostética no comportamento plastico de
alguns materiais metdlicos. Esta dependéncia significa que a superficie definida pelo po-
tencial pléstico é distinta da superficie de plasticidade, ou seja, observaria-se que ¢ # f
falando-se de lei de plasticidade nao-associativa, como se mostra na figura 4.2.
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- A - A
()'2 ()'3 0‘2 0‘3

/—_\ o0
S A | dd
/ oo / o0

a) b)

Figura 4.2: Formas de escoamento: a) associativo; b) nao-associativo. Adaptado de [25].

No entanto, uma vez que a diferenca entre a normal & superficie definida pelo poten-
cial plastico e a normal a superficie de plasticidade é consideravelmente reduzida, pode
entdo ser desprezada, considerando-se a lei de plasticidade associativa ¢ = f para ma-
teriais metélicos caracterizados por baixa porosidade [61|. Considera-se também que o
comportamento plastico destes ¢ independente da tensao hidrostatica [62].

A lei de plasticidade associada considera que os incrementos de deformagcao pléastica
sao ortogonais a superficie de plasticidade, sendo por isso usualmente denominada de lei
da normalidade. Esta é entao expressa por

of

p_ \ S
€ )\80" (4.11)

A figura 4.3 demonstra o significado da lei da normalidade, estando representados
geometricamente, no espago (01 — 03,09 — 03), uma superficie de plasticidade genérica
e o incremento infinitesimal de deformacao plastica normal a esta, para um dado estado
de tensdo e incremento infinitesimal de tensao.

Diferenciando a equagdo 4.7, tem-se na forma tensorial

_of_of _ 3
a= oo == s (4.12)

e, tendo em conta que &P = \a, através da definicdo de deformacdo plastica equivalente
descrita na equacao 4.9, e da lei de plasticidade associada, equacao 4.11 obtém-se a
seguinte expressao para os incrementos infinitesimais de deformacgao plastica equivalente

& = \/EA (a:a)/? = A (4.13)

A defini¢ao destas varidveis enquadra-se como uma introducio ao algoritmo de retorno
radial com integracao implicita.
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0,- o, f(o)
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g

Figura 4.3: Representacao geomeétrica de uma superficie de plasticidade genérica e do
incremento infinitesimal de deformagao plastica normal a esta. Adaptado de [22].

4.3 Integracao Implicita da Lei de Comportamento Elasto-
plastico

A integracao pseudotemporal da lei de comportamento elastoplastico pode ser efetuada
recorrendo a varios métodos baseados em um ou mais passos de tempo. No presente
trabalho, procede-se & integracao pseudotemporal do problema elastopléstico recorrendo
a um dos métodos baseados num sé passo de tempo.

Com uma abordagem genérica, é possivel agrupar os métodos de integracao segundo
o seu tipo de abordagem, estes sdo designados de forward-FEuler e backward-FEuler.

O método forward-Euler considera o estado de tensdo conhecido, estado este obtido
na iteracao anterior, como referéncia para a determinacido da direcdo de deformacao
plastica. Este tipo de consideracao s6 é valida para incrementos de deformacdo muito
pequenos. Este método nao assegura a consisténcia incremental nem a satisfacido da con-
di¢do de consisténcia do novo estado de tensdo estimado ou o novo estado de tensdo pode
nao se situar sobre a superficie de plasticidade. O método forward-Euler [63], encontra-se
assim esquematizado na figura 4.4.

A diferenca existente entre o estado de tensao estimado, que nao se encontra sobre a
superficie de plasticidade, e o estado de tensao que se encontra sobre esta deve ser corri-
gida, para isto recorre-se & subincrementagao, que consiste em dividir a deformacao total
a corrigir em vérias parcelas, e realizar a correcao plastica parcela a parcela, atualizando
a direcdo de deformacao plastica apds cada sub-incremento.

O método backward-Euler, sendo um processo iterativo, utiliza como referéncia para
a determinacgdo da direcao da deformacao plastica o estado de tensdo referente ao final
do incremento, estado este que ainda é desconhecido. Garantindo que o estado de tensao
final se situa sobre a superficie de plasticidade este método assegura consisténcia incre-
mental, obtendo-se, desta forma, uma melhor precisdo mesmo para grandes incrementos
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de deformacao. No entanto, a sua formulagao é mais complexa por envolver as segundas
derivadas da fun¢do de cedéncia, de dificil determinagao para a generalidade dos critérios
de plasticidade anisotrépicos.

Figura 4.4: Potencial de acumulacao de erro com o método forward-FEuler. Adaptado de
[60].

A cada iteracdo de uma linearizacdo incremental e iterativa de um problema néo-
linear, um incremento de carga AFe é adicionado, sendo entdo obtidos os respetivos
incrementos de deslocamentos, recorrendo ao célculo da matriz rigidez C. Desta forma,
e para problemas nao-lineares surge um vetor de forcas residuais devido & rela¢ao nao-
linear entre tensdes e deformacoes.

Apos isto, o objetivo é a atualizacio das tensdes em cada ponto de integracio de
Gauss. O problema desta andlise elastoplastica consiste no facto de, embora se saiba os
incrementos de deformacao total, ndo se conhecem a partida os incrementos de deforma-
cao elastica ou plastica. Uma vez que a parte elastica dos incrementos de deformacao
total é desconhecida, também os incrementos de tensdo correspondentes aos incremen-
tos de deformacao sdo desconhecidos. Este facto resulta na necessidade de se realizar
a integragdo da lei constitutiva, devido ao facto do médulo elastoplastico ser funcao da
deformagao plastica.

Sendo este um problema iterativo por si s6, os algoritmos mais conhecidos para a
sua resolucao sao denominados de algoritmos de retorno por previsao elastica - correcao
pléastica. Estes algoritmos sao essencialmente constituidos por duas etapas distintas, uma
etapa de previsao e uma de correcao.

Na primeira etapa, a etapa de previsdo, os incrementos de deformacdo sdo conside-
rados totalmente eldsticos, supondo assim que ndo ocorreu plasticidade. Deste modo,
através da lei de Hooke, é possivel determinar os incrementos de tensao e calcular o novo
estado de tensdo, designado por trial stress, predictor ou guess stress, como sendo intei-
ramente eléstico.

Tendo sido determinado o novo estado de tensdo, é necessario verificar se o critério
de plasticidade é respeitado. Por outro lado, caso o novo estado de tensdo se situe no
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interior da superficie de plasticidade, a previsdo inicial esté correta e a partir deste estado
de tensdo é adicionado um novo incremento de carga.

Por outro lado, no caso do novo estado de tensdo se situar no exterior da superficie de
plasticidade, origina-se uma situacgdo fisicamente impossivel que ndo respeita o critério
de plasticidade. Como tal, é necessario recorrer & etapa de correcio, sendo evidente que
ocorreu plastificagdo no ponto de integracao considerado ao longo incremento de carga.
Nesta etapa, de modo a assegurar a condicdo de consisténcia, ¢ aplicada a lei de plasti-
cidade ao novo estado de tensdo para permitir o seu retorno a superficie de plasticidade.
A principal diferenga entre os algoritmos de integracdo deste tipo consiste no modo como
é realizado o retorno & superficie de plasticidade.

4.3.1 Meétodo Backward-Euler (Método Implicito)

O método backward-Euler é baseado na equacio
oc =0B — A)\Cac, (4.14)

a qual é iniciada com uma estimativa para o¢. Esta estimativa pode ser obtida a partir
do célculo de
Ao = CAe — AXCa. (4.15)

Geralmente esta estimativa inicial nao vai satisfazer o critério de cedéncia e iteragoes
posteriores irao ser necessarias devido & normal existente na estimativa B nao igualar a
normal final no ponto D, como se mostra na figura 4.5.

[
»

-_B
\f=f1‘3>0
/_\\\\C
D N\
X
T =0

v

Figura 4.5: Previsao alternativa com posterior correcdo. Adaptado de [60)].

De modo a poder criar um ciclo iterativo, é criado um vetor de residuo, r, que é
utilizado para representar a diferenca entre a tensao atual e a tensado de backward-Fuler.
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O vetor r é dado por
r—=o — (O'B - A)\Cac) s (4.16)

e sdo realizadas varias iteracoes de modo a reduzir o seu valor até este atingir um valor
residual, enquanto isto, e no fim do ciclo iterativo, deve verificar-se que o critério de
cedéncia f = 0.

De notar que para o caso particular de von Mises, a equagao 4.16, devido a igualdade
Ca= %s pode tomar a forma,

r=o— <0‘B - A)\?iGsC) . (4.17)
oc

Com a tensao tentativa elastica op mantida fixa, uma expansao de Taylor pode entao
ser aplicada a equacdo 4.16 de modo a produzir a expressao do novo residuo, r,,

)
ro :r0+d+/\C£d, (4.18)

onde & ¢ a taxa de variagdo de o e A é a taxa de variacdo de A\ e o indice n significa
“‘new” e o indice o “old”. Dando a r, o valor de zero, obtém-se entao

-1
o=— <I + AACSj) (ro + ACa) = —Q 'r, — AQ ' Ca. (4.19)
A aplicacao de uma série de Taylor truncada na fun¢ao de cedéncia origina
ofr . of . . :
an:fCO‘F%U—Fﬁ p:fCo+a€U+A/C)\:07 (420)

resolvendo em ordem a A obtém-se a expressdo para o valor infinitesimal do multiplicador
plastico, dado por

A= . (4.21)

Por consequente, a equacao 4.19 pode ser resolvida iterativamente de modo a obter
o valor da taxa de variacdo da tensdo, o. Da mesma forma, o valor da taxa de variagdo
da deformacao plastica equivalente é, a cada iteragfo, dada por

P = B(o)A (4.22)

onde, para a maioria dos critérios de cedéncia, o parametro da tensao B(o) é igual a 1
[60].

4.3.2 Meétodo do Retorno Radial

E agora mostrado que o método do retorno radial é uma forma especifica do método de
integragao totalmente implicito, ou backward-Euler. Como referido em [60], este critério
foi primeiramente proposto por Wilkins e consequentemente refinado.

Para o critério de cedéncia de von Mises com encruamento linear pode-se entdo mos-
trar que nao sdo necessarias iteracoes do método implicito e que a equacao 4.14 produz
uma solucdo exata. Isto pode ser mostrado mais facilmente com recurso & separacao das
componentes hidrostatica e desviadora e com recurso as relacoes 4.2 e 4.3 presentes na
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seccao 4.1.1.
Desta forma a equacao 4.14 pode ser expressa em ordem as suas componentes

oc = omBj + s — ANCap = o,8j + sc, (4.23)

onde as tensdes eldsticas, og, na posicao de previsao B sdo separadas nas suas com-
ponentes hidrostaticas, o,pj e desviadoras, sg [60]. Posto isto, e com o auxilio de

j=[1 1 10 0 0], ede
alCa=a:C:a=3G, (4.24)

a equagao 4.23 toma a forma

. . 3uAN
OC = Omej + 5S¢ = Ompj + (1 _ ok > Sp. (4.25)

Uma vez que s nio possui qualquer componente na direcio j, pois, s'j = 0, facil-
mente se pode concluir que a igualdade o,,5 = o,,c é verdadeira e o vetor das tensoes
desviadoras em C é dado por

A
Sc = asp = <1 _ 3¢ )\> SB. (4.26)

O escalar « é aqui introduzido de modo a facilitar a leitura das equacoes e tornar a
compreensao mais intuitiva e expedita.
Estas tenses desviadoras devem respeitar o critério de cedéncia dado por

fo= 50(0’@) — O'oc(ég) = 5’(}(0’(}) — Uoc(ég + Aép(Aép)), (4.27)
de modo que, com recurso a equacao 4.8, obtém-se a condicao de cedéncia
fe =adc(sc) — 0oc(El) = adp — 0o (E0). (4.28)

Usando a equacao 4.26 com encruamento cinemaético linear e tendo em conta que
AP = A, a equagdo anterior é, segundo [60)], simplificada de modo a obter a expressao

fo =08 — 3uAN — (0,8 + A/AEP) = fg — (3G + A)AN = 0, (4.29)

onde A’ = A’ + A’; e A’; e A’y sdo respetivamente as derivadas pseudotemporais da lei
de encruamento isotrépica e cinematica.
Da equacao anterior pode-se obter diretamente a expressao do multiplicador pléstico,
que é entao dado por
/B

(Bu+ A
Por fim, e a partir de 4.23, 4.26 e 4.30 obtém-se entao as expressées completas para
a atualizacao das tensbes no ciclo iterativo:

AN = (4.30)

31/
oc = omBj + 0SB, a=1— ————. 4.31
Com a introdugao de encruamento néo-linear, o retorno ¢é igualmente radial no espacgo
desviador e é igualmente regido pela equagdo 4.26. Apesar disto, a equacao 4.30 deixa
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de ser valida para o calculo do multiplicador plastico, mas se A’ = A’y = A’s pode ser
gerado um valor inicial para a iteracdo escalar de Newton-Raphson [32|. Esta iteracdo
satisfaz a condicao de cedéncia 4.28 com o multiplicador plastico como tnica variavel. A
série de Taylor truncada origina entao

of - .
fon = foo + TAf)\)\ = fco + (3G + Alco)/\ =0, (4.32)

que toma o lugar da equagao 4.29.

4.4 Mobdulo Elastoplastico

A derivacao da matriz elastoplastica consistente assegura a convergéncia quadratica do
método de Newton-Raphson no algoritmo de integracao implicito. O uso desta, em
detrimento da matriz elastoplastica tangente confere uma maior convergéncia e permite
o uso de intervalos de tempo superiores. Por outro lado, o uso da matriz elastoplastica
tangente, que é inconsistente com o procedimento de integragao implicito (backward-
Euler) conduz a perda da convergéncia assimptotica do método de Newton.

Contudo, e apesar de melhorar significativamente a solugao obtida, este método possui
duas grandes desvantagens: (i) a matriz elastopléastica consistente tem de ser calculada e
(ii) simultaneamente resolvida. Isto gera um problema uma vez que, na grande maioria
dos casos, a derivacdo da matriz de forma algébrica é um processo dificil e moroso,
bem como a resolucdo da matriz que, com a evolucdo e crescimento do problema, pode
representar grande parte do esforco computacional.

4.4.1 Mobdulo Elastoplastico Consistente

Tendo em conta o caracter incremental da plasticidade |32], e considerando termos in-
finitesimais, consideram-se as equacoes 2.4 e 2.5 na forma de taxas pseudotemporais,
obtendo-se respetivamente

gt =¢° +er (4.33)
e, de forma simplificada,

o=C:é&" (4.34)

Assim, a substituigdo das equagdes 2.6, 4.33 e 4.34 na derivada da expressdo 4.16 resulta
em

o =Cé' — \Ca— A)\CS—ad + A)\CS—a(x. (4.35)
g g

Pode-se agora substituir na equacao acima a expressao para a obtencao da taxa de
variacao pseudotemporal do back-stress, representado por a. Esta expressao é dada, de

forma genérica, por ‘
& = —Diryo + D26 + D3Ao + Dyo, (436)

onde, as constantes D a D4 sao dadas por

1 df, A'(1— A/AN)
=15 2T (1+d)s 3 c(1+d) 4 1 (437)
e
d=A/AN.
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A partir deste ponto, e sem perda de generalidade, a restante formulagdo ird ser
apresentada em func¢do do critério de von Mises de modo a permitir algumas simplificages
que levam a uma leitura e compreensao mais acessivel do processo.

Tendo entdao em conta que, para o critério de von Mises, a expressao g—;& = 0 pode-se
ent@o obter a simplificacdo

Qo = Ce' — \Ca, (4.38)

onde Q é dado por
Q= [I + DlA)\Caa] . (4.39)
Jo

Segue-se entdo, por consequéncia, uma expressao mais reduzida para o valor da taxa
de variacao pseudotemporal das tensdes dada por

o=Q 'Ce' —AQ ! =Ré' — \Ra. (4.40)

De modo a poder obter-se entao o valor da taxa pseudotemporal do multiplicador
plastico, aplica-se a condicao de consisténcia sob a forma de taxa de variagdo pseudo-
temporal de f(o), correspondendo a

f=6—-0,=a¢ —ata— A\ =0, (4.41)

onde o é dado pela equacao 4.40 e & por 4.36.

Tendo em conta que f = 0 no regime de deformacao plastica, resolvendo em ordem

a A, obtém-se -
A= a Re (4.42)
(aTRa+ A’ + Ay)
em que a nao-singularidade da expressdo é garantida pelo facto de o denominador ser
estritamente positivo [18].

Atenda-se ao fato de o multiplicador plastico, por um lado, ser nulo no caso de um
comportamento elastico e, por outro lado, corresponder & equacao 4.42 no caso de um
comportamento plastico. Neste contexto, da substituicdo da equacdo 4.42 na expressao
4.35, resulta que

o=C": ¢ (4.43)

ou numa forma equivalente,

do = C® : de', (4.44)

em que o tensor C¢, denominado moédulo elastoplastico consistente, corresponde a

aalR

CY=RI|I—-
aRaT —|—A/i —|—A/k

(4.45)

Desta forma, o modulo elastoplastico consistente C® permite relacionar quer os ten-
sores das taxas pseudotemporais de tensdo e de deformacdo, representados na equacao
4.43, quer os incrementos (infinitesimais) dos tensores das tensdes e das deformacoes 4.44

Efetivamente, considerar a matriz elastoplastica tangente na resolucdo de problemas
pseudotemporalmente discretizados, que é definida em termos de relacées incrementais
de natureza infinitesimal, pode resultar num processo numeérico que nao se revele 6timo
do ponto de vista computacional. Neste caso, a utilizacdo de uma matriz consistente
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com a qual se tomem em consideracao nao s6 as caracteristicas gerais da matriz elasto-
pléstica tangente mas também as peculiaridades associadas & utilizagdo de técnicas de
discretizacao pseudotemporal permite otimizar o desempenho numeérico do método de
Newton-Raphson, ao garantir a sua convergéncia quadratica.
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Capitulo 5

Arquitetura da Ferramenta e
Implementacao

O objetivo principal deste trabalho é a implementagao numérica de modelos elastoplasti-
cos em programas comerciais do método dos elementos finitos. Deste modo, a ferramenta
desenvolvida nesse sentido é responsavel por todas as operacoes necessirias para permitir
esta implementacao, para o programa comercial escolhido, o Abaqus.

A implementacao de modelos constitutivos de material no Abaqus é conseguida atra-
vés da criacao totalmente automaética de subrotinas de utilizador (UMAT’s). Porém, de
modo a tornar esta ferramenta mais versatil e proporcionar ao utilizador uma visuali-
zacdo prévia do resultado esperado aquando da introducdo da subrotina resultante no
Abaqus, foi adicionada uma componente numérica que proporciona ao utilizador uma
previsao do tipo de resultados que podera vir a obter no Abaqus do modelo introduzido
sob solicitacoes uniformes.

Esta introducdo numérica origina mais um moédulo de trabalho, distinto da criagao
automética da UMAT que opera com valores numéricos de modo a simular um ensaio
de tragdo uniaxial e um ensaio de corte simples para um ponto de integracao. Desta
forma a arquitetura geral e modo de funcionamento da ferramenta elaborada neste tra-
balho encontram-se descritos de uma forma genérica na figura 5.1 de modo a permitir a
compreensao do trabalho desenvolvido e proporcionar uma visualizacdo esquemética dos
modulos descritos mais & frente.
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Universal UMAT generator

Modulo de Interface com o Utilizador

Introdugéo
das equagdes

v

Introdugdo Propriedades ——o String

——O String

4 5
Conversdo String para | ——0O Estrutura :
Inline Inline

v

Conversao Inline para |——0O Estrutura
Simbolico Sym
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Célculo automatico
de derivadas O a

v

—0 AjeAl

. . ——O Props
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ¢ ____Modulo de Caleulo Numéric ‘Modulo de Criagdio da Subrotina
5 2a |
Calculo Sup. : i | Célculo simbdlico do oo ct
Cedéncia i | modulo elastoplastico———0 DDSDDE
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Subrotina numérica O STATEV | 5 encruamento
: : \ 4
Matlab . : !
O Stress | : Impressdo UMAT for
: ; ——o0 .
% : : da UMAT
Representaggfo | . ¢
grafica

Figura 5.1: Layout da ferramenta desenvolvido.

5.1 Mobdulo de Interface com o Utilizador

2

Para o desenvolvimento do médulo que é responsavel pela interface com o utilizador,
recorreu-se 4 ferramenta GUIDE! para o desenvolvimento de todo o grafismo. O seu
uso permite a criacdo de interfaces graficas de forma rapida e eficaz sem necessitar de
dispendiosas horas de aprendizagem de outro qualquer tipo de ferramenta, criacdo de
interfaces externas ou cédigo de comunicagao com o utilizador.

De forma a permanecer de facil utilizacdo, a janela de interface inicial apenas ne-
cessita da introducdo, por parte do utilizador, de trés leis ou critérios que descrevam o
comportamento plastico do material, como se observa na figura 5.2: (i) critério de cedén-

Ydo inglés, Graphical User Interface Development Environment, do MatLab.
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cia, (ii) lei de encruamento isotropico e (iii) lei de encruamento cinemético.

A introduc¢éo do modelo de comportamento é efetuada utilizando a estrutura de es-
crita que se pode observar na figura 5.2. Neste caso, o modelo que se observa na figura
5.2 é constituido pelo critério de cedéncia de Hill’48, descrito pela expressdao 2.11, a lei
de encruamento isotrépico de Swift, expressio 2.45, e a lei de encruamento cinematico
linear de Prager, descrita por 2.49.

Critério de Cedéncia

gy = (a1*(sy-sz)"2+a2*(sz-ax)"2+a3*(sx-sy " 2+ 2% (ad ™ yz"2+a5 =" 2+ a6 by " 2 ) " (1/2)

Lei de Encruamento lsotropica

T = ars laz+ad)"ad
¥ eap r Gerar UMAT

Lei de Encruamento Cinematica
Fechar

X = all*deplas

Figura 5.2: Janela de introducao do modelo elastopléstico.

As expressoes introduzidas na ferramenta devem cumprir uma estrutura definida. As-
sim, as varidveis de entrada como sx, sy e sz correspondem respetivamente a oy, oy € 0y,
txy, txz e tyz correspondem a Txy, Tx; € Ty,. De modo a permitir o seu reconhecimento,
na introducao das leis de encruamento, as variaveis deplas, eqplas, e deqgpl correspondem
a P, eP e AZP respetivamente.

As constantes, ou parametros do material sdo representadas por a;, sendo estas escri-
tas de forma sequencial, para permitir uma leitura adequada das mesmas.

Apos a introducado do modelo de comportamento do material, é necessario definir as
constantes do material e os parametros que definem o critério de cedéncia e as leis de
encruamento. De maneira a simplificar mais uma vez o contacto com o utilizador, a
introducdo dos parametros que definem o material e dao forma aos critérios e leis é feita
através de trés caixas de texto. Na figura 5.3 é apresentada a janela de introducao de
propriedades que o utilizador encontra durante a utilizacao da ferramenta.

As constantes do material sdao introduzidas pela ordem ay, as, as, ..., ay, com n igual
ao numero de constantes necessario ao modelo inserido.

Neste caso pode-se observar que as constantes material introduzidas representam um
ago genérico e que os pardmetros atribuidos ao critério de Hill’48, o tornam isotrépico e
equivalente ao de von Mises. Os restantes parametros sao respetivos as leis de encrua-
mento e ndo definem nenhum material especifico.

De notar que a interface faz a rececao dos dados introduzidos pelo utilizador como
strings?, sendo depois a sua estrutura alterada ao longo do codigo consoante as necessi-
dades.

2um string é um tipo de dados usado para a representacio de texto.
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E—| 210000

- 0.3

Constantes do medelo material

0.5,0.5,0.5,1.5,1.5,1.5,800,0.0081,0.25,0.1

|Cancelar | | Ok |

Figura 5.3: Janela de introducao de propriedades do modelo elastopléstico.

5.2 Mobdulo de Calculo Simbdlico

Neste modulo de codigo sao recebidos os inputs do utilizador na forma de texto (strings).
Estes necessitam de ser convertidos, de modo a poder realizar as manipulagoes e dedugoes
necessarias. Para isto recorre-se ao uso de uma estrutura ha muito presente na toolbozx
de fun¢oes do MatLab: inline.

Esta é responsavel pela definicao de fungdes com argumentos declarados tendo em
conta que esta estrutura é uma plataforma intermédia importante para a conversao das
expressoes introduzidas na sua forma simbdélica, como se observa em A.1. Esta conversao
¢é feita através do uso de uma funcao auxiliar criada propositadamente para o efeito,
descrita na tabela 5.1 cujo cédigo pode ser encontrado em A.2. Na generalidade das
operacoes recorre-se ao comando eval. Este executa expressoes MatLab declaradas em
texto, de modo a poder efetuar as transicoes entre estruturas descritas.

Tabela 5.1: Funcao de conversao de inline para simbdélico.

1. Leitura dos argumentos da funcao de entrada.
2. Leitura do namero de argumentos.
3. Para todo o argumento:

3.1 Concatena o argumento num vetor.

3.2 Declara o argumento como simbolico.

4. Declara a nova funcio, executando a original inline com argumen-
tos simbolicos.

Para se proceder a criacdo da subrotina UMAT e & conclusio da integracao temporal

das equagoes elastoplasticas, é necessario efetuarem-se algumas operacdes intermédias

como, por exemplo, o calculo de a, que é dado por g—i ou o calculo de A’; e A'y.
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O calculo de a é efetuado com recurso ao comando jacobian da foolbox de calculo
simbolico do MatLab. Uma vez que a operagdo anterior é uma derivagao parcial de uma
expressao em ordem a um vetor, recorreu-se ao comando jacobian da toolboxr de calculo
simbolico. Este comando aceita como parametros de entrada: (i) a funcdo f, (ii) o vetor
de variaveis o. Por sua vez, o calculo de A’; e A’y é efetuado com recurso ao comando
diff para efetuar o calculo da derivada temporal das leis de encruamento isotrépico e
cinematico respetivamente. O segmento de cédigo referente a esta parte pode ser encon-
trado em A.3.

Neste modulo efetua-se ainda a leitura e concatenagdo dos argumentos das fungoes
dadas pelo utilizador, demonstrado em A.4. Este procedimento é necessario uma vez que
a execucao das fungoes em estrutura inline exige que seja dado como input um conjunto
de varidveis de igual nimero aos argumentos da funcao.

5.3 Mobdulo de Criacao da Subrotina

5.3.1 Calculo do Mdé6dulo Elastoplastico Consistente

De modo a tornar completa a implementacdo do modelo elastoplastico definido pelo uti-
lizador é necessario proceder & deducao do moédulo elastopléstico consistente seguindo
a metodologia explicitada em 4.4.1. Apesar deste se apresentar na seccao referida de-
duzido para o caso especial de von Mises, a estrutura que se apresenta na tabela 5.2 é
aplicdvel a todos os critérios de cedéncia quadraticos, uma vez que as manipulacgoes e
deducoes necessarias sao deixadas a cargo da estrutura de célculo simbélico desenvolvida.

Tabela 5.2: Estrutura do médulo de deducao do médulo elastoplastico consistente.

1. Rececdo dos parametros de entrada na forma simbélica.

2. Calculo de g—;.

3. Defini¢ao da expressao 4.35 de forma simbélica.

4. Substituicdo das constante auxiliares Dy a Dy dados por 4.37.
5. Definicdo da expressdo para ¢, recorrendo & expressao 4.36.

6. Substituicao de AX e A respetivamente pela forma incremental da
expressao 4.42.

7. Substituicdo da expressdao 4.36 na expressao 4.35.

8. Obtengao do moédulo consistente através da manipulacao da ex-
pressao e obtencao da forma explicita em 4.43.

Apos a execucdo da estrutura de codigo descrita, o modulo elastoplastico consistente
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¢ dado em funcao das varidveis que constituem o critério de cedéncia e as leis de encru-
amento introduzidas pelo utilizador, deixando a sua substitui¢do numeérica a cargo da
rotina numérica da ferramenta e da subrotina em Fortran.

O maior desafio neste modulo da ferramenta é o controlo da dimensao das expressoes
e na coeréncia dimensional necesséria para o calculo da matriz elastoplastica consistente.
Estes problemas surgiram uma vez que as manipulagoes matemaéticas exigidas no ponto
8 da tabela 5.2 foram realizadas com recurso ao comando solve que considera a propri-
edade comutativa da multiplica¢cdo, que nao se verifica quando os objetos de trabalho
sdo matrizes (i x i) e vetores (i x j). Este problema foi ultrapassado com recurso a va-
ridveis auxiliares intermédias, que de uma forma mais completa asseguram a coeréncia
dimensional ao longo da dedugéo.

5.3.2 Impressao da Subrotina Fortran

Apos toda a manipulagdo simbolica ter sido realizada e estar pronta a implementar na
rotina propriamente dita, é necessario efetuar a conversdo da linguagem das expressoes.
Esta conversdo é feita com recurso ao comando fortran da toolbox de calculo simbélico
do MatLab. Este comando, executa a conversao de expressoes em MatLab para Fortran,
como se mostra em seguida:

>>syms a b ¢
>>f=axb~c;
>>F=fortran(f)
F =

t0 = axbxxc

Como se pode verificar, a conversao para Fortran devolve uma expressao de texto da qual
é necessério depois extrair a parte Util de modo a poder integrar a subrotina de modelo
material.

A impressao da UMAT é efetuada de forma mista, recorrendo a blocos de texto pré-
definidos comuns a varios modelos elastoplasticos constitutivos, sendo os blocos varidveis
obtidos com recurso ao calculo simbélico. Os blocos pré-definidos sdo obtidos de forma
analitica e definidos na ferramenta na sua forma final. Para os blocos variaveis, a cons-
trucdo é feita com recurso ao calculo simbolico, tendo em conta o procedimento referido.

5.4 Implementacao Genérica das Subrotinas

A implementacdo descrita nesta seccao apresenta uma caracteristica hibrida que recorre
simultaneamente & definicdo de expressoes, obtidas a partir de cédlculo algébrico, com o
calculo simbélico necesséirio para efetuar as operacoes descritas.

A UMAT, gerada de forma automética, é chamada em cada ponto de integragio de
cada elemento, iteracdo a iteracdo, em todos os incrementos de carga. Esta subrotina
possui, como principais varidveis de entrada o estado de tensdo a que o ponto de integra-
¢ao de cada elemento esta sujeito no inicio do incremento, e o incremento de deformagao
total, sendo o estado de tensdo no final do incremento e o médulo elastoplastico as va-
riaveis de saida.
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O utilizador tem assim a possibilidade de definir o comportamento mecanico do ponto
material ao longo do incremento, utilizando o modelo constitutivo pretendido.

5.4.1 Inicializagao das Subrotinas

As subrotinas de utilizador, devido & liberdade existente na sua composicio, podem de-
finir qualquer tipo de modelo material. Estas podem ser bastante uteis para realizar
simulagoes adequadas em modelos de elementos finitos bastante complexos, tais como
condigoes de carga complexas, condigoes de contacto em simulacoes estéticas.

Por norma, as equacoes constitutivas de uma UMAT exigem a defini¢ao explicita da
tensdo, ou a definicdo da taxa de variacao da tensdo, podendo vir também a exigir a
dependéncia das mesmas, seja em ordem ao tempo, & temperatura ou a outras variaveis.
As variaveis internas tém também de ser definidas quer na sua forma explicita, ou sob a
forma de taxas de variacao.

Desta forma, procede-se a criagao da interface da subrotina com o software de simu-
lacado definindo néao s6 valores de entrada do material, dados pelo utilizador, mas também
variaveis do sistema que garantem a integridade da simulagdo, como se mostra em maior
detalhe na tabela 5.3.

Tabela 5.3: Variaveis de entrada das subrotinas.

Entrada:
1. Estado de tensao convergido no incremento anterior, oj.
2. variaveis do sistema:

2.1 Incremento total de deformacao &'.
2.2 Tensor rotacao R.

2.3 Gradiente de deformacao €.
3. Varidveis de estado:

3.1 O tensor da deformacao eldstica no incremento anterior, &f.
3.2 O tensor da deformacao plastica no incremento anterior, sf).

3.3 O tensor de evolugao da tensdo cinematica (back-stress) do
incremento anterior, Xj.

3.4 Deformagao plastica efetiva no incremento anterior, &) .
4. Propriedades do material:

4.1 Médulo de Young, E.
4.2 Coeficiente de Poisson, v.

4.3 Coeficientes relativos ao critério de cedéncia, lei de encrua-
mento isotrépico e cinematico, aj.
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Salienta-se que a UMAT também admite a entrada de outras informacdes como o
numero e pontos de integracdo dos elementos, comprimento caracteristico dos elementos,
numero de iteragoes efetuadas bem como o nimero de incrementos das varidveis.

5.4.2 Calculo da Tensao Tentativa

A subrotina é iniciada com o calculo da matriz de rigidez elastica. Esta permite a ob-
tencao da estimativa elastica requerida seguindo a metodologia do método de integracao
implicito. Numa primeira fase, a subrotina executa o calculo segundo a lei de Hooke da
tensao tentativa de modo a permitir a avaliacdo posterior do regime em que se encontra
o material nessa iteragao: elastico, ou pléstico.

Em seguida, a subrotina efetua o célculo da tensao limite de elasticidade de acordo
com a deformagao pléstica equivalente obtida no incremento anterior e a expressao defi-
nida pelo utilizador para a evolucdo do encruamento isotrépico, como se mostra na tabela
9.4.

Tabela 5.4: Inicializacao da subrotina e calculo da tensao tentativa.

Inicio:

5. Defini¢ao das propriedades elédsticas e calculo da matriz de rigidez
elastica, dada pela equacao 2.2.

6. Calculo da estimativa elastica do estado de tensdo através de 2.1,
com o incremento de deformacdo total dado por 2.4 sob a forma:

o'l =0y + CAel, (5.1)

7. Calculo da estimativa elastica da deformacao

i1 =€ — A~"5it+1~ (5.2)

8. Célculo da tensao limite de elasticidade, oy em funcao de &, dado
pela expressao definida pelo utilizador ou por critérios cléssicos,
dados pelas expressoes 2.40 a 2.47.

9. Célculo da tensao equivalente & com a expressao introduzida pelo
utilizador. Exemplos de expressoes presentes na seccao 2.3.

10. Verificagdo do critério de plasticidade na previsao elastica:

firn =a(al8 = Xi) — oy (D). (5.3)
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5.4.3 Determinacao do Regime

Apos o calculo da tensdo tentativa é necessario avaliar se esta se encontra dentro ou sobre
da superficie de plasticidade, ou seja, se o material, na presente iteracdo se encontra em
regime eldstico ou regime plastico. Caso seja elastico, a subrotina segue diretamente
para o célculo descrito na subsecgdo 5.4.7. Caso se verifique que o regime do material na
presente iteracao é plastico, a subrotina segue o seu curso completo, descrito na tabela

Estando em regime plastico, é necessario ainda proceder & separacdo da tensao nas
suas componentes volumétrica e desviadora, uma vez que a componente volumétrica
(ou hidrostética), ndao provoca qualquer tipo de alteragdo na deformacao de materiais
metalicos [32].

Tabela 5.5: Determinagao do regime do material.

11. Se f > 0, entdo o material entrou em regime plastico. Para isso,

11.1 Determinacao da componente volumétrica da tensdo atraveés
de 4.4.

11.2 Obtencao da componente desviadora da tensdo, s, como des-
crito em 4.2, através da subtracao de 4.4.

11.3 Calculo da evolugao da tensdo tendo em conta o back-stress
da iteracao anterior.

=s; — Xj (5.4)

11.4 Obtencao da diregao de plasticidade dada por 4.12.

5.4.4 Ciclo Iterativo

O algoritmo de corregdo plastica consiste num processo iterativo com a finalidade de
satisfazer o critério de plasticidade. De modo a evitar possiveis casos particulares de nao
convergéncia, foi imposto um limite de 10 iteragbes no algoritmo. Este valor méximo
de iteracoes foi atingido com o recurso a uma andlise empirica efetuava no decorrer do
presente trabalho.

Durante o ciclo, para cada iteracao, de modo a verificar o critério de plasticidade é
calculado o valor do residuo entre a diferenca da tensdo atual e a tensdo de backward-
Euler que, no caso de von Mises, pode ser dado pela expressao 4.17.

A atualizacdao do multiplicador plastico é dada, no caso de von Mises, pela expressao
presente na tabela 5.6. Nos restantes casos o multiplicador plastico é dado por 4.21 sob
a forma de taxa de variacdo. Analisando mais uma vez o caso particular de von Mises, o
processo de atualizagdo do valor da deformagado equivalente plastica é direto, atendendo
a igualdade AP = A\. Para os restantes casos, este esta descrito na tabela 5.6.
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Tabela 5.6: Ciclo iterativo implicito.

11. No regime de plasticidade:

11.5 Para cada iteracao (maximo de 10 iteragoes):

11.5.1 Obtengao do valor do residuo.
rig1 = 0(oi1) — oy (&) (5.5)

11.5.2 Célculo do multiplicador plastico dado pela expressao.

Tit1
AN = . (5.6
air1: Crajp + Afaiv + Ar'ai (5.6)

onde a é dado pela expressao
2
a=4/=(a:a) (5.7)
3
11.5.3 Atualizagdo de Ag&P.
AE | = A& + AXai (5.8)
11.5.4 Célculo da nova tensdo limite de elasticidade, oy em fun-

cao de &f + Aéﬂl.
11.5.5 Se, a desigualdade r, < oyq se verificar, avanga para 11.6.

5.4.5 Atualizacao de Tensoes e Deformacoes

Apos a convergéncia do ciclo iterativo é necesséario proceder-se & atualizacao das tensoes e
deformagoes. A subrotina procede ao calculo do incremento de deformacéao plastica dado
assim pelo produto entre o multiplicador plastico e a direcao de plasticidade. O tensor
back-stress, responséavel pela translacao da superficie de cedéncia, é também atualizado
de forma incremental de acordo com a lei cinematica introduzida pelo utilizador.

No que respeita a atualizacdo do tensor das tensoes, é necessério, de modo a obter a
tensdo real, voltar a juntar as componentes desviadora e volumétrica da tensdo previa-
mente, separadas. O novo tensor back-stress também tem de ser adicionado de modo a
poder fazer-se a correcao das tensdes.

A atualizacao das deformacdes elastica e pléastica é feita com o incremento de defor-
macao plastica calculado na tabela 5.6. De notar que na tabela 5.4 foi estimado que toda
a deformacao seria elastica, sendo necessario, deste modo proceder-se & correcdo desse
pressuposto, como se verifica na tabela 5.7, onde se encontra descrito todo o processo de
atualizacdo de tensoes e deformacoes.
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Tabela 5.7: Atualizagdo de tensoes e deformacoes.

11. No regime de plasticidade:

11.6 Calculo do incremento de deformacao plastica.
Aeﬂl = Alaj 1 (5.9)
11.7 Incremento do tensor back-stress
Xi+1 = Xj+ AX (5.10)
11.8 Atualizacao de tensoes:
o1 =oy(E + Aé{;l)g + X1 Fomjt. (5.11)

11.9 Atualizacdo das deformacoes elastica e plastica:

i1 =& — Aey, (5.12)

el =¢ef +Ael . (5.13)
11.10 Atualizagdo da deformagdo plastica equivalente:

&1 =& +AF . (5.14)

5.4.6 Céalculo da Matriz de Rigidez Elastoplastica Consistente

Uma vez que a rotina resultante do software se destina a ser executada no programa
pelo MEF Abaqus, é necessario assegurar a convergéncia quadratica do ciclo iterativo
descrito na tabela 5.6. Desta forma, e devido & natureza do presente trabalho, a dedugao
da matriz de rigidez elastoplastica consistente é efetuada através do céalculo simbélico,
dependendo apenas das variaveis que sofrem atualizacao ao longo das iteragoes.

Esta matriz, pode ser dada, para o caso individual de von Mises pela expressao 4.45,
sendo esta apresentada novamente na tabela 5.8 para maior facilidade de compreensio.

Resta referir que A’ji11 e A'xivr1, sdo respetivamente as derivadas temporais das
leis de encruamento isotrépico e cinematico, com as variaveis dependentes atualizadas
ao longo da rotina na iteracao atual. O calculo dessas derivadas é efetuado através da
computacao simbolica. A matriz R pode ser obtida através das equacoes 4.39 e 4.40.
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Tabela 5.8: Célculo da matriz de rigidez elastoplastica consistente.

11. No regime de plasticidade:

11.11 Célculo do médulo elastopléstico consistente:

T
ai+1ai+1Ri+1

C{, =Riy1 |I— (5.15)

T
ai i Rial | + A + Ak

5.4.7 Armazenamento de Variaveis

Por fim, procede-se ao armazenamento dos valores obtidos nas varidveis de estado da
subrotina. Estas sdo também varidveis de saida da subrotina. Estas varidveis podem
agrupar-se pelo seu tipo: varidveis de estado do sistema ou varidveis de estado definidas
pelo utilizador, como se pode observar na tabela 5.9.

Tabela 5.9: Armazenamento de varidveis nas variaveis de estado da subrotina.

Variaveis de saida:
12. Estado de tensdo convergido no incremento atual, o4 .
13. Modulo elastoplastico consistente, C{! ;.
14. Variaveis de estado definidas pelo utilizador:

14.1 Deformagcao elastica efetiva no final do incremento atual, €f, .
14.2 Deformagao plastica efetiva no final do incremento atual, sil.
14.3 Tensor cinemético atualizado no incremento atual, Xj..

14.4 Deformacao plastica equivalente no final do incremento atual,

p
i1

5.5 Mobdulo de Calculo Numeérico

De forma a complementar a criacdo automatica de subrotinas, a componente numeérica
revela aqui uma grande importancia uma vez que permite uma visualizagao prévia das
curvas tensdo-deformacao de ensaios de um ponto infinitesimal. Este médulo é dividido
em varias partes que executam tarefas mais pequenas. Nestas obtém-se resultados que
sdo comuns a miultiplas secgoes de codigo posteriores, de forma a reduzir o tempo de
execucao e evitar tarefas redundantes ao longo do programa.

A primeira parte deste modulo é a obtencao da superficie de cedéncia do critério de
plasticidade introduzido. De modo a obter-se a superficie de cedéncia recorre-se a vetores
auxiliares que variam de —1 a 1 e sdo inseridos no critério dado pelo utilizador, com re-
curso a um ciclo de célculo, obtendo-se assim os pontos que definem a curva pretendida.
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A segunda parte deste médulo é a execucdo da subrotina, em linguagem MatLab,
através da utilizagdo de um driver de controlo que administra & rotina pequenos incre-
mentos de deformagao e efetua a gestao das varidveis de entrada e saida desta.

Estando reunido todo o conjunto de elementos necessarios para a execu¢ao numeérica,
da subrotina em linguagem MatLab, mostra-se na tabela 5.10 a estrutura do ciclo de
execucao desta.

Tabela 5.10: Estrutura bésica do ciclo de execugao da rotina.

Execucao da Subrotina:

1. Se todos os elementos de entrada estao definidos, entao:

1.1 Chama a rotina com os parametros de entrada: oj, €7, e?, 5?,
X;, AUi.q, a, A'y, A’y e as propriedades definidas pelo utiliza-
dor bem como o critério de cedéncia e as leis de encruamento

na estrutura funcdao MatLab.

e e p =P .
1.2 Devolve: i1, €1, €115 &4, Xit1

2. Armazenamento das variaveis de saida e execucao do incremento
de deformacao seguinte.

Na introducdo do vetor das deformacées, é definido o tipo de ensaio, bem como as
condi¢oes de fronteira do mesmo. Para isso considera-se, ao longo de todo o ensaio,
a relagdo elastica existente entre as deformacoes ortogonais ao ensaio. Sendo efetuada
posteriormente a correcao dos incrementos administrados de modo a obter a deformacao
real.

Esta subrotina MatLab aceita como varidveis de entrada a tensao e deformagoes do
incremento anterior, o incremento total de deformacao e as propriedades do material,
bem como os critérios e lei na estrutura inline e os strings com os argumentos destas
fun¢oes gerados pelo modulo de manipulacao de argumentos das fungoes.

De modo a permitir a andlise grafica da anisotropia do critério de cedéncia, € re-
presentada também a superficie de cedéncia do modelo e respetiva comparacao com a
superficie de cedéncia de von Mises de igual tensao limite de cedéncia de modo a facilitar
a percecao visual.

Os valores incrementais sdo retirados da subrotina e formam as curvas tensao-deformacao
exibidas graficamente pela ferramenta, criando os graficos essenciais para a visualizagao
do comportamento geral do material. A figura 5.4 mostra um exemplo da janela que
o utilizador obtém apds a execugdo da rotina e obtencdo das curvas. Caso o Utiliza-
dor assim o pretenda, a ferramenta disponibiliza também um ficheiro de output no qual
se encontram os valores numeéricos das curvas tensao-deformacao tracadas na janela de
visualizacao.
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Figura 5.4: Janela de visualizacao das curvas resultantes.
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Capitulo 6

Validacao da Ferramenta
Desenvolvida

A verificacdo do bom funcionamento da ferramenta desenvolvida é vital para a validacao
da implementagao simboélica da metodologia. Para modelos de material particularmente
complexos implementados em subrotinas do utilizador (UMAT) é de extrema importan-
cia efetuar testes de controlo de tensdo e deformacao.

Entdo, apds a implementacao de toda a metodologia apresentada na ferramenta nu-
mérica desenvolvida, as UMAT’s obtidas foram testadas com o intuito de verificar a
implementagao dos modelos constitutivos e do algoritmo de integracao adotado.

Os ensaios de validacdo consistem no ensaio de tracdo e corte simples de um ponto
de integracdo para que seja possivel perceber o comportamento mecénico da subrotina
no sentido de avaliar o rigor dos resultados e assim verificar a implementacao efetuada.
Desta forma as subrotinas foram testadas, de acordo com o recomendado em [10], em
simulagoes relativamente simples de um tinico elemento 3D sujeito a tragdo uniaxial ou a
um estado uniforme de corte simples. Os resultados obtidos tanto pelo médulo numérico
da ferramenta MatLab como pelo modelo do MEF Abaqus, em iguais condic¢oes, foram
analisadas e comparadas.

6.1 Modelo de Validacao e Condicoes de Fronteira

Tendo em conta a modelacao numérica dos ensaios realizados no programa pelo MEF
Abaqus, foram utilizados para o efeito modelos compostos com um tnico elemento com 8
nés com interpolagao linear e integracao reduzida (C3D8R). Este é composto pelas mes-
mas func¢oes de forma do elemento C3D8, que pode ser observado na figura 3.3 (descrito
como hexaedro de 8 nos), sendo que o elemento utilizado neste trabalho dispoe apenas
de um tinico ponto de integragdo, como se observa na figura 6.1.
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Figura 6.1: Esquema de 1 X 1 x 1 pontos de integracao de um elemento hexagonal.

As condigdes de fronteira dos ensaios foram aplicadas segundo [64], de modo a pro-
porcionar estados de tensao e deformagdao homogéneos sobre o elemento. A figura 6.2
representa as condicoes aplicadas ao elemento simulado e que podem ser descritas do
seguinte modo sumadrio: (i) no ensaio de tracdo uniaxial na dire¢do z, existe um cons-
trangimento do deslocamento da face A em x, da face B em y e da face C em z, sendo
aplicado um deslocamento na face oposta a A. (ii) No caso do ensaio de corte, sdo cons-
trangidos os deslocamentos segundo = e y na face A, é aplicada uma simetria na face B
e dado um deslocamento vertical, segundo y na face oposta a A, estando constrangido o
deslocamento segundo x nesta também.

Deve também ser referido que a utilizacdo de um elemento com um tnico ponto de
integracgao, é justificada pela homogeneidade da distribui¢ao das deformacoes durante os
ensaios. Sendo desta forma também possivel efetuar a comparacao dos resultados obtidos
pelo moédulo numérico da ferramenta MatLab e a subrotina executada em Abaqus.

IB IB

| |

| — > l
A//I__C___ A//L_C_-

Y (u=0)
A u=0 ‘Z/I_’x A u=0,u=0 u,
B u=0 B Simetriaem z
C u=0
a) b)

Figura 6.2: Condi¢oes de fronteira aplicadas ao modelo numérico de cada teste: a) Ensaio
de tracao uniaxial b) Ensaio de corte simples. Adaptado de [64].

6.2 Ensaios de Validacao

De modo a poder efetuar uma validacdo completa dos resultados das subrotinas foram
efetuados miltiplos ensaios de modo a poder validar cada componente constituinte das
subrotinas de forma independente.

Os ensaios descritos na tabela 6.2 foram efetuados em duas situagoes distintas: (i)
a integracao temporal dos modelos na ferramenta numérica em MatLab com o recurso
a um driver de controlo do ensaio e (ii) a analise no programa MEF Abaqus com a
utilizacao da subrotina criada de forma automatica. De modo a facilitar a compreensao
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e descricao ao longo deste trabalho, encontra-se na tabela 6.1 a designagao adotada para
os ensaios. Esta designagdo é complementada com a descri¢ao do tipo de ensaio presente
na tabela 6.2.

Tabela 6.1: Designacao do suporte onde foi executado o ensaio.

(i) MatLab M
(ii) Abaqus A

Deste modo efetuaram-se ensaios de tragdo uniaxial e corte simples a 0°, 45° e 90°
e ensaios de Bauschinger a 10%, 20% e 30%. Para facilitar a compreensao e escrita do
presente trabalho, de agora em diante os ensaios irdo ser denominados de acordo com a
tabela 6.2.

Tabela 6.2: Designacao dos ensaios efetuados.

Ensaios de tracao

0° TO
45° T45
90° T90
Ensaios de corte

0° Co
45° C45
90° C90
Ensaios de Bauschinger

10% B10
20% B20
30% B30

Assim, de modo a avaliar a implementacdo da metodologia foram efetuados primei-
ramente ensaios com o critério de cedéncia de von Mises com encruamento misto. Estes
ensaios foram efetuados com recurso a UMAT’s sem a implementacio do médulo elas-
toplastico. As analises realizadas no Abaqus foram efetuadas com recurso a um niamero
de incrementos suficientemente elevado de modo a assegurar a convergéncia das simula-
¢Oes. As analises numéricas efetuadas no MatLab sfo executadas com incrementos de
deformagao muito pequenos de modo a prevenir e reduzir o erro das mesmas na transi¢ao
entre os regimes elastico e plastico.

Para modelar o encruamento isotropico escolheram-se as leis de Swift e Voce, uma
vez que estas sdo, segundo [18], as de maior relevancia e mais utilizadas pelas comu-
nidades cientifica e industrial. Esta escolha foi também efetuada uma vez que a lei de
Swift representa o comportamento de materiais que exibem encruamento sem saturacio,
como o0s agos, e a lei de Voce representa os materiais que apresentam encruamento com
saturacdo, como é o caso dos aluminios. A lei de encruamento cinematico escolhida para
estes testes foi a de Prager.

Para a primeira simulacao foram escolhidos parametros genéricos de um ago, nao re-
presentando na realidade nenhum material especifico. Estes encontram-se assim descritos
na tabela 6.3.

Jorge Daniel de Jesus Reis Dissertacao de Mestrado



74 6.Validacao da Ferramenta Desenvolvida

Tabela 6.3: Parametros de um aco genérico.

Caracteristicas do material

Moédulo de Young (E) 210 |GPa]
Coeficiente de Poisson (v) 0,3
Tensdo de cedéncia (oy) 270 [MPa]
Encruamento isotréopico de Swift

Coeficiente de encruamento isotrépico (C) 900 [MPa]
Coeficiente de encruamento isotrépico (e0) 0,0081
Coeficiente de encruamento isotrépico (n) 0,25
Encruamento cineméatico de Prager

Coeficiente de encruamento cinematico (¢) 0,1|GPal

Este conjunto de parametros descritos na tabela 6.3 deu origem ao conjunto de re-
sultados que se apresentam nas figuras 6.3, 6.4 e 6.5. Os ensaios de Bauschinger foram
efetuados de modo a avaliar a evolucao do encruamento cinemético.

Foi também representado na figura 6.3, um comparativo da evolucao das deformagoes
elastica e plastica com o deslocamento administrado ao material. A soma das compo-
nentes da deformacao resulta, ao longo de todo o ensaio, na curva de deformagio total,
como seria expectavel. Na figura 6.3 pode-se ainda observar o momento em que o mate-
rial entra em regime pléstico.

Apo6s uma andlise cuidada das figuras apresentadas pode-se concluir que os valores de
tensao obtidos no programa Abaqus com a subrotina gerada pela ferramenta apresentam
coeréncia com os valores resultantes da analise numérica da ferramenta desenvolvida.
Na figura 6.4 pode-se observar que as curvas representativas do ensaio T0 nao apresenta
grandes discrepancias pelo que, na sua generalidade, os valores de tensao sao coincidentes,
mesmo tendo em conta que os incrementos de deslocamento administrados sdo diferentes
nas duas curvas. Assim, comprova-se o bom funcionamento desta subrotina em ambas
as situacoes.
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Figura 6.3: Evolucao da deformacao elastica e plastica com a deformagao total.
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Figura 6.4: Ensaio de tragdo uniaxial a 0° com os parametros da tabela 6.3.

Na figura 6.5 representa-se o ensaio de corte combinado com os ensaios de Bauschin-

ger. Como seria expectavel, ap6s a andlise da figura 6.4, os resultados mostram uma

coeréncia e aproximacao numeérica consideravel.
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Figura 6.5: Ensaio de corte a 0° e Bauschinger 10%, 20% e 30% com os parametros da
tabela 6.3.

Da mesma forma, encontram-se descritos na tabela 6.4 os parametros material que
deram origem aos resultados demonstrados nas figuras 6.6 e 6.7 que evidenciam, respe-
tivamente, as curvas do ensaio T0 e dos ensaios C0, B10, B20 E B30. Estes tém por
objetivo promover a obtengdo do comportamento de um aluminio genérico bem como
assegurar as caracteristicas mecénicas associadas a este.

As curvas representadas nas figuras 6.6 e 6.7 sdo referentes ao modelo constitutivo
composto pelo critério de cedéncia de von Mises com as leis de encruamento isotrépico de
Voce e cineméatico de Prager. Em ambas as figuras pode-se observar uma sobreposigao

dos conjuntos de pontos obtidos.
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Tabela 6.4: Parametros de um aluminio genérico.

Caracteristicas do material

Médulo de Young (E) 70 |GPa|
Coeficiente de Poisson (v) 0,34
Tensao de cedéncia (oy) 336 [MPa
Encruamento isotréopico de Voce
Coeficiente de encruamento isotropico (0sat) 586 [MPal]
Coeficiente de encruamento isotrépico (Cy) 6,24
Encruamento cinemético de Prager
Coeficiente de encruamento cinemaético (¢) 0,1[GPal
600
M _TO
.oo"“ﬂ —e— A TO
400 -~ ’
F 4
a
s
b
200
04

0 0.02 0.04 006 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

et

Figura 6.6: Ensaio de tragdo uniaxial a 0° com os parametros da tabela 6.4.

M Co
200 S —«—M_BI0
M_ B20
100 M B30
—— A CO
- ——A_BI10
% 0 —— A B20
. —— A B30
—100
-0 MWJ’
—-0.4 —0.2 0 0.2 0.4 0.6
'Yt

Figura 6.7: Ensaio de corte a 0° e Bauschinger 10%, 20% e 30% com os parametros da
tabela 6.4.
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Atendendo aos resultados obtidos, deu-se por validada a ferramenta quanto ao seu
funcionamento e adequabilidade de utilizacdo do critério de plasticidade de von Mises
assim como a evolucao das leis de encruamento isotrépico e cinematico.

Para a validacao da implementacdo dos modelos para critérios de cedéncia anisotré-
picos selecionaram-se dois materiais reais representativos, o Aco DP600 e o Aluminio
6111-T4, sendo que estes dois apresentam comportamentos mecéanicos diferentes, o que
aumenta o espectro de possibilidades de teste da ferramenta desenvolvida no decorrer
deste trabalho.

As caracteristicas mecénicas do ago encontram-se listadas na tabela 6.5. Desta forma,
para se proceder & implementagao deste material numa subrotina optou-se pela escolha
do critério de plasticidade de Hill’48, uma vez que é aquele que melhor se adequa a
representagao deste material[10]. Apos a escolha do critério procedeu-se ao calculo dos
parametros F, G, H, L, M e N, através das formulas descritas na secgao 2.3.2 e listadas
na tabela 6.6.

Tabela 6.5: Caracteristicas do A¢co DP600.

Caracteristicas do material

Moédulo de Young (E) 200 |GPa]
Coeficiente de Poisson (v) 03

Tensdo de cedéncia (oy) 350 [MPa]
Coeficiente de anisotropia (ro) 0,73
Coeficiente de anisotropia (ras) 0,90
Coeficiente de anisotropia (rgo) 0,93
Encruamento isotrépico de Hollomon

Coeficiente de encruamento isotrépico (H) 1070 [MPa)
Coeficiente de encruamento isotrépico (n) 0,15

Tabela 6.6: Parametros de anisotropia do critério de Hill’48 do Aco DP600.

F G H L M N
0,5780 10,4220 0,4537 11,5000 1,5000 1,4445

De modo a validar a implementacao dos critérios de cedéncia anisotropicos, apés a
implementagao deste modelo material, fizeram-se os ensaios T0, T45, T90, CO, C45 e
C90. De modo a avaliar a resposta do material a uma inversdo da direcao de plastici-
dade, realizaram-se também os ensaios de B10, B20 e B30, como ja tinha sido realizado
na validagao do critério da ferramenta com um critério isotrépico.

De modo a antever e compreender melhor o fenémeno de cedéncia do material, é
mostrado na figura 6.8 a superficie de cedéncia do A¢o DP600, representado pelo critério
de Hill’48 e a comparacio com a superficie de cedéncia isotropica.

Na figura 6.9 podem observar-se as curvas tensdo-deformacao para os ensaios de tra-
cao realizados. Nesta pode ver-se que o material apresenta um comportamento mais
rigido as solicitagoes a 0°. A 90° obteve-se a curva com os valores mais baixos de tensdo,
tendo a curva a 45° apresentado um comportamento intermédio devido aos valores de
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anisotropia caracteristicos deste material.
Na figura 6.10 observa-se que as diferencas nos ensaios de corte nas varias diregoes

nao apresentaram grande discrepancia entre si. Este fato é explicado pela pequena di-
ferenca que se regista entre os coeficientes M, N e L, o que leva & obtencao de curvas
muito semelhantes entre si. As curvas dos ensaios de Bauschinger evidenciam valores
de encruamento esperados de acordo com o tipo de comportamento exibido no ensaio

mostrado.

-1 0 1

GZI/UY

Sup. cedéncia de von Mises Sup. cedéncia do material

Figura 6.8: Representacao da superficie de cedéncia do Ac¢o DP600.

M _TO
800 .....oo.... g —— M _T45
i ——M_T90
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600 —o— A T45
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o
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5
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0 0.02 0.04 006 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

et

Figura 6.9: Ensaios de tracao nas varias direcoes do Aco DP600, descrito na tabela 6.5.
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600 M_CO
—e— M C45
400 —e—M_C90
—+—M_BI0
200 H —+—M_B20
- | M B30

= 0 ——A_CO
= —— A_C45
—200 —— A _C90
——A_BIO
—400 —— A_B20
W/Q —— A_B30

—600
—0.4 —0.2 0 0.2 0.4
’Yt

Figura 6.10: Ensaios de corte nas varias diregoes e ensaios de Bauschinger do A¢o DP600,
descrito na tabela 6.5.

Através da andlise das figuras pode-se entdo concluir que as subrotinas criadas pela
ferramenta estdo a funcionar de acordo com o esperado.

Ainda com a intencao de validacao, fizeram-se ensaios usando a subrotina com o mo-
delo de Hill com parametros isentrépicos, tabela 6.7, mantendo as restantes condigoes do
material inalteradas. Destes ensaios resultam as curvas apresentadas nas figuras 6.11 e
6.12. Estas, apesar de nao demonstrarem o comportamento real do material selecionado,
revalidam a metodologia seguida. Salienta-se que as curvas dos ensaios T0, T45 e T90,
sdo coincidentes, assim como as curvas dos ensaios C0, C45 e C90, comprovando assim
a correta implementacdo dos modelos material.

800 . — M_To
—— M T45
—— M T90
600 ——A_TO
—— A T45
= —— A T90
& 400
=3
s}
200
Os

0 0.02 0.04 006 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

et

Figura 6.11: Ensaios de tragdo nas varias dire¢des do Aco DP600, com pariametros isen-

tropicos descritos na tabela 6.7.
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Tabela 6.7: Parametros isentrépicos para o critério de Hill’48.

F G H L M N
05 05 05 15 15 15

600
M_Co
——M_C45
400 —e—M_C90
rd —— M _BI0
200 f M_ B20
- ! M_B30
g 0 —— A _CO
= —— A C45
—200 —— A C90
—— A _BIO
—— A B20
—400 _
________/W ——A_B30
E oI =
—600
—0.4 —0.2 0 0.2 0.4
"/t

Figura 6.12: Ensaios de corte nas vérias diregoes e ensaios de Bauschinger do Ago DP600,
com parametros isentrépicos descritos na tabela 6.7.

Seguindo a mesma logica tomada anteriormente, podem-se observar as propriedades
do Aluminio 6111-T4 na tabela 6.8. Estas, originam os pardmetros do critério de cedéncia
utilizado nos ensaios, presentes na tabela 6.9. Os resultados destes ensaios encontram-se
nas figuras 6.14 e 6.15, representando respetivamente, os ensaios T0O, T45 e T90 e, os
ensaios C0, C45, C90, B10, B20 e B30. A figura 6.13 representa a superficie de cedéncia
do Aluminio 6111-T4 e a superficie equivalente isotrépica.

Tabela 6.8: Caracteristicas do Aluminio 6111-T4.

Caracteristicas do material

Médulo de Young (E) 69 |GPa|
Coeficiente de Poisson (v) 0,342
Tensao de cedéncia (oy) 161 [MPa]
Coeficiente de anisotropia (ro) 0,89
Coeficiente de anisotropia (ras) 0,61
Coeficiente de anisotropia (roo) 0,66

Encruamento isotrépico de Voce
Coeficiente de encruamento isotropico (0sa;) 360 [MPa]
Coeficiente de encruamento isotropico  (Cy) 8,448
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Tabela 6.9: Parametros de anisotropia do critério de Hill’48 do Aluminio 6111-T4.

F G ] L M N
0,5291 0,4749 0,7135 1,5000 1,5000 1,3793

-1 0 1

UIZ/UY

Sup. cedéncia do material

Sup. cedéncia de von Mises

Figura 6.13: Representacao da superficie de cedéncia do Aluminio 6111-T4.

M_To
300 —— M T45
—— M T90
—— A TO
—— A T45
= 200 —— A _T90
o,
=)
b
100

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

et

Figura 6.14: Ensaios de tragdo nas varias dire¢des do Aluminio 6111-T4, descrito na
tabela 6.8.

Atendendo entdo a figura 6.14 pode-se observar que a curva tensio-deformagido do
ensaio T0 registou o conjunto de valores mais baixos e a curva do ensaio T45 registou
os valores mais elevados. Este comportamento segue a mesma linha de comportamento
que ja se havia registado nos ensaios do aco, tendo em ambos os casos, os resultados das
curvas sido coerentes com os valores rg, 745 € 199 do material. Observando este fato e a
similaridade dos resultados obtidos em ambos os casos pode-se afirmar que a ferramenta
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numérica desenvolvida gera subrotinas cuja integragido dos modelos elastoplasticos é efi-
caz.

Na figura 6.15, que representa uma combinacao dos ensaios C0, C45, C90, B10, B20
e B30, apesar da proximidades dos valores das curvas tensdo-deformacdo de corte nas
varias direcoes, observa-se uma predominéncia para a curva a 0° apresentar valores mais
elevados de tensao e a curva a 90° apresentar valores mais reduzidos. Este fato é expli-
cavel pela observacao dos parametros de anisotropia do critério de Hill’48, que resultam
do célculo com os coeficientes de anisotropia do material.

M_Co
200 ——M_C45
—— M C90
100 ——M BI10
—— M _B20
M_B30

—— A CO
—— A (45
—— A C90
—100 ——A_BI10
—— A B20
—— A B30

7|MPa|

—200

—-0.4 —-0.2 0 0.2 0.4

Figura 6.15: Ensaios de corte nas varias direcoes e ensaios de Bauschinger do Aluminio
6111-T4, descrito na tabela 6.8.

300 M_T0
——M_T45
——M_T90
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=)
3
100
0Os

0 0.02 0.04 006 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
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Figura 6.16: Ensaios de tragao nas varias dire¢oes do Aluminio 6111-T4, com pardmetros

isentrépicos descritos na tabela 6.7.

A semelhanca do que se efetuou para o ago, de modo a efetuar-se uma correta vali-
dacdo do funcionamento de toda a subrotina, introduziram-se os parametros isentropicos
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no modelos implementado e resultaram as figuras 6.16 e 6.17. Da mesma forma que se
demonstrou anteriormente, os resultados obtidos foram os esperados, estando para este
modelo também validado o bom funcionamento da subrotina gerada.

Desta forma, considerara-se validada a ferramenta numeérica desenvolvida no que toca
& implementacao dos modelos material.

200 M _Co
(""" M_C45
—e—M_C90
100 < ——M BI10
M_B20
— I M_ B30
% 0 —— A CO
= —— A (45
—— A (90
—100 —— A _BI0
——A_B20
—200 = | ——A_B30

-04 -03 —02 —01 0 01 02 03 04
"/t
Figura 6.17: Ensaios de corte nas varias direcoes e ensaios de Bauschinger do Aluminio
6111-T4, com parametros isentrépicos descritos na tabela 6.7.

6.3 Validagao do Calculo do Médulo Elastoplastico Consis-
tente

Demonstra-se que o uso do médulo elastoplastico consistente desempenha um papel cru-
cial na convergéncia quadratica do método de integracao implicito. Este é a principal
influéncia no tamanho méaximo dos incrementos realizados para se obter um dado es-
tado de deformacao do corpo. A convergéncia do célculo iterativo encontra-se também
fortemente ligada ao numero global de iteragbes do método de Newton na solucao de
problemas incrementais.

Na figura 6.18 é possivel observar as diferencas, através da anéalise de apenas duas
iteracoes em regime elastoplastico usando o médulo elastico e o médulo elastoplastico.
A utilizacdo do médulo elastico, que é constante, provoca ao longo das iteracées um
intervalo constante entre as vérias iteracoes. Ao manter o declive observado na parte
elastica do material provoca um elevado nimero de iteracoes para se obter um estado
de deformacado do material. Por outro lado, o médulo elastoplédstico é atualizado a cada
iteracao, o que faz com que se obtenha uma convergéncia muito mais rapida e com re-
curso a um nimero muito mais reduzido de iteragdes uma vez que é o expectavel com a
implementacao do médulo elastopléstico consistente.

Nesta seccao sdo apresentados os resultados globais da metodologia geral apresen-
tada na seccao 4.4.1, responsavel pela formulacao do moédulo elastoplastico consistente.
A eficiéncia e robustez da metodologia apresentada sdo examinadas através da aplicagao
desta a um material, comparando-se o desempenho da mesma ao uso comum do moédulo
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de rigidez eléstico para o calculo do equilibrio de for¢as ao longo das iteracGes.

UA 0-“
Ont1 On1
a®
@
g, On
0 =8 0 =8

Figura 6.18: Tteragoes do modulo elastico e elastoplastico. Adaptado de [13].

Numa primeira fase de validacdo dos resultados, foram comparadas 3 situacoes dis-
tintas de modo a compreender o comportamento de cada uma em separado. O primeiro
método de comparacao a ser utilizado usa as curvas tensao e tensio tentativa - deformacao
com recurso a uma subrotina gerada pela ferramenta desenvolvida, sem a implementagao
do médulo elastoplastico consistente. Desta forma, recorreu-se & subrotina, validada an-
teriormente que respeita os paradmetros da tabela 6.8, com o uso do critério de cedéncia
de von Mises e encruamento isotrépico.

Tendo sido efetuada a simulacdo com recurso ao modulo eldstico apenas, como seria
de esperar, o resultado traduz-se em intmeras iteragoes obtidas. Este fato explica-se
devido ao modulo elastico apresentar um valor constante ao longo da simulacao.

O segundo conjunto de resultados foi obtido recorrendo-se ao uso de uma subrotina
otimizada, disponivel em [47|, com o critério de von Mises e procedeu-se & implementagao
da lei de encruamento isotrépico de Voce uma vez que o cdlculo do moédulo elastoplés-
tico consistente ndo iria ser afetado com esta implementacao. Por fim, executou-se a
rotina gerada pela ferramenta desenvolvida, com os pardmetros descritos na tabela 6.4 e
obtiveram-se os resultados representados a vermelho na figura 6.19.

Como se pode constatar, nesta analise, o ntumero de iteracoes do ensaio usado, a
rotina cujo moédulo elastoplastico foi calculado de forma analitica e a gerada automati-
camente pela ferramenta desenvolvida é o mesmo. Apesar de se notarem umas ligeiras
diferencas na segunda iteragdo, possivelmente resultantes dos pontos obtidos durante a
transicdo de regimes, a convergéncia desta encontra-se assegurada, uma vez que as ite-
racoes seguintes levam & obtencao de valores muito préximos de tensdo e deformagéao.

Este resultado é o esperado uma vez que as varidveis que compoem o calculo do moé-
dulo elastopléstico consistente sdo também usadas e implementadas no ciclo iterativo de
Newton. Deste modo restava apenas validar a metodologia genérica de calculo apresen-
tada no presente trabalho.

Para se efetuar a validacao completa da deducao e implementacao do moédulo elasto-
plastico consistente efetuou-se uma simulagdo com um material real, neste caso, o Aco
DP600 cujas curvas dos ensaios de tragdo, corte e Bauschinger ja tinham sido validadas.
Como referido anteriormente este modelo material é descrito pelo critério de cedéncia de
Hill’48 e pela lei de encruamento de Swift, estando os parametros deste modelo descritos
nas tabelas 6.5 e 6.6 e o resultado desta simulacao representado na figura 6.20.
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400

100

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
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o Tensdo tentativa e Tensao efetiva —s— Iteragoes modulo analitico —e— Iteragoes modulo simbolico

Figura 6.19: Comparacdo das iteragoes obtidas no ensaio T0 recorrendo a multiplas

rotinas.

1,200
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0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

et

o Tensdo tentativa e Tensao efetiva —e— Iteragoes modulo simbélico

Figura 6.20: Comparacao das iteragoes obtidas no ensaio T0 com vérias rotinas para o
Aco DP600.

Através da observacao dos resultados pode constatar-se que a rotina na qual foi im-
plementado o médulo elastopléastico foi muito mais eficiente, tendo sido obtido o mesmo
estado de deformagao para o ensaio T0. Este fato leva a conclusao que, apesar da ligeira
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diferenca obtida na primeira iteracao da figura 6.19, o comportamento da subrotina é
constante e resulta na obtencao dos mesmos resultados que se obtém usando uma subro-
tina com médulo eléstico.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

7.1 Conclusoes

No decorrer deste trabalho foi desenvolvida uma ferramenta em ambiente MatLab de in-
tegragao de modelos elastoplasticos em programas comerciais do MEF. Para o efeito foi
escolhido o programa Abaqus, para o qual se efetuou o desenvolvimento da ferramenta e
da metodologia de implementacdo dos modelos material.

Esta implementacao, no Abaqus, é conseguida com recurso a criacao de subrotinas de
utilizador, UMAT’s. Sendo geradas de forma automaética com recurso ao célculo simbo6-
lico, as subrotinas, constituem um dos output’s da ferramenta numérica. Esta, além de
gerar rotinas completas e validas para utilizar no programa de elementos finitos Abaqus,
proporciona ao utilizador a possibilidade de visualizar o comportamento representativo
do material e a evolugdo da plasticidade deste.

Os ensaios realizados pela ferramenta numérica sobre um ponto de integracdo infi-
nitesimal sdo importantes uma vez que refletem o comportamento do modelo material
inserido. Os resultados destes ensaios sao entdao exibidos graficamente e exportados sob
a forma de curvas tensado-deformacao para posterior utilizacao.

Esta ferramenta foi testada com varios tipos de modelos constitutivos de material,
podendo estes ser ou nao representativos de materiais existentes. Foram utilizados cri-
térios de plasticidade continuos isotrépicos e anisotrépicos na composicao dos modelos
de material que permitiram a validacao da ferramenta. Nestes modelos a evolugdo da
plasticidade do material foi assegurada por leis de encruamento isotrépico e cinematico.

Foi validada também a implementacao do mdédulo elastoplastico consistente que asse-
gura a convergéncia do método de integracao implicito. Esta foi conseguida com recurso
& comparacao de resultados entre uma subrotina obtida de forma analitica e uma obtida
de forma automatica pela ferramenta. Foram também comparados os resultados obtidos
com 0 mesmo modelo de material com e sem a implementacao do médulo elastopléstico
consistente.

Todas as partes integrantes da ferramenta numérica foram sujeitas a uma analise cui-
dada e todas assumiram um comportamento dentro do esperado, validando desta forma
a metodologia e a ferramenta desenvolvidas. E entdo possivel afirmar que os resultados
obtidos foram de encontro ao que seria expectavel, tendo sido cumpridos os objetivos do
trabalho.
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7.2 Trabalhos Futuros

Na sequéncia do trabalho realizado, surgem algumas propostas de trabalhos futuros que
visam a continuidade deste trabalho e maior abrangéncia:

e Criagao da possibilidade do utilizador definir o programa ao qual se destina a subro-
tina gerada de entre uma pré-selecdo, através da generalizagao e compatibilizacao
da ferramenta com outros programas comerciais do MEF para além do Abaqus.

e Criagdo da possibilidade de introdugdo de multiplos encruamentos cineméaticos.

e Desenvolvimento e implementagao de uma metodologia que permita a introdugao
de critérios de plasticidade descontinuos, de modo a superar uma atual limitacao
da ferramenta.

e Possibilidade de introducao de modelos de material tendo em conta a tempera-
tura, de modo a poder alargar a aplicabilidade da ferramenta de implementacao a
modelos viscoplasticos.
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Anexo A

Segmentos de Codigo Desenvolvido

A.1 Conversao das Leis

function [cc_inline,cc_sym,e_iso_inline,e_iso_sym,e_cin_inline,...
e_cin_sym]=multiple_manipulation(cc,e_iso,e_cin)
%%Conversdo de string para inline
cc_inline=inline(cc) ;% (Critério de Cedé&ncia)
e_iso_inline=inline(e_iso);%%(Lei de encruamento isotropico)
e_cin_inline=inline(e_cin);%%(Lei de encruamento cinematico)
%%hConversdo de inline para sym
cc_sym=inline_to_sym(cc_inline);’% (Critério de Cedéncia)
e_iso_sym=inline_to_sym(e_iso_inline) ;%% (Lei de encruamento isotropico)
e_cin_sym=inline_to_sym(e_cin_inline);%/(Lei de encruamento cinematico)
end

A.2 Conversao Inline Para Simbdlico

function f_sym=inline_to_sym(f_inline)
string=argnames(f_inline)’’ (Argumentos da funcdo de entrada)
[X,~]=size(string) ;%) (Numero de argumentos.)

AUX=string{1};

eval ([’syms ’,string{1}])/7 (Declaracio dos argumentos)

if K>1
for k=2:K
eval ([?AUX=[>’’,AUX,’,’,char(string{k}),?’’];°1);
eval([’syms ’,string{k}])
end
end

([’f_sym=f_inline(’,AUX,’);’]1);
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90

A Segmentos de Codigo Desenvolvido

A.3 Calculo Simbdlico de Derivadas

function [V,H,KA]=sym_cal(cc_sym,e_iso_sym,e_cin_sym)
syms sX sy sz txy txz tyz

S=[sx sy sz txy txz tyzl;

syms eqplas deqpl

%% V -> Primeira derivada do critério de cedéncia e ordem a S
V=jacobian(cc_sym,S);

%% H -> A’i

H=diff (e_iso_sym,eqplas,1);

%% KA -> A’k

KA=diff(e_cin_sym,deqpl,1);

end

A.4 Leitura Automatica de Variaveis

function [S_a,S_cc,S_iso,S_cin]=StringReading(props,cc,e_iso,e_cin,...

cc_inline,e_iso_inline,e_cin_inline)
S_a=’’; %% Para@metros gerais
for k=3:length(props)
S_a=strcat(S_a,sprintf (’a%d=%d’ ,k-2,props(k)),’;’);
end
aux=argnames(cc_inline); 7/ Critério de cedéncia
S_cc=?7;
for k=1:length(aux)
S_cc=strcat(S_cc,char(aux(k)),’,’);
end
S_cc=S_cc(l:1length(S_cc)-1);
aux=argnames (e_iso_inline); 7’ Lei de ncruamento isotropico
S_iso=’7;
for k=1:length(aux)
S_iso=strcat(S_iso,char(aux(k)),’,’);
end
S_iso=S_iso(1:length(S_iso)-1);
if 0==inline2sym(e_iso_inline)
S_iso=’0";
end
aux=argnames (e_cin_inline); %) Lei de ncruamento cinematico
S_cin=’7;
for k=1:length(aux)
S_cin=strcat(S_cin,char (aux(k)),’,?);
end
S_cin=S_cin(1l:length(S_cin)-1);
if O==inline2sym(e_cin_inline)
S_cin=’0";
end
end
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