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O trabalho realizado teve como objetivo tentar compreender o efeito
de hubs no Kuramofo model, para tal foram analisados dois sistemas
diferentes. No primeiro, 0 Kuramoto model foi aplicado a um hub iso-
lado, revelando-se que, para as distribuicées analisadas, a frequéncia
natural do oscilador central desempenha um papel decisivo no com-
portamento do sistema. Se a diferenca entre esta frequéncia e o valor
médio das frequéncias naturais dos vizinhos do oscilador central for
menor que um certo valor, ndo existe transicao de fase no sistema. No
entanto, se a diferenga for acima desse mesmo valor, o sistema passa
a exibir uma transicdo de fase de primeira ordem. No segundo mo-
delo, foi introduzida uma correlacao linear entre a frequéncia natural
do nodo e o seudegree e aplicado a redes Erdros-Rénly e scale-free.
Desta forma, foi possivel criar uma rede em no caso de existirem hubs,
estes apresentam frequéncias naturais distintas das dos seus vizinhos.
Para estudar analiticamente o sistema foi usado annealed network ap-
proximation e posteriormente comparado com simulagdes. Os resulta-
dos apontam para a existéncia de uma transicao de fase de segunda
ordem para redes Erdrés-Rénly e scale-free com ~ > 3 e a existéncia
de uma transi¢céo de fase de primeira ordem para redes scale-free com
2 <y <.
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The aim of this work is to get some insight on the effect of hubs in Kura-
moto model. In order to achieve our goal, we analyze two different sys-
tems. In the first system, we study the behavior of an isolated hub using
analytic calculus and comparing with simulations. For the analyzed dis-
tributions, we find that the central oscillator plays a decisive role in the
general behavior of the system. There is no phase transition in the
system if the difference between the central oscillator natural frequency
and the mean value of his neighbor’s natural frequencies is smaller than
a certain value. In contrast, if this difference is above that value, the
system displays a first-order phase transition. In the second system,
we consider a linear correlation between the natural frequencies and
the degrees of the nodes in Erdrés-Rénly and scale-free networks. The
Hubs in this system have a natural frequency which are very different
from the natural frequency of his neighbors. We use annealed network
approximation and compare with our simulations. We demonstrate that
the system undergoes a second-order phase transition for Erdrés-Rénly
networks and scale-free networks with degree exponent v > 3, and a
first-order phase transition for scale-free networks with 2 < v < 3.
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Capitulo 1

Introducao

Fenémenos de sincronizagdo tém vindo a despertar um grande interesse na comunidade cienti-
fica, revelando-se, em alguns casos, um problema dificil. Estes fendémenos parecem estar presentes
um pouco por todo o lado e relacionados com diversos campos: desde a biologia, passando pelas
redes sociais e também, muito frequentemente, em sistemas fisicos. Um bom exemplo € o piscar dos
pirilampos que tem tendéncia a sincronizar-se, de tal forma a que a grande maioria dos pirilampos
pisquem em simultaneo [2]. O mesmo fenémeno acontece no gorjear dos grilos [3]. A nivel micros-
copico, o fendmeno existe nas pacemaker cells do coragio e nas circadian pacemaker cells do cérebro
[4,15]. Em sistemas fisicos, é visivel, por exemplo, nas jungdes de Josephson [6] e em alguns sistemas
de micro-osciladores como o descrito por York et al [7]. Fenémenos de sincronizac¢do sdo funda-
mentais na regulacio de todos estes sistemas em diferentes niveis e, como tal, a sua compreensao €
extremamente importante. Este efeito, associado ao mundo natural, foi primeiramente notado por Wi-
ener [8]. Wiener constatou que era frequente na natureza que sistemas cujos componentes executam
comportamentos periédicos, sincronizarem-se entre si. No entanto, Wiener no foi capaz de estudar o
problema devido a sua andlise baseada em transformadas de Fourier ter-se mostrado demasiado com-
plexa. Quem conseguiu dar os primeiros passos no estudo deste tipo de fendmenos foi Winfree, em
1967. Para descrever a propriedade peridédica dos elementos do sistema, Winfree tomou-os como um
conjunto de osciladores ligados entre si, visto poderem ser definidos pela sua fase. Esta consideracdo
em si ndo soluciona o problema, uma vez que as interac¢des entre os osciladores podem ter as mais
variadas formas. O grande avanco deu-se quando Winfree reconheceu que para osciladores quase
idénticos e com uma interacdo fraca entre eles, o problema podia ser bastante simplificado, sendo a
interacdo entre os osciladores descrita apenas pela diferenca das suas fases [9]. Apesar de, num sis-
tema aleatdrio, cada oscilador interagir independentemente com os seus vizinhos, Winfree notou que
a influéncia de cada oscilador podia ser aproximada por uma interagdo com um campo médio. Na vi-
sdo de Winfree, cada oscilador iria interagir com um "ritmo"global do sistema. Utilizando simula¢des
computacionais, Winfree também previu a existéncia de transi¢des de fase. Winfree observou que se
a interacdo entre os osciladores fosse pequena, ndo existia sincronizac¢do no sistema, mas aumentando

a interacdo a partir de um certo valor critico comecava a aparecer uma pequena fraccio de osciladores



1.1

sincronizados.

Em 1975, Kuramoto comegou a trabalhar no problema, aproveitando as ideias de Winfree sobre
fraco acoplamento entre os osciladores e descreveu-as na forma matematica que hoje € utilizada [10].
Além disso, resolveu o problema analiticamente para uma rede em que cada oscilador interage com
todos os outros. Desde entdo, o modelo e variacdes do modelo tém vindo a ser amplamente exploradas
pela comunidade cientifica.

Pequenas variagdes do modelo podem produzir comportamentos bastante distintos do original.
Trabalhos recentes reportam a existéncia transicoes de primeira ordem [11,/12] assim como um com-
portamento diversificado perto da transicao de fase, dependendo apenas da distribuicdo das frequén-
cias naturais dos osciladores [11]. Outro efeito bastante interessante ocorre quando se introduz um
acoplamento negativo entre os osciladores, para o qual o sistema apresenta um comportamento de-
signado por contrarian oscillators [13]. O préprio modelo original ainda € estudado atualmente,
principalmente o efeito de sincronizagdo parcial [14]. Este efeito é caracterizado por pequenos grupos

independentes de osciladores se sincronizarem antes do aparecimento da sincronizacao global.

1.1 Kuramoto Model Original

No modelo original, Kuramoto descreveu as ideias de Winfree através da equacao [10]:
0 :Wi+zri,j(9j —6;), (1.1)
J

em que: I'; ; € a funcdo que representa a interacdo entre o oscilador 7, j; w; e ¢; representam, res-

pectivamente, a frequéncia natural e a fase do oscilador 7 e 0; = %ii. A equacio ¢ dificil de tratar

uma vez que I'; ; € uma fung¢do arbitraria. Considerando que os osciladores sdo quase idénticos, que
a interacdo é fraca e que cada oscilador estd conectado a todos os outros (fully connected graph), Ku-
ramoto demonstrou que era possivel fazer a aproximagao I'; ;(0; — 6;) = % sin(6; — 6;), em que J é
o parametro que mede a interagdo entre os osciladores e N o nimero de osciladores [10]. No modelo
original J € tomado como positivo. Existem estudos recentes que consideram J negativos [13,[15]. A

equacdo toma a forma:

. J .
i = wi+ Z sin(6; — 6;). (1.2)
J

Para resolver esta equagdo, Kuramoto introduziu um parametro de ordem dado por:
w1 0,
ret = > e, (1.3)
J

em que r € uma quantidade que mede a sincronizagao do sistema e W é designado por fase de grupo.
Fazendo uma analogia com a interpretacdo de Winfree, U representa a fase do "ritmo"global no sis-

tema e € assumido que tem uma velocidade constante W. Substituindo na equagao anterior, obtém-se:
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0; — ¥ = (w; — ) — Jrsin(f; — ). (1.4)

Esta equagdo pode ter dois regimes: se |w; — \II\ < Jr a fase dos osciladores em relag@o a fase de
grupo, com o tempo tende para um valor estdvel. Para um tempo infinito, este grupo de osciladores vai
estar sincronizado entre si e com uma velocidade igual a velocidade de grupo, W (ver ﬁgura. Os
osciladores com |w; — \I/| > Jr ndo estdo sincronizados com os restantes. Este grupo de osciladores
tem o seu comportamento dominado pela frequéncia natural e como tal executam um movimento
periédico independente, ndo atingindo um estado estdvel (ver figura[1.1(b)).

1,4
1 47 a=1
1,2 =0 1 b=2
b=1 27 Ib|>a
1,04 bl<al )
4 14
0,8
x x 09
0,6
E -14
0,44 \ 1
. x=arcsin(b/a) 24
0,2 )}
-3
0,0 T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0,0 0,5 1,0 15 2,0
ur T
(@) (b)

Figura 1.1: Gréficos dos dois tipos de solugdes da equagdo & = |b| — asinz com a > 0: (a) estado sincroni-
zado, a > |b] e (b) estado ndo sincronizado a < |b|. O periodo dos osciladores ndo sincronizados é dado por:

T =2n/vVa? — b2

Para uma distribuicao de frequéncias simétrica em relacdo a uma dada frequéncia, tem-se que, por
simetria, a velocidade de grupo serd igual ao valor médio das frequéncias naturais. Por consequéncia,
¢ util fazer uma mudanga de referencial que tome o valor médio das frequéncias naturais como zero.
A equagdo do pardmetro de ordem tem componente real e componente imagindria. A componente
imagindria define a velocidade de grupo que por simetria € 0. A componente real define o parimetro de
ordem 7. E possivel demonstrar que a contribui¢io dos osciladores ndo sincronizados na componente
real do pardmetro de ordem € nula no limite termodinamico (ver apéndice[A). Aplicando a condigdo

necessdria para um oscilador estar sincronizado e resolvendo no limite termodindmico, obtém-se no

r= /JT dw g(w)y/1 — (i)z, (1.5)

—Jr Jr

regime estavel a equacio:

em que g(w) representa a fung@o distribui¢do das frequéncia naturais. Considerando uma distribuigéo
com apenas um maximo, simétrica em relagdo ao mdximo, e de varidncia finita, o sistema apresenta
uma transi¢do de fase de segunda ordem (ver figura[1.2).

A correta descri¢do das transi¢des de fase é fundamental para uma correta compreensio do sis-
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-

Figura 1.2: Pardmetro de ordem r em fungéo de J para o Kuramoto model original.

tema. Uma transicdo de fases ocorre quando, variando os parametros do sistema, o comportamento
deste altera-se num certo ponto, designado por ponto critico. Na figura[I.2]este ponto estd represen-

tado por J,, e é o valor a partir do qual comega a aparecer sincronizacdo no sistema. Usando a equagéo

tem-se que:
2

g(0)m

Tipicamente, esta variacdo de comportamento reflete-se no pardmetro de ordem, originando uma

Je = (1.6)

descontinuidade no comportamento do mesmo. Dependendo da descontinuidade no comportamento
do pardmetro de ordem a transi¢do de fase serd de diferentes ordens. Por exemplo, na figura[I.2]existe
uma descontinuidade da primeira derivada de » em ordem a .J, o que corresponde a uma transicao de
fase de segunda ordem. As transi¢cdes de fase de primeira ordem ocorrem quando existe uma desconti-
nuidade no préprio parametro de ordem [16]. Segundo a classificagdo de Paul Ehrenfest (1880-1933)
se a descontinuidade ocorrer na n-ésima derivada tem-se uma transicao de fase de ordem n + 1. Na
classificacdo moderna estas transi¢des de fase sdo agrupadas em apenas dois grupos. As transi¢cdes de
fase de primeira ordem caracterizam-se por existir uma descontinuidade directamente no parametro
de ordem, em termodinamica estdo associadas a existéncia de calor latente. As transi¢cdes de fase de
segunda ordem, também designadas por transi¢des de fase continuas, englobam as transi¢des de fase
de ordem igual ou maior que dois segundo a classificacdo de Paul Ehrenfest, em termodinamica estio
associados a divergéncia da susceptibilidade, entre outros fenémenos criticos [17]. Na grande maioria
dos casos as transicdes de fase de primeira e segunda ordem na designacdo moderna coincidem com
as transi¢des de fase de primeira e segunda ordem segundo a classificacdo de Paul Ehrenfest. Exis-
tem mais dois tipos de transicdes de fase de ordem descritas mais recentemente: transicoes de fase
de ordem infinita [18] e as transi¢des de fase hibridas [19]. Nas transi¢cdes de ordem infinita, apesar
de existir uma variacdo do comportamento do sistema, o comportamento do paradmetro de ordem ndo
apresenta nenhuma descontinuidade. As transicoes de fase hibridas combinam a descontinuidade do

parametro de ordem das transi¢des de fase de primeira ordem com caracteristicas de transi¢des de

4
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fase de segunda ordem e serdo explicadas com mais detalhe na sec¢io [19]]. Outro critério impor-
tante para caracterizar a transi¢do de fase é o expoente critico associado ao comportamento assintético
junto a transi¢do de fase, designado por 7). Para o sistema representado na figura[l.2] na vizinhanca
da transic¢do:

r—reox (J—J)7, (1.7)

comn = 1/2 e r., = 0. Para transi¢des de fase de continuas r. é sempre nulo e na grande maioria
dos casos n < 1 (equivale a transicdes de fase de segunda ordem segundo a classificacdo de Paul
Ehrenfest). Pelo contrério, para transi¢oes de fase de primeira ordem r. # 0 e n = 1. No caso das

transi¢des de fase hibridas . # 0en < 1.

Para o mesmo modelo, alterando apenas o tipo de distribui¢cdes de frequéncias naturais pode
observar-se outros tipos de transicao de fases, com diferentes expoentes criticos. Por exemplo, para
uma distribuicdo de frequéncias naturais constante num determinado intervalo, o sistema exibe uma
transicdo de fase hibrida com expoente critico de 2/3 [20]. Um formalismo frequente para estudar o
Kuramoto model no limite termodinadmico € a utiliza¢do da funcéo densidade p(w, ¢, ). Esta funcéo
mede a densidade de osciladores com um frequéncia w, com uma fase 6, num determinado instante ¢
[21]. Neste trabalho ndo vou aplicar directamente este formalismo, embora todos os resultados obti-
dos estarem de acordo com esta funcdo. As equagdes do movimento dos osciladores fazem parte do
grupo de equagdes de Langevin, como consequéncia p(w, t, ) obedece as equagdes de Fokker-Planck
[22]:

o _ p0p
ot 062

em que D ¢é um pardmetro positivo que mede a difusdo no sistema, e a v representa a velocidade de

0
35(P0); (1.8)

um dado oscilador, dado por:

v(0,t,w— V) = (w—V)— Jrsin(f). (1.9)

Com este formalismo o parametro de ordem € igual a:

+oo  p2m ) .
r= / / dOdwe’ =) p(w — W, 0,1). (1.10)
—oo JO

O objectivo é encontrar solugdes estaveis, com p independente do tempo. Para um sistema infinito,
g(w) uma fungdo bem comportada e, na auséncia de ruido externo, D € nulo. Existe uma solucdo
trivial das equacdes de Fokker-Planck independente do tempo dada por uma densidade uniformemente
distribuida entre -7 e m, p = 1/(27), que corresponde a situa¢do em que ndo existe sincroniza¢do no
sistema. Caso exista sincronizacdo, a equagio tem uma solucio estdvel quando p oc v~ ! [21]. Usando

as propriedades de simetria da integracdo de p em w, obtém-se que p pode ser escrito na seguinte
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forma:

0 <0 — arcsin (‘“jf’)) w— | < Jr,

plw—T,0) = (1.11)

Q(w—\il) . d
(w—0)—Jrsin(0))| jw =¥ > Jr,

em que C'(w — \IJ) € uma constante de normalizacdo. Combinando este resultado com a equagdo ,

e separando a componente real da imagindria, obtém-se:

oo N2 .

r :/ dw g(w)a| 1 — <wTJ\II> O(rd — |w— ), (1.12a)
+o0 | +oo | 2 .

0 —/ dwg(w)wrjq} —/ dwg(w)wn}q} 1-— < TJ\P) O(lw—T|—rJ). (1.12b)

em que a funcdo ©(z) é o degrau de Heaviside. Este conjunto de equagdes define um fully connected
graph no limite termodindmico para uma fung¢do g(w) genérica e é util quando a distribuicdo de
frequéncias ndo é simétrica, uma vez que a equagdo|[I.5/ndo é aplicdvel nestes casos [23].

Uma generalizagao importante do modelo € a passagem para uma rede aleatéria (random graph).
Numa rede aleatéria cada nodo no ird estar ligado a todos os outros, mas ligado aleatoriamente a um
nimero finito de nodos. O nimero de ligacdes de nodo i, é designado por degree do nodo, ¢;. No caso
de auséncia de correlacdo entre a distribui¢do das frequéncias naturais e o degree do nodo, aplicando

o formalismo de mean field, obtém-se um comportamento idéntico ao caso anterior mas com [24]]:

o2

q
WO (-1

em que (q) = % didie <q2> = % > qu. Apesar da simplicidade desta andlise, a aplicacdo de mean
field produz uma perda de informacao sobre detalhes locais do sistema.

1.2 Redes Aleatorias

Existem trés tipos de modelos de redes aleatérias com grande interesse tedrico: modelo Erdrds-
Rénly (ER) [25], modelo Watts-Strogatz (WS) [26] e os modelos de redes scale-free (por exemplo o
modelo Barabdasi-Albert (BA) [27] ou o static model [28]). Neste trabalho vou focar-me apenas nas
rede ER e nas redes scale-free.

As redes ER, introduzidas por Erdrds e Rénly, em 1960, assumem que a conexdo entre dois dife-
rentes nodos € feita aleatoriamente e todas as conexdes sao igualmente provdveis. A probabilidade de
se encontrar um nodo com um determinado degree segue uma distribui¢do de Poison [25]:

e AN

P(q) = a4 (1.14)

com )\ igual ao valor médio dos degrees. Inicialmente, foi assumido que estruturas complexas com
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propriedades aleatdrias obedeceriam a este tipo de arquitetura. Como consequéncia direta, a probabi-
lidade de encontrar nodos na rede com um degree muito superior ao dos outros nodos, designados por
hubs, seria muito pequena. Hoje sabe-se que esta arquitetura ndo coincide com o comportamento da

grande maioria das redes no mundo real [29].

As chamadas rede reais desviam-se bastante desta arquitetura e sao, atualmente, um dos principais
temas de estudo na 4rea de redes complexas. Estas redes podem ter uma grande densidade de hubs,
loops e apresentam small world effect, originando comportamentos distintos dos observados nas redes
ER. Por exemplo, o modelo SIS (susceptible infectious susceptible), usado para simular a progressao
de agentes infeciosos em redes, quando aplicados a uma rede ER, prevé a existéncia de um valor
minimo finito de eficiéncia no contigio para que o agente infecioso prolifere na rede. Pelo contrério,

para uma rede real este valor pode tender para zero no limite termodinamico [30]. Para tentar compre-
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0,00
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

q

(@ (b)

Figura 1.3: Exemplo de uma rede ER com 500 nodos e A = 6. Em (a) estd uma representacéo grafica da rede,
em que o tamanho dos nodos é proporcional ao seu "degree"e em (b) a respetiva distribui¢do do "degree"dos
nodos.

ender a origem destas propriedades nas redes reais, Barabdsi e Albert, em 1999, introduziram a ideia
de que uma rede real cresce, vai adquirindo novos nodos e formando novas ligagdes, sendo que a pro-
babilidade de formacdo destas ligacdes pode ndo ser igual para todos os nodos. Barabdsi propos um
mecanismo de preferential attachment, em que os nodos com uma grande quantidade de ligagdes t€ém
mais facilidade de criar novas ligagdes do que os nodos com menos ligacdes [31]]. Por exemplo,
os artigos mais citados tém mais facilidade a adquirirem novas citagdes do que artigos menos citados.
Este efeito associado a uma rede em crescimento origina que para, uma rede infinita, a probabilidade
de encontrar um nodo com um determinado degree siga uma lei de poténcia: P(q) x ¢~7, comy > 2.
Esta distribui¢ao faz parte de um grupo de distribui¢des chamadas scale-free que para ¢ > 1 decaem
lentamente com o aumento de ¢, originando o aparecimento de hubs na rede. Apesar destes dois prin-
cipios serem muito importantes para explicar e criar este tipo de redes, existem algoritmos capazes de

produzir estas redes, sem utilizar redes em crescimento ou preferencial attachment 34].
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O mecanismo proposto por Barabasi consiste em comecar com uma pequena rede, a qual irdo ser
adicionados continuamente novos nodos. Cada novo nodo ird formar m conexdes com os nodos ja
existentes na rede e a probabilidade da conexdo ser efetuada com o nodo ¢ é proporcional a g;. No
limite termodindmico obtém-se que P(q) « ¢~7 com 7 = 3 [31]. Existe uma generaliza¢do
simples do modelo, analisada por Dorogovtsev em [1], que permite obter expoentes ~y diferentes de
3. Para tal, cada nodo ird efetuar m conexdes e a probabilidade da conexdo ser efetuada com o nodo
i ird ser proporcional a ¢; + A em que A > —m. Neste caso v = 3 + A/m, e v > 2. Como estas
distribui¢des decaem lentamente com o aumento de g para ¢ > 1, existe o risco dos momentos do
sistema divergirem. Por exemplo, se 2 < v < 3, <q2> diverge. Este resultado aplicado ao modelo
anterior em que em que J. € dado pela equagdo faz com que J, tenda para zero, similar ao que
acontece no modelo "SIS". Numa rede finita existe um limite maximo para o degree de um nodo,
tornando <q2> e J. finitos, mas com uma grande dependéncia no tamanho da rede [24]. A situagéo
em que 2 < v < 3 € topologicamente diferente da situacdo em que v > 3. Uma forma de se
compreender a diferenca € usando o seguinte raciocinio: primeiro escolhe-se um nodo aleatoriamente
narede e, em seguida, mede-se degree de um dos nodos nas pontas do edge, escolhido aleatoriamente.
O valor médio dos degree encontrado é dado por W e, uma vez que este valor diverge se 2 <
v < 3, tem-se que existe uma grande probabilidade do nodo escolhido estar conectado a um hub. O
comportamento do sistema passa, entdo, a ser dominado por um conjunto de de nodos com degrees

muito elevados.
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0,3

0,2

0,1

0,0
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12 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
q
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Figura 1.4: Exemplo de uma rede produzida pelo modelo [1] com 500 nodos, A = 0 e m = 1; em (a) estd uma
representacio grafica da rede, em que o tamanho dos nodos € proporcional ao seu "degree", e em (b) a respetiva
distribuicdo do degree dos nodos.
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1.2.1 Static Model

O Static model é amplamente utilizado pela comodidade cientifica para criar redes scale-free. E
de facil implementacdo e permite criar redes que se comportam segundo uma lei de poténcia para
g > 1, com um valor de (¢) predefinido [28]. Considerando um grafo com N nodos, numerados de 1
até N, a cada nodo ¢ atribuido um peso dado por:

fis l—p._,

Di = N . 1— 1 )
Zj:l jﬂ Ni—n

em que 1 € um pardmetro ente 0 e 1. Em seguida sdo escolhidos 2 nodos, ¢ € j com probabilidades

(1.15)

p; € pj, respetivamente. Se ¢ # j € estabelecida uma conexdo, Se ¢ = j, para evitar o aparecimento
de ligacdes de um nodo com ele mesmo, é escolhido um novo par de nodos. Este processo é repetido

NE vezes, em que k € um niimero natural. Para uma rede infinita tem-se:

1

(q) = 2k. (1.16b)

Se v > 3 ndo existe correlagdo entre degrees, no entanto, para 2 < v < 3 existe alguma corre-
lacdes entre os degrees dos nodos [28], mas desde que a correlacdo seja pequena os seus efeitos no

comportamento do sistema podem ser desprezados [35].

1.3  Potts Model aplicado a Redes Scale-Free

Apesar do trabalho apresentado ndo estar directamente relacionado com o Potts model, é interes-
sante comparar o comportamento do sistema descrito no capitulo [3|com o comportamento do Poftts
model quando aplicado ao mesmo tipo de redes. Como tal, nesta sec¢@o, vou fazer uma breve descri-
cdo deste modelo e dos seus diferentes tipos de comportamento como base de comparacao.

O Potts model foi introduzido por Potts , em 1952, sendo uma generalizacio do Ising model [36].
O modelo descreve a interag@o entre spins numa rede, assumindo que o spin pode estar em z estados
distintos. Para z = 2, o modelo € equivalente ao Ising model e para z = 1 € equivalente a percolation.

O Hamiltoniano do sistema é definido por:
H=-=Y Jijai;o(si,s;) —hy_ 6(si, 1), (1.17)
0, i

em que a; ; sdo os elementos da matriz adjacente; a; ; toma o valor de 1 se 7 estd conectado a j, e
toma o valor de 0 no caso contrario; s; é o spin do nodo i e toma os valores 1,2, ..., z; h € o campo
magnético aplicado que distingue o estado s; = 1 dos restantes; §(s;, s;) € o delta de Kronecker que
toma o valor de 1 se s; = s; e o valor de 0 se s; # s;; e J; ; € um pardmetro que define a interagdo

entre o spin ¢ € o spin j, este pardmetro vai ser tomado como J para qualquer par ¢, j . A componente
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s do momento magnético do nodo i é dada por:

S — 2 (0(si,8)) — 1‘

¢ z—1

(1.18)

Dependendo da temperatura o sistema pode estar em dois regimes diferentes: paramagnético em
que M7 = 0 para qualquer s; ou um estado ordenado em que M; # 0. Quando aplicado standard
mean-field, se z > 3 o sistema exibe uma transi¢do de primeira ordem [36]. No entanto, para uma
rede scale-free se 2 < v < 3 o sistema € fortemente heterogéneo, dominado por hubs e este tipo de
estruturas destroem a transicdo de fase de primeira ordem. Como consequéncia, o sistema passa a

exibir uma transi¢ao de fase de ordem infinita a uma temperatura infinita[37]].

1.4 Transicao de Fase de Primeira Ordem e Hibridas

As transi¢Oes de fase hibridas sdo um tépico recente de estudo, desenvolvido principalmente na
drea de redes. Este conceito pode ser explicado usando um modelo de Landau de 6 ordem:[19]:
G=-MH +a(T — T, )M? — bM* + ¢cM® em que G ¢ a energia de Gibbs, H campo magnético
aplicado, a, b, ¢ sdo coeficientes positivos e T,; € a temperatura critica para a solu¢do de maior mag-
netizacdo. Neste sistema, a energia de Gibbs é minimizada e, num certo intervalo de temperaturas,
existem dois minimos possiveis. O minimo global é designado como estado estdvel e o minimo local
como estado meta-estdvel. Para 1" < T.o a tnica solucdo estdvel do sistema € a solu¢do com mag-
netizacao ndo nula mesmo para campo aplicado nulo. Para T, < T < T, aparecem duas solugcdes
possiveis, uma de maior magnetizacdo e outra de menor magnetizacdo. A solugdo de maior magneti-
zacdo tem uma energia de Gibbs menor do que a solu¢do de menor magnetizacao, sendo o primeiro
o estado estdvel e o segundo estado meta-estdvel. Quando 7' = 7., ambas as solu¢des t€m a mesma
estabilidade e para T,., < T' < T¢; o estado de menor magnetizagdo passa a ser o estado estdvel e o
estado de maior magnetizacdo passa a ser o estado meta-estavel. A partir de 7" > T, a solucdo de
menor magnetizacao torna-se a Unica solugado estdvel. As diferentes solugdes do sistema podem ser
observado na figura[I.4]

Se a transicdo de fase ocorrer perto de 7., o sistema sofre uma transi¢do de primeiro ordem tipica,
em que M — M., o (J — J.) na vizinhanca do ponto transi¢do de fase. Pelo contrério, se o sistema
sofrer uma transicdo de fase em 7¢;, existe uma transicdo de fase hibrida e na vizinhanca do ponto de
transi¢do de fase passa-se a ter M — M. o« (J — Jc1)0'5. Neste tipo de transicdes de fase J.; # 0
e 7 < 1, combinando a descontinuidade no pardmetro de ordem das transi¢cdes de primeira ordem
com os fenémenos criticos caracteristicos das transi¢des de segunda ordem. Se a temperatura variar
lentamente e o sistema tiver tempo para relaxar para o estado mais estdvel, a transicdo de fase ocorre
em T,,. Contrariamente, se a variacdo da temperatura for radpida, o sistema pode passar para um estado
meta estdvel. No caso de sistemas magnéticos, devido a instabilidade perto de T, e 1,1, a transicao
de fase dificilmente se aproxima destes pontos. Para alguns sistemas, principalmente na area de redes,

a transi¢do de fase pode efectivamente ocorrer em 7,1, um bom exemplo sdo os "k-core"[38,19].

10



1.4

— Estado meta-estavel
Estado estavel
— Estado instavel

Transicéo de fase
ide primeira ordem tipica

Transigao de
fase hibrida

T
A
TP

cl

TCZ T

Figura 1.5: Esquema dos estados estdveis, meta-estdveis e instdveis de uma transi¢do de primeira ordem a
partir do formalismo de landau: G = —MH + a(T — To1)M? — bM* + ¢MS com a, b, ¢ > 0. No esquema
estdo marcados os dois tipos de transi¢des de primeira ordem: tipica e hibrida.
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Capitulo 2

Kuramoto Model Aplicado a um Star
Graph

Neste capitulo, para tentar compreender os efeitos de hubs no Kuramoto model, estudou-se o

comportamento de um hub isolado, que corresponde a um star graph (ver figura[2.1). Nesta situagdo,

Figura 2.1: Esquema de um Star Graph.

o sistema pode ser descrito pela equacdo onde 7 é o oscilador central e j sdo os osciladores

conectados ao hub:

éi =w; + JZSiH(@j — 91), (2.1a)
J
éj =w; + Jsin(Hi - Hj) (2.1b)

Para analisar o sistema utilizou-se o mesmo tipo de pardmetro de ordem usado na secgdo|[I.1}
w1 i0;
re :EZe i) (2.2)
J

onde K ¢é o nimero de osciladores conectados ao Aub. E importante notar que neste caso nao se trata
de uma aproximacio de mean field, mas sim de uma substituicdo matemadtica. O pardmetro r nio

mede a sincronizacio global do sistema, mas apenas a sincronizacio entre os osciladores conectados

13
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ao hub. A sincronizagdo global pode ser relacionada com este pardmetro, mas para K >> 1 a
diferenca é muito pequena. Por outro lado, como o oscilador central desempenha um papel diferente
dos restantes, r tem interesse s por si.

As equagdes:

0; — U =(w; — V) — JKrsin(f; — U), (2.3a)

éj — 91 :(wj — 91) — Jsin(ﬁj — GZ), (2.3b)

representa o sistema apos a introdug@o do pardmetro de ordem, tal como no caso da seccio as
equagdes sdo do tipo £ = b — asinx. A primeira diferenca em relagdo ao caso original é que neste
caso, para todos os osciladores exceto o central, o parametro a nao depende do pardmetro de ordem.
Vou assumir que para existir sincronizacio o oscilador central tem de estar sincronizado, implicando
que |w; — | < JKr e §; = U. Para os restantes osciladores existe sincronizacio se |w; — ¥| < J.

Aplicando as condi¢des anteriores na equacio do pardmetro de ordem obtém-se:

w; — ¥

7 w]‘—\if
rKJ

Krexp |—iarcsin = Zexp i arcsin O(J — |wj — )
j (2.4)

+Zexp [i(0; — 0:)] O(|w; — W| =),

onde O(x) é o degrau de Heaviside.

2.1 Contribuicao de Osciladores nao sincronizados

O tltimo termo do lado direito da equag@o[2.4|representa a influéncia dos osciladores néo sincro-
nizados. No modelo original, e na grande maioria das suas variantes, esta influéncia é nula devido a
simetria do sistema. No entanto, no caso estudado ndo existe simetria devido a forte dependéncia do
sistema na frequéncia natural do oscilador central. A velocidade de grupo nao é necessariamente igual
ao valor médio das frequéncias naturais dos osciladores, mas pode estar entre esse valor e o valor da
frequéncia do oscilador central. Como consequéncia, os osciladores ndo sincronizados passam a ter
influéncia no comportamento dos osciladores sincronizados. No modelo original considera-se que, 0s
osciladores sincronizados oscilam com uma velocidade constante no tempo. No caso estudado, como
existe contribui¢io dos osciladores ndo sincronizados, a velocidade de grupo vai depender do tempo,
originando instabilidade. Esta instabilidade desaparece quando se tende para o limite termodinamico.
E possivel demonstrar que com o tempo, no limite termodindmico, esta contribui¢io vai tender para
uma valor constante dado pela equagédo em que g(z) é a fungdo de distribuicdo das frequéncia
naturais do osciladores (ver apéndice [A). Este resultado ndo € aplicdvel a distribui¢des do tipo Delta
Dirac.

E um resultado bastante interessante e, apesar de ter sido aplicado a este caso em especifico, a
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forma de calcular a contribui¢do € geral e pode ser aplicado a outras redes. Este resultado é coerente
com o resultado obtido no artigo de Lasko Basnarkov [23] e com o resultado proveniente da equacdo
1.12, Para um nimero finito de osciladores aparece uma oscilagdo nesta contribui¢do. O nidmero
necessdrio para esta oscilacdo ser pequena depende da distribui¢do, mas é normalmente um niimero
grande. Para uma distribuicdo normal de norma 1, este valor ronda os 10000 osciladores. Apesar
disso, até mesmo para um ndmero relativamente reduzido de osciladores, estas oscilacdes apenas

introduzem ruido e néo alterando o tipo de comportamento do sistema.

% D exp [iaresin (0; = 0;)] O (|w; — W[ = J) =i /_ Z dwg(w + W) fa(w/J) (2.59)
j
f(a) = z[1—+/1—(1/2)?] |z|>1 2.5b)
Ja(z) =0 ~-l<z<1
A equagdo fy(x) estd representada na figura[2.1]
10
054
g oo
054
RV > 0 2 4

Figura 2.2: Grifico da fung¢do fy(x). Fungdo auxiliar para o calculo da contribuigiio dos osciladores néo
sincronizados na velocidade de grupo do sistema.

2.2 Frequéncias Naturais dos Osciladores Distribuidas Segundo uma

Distribuicao Quasi-normal

Nesta seccdo vou considerar o caso em que as frequéncias naturais dos osciladores seguem uma
distribuicdo com apenas um maximo, simétrica em rela¢do ao maximo e de variancia finita. Sem perda

de generalidade vou considerar que o maximo da distribui¢do é em zero. Aplicando esta distribui¢do
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a equagdo|2.4| e trabalhando no limite termodindmico, obtém-se a equacio:

. 2 . 2

¥ — w +J/o ¥ z \?
2 i
S (e d )y (2 2.6
" x7 ) " /_J/g Ton |\ TH (J/a) ’ (2.62)
U — w; +J/o U T +oo U T
—_— = dx gy, — | — dx g, — — . 2.6b
KJ /_J/o— Ton |\ T o) J/o +/_Oo Ton |\ T o Ja <J/cr> (2.6b)

onde o é a varidncia da distribuigdo e g, (x) é uma fungdo de distribui¢do com varidncia 1 definida

como g,(x) = g(ox). A relagdo define 7 em fungdo de o, J ¢ ¥ de uma forma explicita,
enquanto a equagao define a velocidade de grupo de uma forma implicita e consoante o valor
de w; pode exibir diferentes tipos de comportamento. Analisando a equacio verifica-se que se
w; for menor que um valor critico , w,, equacdo tem apenas uma solucdo qualquer que seja o J. No
entanto, se |w;| for maior que w., a equagdo passa a ter trés solu¢des possiveis numa determinada
gama de valores de J (ver figura|2.3).
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Figura 2.3: (a) Grafico das componentes da direita e da esquerda da equagio A intercepgdo entre as
curvas representa as solucdes da equacdo. A preto estd representada a componente da esquerda e a vermelho e
a azul a componente da direita para w; = 0.1 < w. e w; = 10 > w, respetivamente . (b) Diagrama do nimero
de solugdo da equagdo[2.6a, em fungdo de w; e J. A laranja estd marcado as zonas em que existem mais de uma
solugdo e a branco as zonas em que existe apenas uma soluc¢do. Para ambos os graficos K = 1000 0 = 0.5 ¢
gn(x) segue uma distribuicdo normal de variancia 1.
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2.2.1 Casoem que |w;| < w,

Para w; = 0 existe simetria na equagdo|[2.6| entdo:

+J/o x 2
:/_J/U dz gn (x) 41— <J/O‘> , (2.7a)

¥ =0. (2.7b)

Na equacdo [2.7a] pode-se observar que r cresce monotonamente com o aumento de .J, como tal ndo
existe transi¢do de fase. Como jé foi referido ndo existe transicéo de fase desde que |w;| < w.. Um
caso simples de estudar é quando w; << o e a equagio [2.6b| pode ser escrita numa forma explicita

dada por:

Wi
W:71+K(J/a)2' (2.8)
No caso em que 0 < w; < w, continua a existir apenas uma solugio da equagﬁo mas a equagio
deixa de ter solugdo explicita.

O sistema foi simulado a partir da equacio para diferentes .J. Para cada J foi atribuida uma
fase inicial, 6;(0), aleatdria para cada oscilador. O movimento dos osciladores foi determinado usando
um método Runge-Kutta de 4 ordem com um passo de 0.01. Como o oscilador central tem um ntimero
muito elevado de conexdes, para que o resultado da simulacdo seja correcto, o passo do método deve
ser pequeno. Em seguida deixou-se o sistema relaxar e apés um tempo de 10 foi calculado 7 e .
Em todas as simulagdes ndao foram utilizadas médias temporais em r, de modo a preservar alguma

informacao sobre a estabilidade do sistema.

1,0

Curva tedrica =0

Curva tedrica =0.1 —Curva tedrica =0

Curva tedrica (9=0.1

Curva tedrica 0=1

—— Simulagao ( média de 500 simulagdes w=0) 0.8 Curva tedrica =1
0.4 —Simulagao (média de 500 simulacdes =01 ——Simulagao ( média de 500 simulagdes W=0)

——Simulagao ( média de 500 simulages wW=1) —=— Simulagao (média de 500 simulagdes =0.1)

—=—Simulagao ( média de 500 simulagdes w=1)

0,6 -

0,2 0,44

0.0 0.2 5 04 0,0 0.1 0,2 5 03 04 05

(@ (b)

0,0

Figura 2.4: Gréficos de r e ¥ em fungdo de J,(a) e (b) respetivamente . A trago continuo estio representados
as cruvas tedricas e a trango-ponto simulagdes. Em miniatura no gréfico (a) estd representado um zoom da zona
seleccionada. K = 1000, o = 0.5, w; = [0,01,10] e g,,(x) segue uma distribui¢cdo normal de variancia 1.

Apesar de muito ruido, principalmente se J pequeno, os resultados numéricos estdo de acordo
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com as previsdes tedricas. Este resultado sugere que o aparecimento de sincronizagéo parcial é muito
facil na vizinhanga dos hubs, desde que estes tenham uma frequéncia natural préxima da dos restantes
osciladores. E importante também notar que como K € muito grande, a velocidade de grupo decai

rapidamente com J (ver figura|2.4(b)), o termo (\I’I;f]“) passa a ser desprezavel e as curvas aproxima-

se das equacdes (2.7, Mesmo quando w; se afasta ligeiramente de zero, estas equagdes sdo praticamente
exactas. Na figura[2.4(a)|as curvas de w; = 0 e w; = 0.1 estdo sobrepostas tanto no caso teérico como
nas simulacdes, mas para w; = 1 ja existe um pequeno desvio se J pequeno. Perto de J = 0, as curvas
tedricas e as simulagdes afastam-se devido ao facto de que para um sistema finito, 7 # 0 mesmo se
J — 0. Isto surge devido ao facto de que se o sistema for finito existe uma probabilidade ndo nula
de se encontrar uma fraccdo finita de osciladores com fases préximas no mesmo instante de tempo

mesmo se 0s seus movimentos forem independentes.

2.2.2 Caso em que |w;| > w,

Se |w;| > we, a equagdo m pode ter varias solucdes num determinado intervalo de J, o que
indica a existéncia de transi¢Oes fase de primeira ordem no sistema. Neste regime existem trés solu-
¢cdes matematicas; usando o teorema da estabilidade é possivel demonstrar que apenas duas delas sdo
estaveis [39]. A solucdo de menor velocidade de grupo corresponde sempre a uma maior sincroniza-

¢do do que a solugdo de maior velocidade. Na figura[2.5]estd representada a evolugdo do sistema no

0,2

00 . .

12 4

J=0.12
N=1000|
0=0.5 -3
©=10 6+

J=0.12
N=1000|
0=05
©=10

. A, o Attt ot At pel A A A Arst g o
¥ ¥ f ; ;
800 0 200 400

t t

(a) (b)

Figura_2.5: (a) Gréfico de e ¥ em funcao do tempo com fases iniciais aleatérias, entre 0 e 27. (b) Gréfico
de r e ¥ em funcdo do tempo com fases iniciais aleatdrias, entre 0 e w. Em ambos os grificos J = 0.12; K =
10000; w; = 10;0 = 0.5 e gy, (=) segue uma distribui¢io normal de varidncia 1.

tempo para um determinado J. Na figura é possivel observar-se as duas solugdes do sistema. Como
seria de esperar se os osciladores comegarem inicialmente com fases aleatdrias, o sistema ird tender
para o estado de menor sincronizacdo. No entanto, se este intervalo for mais curto, por exemplo
0 < 0;(0) < m, como o sistema estd mais "perto"do estado sincronizado, ird tender para este. Como
o sistema simulado tem apenas 1000 osciladores, existe muito ruido e o sistema rapidamente comega

a oscilar entre as duas solugdes. As figuras também evidenciam que a instabilidade na velocidade de
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grupo é muito maior para o estado de menor sincroniza¢do. Pensando em termos do formalismo da
energia de Gibs, em que o sistema pode ser bem descrito pela minimizagdo de um determinado po-
tencial, esta diferencga significa que o minimo correspondente ao estado de menor sincronizac¢fo sera
muito mais largo (segunda derivada do potencial em ordem a pardmetro de ordem muito menor) do

que o minimo correspondente ao estado de maior sincronizagao.

0,5

K=1000
w=10

0,4
0=0.5

0,3

0,2 4

0,1

Curva téorica-Estados estaveis
Curva téorica-Estados instaveis
—=— Simulagao ( média de 500 simulagdes, 0<8(0)<2r)

—=— Simulagao ( média de 500 simulagdes, 8(0)=0)

Curva téorica-Estados estaveis 6
Curva téorica-Estados instaveis
- Simulagao ( 8(0)=0)
=y . f § |

Ji + Simulagao (0<6(0)<2r) >

I ' 04 00 J 02 Jo 04
(a) (b)

Figura 2.6: Griéficos de r em fungdo de J com condigdes iniciais aleatérias (pontos verdes) e constantes
(pontos azuis). A traco continuo estio marcadas as solugdes tedricas estaveis (linha a preto) e instaveis (linha
a azul). No grafico (a) estdo representados os valores de R obtidos em 10 simulagdes por cada J e no grafico
(b) para um valor médio de 500 simula¢des. K = 10000,w; = 10, 0 = 0.5 e g,,(x) segue uma distribui¢do
normal de variancia 1.

A figura representa 7 em funcdo de J, para simulacdes e curvas tedricas. Na figura
apesar do forte ruido, € possivel verificar uma tendéncia de acordo com a curva tedrica. A velocidade
de grupo ¢é dificil de ser obtida a partir das simulag¢des, principalmente no caso da figura [2.5(a)]
em que se pretende obter informag@o separadamente dos dois estados estdveis. Ao contrério de r,
para se obter uma boa estimativa da velocidade de grupo € necessdrio uma média temporal ou uma
linearizacdo. De ambas as formas € preciso escolher um intervalo de tempo e, devido a existéncia
de uma regido com duas solugdes, o sistema nesse intervalo pode oscilar entre as duas solucdes,
criando valores intermédios. Para contornar o problema, calculei a velocidade de grupo a partir da
velocidade do oscilador central (como foi definida originalmente) e procurei usar o menor intervalo
de tempo possivel que produzisse uma boa estimativa mas, inevitavelmente, aparece uma quantidade
significativa de valores intermédios. A obten¢ao do pardmetro 7, a partir das simula¢des, mostrou-se
mais simples e os resultados mais sélidos.

Como seria de esperar, a dispersdo dos resultados aumenta perto da transicdo de fase sendo que

este efeito provoca desvios principalmente na velocidade de grupo. No figura[2.6(b)|é feita uma média
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entre varias simulacdes, a qual coincide perfeitamente com a curva tedrica. Dentro das possibilidades
da simulacdo e dos finite size effect, uma vez que K nao € muito grande, os resultados mostram-se
compativeis com a teoria e estd bem evidenciada a histerese do sistema. Se K for finito, a transi¢do
de segunda ordem existe sempre independente de K. No entanto, a medida que se aumenta K, a

transi¢do de fase aproxima-se de zero e mais uma vez a solugdo tende para as equacdes 2.7

2.2.3 Comportamento para J < 1

Para realgar a simetria e a dependéncia com .J, vou escrever a equacao na seguinte forma:

7 — i +oo W +o0 U J 2
w :/ dr g, | x4+ — x—/ drgn |2+ — |z 1—<ig> O (x| —J/o).
g g

— oo —00
2.9)
Para J pequeno, pode ser feita uma expansdo em torno de J = 0 da equagio[2.9]. Os coeficientes

dos termos impares sdo nulos, obtendo-se a equagdo 2.10 A (\I/ / 0) e B (\Il / O') sdo coeficientes

genéricos que apenas dependem de ] /o. A fungdo A (\If / O') & importante para os célculos seguintes

e dado pela relagcdo(2.10b

\i/—wi

oK :A(\P/U> (J/J)2+B<\i//g) (J/U)4+"' ) (2.10a)
(/o) :(1/2)/+Oodxgn x+f é (2.10b)

Visto que, com o aumento de K os pontos criticos do sistema tendem para 0, vou usar apenas o
primeiro termo da expansdo. Os pontos criticos do sistema obtém-se quando na equagdo a deri-
vada em ordem a ¥, da componente da direita € igual a derivada em ¥ da componente da esquerda,

originando o sistema de equacdes:

. . 2
\110172/0 — wi/a = A <\I/c1,2/0> (JCLQ\/?/U) y (2.11a)
. 2
1= A, (‘Ifcl’z/0'> (JCLQ\/E/O') 5 (2.11b)
em que A'(z) = d‘sz). Esta equagdes tém duas solugdes se |w;| > w, e nenhuma se |w;| << we.

Como tal, defini pontos criticos do sistema de forma andloga as definicdes feitas na seccdo Je1
€ o valor de J para qual aparece o estado de maior sincronizagdo. Quando J.; < J < J. o estado
de maior sincronizagdo é meta-estdvel e o estado de menor sincronizagdo ¢ estavel. J.. é o valor
de J para qual os dois estados igualam a sua estabilidade e para J.. < J < J.2 o estado de maior
sincronizacdo passa a ser estdvel e o estado de menor sincronizagdo passa a ser ¢ meta-estdvel. Por
fim se J > J.2 a solugdo de maior sincronizacdo € a tnica possivel.J.1 2 € W o representam J e U
num dos dois pontos criticos.

Usando a mesma técnica anterior, mas para procurar o valor de w para o qual a equacéo deixa de
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Figura 2.7: Gréfico de In(J.1,2) em fun¢do de In(K) obtido numericamente através da equagﬁom

ter solugdes, designado por w,, tem-se que este é determinado pelo sistemas de equagdes:
A (‘ifc/a> <\iic/0—wc/a) :A(‘ifc/a) ) (2.12a)
A" (\DC/O—) —0, (2.12b)

em que A”(z) = d"’dﬁgﬂ”). Para uma distribui¢do gaussiana obteve-se que w./o ~ 4.25.

A partir da equagdo |2.10a| também € possivel determinar o expoente critico junto a transi¢io de
fase. Usando uma expansio em Taylor em torno do ponto critico e mantendo apenas os termos nao

nulos, obtém-se a equagao:

0? U)o —wi/o
o /0" A(\P/o)

(U — 0,)° = 4J(J = Jo) +2(J — J)2 + -, (2.13a)
Y=,
(O — )+
(2.13b)

r(J,0) — e J—Jo)+ a?if [T(J, \i/)}

o .
= 2 e
57 [ )]u,if):uc,@c)( ()=(Je )

Muito perto da transi¢do de fase sé interessam os termos de menor grau, de onde se conclui que
\i’ — \i/cl’g X |J — Jcl’gln €T —Te1,2 X |J — Jcl,2|77 com 7 = 0.5.

A determinagdo de J., € mais complicada. No sistema considerado ndo existe um formalismo
definido para distinguir estdvel e meta-estavel. J., serd algures entre J.; e J.2, mas ndo existe uma
forma exata de o determinar. Outra questao importante é se de facto se trata de uma transic¢ao de fase de
primeira ordem tipica ou uma transi¢do de fase hibrida, uma vez que o estado de maior sincronizagio
€ por natureza mais estavel que o de menor sincronizacio. Para analisar estas propriedades apliquei
um outro tipo de simula¢des no qual fui variando continuamente o parametro JJ mantendo o estado do
J anterior (figuras ¢[2.8(b)). Este tipo de simulagdes sdo usadas mais frequentemente do que
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as anteriores, principalmente porque sio substancialmente mais rdpidas, uma vez que normalmente
necessitam de um menor tempo de relaxacdo. Apesar desta vantagem, perde-se bastante informagao
sobre os estados meta-estaveis, visto que se torna dificil manter o sistema nestes estados.

Na figura[2.8(b)| a variagdo do sistema foi relativamente rapida (tempos de relaxagdo iguais a 10)
e € possivel observar que a simulagdo aproxima-se do ponto J.; ao contrario do ponto J.5. Em todas
as simulagdes efetuadas a transi¢do de fase ocorreu sempre muito antes de J.o. Na figura [2.8(b) a
variagdo do sistema foi relativamente lenta (tempos de relaxagdo iguais a 1000) e a transi¢do de fase
ocorreu mais ou menos no mesmo sitio, tanto para J crescente como decrescente , sugerindo tratar-se
provavelmente de .J... E conclusivo que a transicdo de fase pode ocorrer perto de J,1, mas devido a
possibilidade de histerese ndo € tdo evidente que se trata de uma transicao de fase hibrida como no

caso do k-core [19].

014 ‘ 0,14
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Curva tedrica
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J J
(@ (b)

Figura 2.8: Gréficos de r em funcéo de J. A traco continuo estd marcada a curva tedrica (linha a preto). A
trago-ponto estdo representados dados provenientes de simula¢des para uma variagdo continua de J: a vermelho
J crescente e a azul J decrescente. O tempo de relaxagao do sistema foi de 1000 no gréfico (a) e de 10 no grafico
(b). Para ambos os graficos: passo de J de 0.01. K = 10, w; = 10, w; = 1.

2.3 Frequéncias naturais dos osciladores distribuidas segundo um Deltajjjjj

Dirac

No artigo de Gémez-Gardeiies et al [12], foi estudado um caso particular de um star graph em
que todos os osciladores conectados ao hub t€ém a mesma frequéncia natural , w;. Nesta situagdo ndo
é aplicdvel a relagdo demonstrada no Appendix[A]e a contribuigdo dos osciladores ndo sincronizados
ndo tente para um valor constante com o aumento do nimero de osciladores. Contudo, existem apenas
duas situagdes possiveis: ou todos os osciladores estdo sincronizados, |w; — \If| < J, e como tal

ndo existe contribui¢do dos osciladores ndo sincronizados, ou nenhum oscilador estd sincronizado,
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lw; — \If| > J. A equag@o que define o sistema pode ser escrita como:

2

2

. 2 .
U — w; . w; — U
2 7 . L _ J
r _< = ) n @(J w, \If\) 1 (J ) , (2.14a)

U — w; _ wj;\i’@<J—]wj—‘i”> + f4 <wj;\iljt>@(\wj—\i’\—e]>, (2.14b)

KJ

Em que fy (W—JJ, t) , € a contribuicdo dos osciladores nao sincronizados dependente no tempo.

Se |w; — ¥| < J, a partir da equagﬁotem—se que ¥ = (w; + Kw;)/(K + 1). Como este
valor ndo depende de ./, sabe-se que existe um J., minimo para que a relagdo |w; — \if| < J possa ser
satisfeita, que corresponde a J., = |w; — w;|/(K + 1). Usando a equagdo obtém-se que se J > Jo;
entdo r = 1. Isto significa que no caso de existir sincronizagdo, a sincronizacdo entre os osciladores
conectados ao hub é maxima. Este resultado € facil de compreender uma vez que todos os osciladores

conectados ao hub partilham a mesma frequéncia natural.

No artigo de Gémez-Gardeiies et al [12]], os autores utilizaram uma aproximacdo semelhante a

mean field, definindo o pardmetro de ordem como:

. 1 4 .

U, 9; 9;

rqets = il Zez i et (2.15)
J

e considerando que o oscilador central obedece a seguinte relagdo:

0; — Uy = (w; — V) — J(K + 1)rysin(f; — U,). (2.16)

Uma vez que ndo existe ligac@o entre o nodo central e ele préprio esta abordagem ndo é exata. Com
ja foi referido, a utilizagdo do parAmetro de ordem re'V = % > j ' é exata matematicamente mas
apenas mede a sincronizacdo entre os osciladores conectados ao hub e ndo entra em consideracio
com a sincronizac¢do do oscilador central. Se K >> 1, ry e r aproximam-se, mas para K = 10
ainda existem algumas diferencas. E possivel encontrar r4 a partir de 7, de uma forma exata, sem a

utilizacdo de mean field. Para o caso estudado, no regime sincronizado (r = 1) obtém-se:

\/K2+2Kw/1— (&) +1

K+1

Tg

2.17)
VK2 . P ~ ~

Para J = J. , tem-se ry = % No artigo de Gémez-Gardeiies et al, usando as equagdes apro-

ximadas foi obtido r, = KLH Estes dois resultados, para K = 10, sdo muito préximos. E ainda

importante notar que para este sistema, usando as equagdes aproximadas, a determinacdo da veloci-

dade de grupo usando a parte imaginaria do pardmetro de ordem nao produz bons resultados.
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A andlise do sistema na zona nio sincronizada € relativamente complicada, uma vez que a fase de
grupo depende do tempo e ndo tende para um valor constante com o aumento de K. A relacio
ndo € valida se a distribuicio das frequéncias naturais for um delta-Dirac perfeito, mas serd aplicavel
se a distribui¢do ndo for um Delta-Dirac "perfeito"mas sim uma distribuicio com ¢ < 1. Nestas
condicdes, o comportamento na zona instavel serd diferente, mas os pontos criticos serdo 0s mesmos.

Como tal pode ser usada para estimar J.o, € obtém-se:

=

Joy = (2.18a)

(2.18b)

Foram efetuadas simulac¢des variando continuamente J, para J crescente e decrescente (figura
[2.9). A simulagdo estd de acordo com a curva teérica. Como era esperado, o estado ndo sincronizado
demonstrou uma forte tendéncia para transitar para o estado de maior sincronizagdo antes de atingir
Jeo. Para se conseguir manter o estado ndo sincronizado perto de J.2, foi usado um tempo de relaxagao
do sistema de 1, e um passo de J de 0.05. Pelo contrério, a solu¢do de maior sincronizacao € bastante
estavel, e aproxima-se de .J.1, mesmo para tempos de relaxagao relativamente altos (1000). Usando a
equagﬁo obtém-se que na vizinhanga de J,1, (15 — 1g,) o (J — Je1)'/2, correspondendo a uma
transicdo de fase hibrida.

1,0 w

.. e

0,8 "

= Simulagdo J decrescente
= Simulagdo J crescente

0,6
Curva tedca da solugao sincronizado
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Figura 2.9: Griéficos de r, em fungdo de J . A trago continuo estd marcada a curva tedrica do estado estével
(linha a preto). Os pontos representam dados provenientes de simula¢des para uma variagdo continua de J: a
vermelho J crescente e azul J decrescente. O tempo de relaxacdo do sistema foi de 1 e o passo de J de 0.05.
K = 10,wi = 10,wj =1.

Usando um sistema de equagdes andlogo ao sistema de equagdes|2.4} mas para uma fungao distri-
bui¢do de frequéncias naturais genérica, pode-se estudar um grande nimero de distribui¢des. Apesar

de diferentes tipos de distribuicdes terem propriedades distintas, para todas as distribui¢des testadas,
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inclusive scale-free, o aparecimento da transi¢do de primeira ordem ocorre quando a frequéncia natu-

ral do oscilador central se afasta do valor médio das frequéncias dos seus vizinhos.
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Capitulo 3

Kuramoto Model com Correlacao entre a
Frequéncia Natural e o Degree do Nodo

No artigo de Gémez-Gardeiies et al [12] foi reportado, com base em simula¢des computacionais,
a existéncia de uma transi¢do de primeira ordem para o Kuramoto model com uma correlacio degree-
frequéncia natural dada por: w; = ¢;, aplicado a uma rede scale-free. No artigo foram encontradas
transi¢des de primeira ordem para diferentes valores de -y, inclusive v = 3.3. Nesta seccido vou
estudar o mesmo tipo de estruturas utilizando annealed network approximation e comparagdes com
dados provenientes de simulagdes. Os resultado obtidos sugerem que, desde que o tamanho da rede e
o degree médio do sistema sejam suficientemente grandes para que annealed network approximation

seja aplicdvel, a transicdo de fase de primeira ordem sé ocorre no intervalo 2 < vy < 3.

Para uma correlac@o genérica ,w(q), numa rede genérica, a fun¢do que descreve cada nodo da rede

[N

0; = w(qi) +J E Qi j Sin(ej — 01), 3.1

J
em que a;; € a matriz adjacente: a;; toma o valor de 1 se 0 nodo ¢ estiver conectado ao nodo j,
e 0 se ndo estiver. Utilizou-se annealed network approximation, o que na prética, se ndo existirem

correlagdes entre degrees na rede, corresponde a fazer a seguinte substitui¢do a; ; = ]‘\7;% ,em que N

¢ nimero de nodos do sistema [40]. Esta abordagem tem implicito uma aproximacdo de mean field,
uma vez que aproxima a ligag@o efectiva entre 2 nodos pela probabilidade da ocorréncia dessa ligagdo.
Em termos préticos, converte-se a rede original num fully connected graph em que a ligacio entre o
nodo ¢ e j é dado um peso igual a probabilidade de ocorrer entre estes dois pontos na rede original.
Este tipo de tratamentos perde informacao local do sistema, mas consegue produzir boas descri¢des

do comportamento global.

O pardmetro de ordem definiu-se como:

A i i
re’” = ZZ: N<q>e , (3.2)
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3.0

e a equacdo[3.1|toma forma:
0; — U = w(q) — ¥ — Jgirsin(f; — 0). (3.3)

Mais uma vez, existem dois tipos de estados para os osciladores. Osciladores em que |w(g;) — ¥| <
Jg;r estdo sincronizados e tém o comportamento do tipo representado na figura[I.1(a)le com o tempo
tendem para um estado estdvel. Os restantes osciladores ndo vao estar sincronizados e vao ter um
movimento periédico, do tipo representado na figura[l.1(a)} Aplicando a defini¢do do pardmetro de

ordem, tem-se:
1 ) .
- E : 0= (grT — lw: — ¥
T qie qir w ,
N <q> - J ( J ‘ J ‘)

1 e .
+W ;qje’(aﬂw)@ (]wj — V| - quJ) :

(3.4)

Assumindo a existéncia de solugdes estaveis, a contribui¢do dos osciladores ndo sincronizados sera
dado por um termo andlogo ao utilizado na equacio Substituindo cada uma das contribuigdes, e

separando em componente real e imaginaria, obtém-se:

. 2
- <;> S Plg)ay|1 - (W@“I’> 6 (a7 - |w(g) - ¥1), (3.5

Jqr

w(gq) —

()~ ¥ = 3" Plo)(wle) - ¢f>\/ - ("‘”\P)Q@ (k@ —¥l-ar).  G3b

Ao contrdrio da situacdo analisada no capitulo anterior, as duas equacgdes dependem de W e r. Estas
equacdes sdo gerais para qualquer sistema com uma distribuicdo de ¢ bem comportada e em que
exista uma correlacio total entre a frequéncia natural do oscilador e o seu degree. Assumiu-se uma
distribuigdo continua de ¢ definida como p(q). Esta aproximagdo poderd alterar o comportamento
quantitativo das curvas mas, topologicamente, o tipo de comportamento serd o mesmo. Na verdade,
quando comparado com os dados provenientes de simulacdes, esta abordagem mostra-se mais exata
do que a utiliza¢do da forma discreta.

O caso de correlagdo linear corresponde simplesmente a definir w = a - ¢ — b e sem perda de
generalidade é sempre possivel mudar para um referencial em que b = 0. Redefinindo: J — J/|a| e

U — U /a as equagdes ndo dependem de a e o sistema passa a ser definido por:

r= «;/joo dgp(q)qy|1 - (q:]quye (‘q(iq;

<Q>—¢=/1+Oodqp(Q)(q—‘i') 1- <q‘]_q;)2@ (1—‘(J)q£

- 1) : (3.6)

) . (3.6b)
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Para evitar a resolugdo direta do sistema de equagdes[3.6] definiu-se uma varidvel o = Jr e obteve-se

as equagoes:

<Q>—¢’:/I+wdQP(Q)(q—‘i’) 1—< aq-)Q@ (1—‘ qa\PD, (3.7a)

q— v q-—
1 [T qg— ? qo
—— d 1- e |-1),. 3.7b
' <Q>/1 aple (04(1) (‘q—\lf‘ ) G0
r:%. (3.7¢)

Assim U ¢ funcdo implicita apenas de « e r € funcdo explicita de Tea. A solugdo do sistema para
um determinado J pode ser encontrada pela intersecdo da curva dada pela equacio com a curva
[3.7¢[ver figura[3.1). A solugéo do sistema 3.6} utilizando um método numérico, como por exemplo
método de Newton, € relativamente facil, mas esta abordagem permite uma melhor compreensdo das

curvas envolventes.

3.1 Rede ER

Nesta seccdo vou considerar uma rede ER. Por comodidade, ¢ foi tomado como continuo. A
distribui¢do p(q) é dada pela versdo continua da equagio

17

16+ S —— =15

15

14

3>

134

12

114

10

T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

3,0
a a

(a) (b)

Figura 3.1: Griéficos do sistema de equag:()espara uma rede ER com A = 10 a preto A = 15 a vermelho. (a)
Grifico de U em fungdo de « a trago continuo e a tracejado estd representado valor de N7 quando o — o0, dado
por (g). (b) Gréfico de r em funcéo de « a trago continuo e a tracejado estd representado as curvas r = «/J.
O r da interse¢@o das curvas a trago continuo com as curvas a tracejado representa a solucéio do sistema para o
respetivo J.

Como ¢ visivel na figura [3.2(b), o sistema exibe uma transicdo de fase de segunda ordem. A

funcéo \i/(a) ndo tem solucdo explicita mas pode-se determinar algumas propriedades: ¥’ (0) =0,
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17

1,0
\ — =10 E
16 —— =15 0.9+
0,8
15 .
0,7+
14 | )
0,6
313 ~ 05
0,4
12 g
0,3
11 0'2_-
10 0'1'_
. T . T . T . T . T r 0,0
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0,0 X
J J
(@) (b)

Figura 3.2: (a) Gréfico de W em fungdo de J. A tracejado estd representado o valor de ¥ quando a — co. (b)
Gréfico de r em fun¢do de J. ¥ pode tomar qualquer valor quando » = 0 o que ndo tem significado fisico, por
isso ndo esta representado.

lima_ 100 ¥/ () = (g) e ¥(0) pode ser determinado expandindo a equagﬁoem torno de o = 0,
obtendo-se a condic¢io:

2

+o0 . q _
=iy gl =0 G8)

em que £ — 0. A resolucdo da equagdo para £ = 0 apresenta algumas complicagcdes uma vez que a
integracdo numérica pode divergir. A melhor solug¢@o encontrada para contornar o problema consistiu
em introduzir o parametro &, que evita a divergéncia do integral. Usando esta técnica obtive as figuras

consistentes com o comportamento observado na figura|3.2(a), Uma boa aproximagao que produz

—&=0.5
——&01 T EEk
: 4 et ]
——£=0.05 100 - .
— ¢= <4 L] ]
£=0.01 . -
)
80Hs | * L]
F [ ]
]
]
60 . [ ]
1,50 ]
oI\ S 50 10,
__ = A ]
]
104 40+ .
1 ] ]
-20 [ ]
E ~—— 20 -
]
-30 -
1 ]
-40 T T T 0 T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 20 40 60 80 100
w A
(a) b)

Figura 3.3: (a) Grafico do lado esquerdo da equagﬁoem fungdo de ‘I’ para A = [10,15]. ¥ = ¥(0) é dado
pela intercepg¢do da curva a traco continuo com a curva a tracejado. (b) ¥(0) em fungdo de .
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poucos desvios, principalmente se (p) >> 1, é considerar ¥(0) constante e igual a (g).
=¥
rJq

Sabendo \IJ(O) ¢é possivel determinar J.. Introduzindo a varidvel de integracdo: = = na

equagdo[3.6a] para v << 1 obtém-se:

+1 ; P2
r:”/ d:cp( v ) v 3\/1—.7:2. (3.9)

(@) J_1 1—Jzr | (1— (Jar)

A solucdo ndo trivial da equagdo existe se J > J., com J. dado por:

Je = 5 ) (3.10a)

T~ 2V2/(\/7 (q)). (3.10b)

08 .

-1,0 4

41,24

In@)

1,44

-1,6

-1,8 4

25 3,0 35 4,0 45
In(<g>)

Figura 3.4: Gréfico de In(.J.) em funcdo de In({w)) a partir das equagdes A vermelho esté representado
uma curva com declive —1/2.

A relag@o|3.10b|s6 é vélida se (q) > 1 como é visivel na ﬁgura O expoente critico do sistema
pode ser determinando usando uma expansao em Taylor de r em torno de & = (0, mantendo apenas os

termos nao nulos:

d d?
0="1  J-J)r+ dT;» P [I2+3(J = o) Jo+3(J = Je)J2 + (] = Jo)*] + ...
a=0
(3.11)

De onde se conclui que, para J —J. < 1, a solug@o ndo trivial comporta-se segundo: r o< (J — Jc)l/ 2,

do|,_g

3.1.1 Comparaciao com Dados Provenientes de Simula¢oes

Foram feitas simulagdes do sistema a partir das equagdo[3.1}usando um método de Runge-Kutta
de 4 ordem com um passo de 0.001 e para uma rede ER com /N = 10000. Para uma correta descri-

¢do do sistema foi necessario um passo extremamente pequeno principalmente devido para as redes
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consideradas na sec¢do seguinte. As simulagdes foram feitas, variando continuamente J no sentido

crescente e decrescente. Obteve-se as figuras

1,0 10
0,84 0,8
. Curva teorica -
" = Simulagdo: J crescente Curva tedrica
0,6 = Simulagdo: J decrescente 064 = Simulagdo: J crescente
<q>=10 ! = Simulagdo: J decrescente
bl N=10000 . ] <q>=50
N=10000
0,44 0,4
am
0.2+ 0,2
.
..-f._—-:
am
0,0 : 0.0 . i :
0 Jg 1 2 0,0 Jg 0,5 1,0 15 2,0
J J
(a) (b)

Figura 3.5: Grifico de r em fungdo de J para uma rede ER. Os pontos azuis e vermelhos representam dados
provenientes de simula¢des com J crescente e decrescente respetivamente . A preto estd representada a curva
tedrica. Para ambos os graficos N = 1000. Para o grifico (a) (¢) = 10, o passo de J foi de 0.02 e o tempo de
estabilizagdo de 1 ;para o gréfico (b) (¢) = 50, o passo de J foi de 0.02 e o tempo de estabiliza¢do de 10.

Para (¢) = 50, a simulagdo coincide com a curva tedrica, dentro dos limites possiveis para o
tamanho da rede, existindo apenas alguns desvios devido a finite size effects perto da transicdo de
fase. Para (q) = 10, a simulag@o desvia-se da curva tedrica, principalmente perto da transi¢do de fase.
Nestas condi¢des o sistema também demora mais tempo a relaxar. Este resultado dever-se-4 ao facto
de para (q) = 10 ser dificil o sistema tender para o estado de equilibrio, visto muitos dos nodos na
rede terem um pequeno nimero de liga¢des, tornando a ideia de campo global imprecisa, pelo que
muitos osciladores irdo estar fracamente conectados ao resto da rede.No geral, os resultados vao de
encontro a teoria desde que o tamanho e o valor médio dos degrees do sistema sejam suficientemente

grandes para se poder assumir a existéncia de um campo global no sistema.

3.2 Rede Scale-Free

Nesta sec¢do vou considerar uma rede scale-free. Utilizando as equagdes [3.7]obtive as figuras
e[3.7) paray = 2.8, v = 3 ey = 3.2 e degree minimo (go) igual a 1. Como se pode observar na
figura[3.7] o sistema exibe uma transi¢do de fase de primeira ordem para y = 2.8 e de segunda ordem
para v = 3.2. A transicdo de fase para v = 3 ndo apresenta histerese, mas apresenta descontinuidade
no pardmetro de ordem, indicando tratar-se em principio de um + critico. Na verdade, como iré ser

verificado a seguir, a transicio de fase neste ponto é uma transicdo de fase hibrida.
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2,8 —y=28
2,74 —y=3
26 —Vy=32
2,5
2,4
2,3
=3 —_

2,24
2,14
2,0

1,94

1,8

1,7 4

1'6 T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

(a) (b)

Figura 3.6: Griéficos do sistema de equacdes para uma rede scale-free com v = 2.8 a preto, v = 3 a
vermelho e v = 3.2 a azul (a) Gréfico de ¥ em fungdo de «, a traco continuo e a tracejado estd representado
valor de ¥ quando a@ — oo, dado por (w). (b) Gréfico de r em fungéo de « a trago continuo, e as curvas
r = a/J atracejado. O r da intersegéo das curvas a traco continuo e as curvas a tracejado representa a solugdo
do sistema para o respetivo J. Em miniatura estd representado o gréfico de r /« em fung¢do de « a trago continuo,
e as curvas 7 = 1/J a tracejado. O r correspondente da interse¢do das curvas a trago continuo e as curvas a
tracejado representa as solu¢des ndo triviais do sistema para o respetivo .J.

1,0
,,,,,,,, y=2.8 ( solugdo instavel) o
] 2 : ] | — y=2.8 ( solugao instavel)
y=2.8 ( solugo estavel) 0,84 ——Vy=2.8 (solugao estavel)
— 3 1 —v3
— ya2 07 — =32
0,6
(— ]
5 - 0,54
0,44
N ]
0,3
0,24
0,14
' : . . . . r 0,0 T
0,0 05 10 15 20 o0 °
J J
@ (b)

Figura 3.7: (a) Grifico de ¥ em fungdo de J. A tracejado estd representado valor de W quando ov — o0, dado
por {w). (b) Gréfico de r em fungéo de J. Curvas a trago continuo representam solugdes estdveis e a tracejado
solugdes instaveis. ] pode tomar qualquer valor quando = 0 e ndo tem significado fisico, por isso ndo esti
representado.

Para analisar o sistema analiticamente, a partir da equacio definiu-se a funcéo:

. 2—7y 1
D(a)=r/a=(y-2) (o) /Jr dz(1 —az)’ 31— 220 (1 — ar)© (aw — qo> .

q0 1 ¥ —qo
(3.12)

33



32

A equagﬁotoma aforma de ®(«) = 1/J (ver a figura[3.7(b)). A velocidade de grupo do sistema,
W, ndo tem forma explicita, mas usando a varidvel de integracdo x = q_%, pode ser escrita como:

y—2 -1 1 z—1

1-%/qq

(¥/a0) " (1—‘%): [T [T o2 )7_3\/1—(—043:)2@(1—10435\),

(3.13)
onde se verifica que ¥ aumenta proporcionalmente com o aumento de gg. ¥ = 3 é um ponto impor-

tante, e é possivel analisar a equac@o analitica para v = 3 + § com || < 1, de onde se obtém:

U(or) = qo (2— 6 fale)), (3.14a)
1- 0+°° dz Z5 In (;—ﬂ) V1—a?2220(1 — |ax))

fale) = = VI=a20(1—|a]) |

(3.14b)

representada na figura[3.8|(deduc@o no apéndice [B).

°y

Figura 3.8: Grifico da fun¢io f,(«), representativa da forma da fungio da velocidade de grupo em fungéo de
aparay =3+ dcomd < 1.

Para o = 0 tem-se que:

. 2
V(0)—2q0 =6 —qoz , (3.15a)

W(0) ~ 1.71 ¢ 6, (3.15b)

em que " (0) = 9 ;;g“) . A existéncia de uma transic@o de fase de primeira ordem esté associada
a=0

a existéncia de um valor maximo de ®(«) para o # 0. Sabe-se que fung¢do ¢ («) tende para 0 quando

a tende para infinito, logo uma condigdo suficiente para a existéncia de uma transi¢do de primeira

ordem ¢ a funcdo ser crescente para « = 0. Como a primeira derivada da fungéo é nula tem-se que a
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segunda derivada tem se de ser maior que zero, de onde se conclui que:

(y—49(r—=3) ¥"(0)
4(y—2) ¥(0)

> 0. (3.16)

Aplicando a equacdo a esta condi¢do, deduz-se o aparecimento de uma transi¢io de primeira em
voltade v = 3 se v < 3. A partir da solucido numérica da equacgio obtém-se que a condi¢do[3.16)
¢ satisfeita para todo o intervalo 2 < v < 3.

Para v > 3, o sistema comporta-se analogamente ao caso da sec¢do(3.1|com:

L2 w(0)\" 317
Cr(v=2)\ @ ' '

Como \TJ(O) aumenta proporcionalmente a qq, J. nao depende de qg.

Para 2 < v < 3 existe um J, diferente para cada uma das solucdes. Este caso é andlogo ao que
se verifica nas transi¢des de primeiro ordem caracterizadas na sec¢ao como tal vou utilizar a
mesma notagdo que no capitulo. J.o € obtido pela relagio[3.17\e J.1 é dado pelo J corresponde ao
valor méximo de ®(«). O diagrama de fases do sistema estd representado na ﬁgura Para v < 3
o sistema & sensivel ao valor do mdximo degree do sistema ¢,4,. O diagrama foi construido usando
as equacoes com @pmqr = 1000. O comportamento das curvas J.; e Jeo para vy < 2.5 variam
consideravelmente com ¢4, € a velocidade de grupo, nesta regido, é também dificil de determinar
visto que para v = 2 o valor médio dos degrees diverge no limite termodindmico. Esta zona nio estd
no representada no diagrama uma vez que nao foram obtidos resultados sélidos. A parir da relacio
3.17| conclui-se que J.o diverge se v — 2. Para J.; ndo foi possivel determinar o comportamento
assintético perto de v = 2 uma vez que analiticamente, perto deste ponto, as equagdes e
mostram-se dificeis de tratar e os resultados numéricos também nao sdo fidveis. No diagrama da figura
a zona [ corresponde a regido em que ndo existe sincronizacao no sistema, a zona I corresponde
a regido em que existe sincronizagdo no sistema e a zona /11 corresponde a regido em que os dois
tipos de solugdes sdo possiveis. J.1, Je2 € J. estdo representados no diagrama, na fronteira das zonas
respectivas. Se 2 < 7 < 3, usando uma expansdo em Taylor em volta do valor maximo de ®(«),

mantendo os termos nido nulos:

J—Ja  d*®(a)

7T da? (= re)Jer + (] = Ja)re+ (r =) (T = J)P 4+, (318)

a=Jc1rc

tem-se que  — r. < (J — Jcl)l/ ? na vizinhanga da transicdo de fase. Para v = 3, ®(a) é constante
para 0 < a < 1, e a transi¢do ocorre em v = 1. A expansio em volta deste ponto, para « > 1 é dada

por:

! ;2‘]” = 2‘3/5 [(r = 7o)y + (J = Je)re + (r = re)(J — J) P2, (3.19)

C
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4,0 4,5 5,0

Y

Figura 3.9: Diagrama de fases do model, aplicado a uma rede scale-free , em funcdo de J e y. Zona I: r = 0.
Zona II: r # 0. Zona II1: A duas solucdes, r = 0 e r # 0, sdo possiveis. J.1, Jeo € J. estdo representados
no diagrama na fronteira das zonas respectivas. ¢;q; = 1000

dando origem ao comportamento assint6tico: r —r. o< (J — Jcl)2/ 3 (descri¢do detalhada no apéndice
[C). Como foi referindo anteriormente trata-se de uma transigao de fase hibrida.

Este conjunto de expoentes criticos foi também encontrado no artigo [20], em que estudaram o
Kuramoto model aplicado a um fully connected graph e a distribui¢des de frequéncias naturais é dada
por: g(w) o |w|* num certo intervalo de frequéncias (simétrico), a € um parametro real. Para a > 0
tem-se uma transi¢do de segunda ordem com expoente critico de 1/2; para a < 0 tem-se uma transi¢éo
de primeira ordem com expoente critico de 1/2 e para a = 0 tem-se uma transi¢do de fase hibrida com
expoente critico de 2/3. Este resultado é muito semelhante ao comportamento do sistema analisado
neste capitulo, existindo também semelhangas na forma final da equacio que define 7.

Apesar deste comportamento ter sido encontrado para o caso limite de uma rede scale-free, em
que P(q) o ¢ 7, existe uma diferenca topoldgica entre 2 < v < 3 ey > 3 como foi referido na
seccdo E de consenso geral que, para este tipo de distribui¢des, o comportamento assintético
da distribuicdo dos degrees para grandes valores tem um papel decisivo no comportamento do sis-
tema [41]. Como tal para qualquer distribui¢io que se comporte como scale-free quando ¢ > 1,
o comportamento serd andlogo, sofrendo o mesmo tipo de transicdes de fase independentemente do
comportamento da distribuicdo dos degrees para pequenos degrees. O expoente critico 1/2 encon-
trado anteriormente para v # 3 é universal para as todas as distribui¢cdes scale-free. No entanto, no
caso de v = 3, trabalhos recentes ainda ndo publicados, mostram que no caso do sistema descrito
no artigo o0 expoente critico 2/3 ndo é universal e pode variar com pequenas altera¢do na forma
da distribui¢do das frequéncias naturais [42]. Devido as semelhancas entre esse modelo e o modelo
analisado neste capitulo, é possivel que, quando v = 3, o comportamento da transicdo de fase possa

depender da forma da fungao distribui¢do dos degrees para pequenos valores.
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3.2.1 Comparacao com Dados Provenientes de Simula¢oes

Foram feitas simula¢des do sistema usando um método de Runge-Kutta de 4 ordem com um passo
de 0.001. As simulacdes foram feitas variando continuamente J no sentido crescente e decrescente,
para uma rede com N = 10000. A rede simulada foi criada usando o static model descrito na secgao
As curvas tedricas foram produzias utilizando solu¢des numéricas das equacgdes p(q) foi

determinado a partir da interpolacdo da estatistica de uma rede com N = 100000. Obtiveram-se as

figuras

(@ (b)

Figura 3.10: Grifico de r em fungdo de J para uma rede scale-free. Os pontos vermelhos, azuis e pretos
representam dados provenientes de simulagdes para v = 2.9, v = 3 e v = 3.1, respetivamente . J crescente
estd representado com pontos e .JJ decrescente estd representado com estrelas. A traco continuo estd representada
a curva teérica respetiva. J.; J.o e J. das diferentes curvas, estdo marcados com a cor da curva correspondente.
Para ambos os grificos foi utilizado um tempo de estabilizagdo de 10, um passo de J de 0.02 e N = 10000.

Para (¢) = 50, a simulagdo coincide com a curva tedrica. Mas para (¢) = 20, a simulagio
desvia-se da curva tedrica perto da transi¢cdo de fase e J.2 ndo se mostra coerente com a simulagdo.
Este desvio deve-se principalmente ao facto da ideia de um campo global na rede ser imprecisa para
valores relativamente baixos de (g), como foi observado também para a rede ER. Apesar disso, a teoria
nestas condig¢des consegue prever corretamente o tipo de transicdo de fase para v # 3. Em todas as
simula¢des efetuadas s6 foram observadas transicdes de fase de primeira ordem para 2 < v < 3, como
previsto na seccao anterior. Como também ja foi referido na sec¢@o anterior, para v = 3 as curvas sao
mais sensiveis aos detalhes da funcdo distribuicao dos degrees e a existéncia ou ndo de uma transicao
descontinua ndo é clara. Fazendo uma analogia com o que se observa no sistema do artigo [20], o tipo
de transi¢c@o devera ser o mesmo e apenas o valor de r. € o expoente critico da transi¢do de fase iram
variar. As solu¢des numéricas prevéem a existéncia de uma descontinuidade com um 7, relativamente
baixo, por volta de 0.15. Devido a este valor ser baixo, é dificil confirma-lo a partir da simulacdo.
Analiticamente torna-se também dificil faze-lo uma vez que nao existe uma férmula simples para

descrever a funcdo distribuicdo dos degrees neste modelo. No geral, as simula¢des apresentam-se
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de acordo com o esperado, apesar de existirem desvios significativos se o valor médio dos degrees
for pequeno. Esta simulacdo além de assegurar a validade da annealed network approach desde que
o tamanho da rede e o valor médio dos degrees seja suficientemente grandes, também indicam que,
como foi assumido anteriormente, este comportamento serd geral para as diferentes redes scale-free,

tendo apenas de se ter algum cuidado quando v = 3.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

No capitulo[2] o Kuramto model foi aplicado a um Star Graph. Apesar da simplicidade do sistema,
este exibiu propriedades interessantes. Foi estudado em detalhe a situagdo em que a distribui¢do
das frequéncias naturais dos osciladores seguia uma distribui¢do quasi-normal e observou-se que a
frequéncia natural do oscilador central desempenha um papel decisivo no tipo de comportamento do
sistema. Se a diferenca entre o valor desta frequéncia e o valor médio da frequéncia natural dos seus
vizinhos for inferior a um certo valor critico, w,, 0 sistema ndo exibe nenhuma transi¢do de fase.
Este resultado sugere que, numa rede, serd facil para osciladores conectados a um hub sincronizem-se
entre si, originando sincronizacio parcial, desde que os hubs tenham frequéncias naturais semelhantes
aos restantes osciladores. O comportamento do sistema altera-se se esta diferenca for maior que we,
e passa a exibir transicdo de primeira ordem. Este resultado é andlogo para outras distribui¢des,
como por exemplo scale-free. O resultado obtido no artigo [24] pode ser interpretado com base
no comportamento de um hub isolado. Neste artigo os autores estudaram o kuramoto model sem
correlacdes e com uma distribuicao de frequéncias naturais normal, quando aplicado a uma rede scale-
free com 2 < v < 3, e deduziram que J, tende para zero com o aumento do tamanho da rede. Como
ndo existe correlagdo entre a frequéncia natural e o degree dos nodos, com grande probabilidade,
as frequéncias naturais dos hubs serdo muito préxima das dos seus vizinhos. Neste regime os hubs
isolado ndo apresentam transicao de fase. Como para um rede scale free com 2 < v < 3 o sistema
€ dominado pelo comportamento dos hubs, o comportamento do hub isolado podera estar na base do
facto de J. tender para zero nessas mesmas redes. Além do interesse tedrico desta estrutura, para
compreender as propriedades do Kuramto model numa rede, a dependéncia que o sistema exibe na
frequéncia do oscilador central, um parametro facil de manipular, poder4 ter interesse s por si.

No capitulo |3| foi estudado o Kuramto model com uma correlagdo linear entre e o degree e a
frequéncia natural do oscilador para redes ER e scale-free. A analise do sistema baseou-se em anne-
aled network approximation. Esta abordagem, quando comparada com simulagdes, mostrou-se exata
desde que o tamanho e o valor médio dos degrees da rede fossem suficientemente grandes. Para uma
rede ER e scale-free com v > 3, o sistema exibe uma transi¢ao de segunda ordem. O comportamento

do sistema € diferente para uma rede scale-free se 2 < v < 3, neste caso o sistema exibe uma tran-
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sicdo de primeira ordem. Este resultado € curioso uma vez que é o contrdrio do observado no Potts
model, com trés ou mais estados, quando aplicado ao mesmo tipo de redes. Como foi referido na
sec¢do|1.3] neste modelo a transi¢do de fase de primeiro ordem ¢ destruida quando 2 < ~y < 3, devido
ao papel predominante dos hubs no comportamento do sistema. No artigo de Gémez-Gardefies et
al [12], foram feitas simulacdes para o mesmo tipo de correlacio e foram também aplicadas a redes
scale-free. Neste artigo foram encontradas transicdes de primeira ordem para v > 3, até um maximo
de v = 3.3. Este resultado ndo coincide com as simulagdes e andlise tedrica feita neste trabalho, onde
o limite de v < 3 para a transi¢do de primeira ordem € claro, desde que o tamanho e o valor médio dos
degrees da rede seja suficientemente grande para se poder assumir a existéncia de um campo gldbal.
Mesmo quando o comportamento das simulacdes se afasta do comportamento previsto usando mean
field, em todas as simulagdes efetuadas o tipo transicao de fase nao foi alterado. Uma ideia para tentar
compreender o aparecimento da transicdo de fase, referida no mesmo artigo, € o facto dos hubs no Ku-
ramoto model poderem exibir transi¢des de fase de primeira ordem. Como foi estudado no capitulo 2]
o sistema exibe este tipo de comportamento para diversos tipos de distribui¢des, desde que a frequén-
cia natural do oscilador central se afaste da frequéncia natural do seus vizinhos. Ao assumir-se uma
correlacdo entre o degree do nodo e a sua frequéncia natural, os hubs do sistema irdo ter frequéncias
naturais muito diferentes da grande maioria dos seus vizinhos. Como para 2 < v < 3, o comporta-
mento do sistema € dominado pelo comportamento dos hubs, este processo poderd estar na base da
transi¢do de primeira ordem. Para tentar compreender a influéncia da frequéncia natural dos hubs no
sistema, seria interessante a utilizacao de uma andlise teérica com base num método mais robusto do
que mean field, por exemplo Bethe-Peierls approach. Infelizmente, a aplicacdes deste tipo de andlise
a este modelo mostrou-se dificil de tratar. Uma forma de conseguir alguma informagdo qualitativa
dos efeitos da frequéncia natural dos hubs numa rede scale-free serd manipular estas frequéncias para
tentar compreender se 0s hubs estdo ou ndo na base da transi¢do de primeira ordem do sistema. Outra
abordagem interessante serd a utilizacdo de uma correlagdo ndo linear entre o degree e a frequéncia
natural do nodo.

Com este trabalho conclui-se que pode ser induzida uma transicio de fase de primeira ordem no
Kuramoto model: quando aplicado a um star graph, se o oscilador central tiver uma frequéncia natural
suficientemente diferente da dos seus vizinhos, ou a partir de uma correlagdo linear entre o degree do
nodo e a sua frequéncia natural quando aplicado a uma rede scale-free com 2 < ~v < 3. Apesar
de parecer existir uma forte relacio entre este dois casos, ndo existe informacdo suficiente para uma

conclusdo definitiva.
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Apéndice A

Contribuicao dos Osciladores nao

sincronizados

Para estudar a contribuicdo do osciladores ndo sincronizados vou usar a solugdo exata da equacdo
quando |wj — ¥| > J, dada por:

J—i—tan(ﬂ;t\/(wj—\ll)?—l]?) \/(wj— )2 — J2
Wj*\i’

; — 0; = 2arctan , (A.1)

em que k; € uma constante que depende das condigdes iniciais, em w e em J. No limite termodi-

namico, o termo + > ;exp [iarcsin (6; — 6;)] O(|w; — W| — J) pode ser escrito na seguinte forma:

J + tan (k/2 + DT Vo = 2

w

/ / dkdw g(k,w+T) exp{ 2i arctan O(|w|—-),

(A2)

9(y, z) é uma fungdo distribui¢do genérica, bem comportada. Fazendo a seguinte substitui¢do: a =

wi/1— (%)2, obtém-se:

0o oo g(k:,w(a)—l—i’) J + tan (k‘/2—f—#) |al
/ / dkda exp4 2i arctan , (A3)
ey L (2)

t c ~ C o L .
O termo tan (kz /2 + %) € uma funcdo peridédica em ¢ e em ¢. Quando ¢ € muito grande este termo é
muito sensivel a varia¢cdes de a. Com base nisto vou definir a = a,, + 2y/t, em que a,, é uma varidvel

discreta que toma os valores: a,, = 2n7/t onde n € Z e y é uma varidvel continua definida entre
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[0, 7]. Aplicando na equagdo obtém-se:

o oo - g (k: w(a; + 2y/t) + \IJ) J + tan (t'a;‘j’“ + y) |ai| + 2y/t
- / Z / dkdy exp4 2i arctan
13 —oo o YO

J 2 J 2
1+ (3) 1+ (Ty/t)
(A.4)
Quando t — oo, a varidvel a,, passa a ser continua e os termos y/t — 0. A equagdo toma a forma:
1 oo oo g(k,w(a)—i—\i/) J—i—tan(k%tla‘—i—y) |al
— / / / dkdady = exp 27 arctan - , (A.S)
T mee e 0 L+ (2) L+ (3)

O integral em y pode ser resolvido analiticamente e como percorre num periodo inteiro o resultado ndo
depende das condig¢des inicias. Usando uma fung¢@o distribui¢do dependente apenas de w: g(w + \IJ) =
[, g(k,w + ¥)dk obtém-se:

o0
z/ dwg(w+\11)§[1— V1= (J/w)? 0(|w| — J). (A.6)
—00

O resultado tem apenas parte imagindria, o que significa que s6 tem influéncia direta na velocidade
de grupo. Se U for nulo ndo existe quebra de simetria e esta contribuicdo é nula. E importante
notar que este resultado ndo é valido para uma funcao distribui¢@o do tipo delta-Dirac. Neste tipo de
distribuicdes, lim; oo g(w + 27/t) # g(w).
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Apéndice B

Deducao da relacao 3.15

Aplicando a equagio a uma rede scale-free obtém-se:

S e ; ag ) qo
(@) — ¥ = dgp(q)(q—T)4/1— -] 01— —| . (B.1)
a0 q—V q—V
Usando a variavel de integracdo definida por x = q_q 5> tem-se que:

(52 5) = ([ o ) o (52) vimeren e,

P
QO m —+00
(B.2)
Para v = 3, tem-se:
2Q()—\i/ +00 +o00 5
e / dw—/ do | 231 = (@2)20 (1 — |aa]). B.3)
do —1 1
W /qp—1

De onde se obtém que U = 2q é solugdo para qualquer o. Assumindo pequenos desvios da relacdo
anterior, y = 3+, e U = ¢o(2 + A), com |§], |A] << 1, obtém-se que:

1-— 0+O° dz 25 In (i—ﬂ) V1—a2220(1 — |azx|)

A=— : 4
’ 1—v1—-0a?0(1 - |a)) B
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Apéndice C
Deducao do expoente critico de 2/3

A equacdo para y = 3 toma a forma de:

1 [t
2(0) = / dov/1— 226 (1 — |ag]). .1
~1
Se a > 1:
+1/a
®(a) = / dz\/1 — 22. (C.2)
0
Definindo § = o — 1, e considerando § < 1, obtém-se:
- +1-§
P(1+9) = 4+/ dz/ 1 — x2. (C.3)
1
Usado a varidvel y =1 — z:
- )
O(1+9) = 1 —/ dy/y\/2 — y. (C4)
0
Como § < 1:
2v/2
B(1+0) =~ — 2V2 530 )
4 3
Usando 1/J = ®(«) determina-se, para J perto da transi¢do de fase, a equagﬁo com 0 compor-
tamento assintético : r — r. o< (J — JC1)2/3.
J—J 22
Tt = T =)D+ (T = et (=) = )P (C.6)
1
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