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Resumo

Apresentamos um estudo unificado da regularidade lipschitziana dos mini-
mizantes, para o problema bdsico do Célculo das Variagtes (CV) e suas gene-
ralizagBes. Numa primeira parte, de sintese, introduzimos o problema; damos a
sua condigdo necessdria cldssica de minimalidade - a equacao de Euler-Lagrange;
formmlamos o teorems da existéncia de Tonelli; e demonstramos vdrios resul-
tados de regularidade (incluindo a descri¢io do fenémeno de Lavrentiev). Na
segunda parte, usamos a abordagem do Controlo Optimo, para obter um novo
resultado de regularidade lipschitziana para os minimizantes do problema bésico
do CV. A mesma estratégia é depois estendida a problemas com derivadas de

ordem superior.

Palavras Chave. célculo das variagdes, controlo éptimo, teoremas de exis-

téncia, regularidade lipschitziana dos minimizantes.
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Abstract

In this dissertation problems of the Calculus of Variations (CV) are stud-
ied, and in particular the questions of lipschitzian regularity of minimizers are
addressed. The work consists of two main parts. Part I is a survey: we start
with the basic problem of the CV, then we introduce Euler-Lagrange necessary
minimality condition and formulate classical existence and regularity results for
minimizers, including the Lavrentiev phenomenon. In Part II we utilize an ap-
proach of Optimal Control theory, to obtain a new result regarding lipschitzian
regularity of minimizers for the basic problem of the Calculus of Variations, and

for the problems with higher order integrands.

Key Words. calculus of variations, optimal control, lipschitzian regularity
of minimizers.
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Introducao

Motivacao da Dissertacao

Leonida Tonelli foi o primeiro a descrever, em 1915, uma teoria de existéncia
para o problema bésico do Célculo das Variagbes. Ele identificou 0 espago dgs
fungdes absolutamente continuas como sendo a classe coerente na qual se poFIe
(de um “modo razodvel”) esperar existir um minimizante. Més enquanto a teoria
de Tonelli resolveu essencialmente a questdo da existéncia, ela tarnbém gerou
novas questdes acerca da validade das condigtes necessdrias tradicionais, exemplo
das quais é a famosa equagio de Euler-Lagrange. Tonelli conjecturou, enquanto
Clarke e Vinter verificaram em [8], que certas ocorréncias do problema bésico do
Célculo das Variagfes, satisfazendo as hipéteses de existéncia de Tonelli, tinham
minimizantes para os quais a equacao de Euler-Lagrange néo era verificada. Este
facto salientou a diferenca relevante entre as hipéteses dos teoremas da cxisténcia
& 0s requisitos sob os quais as condigdes necessdrias usuais séo aplicdveis. O uso

de um teorema da existéncia é, de um modo légico, um prelddio para invocar



condicOes necessdrias. No entanto, podemos olhar para as condighes necessdrias
como sendo elas mesmo o nosso objectivo. Esta perspectiva adequa-se, por razies
histéricas, bastante bem ao Cédlculo das Variagdes, onde a énfase foi colocada
durante cerca de dois séculos nas condigdes necessdrias. Para tal, é necessdrio
garantir a existéncia de uma solucio do problema, numa subclasse das fungoes
absolutamente contfnuas para a qual as condigbes necessdrias séo vdlidas. Um
exemplo de uma tal subclasse é a das fungdes lipschitzianas: um minimizante
que pertenca a esta classe satisfaz a equagiio de Euler-Lagrange (Teorema 10).
A dmportancia da regularidade lipschitziana dos minimizantes, é ainda re-

forcada por dois motivos:

» o primeiro & o de que sob certas condigdes, ela implica regularidade C! ou

mesmo regularidade C? (vejam-se os Teoremas 40 e 48 respectivamente);

e 0 segundo é que ela exclui automaticamente o fendmeno de Lavrentiev

Ja explicado o papel da “Regularidade Lipschitziana dos minimizantes no
Calculo das Varlagtes”, resta clarificar o porqué do “Controlo Optimo” no titulo

deste trabalho. Os problemas de controlo 6ptimo, que segundo parece tiveram

1 Num contexto geral, o termo fendmeno de Lovrentiev & usado para descrever o facto do
valor do minimo de um problema variacional aumentar estritamente quando a classe de fungdes
admissfveis Wiz (e, b]; R™) & substituida por Wi ([a, 8;IR™) com 1 < p < g < +oo e
1<k < p. A ocorréncia do fenémeno de Lavrentiev A — Lip levanta problemas 4 aplicagdo
de métodos numéricos para averiguacio dos minimizantes. B também relevante nas ciéncias
dos materiais, onde parece estar ligada:a fendmenos de fractura. -



origem na literatura de engenharia dos ancs quarenta e cinquenta, englobam o
Célculo das VariagOes. Inversamente, é também verdade que muitos dos pro-
blemas de controlo éptimo podem ser reescritos como problemas varlacionais
com restrigdes de desigualdade e igualdade (que sio admitidas na teoria cldssi-
ca). Embora haja quem pense que a teoria do controlo éptimo seja apenas a
face moderna do Calculo das VariagGes, é nossa convicgdo de que na verdade hd
como que uma mudanga de paradigma, que prevalece em importincia sobre o
relacionamento matemdtico das duas. Esta mudanca de ponto de vista, faz com
que certo tipo de questdes possam ser respondidas de uma forma mais natural
num modelo, do que no outro. Vdrios exemplos disso podem ser encontrados em
[32]. E precisamente o 10sso propésito, mostrar a “melhor adequagio” da teoria

do controlo éptimo ao estudo da regularidade lipschitziana dos minimizantes.

Organizacao da Dissertacao

O presente trabalho divide-se basicamente em quatro capitulos. No primeiro
descrevemos o problema, de optimizagao com que iremos trabalhar e damos uma.
breve revisdo da condig@o necessdria clédssica - a equacgio de Euler-Lagrange. -

O segundo capitulo aborda a questdo da existéncia. Damos exemplos de
motivacio e apresentamos o Teorema de Tonelli. . : v

O terceiro capitulo trata o assunto da regularidade. Damos exemplos, faze-

mos observagoes e apresentamos varios resultados. Concluimos com um proble-



ma de minimizante ndo regular, possuidor do fenémeno de Lavrentiev.

O dltimo capitulo expde a nossa abordagem ao assunto e consiste fundarmen-~
talmente dos Teoremas 51 e 53. A demonstragio destes resultados baseiam-se na
passagem prévia do problema basico do Caleulo das VariagBes a um problema de
tempo optimo, ao qual podemos aplicar o princfpio do méxime de Pontryagin.

Em apéndices colocamos alguma informagio necessdria & compreensao do
trabalho. No fim apresentamos as referéncias bibliograficas, que foram sendo
citadas ao longo do texto e que serviram de fonte de conhecimentos e inspiragio
para a presente dissertagao, assim como um fndice remissivo de termos e notagoes

que esperamos possa servir de ajuda na leitura deste frabalho.

Comentarios Bibliograficos

As fontes nsadas na Parte de Sintese foram essencialmente: (2], (6], [13], [16],
[17] e [32] para o Capitulo 1; [4], [12], [16], [17], [21] e [33] para o Capitulo 2; [3],
4], [6], [12], [16], [17], [19], [21], [23], [24], [30] e [34] para o Capftulo 3.

Para a Parte Original contribufram principalmente [1], [6], [7], [8], [91, [10],
[11], [15], [26} e [29].

Os conhecimentos preambulares, que se revelaram necessdrios ao desenvolvi-
mento desta dissertagiio e por conseguinte também importantes para a sua inteira
compreensao, podem ser encontrados em [13], [14], [18], [20], [22], [25], [27] e [28].

Os Apéndices devern muito a estas obras.



Parte de Sintese

“Inventar ¢ maravilhoso; mas
aprender e valorizar o que
0s outros descobriram, serd

menos do que criar?”

G oethe

(citado por Viktor Pekelis em Conhega,’ as suas potencialidades, ed. Mir, 1988, p:"92)



Capitulo 1

O Problema Basico do Calculo

das Variacoes

O Cilculo das Variagdes é uma drea da matemadtica com trés séculos de idade,
mas que continua a ser ainda fonte de questdes em aberto. O problema com que

iremos lidar, & denominado de problema bdsico do Célculo das Variagoes.

1.1 Exposi¢ao do Problema

Definicdo 1 O problema bdsico do Céleulo das Variagdes, consiste na escolha
de uma fungdo z : [a, b — IR™, n > 1, pertencente a uma dada classe de fungoes

X, de modo a minimizar uma funcional integral J ] :

b
T [z()] = / L (¢, o(t), #(£)) dt — min, )

7



] _ CAPITULO 1

quando sujeita as condigdes de fronteira
z(a) =z, e z(b)=uz.

As funcdes em X chamamos de trajectdrias ou curvas. Uma frajectdria da classe
X que satisfaca as condigdes de fronteira diz-se admissivel. Procuramos a curva
admisstvel z{-) tal que

J=()] < Jy()l

para todas as trajectorias admisstveis y(-). Agui,
a,be R coma <b, g, Ty € RY,

d
sdo dados; &(-) representa a derivada Ef—

B () = (dm;t(t)’ d:s;(t)> ’_

engquanto o lagrangeano L : [a, )| xR"xR™ — IR represenia uma funcdo nos
seus argumentos (t, z, v). Quando nada for dito, supomo-lo do classe C?. Na
situagdo do lagrangeano nio depender explicitamente da varidvel independente t

- tempo - dizemos que o problema (P) é auténomo. i}

Observacao 2 Sem perda de generalidade, podemos considerar apenas proble-

mas (P coma=0,b=1,0,=0expy=1=(1,..., 1):

1
Te()] = A L(t, o(t), &(t)) df — min (L.1)

z(0) =.0, z(=1.
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Com efeito, seja

b
T()] = / L(t, 2(), 3(t)) dt — min (1.2)

a

z(a) = x5 zb)=ux,

t —
Fazendo 7 = b——Z ez(T)=xz(t(1)) —2a— (wp — 2, — 1) T, temos

t = (b—a)T+a
dt = (b—a)dr
2(r) = (1)) (b~a) — (zp— e — 1)
t e [ab=>7€[01]

2(0) = 0, =z(1)=1
e por conseguinte podemos escrever (1.2) na forma (1.1):

Jz()] = fF(T, z(1), #(7)) dr — min
A .

z{(0) = 0, 2(1)=1,
onde F (1, 2, 2) =
=L((b—a)T+a,z+wa+(mb—$aﬂ1)f,E-i—a(2+ccb—$a—1)) (b—a).

Notar que se a funcgo z(-) for membro da classe C7, Lip ou AC no interva-
lo [a, b], também z(-) o serd mo intervalo [0, 1]; e que L(-,~,-) e F(-,-,-) sio

semelhantes em termos de continuidade e diferenciabilidade. ct
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1.2 Breve resenha historica

O Céleulo das Variagdes nasceu em 1697 em Groningen, uma cidade univer-
sitdria no norte da Holanda, quando Johann Bernoulli, professor de matemética
na universidade local desde 1695 a 1705, publicou a solugio do problema de

braquistécrona. (Problema (P) com n = 1 e lagrangeano dado por L (¢, z, v) =

1+v*
T— 2,

O seu nome tem origem nas palavras gregas SpoxtoTos: minimo
e xpovos: tempo.) Um ano antes (em 1696) ele tinha desafiado os seus con-
temporéineos & resolver o problema. Para além da solucdo do préprio Johann
Bernoulli, foram submetidas solugdes por Newton, Leibniz, Tschirnhaus, I’'Ho-
pifal e Jakob Bernoulli {(irméo de Johann Bernoulli). Depois destas solugdes, e
directarnente ligados aos eventos de 1696-1697, registou-se um perfodo de activi-
dade intensa em problemas semelhantes. Do trabalho do matemsdtico Leonhard
Euler, que tinha sido um estudante do préprio Johann Bernoulli, e do matemati-
co Joseph Louis Lagrange, que se tornou interessado nos problemas variacionais
ao ler o trabalho de Euler, surgiu a denominada equagio de Euler-Lagrange, a ser
satisfeita por “qualquer minimizante” do integral variacional J[-]. Na verdade,
esta condicio foi estabelecida em 1744 apenas por Euler. No entanto a maneira
usada para a obter usava métodos heurfsticos e considerandos geométricos os
quais, embora engenhosos, careciam de rigor matemstico. A 12 de Agosto de

1755, Lagrange escreveu uma carta a FEuler contendo detalhes de como obter a
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equagio de Euler por um processo puramente analitico e que seguia, no essencial,
a linha de raciocinio que hoje usamos para a obter. Depois de ver este trabalho,

Fuler deixou de usar o seu préprio método, expondo o de Lagrange.

1.3 A condicao necessiria de Euler-Lagrange

1.3.1 Vdrios tipos de minimo para .J[1]

Como dissemos na Definigio 1, procuramos o minimo global de '.J []. No
entanto, como as condigbes necessdrias para minimo local sdo automé,ticamente
condicdes necessdrias para minimo global, & usual considerar a formulagio das
condigdes necessdrias na sua forma mais geral, i.e., para minimos locais. _Pa,ra
isso temos de especificar uma métrica que torne precisa a; nogao de viziﬁhanga.

No nosso contexto sao usuais as seguintes métricas:
po(z (), y ()= sup {[l= () —y @I}
te(a, b
pr{z(),y()) = up, {ll= @ —y @I+ [E@) —g @}

Definicdo 3 Se ezistir uma trajectoria admissivel z(-) e um § positivo tal que

Jz()] < J ()] para toda a trajectoria admisstvel y (-) o satisfazer

Po (:ZC () ' Y ()) < 6:

dizemos que x(-) é um minimizante forte para (P). De-modo -andlogo, se
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J[z()] < J[y()] para toda o trajectoria admisstvel y (1) a satisfazer

pr{@ (), y () <4,

dizemos que z(-) é wm minimizante fraco, a

O minimo global, o mmimo forte ¢ o minimo fraco comparam z(-) com
fungc“).es y(-) em espagos sucessivarmente mais pequenos. Por conseguinte, se
J [z (-)] € um minimo global para o nosso problema, entdo ele é necessariamente
um minimo forte; se J {z (-)] & um minimo forte ent&o & também um mfnimo fraco.
A condigio necessdria de Euler-Lagrange, que iremos estabelecer de seguida, é
vilida para minimizantes fracos (e portanto também para minimizantes fortes e

globais).

1.3.2 - Deducao da equacgao de Euler-Lagrange

Seja. @ (-) uma fungdo continua, duas vezes diferencidvel e que minimiza (P).
Consideremos ainda qualquer fungio & : [a, b] — R™ de C* com valor nulo em a

e b. Tais fungdes so chamadas de wariagées. Observe-se que
(x+eh)(-), VeeR
& um elemento de C? satisfazendo as restrigoes de fronteira de (P):

(x+eh)(a)=x(a) e (xz-+ch)(d)==z().

1
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Uma vez que x(-) & solugdo de (P), temos que
Jz+eh) () >Tz()], Yh(:)eClL
Noutros termos, dado h(-) arbitrario, a funcio g(-) definida por
b 0
g(e) = J(m-eh) ()] = / L (&, 2(t) + £ h(e), #(2) +<h(s)) d

admite um minimo em € = 0. Dado que L (-,,-) € C%, afuncio g & diferencigvell

9(e) = dg(s) / {L t o(t) + e h(t), w(t)+ah(t))} dt,

e g (0) deve ser zero. O céleulo d4

=0%&
g=0

§(0)= 2Tl +ch) (]

b . .
<‘_’>f {L:z:’* (t: m(t): :’L'(t)) h'z(t) + Ly (ta m(t)a m(t)) hz(ﬁ)} dt=0, i€ {17 Ty ’fb} )
(1.3)

para todos os h(-) = (A (-), ..., A" (*)) € C* em |[a, b], € onde
oL
L (2 = —
T (,SL‘, 'U) At (ta &z, "U):

Ly (¢, z, v} = %}% {t, =, v).

A condigio (1.3) é tudo menos préitica. Vejamos como obter uma outra mais

1itil, eliminando qualquer referéncia s variagbes. Integremos o segundo termo

1 Veja-se o Teorema 67 em Apéndice e as observagbes que se lhe seguem.
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de (1.3) por partes. Tendo em mente que h{a) = h{b) =0 obtemos

f: (Lm,-, (t, z(2), &(t)) — %‘Lﬂi (t, =(2), :c(t))) Ri(tydt =0, ie€{l,...,n}.
(1.4)
Notar que isto é obtido para qualquer variagio h(-) e que a quantidade entre
paréntesis ndo depende de h{-). E tentador, e vamos ver que correcto, concluir

que esta quantidade & identicamente nula:

Lema 4 (Lema fundamental do Cdlculo das Variagbes) Se a e 8 (B > o) séo
constantes fizas e a(-) € uma funcdo continua em o, 8] verificando

/ﬁa(t) h(t)dt=0, VA()EC comh(a)=h(8)=0, (1.5)

conclutmos que -

a(t)=0 Wt E.[a, . (1.6)

Prova; a demonstracio resume-se a mostrar a existéncia de pelo menos uma
fungao A (-) para a qual (1.5) é violada quando a (-} & tal que (1.6) nio se verifica.
Suponhamos portanto a ndo ocorréncia de (1.6): existe um valor particular ¢y €
le, B[ 1o qual @ (fp) # 0. Sem perda de generalidade, consideremos a (tp) > 0.
Uma vez que a{-) é continua, existe um intervalo em redor de tp - digamos
[to —&; tg+¢] - no qual a(t) > 0. Mas entdo (1.5) ndo pode ocorrer. Por

exemplo, consideremos a funcio definida por

(t—(to—e))? (t— (to+e)? se t€llg—e, to+el
h(t): .

0 se té&tg—e,to+g
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Para esta fungio em particular (que é continua e verifica A (a) = h(8) =0) o

integral em (1.5) toma o valor

f R () (£ = (to — €))2 (t — (o +&))? dt >0
1

0—&
dado que a(t} > 0 para t € [t — ¢, o + €. [ |

De (1.4) e do Lema fundamental do Célculo das VariacGes, vem que

%Lﬂi(t, a(t), #(8)) = Los (b, a(t), #(8), s€{l,...,n}.  (L7)

Esta é a equagio de Euler-Lagrange - uma condig@o necesséria a ser satisfeita
por minimizantes de J [-] que sio da classe C2.

Definicio 5 As solugées da equagdo de Euler-Lagrange chamamos extremais.
O

1.3.3 A equacao de Euler-Lagrange na forma integral

Durante mais de um gécule, foi pritica comum considerar as fungdes admis-
siveis na classe C2, C? ou, quando muito, na classe PC". No entanto, & desejévgl
admitir a maior classe de fungdes para a qual a condigdo (1.7) faga sentido. Essa
classe resulta ser a das fungGes lipschitzianas, mas para tal precisamos de um
conceito de integral que ndo o de Riemann, como foi reconhecido por Weilerstrass

a0 Propor os seus integrais - os integrais de Weierstrass.? Em 1879, mais ou

2 Actualmente, a interpretagio do integral em {P) no sentido de Lebesgue & a pritica corrente
no Ciélenlo das VariagBes e serd o sentido usado em todo este trabalho. Esta generalizagio do
integral de Riemann, foi introduzida por Lebesgue em 1902. O seu uso sistemdtico {(assim como
o das trajectérias absolutamente contfnuas) no Cdleulo das VariagGes, comegoun com o trabalho
de L. Tonelli, por volta de 1914. Estes conceitos vieram depois a tofnar-se imprescindiveis com
o desenvolvimento da teoria do Controlo Optime.
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menos pela mesma. altura, duBois-Reymond encontrou uma maneira de obter
uma versio mais forte da equacio de Euler-Lagrange.
Fagamos X = Lip ([a, b], R™), a classe das funcdes Lipschitzianas x : [a, 5] —

IR™ que satisfazem a condigio de Lipschitz
lz(t1) — &(t)l] < A~ |t — t2f para todo t1,%3 € [a, b,

onde a constante A depende de z(-). Consideremos o argumento usado na
obtengdo da equagio de Euler até ao ponto onde obtivemos (1.3). Em vez
de procedermos com a infegragio por partes do segundo termo, escolhamos o

3

primeiro.’ O resultado é

/ab Ly (£, 2(t), #(t)) A (t) dt = _/: [/:Lmi (7, 2(r), 3(r)) dr| Hi(t) dt,

pata i € {1, ..., n} e para todo o h(-) = (R (), ..., A" (1)) € C*{[a, B}, R™).

Por conseguinte podemos escrever (1.3) na seguinte forma equivalente:

/: [va: (¢, x(t), &(4)) — ft Ly (T, 2(T), 2(7)) d’."} h(t) dt = 0. (1.8)

a

Uma vez que h(-)-é qualquer variagdo, com h(a) = h(b) = 0, podemos ser
tentados a concluir que a quantidade entre paréntesis rectos & nula. O lema
seguinte esclarece que isso ndo é bem assim - a conclus@o correcta é que essa

quantidadé & constante.

3 A férmula de integragao por partes continua vdlida para o integral de Lebesgue, como se
prova, por exemplo, em [14, Teorema 5.3.3.1, p. 115].



O PROBLEMA BASICO DO CALCULO DAS VARIAGOES 17

Lema 6 (Lema de duBois-Reymond ) Se a.e B (B > «) sdo constantes fizas e
b() é uma fungdo continua em [a, B] verificando

/ﬁb(t) h(t) dt=0, Vh(:)€C" comh{a)="h{8)=0, (1.9)

entio

Prova: seja

Temos entdo que

[

Se escolhermos

b (t) = constante em [, 3] .

1 (i
k:ﬁ_afa b(t) dt.

b)) dt — fjkdt—/:b(t) dt = (1.10)
- k(ﬁ—a)—/ﬂb(t) dt = 0.

24

r)= [ (b))

[ 4

vemos que A () € C*([e, A]) e, em virtude de (1.10), k() = h(,B) — 0. Se

admitirmos a hipétese (1.9), com este h (-) particular temos

3 ) 8
f b(t) h(2) dt = f b(t) (b —b(8) dt =0, (L.11)

Multiplicando (1.10) por.k e subtraindo o resultado por (1.11) obtemos:

kfﬁ(k—b(t)) dt—/ﬁb(t) (k—b() dt:(}@/ﬁ(k»—b(t)f d=0.

Uma vez que (k — b(t))* > 0, segue-se que b (t) = k para todo o t € [, §]. =
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Do Lema de duBois-Reymond e de (1.8), concluimos que para qualquer solucao

z(-) € Lip de (P), existe um vector constante ¢ = (cl, e, cn) € R” tal que
) t
Ly (&, 2(8), $(t) = ¢ + / Ly (r, a(r), (1) dr, i€ f{l,...,n} (1.12)

a

& verdade para quase todos os t € [a, b].

Definicdo 7 Designamos as equagdes (1.12) por equagdes de Euler-Lagrange
na forma integral. |

Definicao 8 As solucdes da equacio de Euler-Lagrange na forma integral chamamos
extremais de duBois-Reymond. o

Observacao 9 Como veremos com 0s exemplos apresentados em §3.1, uma ex-
tremal de duBois-Reymond néo necessita ser da classe C?. Este facto vai-nos
levar a estabelecer uma condicdo de regularidade, garante de gque as extremais de
duBois-Reymond do problema (P) sejam de facto da classe C? (Teorema 48) e
por consequinte solugdes das equagdes de Fuler-Lagrange. O

Teorema 10 Qualquer extremal de duBois-Reymond z(-) satisfaz, em q.t. P- te
[a, B], as equagdes de Euler-Lagrange*

%Lﬂi (¢, 2(t), #(8)) = Ly (¢, =(t), #(t)), ie{l,...,n}. (1.13)

Prova: uma vez que L, (t, z, v) é uma fungio continua nas 2n + 1 vari-
dveis (¢, z, v) € [a, ] xR* xR, inferimos que Ly (-, (), £(-)) é uma fungéo
mensurédvel, limitada em [a, §]. Por conseguinte, o lado direito de (1.12) é uma
funcio absolutamente continua em t € [, b] (vide Teorema 65 em Apéndice),
diferencidvel em quase todos os pontos. A derivacdo dd-nos a equagao de Euler-

-Lagrange. u

4 Notar que em geral néoe nos ¢ permitida escrever o loado esquerdo de {1.13) na forma

%Lv ,(t, w(t), &(t)) = Lut (t, 2(8), #(t)) + Lux (t, 2(2), £(@)) £(t) + Lo (8, 2(8), 2(2)) (t).



Capitulo 2

Existéncia

A formulagio da condigdo necessdria de Euler-Lagrange no Capftulo 1, &
dada para um minimizante jd existente. No entamto, mes;mo problemas com
lagrangeanos bastante simples {e.g. polinomiais), podem ndo admitir solucdes.

Comegamos em §2.1 por ilustrar, com exemplos, o género de dificuldades que
surgem na tentativa de obter resultados de existéncia. Veremos que os integrais
variacionais, mesmo que sejam limitados inferiormente, ndo possuem necessari-
amente minimizantes da classe CT ou de qualquer outra classe “razodvel” (vide
Exemplo 11). Efectivamente, nfo é & prior claro quando C', ou qualquer ou-
tro espago de fungdes como 'la das fungdes Lipschitzianas, é o espaco natural a
considerar (vide Exemplos 12 e 13).

Consideramos de seguida a procura de solugdes éptimas numaj classe de
fungdes absolutamente contfnuas. O uso sistemético desta classe noCé',lculc_) das
Variacoes, comegou por volta de 1914 com o trabalho de Leonid.a Tonelli - vide
[33]. Para estas fungdes, e desde que o lagrangeano L (-,-,-} goze de certas pro-

19
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priedades, provamos em §2.2 o resultado de Tonelli (ligeiramente generalizado)
sobre a existéncia de minimo. As peculiaridades do Teorema aqui apresentado,

em relagdo & versfo “standard”, sio:

e em primeiro lugar, supomos que as fungdes z (-} nfo podem variar de —oo
a --co, devendo tomar valores num espago fechado. Esta generalizacio foi
prevista pelo préprio Tonelli a quando da demonstracio do seu teorema -

vide [33, p. 264];

e em segundo lugar, o teorema decorre para uma. classe, & frente designada
por AC,, contida na classe AC {wide Observagio 16). Este facto decorre

da prova sugerida por Lavrentiev em [21] e que aqui foi adoptada.

Por 1ltimo abordamos a questao de saber se podemos considerar como funcdes
admissiveis todas as curvas continuas de variacfo limitada. Demonstramos em
§2.3 que esta questio se responde de uma forma negativa. Deste modo, de entre
as curvas continuas, a classe natural para as funcGes admissiveis é a que consta
no Teorema de Tonelli.

Em todo o capitulo consideramos (sem grande perda de generalidade) pro-

blemas (P) com n = 1.

2.1 Observacoes sobre a existéncia

Vamos ver que (P) pode.ndo ter qualquer solucfio, ‘mesmo se alargarmos
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L
v
0.5+ + /
o/
1 0.5 A OtS i
/i
A05]
A
T
= T 1
. ~ arctan —"‘-)
Figura 2.1 &g (t) = —— i) ,€=1,0.2,01,

consideravelmente a classe de fungdes admissfveis substituindo C? ou C! por
PC! ou a classe das func@es Lipschitzianas.

Exemplo 11 (Exemplo de Weierstrass) A existéncia de fnfimo finito num pro-
blema variacional, ndo garante de um modo geral a existéncia de minimo. Con-
sideremos

Teti= [ #@0d,
gue deverd ser minimizado no classe
X =CH(-1,1),
satisfazendo as condigbes de fronteira
(1) =-1, =z(1)=1.
Claromente temos que

T [=()] = 0,

e inserindo a funcdo T (-) € X, definida por

arctan (é)

arctan (%) ’

Fe (1) = tl<1, e>0,

obtemos que J [E:(-)] — 0 & medida quee — 0F:-
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1
T ()= [ PEE

. arctan (g)
e (t) " arctan (%)
be (8) = !
T cacten () (14 ()%

. 2
' 1 : t
JNE ()] = —————rr — | di=
[-'L'E ( )] €2 arctan? (%) _/;1 (1 + (l;t:)Q)
= 183 - arctan E - — et ' =
© 27 &2 arctan? (%) e) e+ _,

= £ arctan E £ arctan ! £ =
"~ 2arctan? (1) e 1+4¢&2 € 1+e2)

£

1 _ _ e
=4 (arcta = @)

arctan? (%)

Temos entio que

E (arctan% — ﬁg)
lim J{z: ()] = lim
0 [ & ( )] £—0 arctan? (%)

Por conseguinie temos que

T[] =0.

Contudo, nao existe nenhuma fungdo x(-) € X tal que J [z(-)] = 0 uma vez que
esta relagdo implicaria que £(t) = 0, i.e., z(t) = const, e isto é impossivel por
cause das condicées de fronteira. )

Exemplo 12 Suponhamos que querernos minimizar

Jz()].= fo 1 (1 + |:is(t)|2) "

na classe X das fungbes Lipschitzianas x : {0, 1] — IR, satisfozendo z{0) =0 e
z(1) = 1. Considerando

0 pora 0<t<1-§

m‘s(t)z{l—l—é"l(t—l) para 1-6<t<1’ 970
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obtemos
~ 1-¢ 1 —ay1/4
I [&5()] = dt + (1+5 ) dt =
0 s

=(1-8)+ 61/2 (182,

Portanto J [Zs(-)] — 1 & medida que 6 — 0, de onde

m(iglgxﬂw( =1

Obviamente ndo existe nenhum elemento z(-) de X tal que J [2(-)] = 1 uma vez
que isso implicaria #(-) =0 e z(-) = const. O

Exemplo 13 Consideremos a funcional

oot
7] = jo T

na classe X = CL([0, 1]) e com condigdes de fronteira x(0) = 0, 2(1) = 1.
Resulta claro que 0 < J [z(-)] <1, e vamos ver que o

g§;fXJ[w()1—0 e S J=()] =

Na verdade podemos encontrar z;(-), (1) € X tal que J[z;(-)] <e el —e <
J [2s(+)], onde & & urmn nidmero positivo prescrito arbitroriamente. Seja

2 26 —1
zs (E) = % + ('—26—> i, (5 > 0).

Temos x5 (0) =0, zs (1) =1,

20426 -1

s (1) = —— o,

|

1 1
Iz ()] = 5/0 s

264261 |2 dt
1 "“ 25 |

1
= § [arcta.n (———-Zt +28 - 1)} =

1+ 26 1-—26
== 6(arctan( % )—I—arctan( 5% ))

- Lim J{wis ()] =0

Segue-se entdo gque



24 CAPITULO 2

Facamos agorn

_In (1 + E)
Tss (l‘?) = m

Temos
Leh (0) =0, T4 (1) =1,

1
(t+6) In(1+3)

T (i) =

1

g

dit =

Slass ()} =
t+6) In(1+2

fl (t+6)" In? (1+3) B
o 1+(t+62Wm2(L+3)

o1 fl In (1+3%)
m{l+3)Jo 1+ (E+8) In(1+1)?

= 1- m {arctan ((t+6) In (14—%)):‘: =

—1- m (arctan ((1 +6) In (1+ %)) _ arctan (6 In (1 +%))> ,

de onde vem gue
lim J [0 ()] = 1.

Contudo, nem o nfimo nem o supremo, podem ser igualados por J [#(-)] pera
algum Z(-) € X. O

2.2 Teorema da Existéncia de Tonelli

Estudamos a questdo, de quais as hipéteses sob as quais existe uma funcio

z(-) minimizante do integral

| N / L@, al), 3(t) db.. (2.1)
0
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Aqui, as fungdes admissiveis z(-) tomardo valores inteiramente no quadrado Q,
definido pelos pontos (0,0), (0,1), (L,1), (1,0), e satisfardo, sem perda de gene-

ralidade (vide Observagio 2), as condicdes de fronteira
z(0) =0, z(1)=1.

Para simplificar a exposi¢io, vamos fazer algumas defini¢Ges:

Definigao 14 Seja ¢(-) uma fungdo continua definide para t > 0 e tal que
©(0) = 0 e () > 0 parat > 0. Dizemos que a fungio z : [0, 1] — [0, 1]
pertence:

¢ 3 classe C, quando
Vi, t+he(0, 1], |z(t+h)—z@)i<e(h]);

e 3 classe AC, quando, qualquer que seja a famfilia finita de intervalos sem

pontos comuns em [0, 1],
[az-,b?;], z'=l,...,n,

se tem

7 n )
Z |2(b:) — z(a)| < @ (Z (b — ae’)) : (2.2)
=1 =1 .

) .
Observagdo 15 Se x (") € C, entido x () ¢ continua (z(-) € C). Com efeito, o
facto de  (-) pertencer a C,, faz com que para todo 0 0 <ty < 1, se tenha

|z (o + ) — x (o)} < ¢ (Jh]) -

Fazendo t =ty + h, e reescrevendo a desigualdade acima, obtemos:

[5(t) o (to)] < o (Jt — tol) - (2.3)
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Sendo e-> 0 arbitrario, do definiggo de ¢ (-) (continuidade em zero) decorre gue
existe § > 0, tal que

14~ 0] < 6 =l (14]) ~ # (O)] < <.
Da, ndo negatividade de 10 (), e do facto de ¢ (0) =0, vem que
B <é=e(h)<ee|t—t] <d=p(t—1]) <e. (2.4)
De (2.3) e (2.4) decorre o pretendido:
Ve>0, >0:[t—to| <é=|z(t) —zlo) <e.
(|

Observacio 16 Se z(-) € AC, entdo z(-) & absolutamente continua (z(-) €
AC). Sendo vejamos: se z(-) € AC,, entdo, para toda a familia finita de

intervalos [a;, b;] em [0, 1], i =1, ..., n, sem pontos cornuns, temos que
. n n
Z |(be) — zas)| < (Z (b; az')) : (2.5)
i=] =1

Da definicio de p (), decorre que para todo o £ > 0, eziste 6 > 0, tal que

Z(be—ai)—'o ‘P(Z(bz“-az‘)> —¢(0)

=1 3=1

<6 = < ES

= Xn:(bi —a)<E=>p (Zn: (b; —ai)) < E. - (2.6)

=1 t=]

De (2.5) e (2.6) resulta que = (-) € AC:

Ve >0, 36>D:§n:(bi—ai) <5f,>i]sc(bi)—$(ai)| <e.

i=1 =1

O seguinte resultado mostra que a classe €, pode ser parametrizada de um

modo efectivo.

Teorema: 17 (Lema de M. A. Lavrentiev, [21]} Sendo dodo uma classe O,
de curvas continuas, podemos construir uma fungdo continua U (-,-) de duas
“waridveis (t, a) possuidora das seguintes propriedades: -.
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1. Conseguimos obter todas as fungdes da classe dada atribuindo a-o todos os
valores numéricos possiveis - 0 < < 1;

2. Qualquer que seja o mimero ag, 0 < ag-< 1, a fungdo U (-, ap) pertence &
classe dada.

Prova: Seja

MMy ovoy My » - - (2‘7)

uma sucessio de mimeros positivos tal que

A a0

Consideremos, estabelecendo que 5, = 0 (7,,) (com () a funcio que figura na
definigao da classe C;), uma nova sucesséo de mimeros positivos com liril Ep =
) n—-oco
og
0. Supomos que a sucessdo (2.7) seja tal que a série Z €, CONVErge.
=1 .

Da definigio de C,, qualquer que seja a fungio z(-) da classe considerada

temos due:
LO0<z(t) <]
2. |z (t+ h) — z(t)| < &, para todo o h, |A| =7,

Consideremos agora os poutos F,x de coordenadas
' 1 1
(nnp,ksp), n=20,1,..., |—|+1, £=0,1,..., |—},
'r]p €p
onde p & um inteiro positivo. fixo. Construamos, dentro do quadrado @, todas

as linhas poligonais possfveis comn vértices nos ponios I, i e tais que se um dos
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v

Figura 2.2 Linhas poligonais

vértices estd no ponto F,x, os vértices vizinhos sio necessariamente os pontos
Po1iePopyjcomi, je{k—1,k k+1} (vide Fig. 2.2). Para um p fixo néo

existe mais do que um ndmeroc finito destas linhas poligonais. Sejam

Wl(t,p),’ﬁz(t,p),...,ﬂ'Np(t,p)

todas as fungbes definidas em [0, 1] & custa dessas linhas.
Posto isto, consideremos de entre w1 (-, 1), m2 (-, 1}, ..., 7, (-, 1), as fungdes

que verificam a desigualdade:
() €Cp: mi (8, 1) —a(®)| < 261 W2 E(0,1].

Sejam!

ﬁ'l(':l):ﬁZ('a l): ---:ﬁl\—ﬁ.(':]-)

1 Pressupomos N1 > 2. Se tal ndo for o caso, temos de escolher outra sucessio n,,. -
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todas essas fungoes (vide Fig. 2.3 onde ilustramos o caso de ¢ (t) = ¢. Neste
caso as fungdes C, est@o todas dentro do paralelogramo representado a trago
mais grosso.).

Seja P (f, @) uma fungﬁo continua definida para 0 < ¢, @ < 1 da maneira

que se segue? :

P {t,a) = (1 —~ (M1 —1) (a - TJ‘J—TD Fpa (2, 1) +
+ (N1 — 1) (a - Nﬁk—- 1) Ry (£, 1),

_k << ic-i—l’
N—1" — N1

k=0,...,Ni—2.

Segue-se da definigao de P (+,-) que existe, qualquer que seja a fungio w()

da classe Cyp, um nimero ag, 0 < ap < 1, tal que
Iﬂ:(t) - P (t, ap)| < 2e1.

Além disso, qualguer que seja o nimero By, 0 < By < 1, existe sempre uma

fungfo z(-) da classe C, tal que

Py (t, Bp) — 2(8)] < 2ex..

Suponhamos que podemos construir uma funcgio continua P, (-,-) com as

propriedades seguintes:

? Reparar que
k —
Plt,=—— =7 t, 1), k=0,1,..., —1.
1( Ni—l) Trra (F, 1) d - Ni—1

Para outros valores de « ( le—l < o< 1\’;1"'_11) , P1 (%, ) & obtida por combinagfio linear convexa.

das funcgdes T4 (£, 1) e T (E, 1) SRR pre.
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Figura 2.3 INustracio (a sombreado) dos poligonos que participam na defini¢ao das fungoes i (', 1)

1. para toda a fungido z(-) da classe considerada, existe sempre um ntimero

ag tal que | P, (¢, ag) — z(t)| < 2ep;

2. qualquer que seja o nimero &p, 0 < &p < 1, existe uma funcdo z(-) da

classe C,, tal que |P, (t, &p) — z(t)| < 2e,.

Vamos demonstrar que neste caso € sempre possivel construir uma fungao

contfnua FPpy (-, -) tal que:

1. qualquer que seja a fungao z(-) da classe C,, existe sempre um mimero 3,

0< ﬁ[) <1, tal que |Pn+1 (t: ﬁO) i l(t)l < 2en41;

2. qualquer que seja o numero BO, 0 < By < 1, existe uma fungao z(-) da

classe C,, tal que |Pot1 (8, Bo) — z(t)| < 2en41;

3. |Pa(t, @) = Poyi (t, )| < den + 2enta.
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1 . .
Com efeito, seja 8 > 0 uma quantidade, tal que -E seja um inteiro e para o

qual tenhamos
| P (t, .+ h) — Br (¢, @)| < e, |h| < B, t€][0,1]. (2.8)
Posto isto, consideremos aquelas funcdes 7{-,-) de entre
w1 (t,n+1),..., "N, (& n+1),
que verificam a desigualdade
S3z()ely:|n(t,n+1)—2()| < 2epq Vte(0,1]. - (2.9)
Denotemo-las por
T (t, n+1),..., 75, (& n+1).
“Vamos ver que das propriedades da funcio P, (:,-) e do modo de construgdo

1
das fungdes 7 (£, n+ 1) existe, para qualquer 7; (¢, n + 1), um inteiro j < = tal

G
que
| P (&, §8) — 7 (3, n+ 1)| < 3ep + 22n41. (2.10)
De facto, para a fungdo Z (-) que satisfaz (2.9},
|Pa(t, §8) =7t n+1)| = [(Pa(t, 48)—2()+ @@ - n+ 1)) <

< Bt 38) — 2 (8] + 2enp1.

Pela propriedade 1 da fungho P, (-,-), Jap € [0, 1] : | P, (¢, ap) — T(®)| < 2¢p,.
Temos entiao que

| B {t, §8) — 7 (t, n+1)| < - e
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< |(Pu (¢, a0) — T () + (Pu(t, 18) — Po(t, o))l + 2€n11 £
<2en+ lPﬂ (t, 35) —Fa (t7 CHG)l +2€n41.

Dado (2.8), basta escolher j a satisfazer |73 — ag| < 3, para que a desigualdade
(2.10) seja verificada. Diremos ento que 7; (£, n - 1) pertence 4 classe j. Cada
uma das fungdes 7 (¢, n + 1) pertence desta maneira a uma classe f, 0 < j <
%. Inversamente, qualquer que seja o mimero 7, 0 < j < %, existem funcoes
7 (t, n+ 1} da classe 7: fixaros ag = 7 3 e para z () da propriedade 2 de P, (-, )

ternos

|Pa(t,o0) =T, n+1)] = |[(Pult,iB)—z()—(@E n+1)—z(@)| <

I

2en+ |7, n+1) —z ().
Todos os 7 (¢, n + 1) que verificam (z(-) estd fixo)
7@, n+1)—z(t) <ep+2ep41
pertencem & classe j. Sejam
Tt n+1), T (b nt+1), .0, Ty, (Hn+1)

todas essas fungGes.
Passamos agora & construgio da funcéo procurada B, 11 (¢, ). Para esse fim,

dividimos o segmento [j43, (j + 1) §] em p; partes iguais e denotamos por

I J 7
ay = jf3, as, e G
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as extremidades esquerdas de.cada uma dessas partes. Fazemos.-.-

1 ; -
l':’..,‘-;_|_]_('i7J Of) = (1—7-——3(04—&{9)) ij(t,ﬂ-Fl)"l"
By — B
1 AN
5 (a—ﬂi) T (B, R+ 1),
Opp1 — O

. . ) . 1
al < a<dy, k=1 ...,p-1 j=01...,%-1

g

1
eparaj =— —1,

B
Pt (t, @) = Fg, (6 n+1), a{Lj <a<l.
Notar que
|Pn (2, @) = Pota (4 @) =

= |(Pa(t, @) = Pa(t, j 8)) = (Pur1 (, @) — Pu (8, 1))

onde consideramos |& — j 8] < 3, e que temos entao por (2.8) que

IPn(t: a)_Pﬂ+1(ta C\!)I Sen+[Pn+l(t7 a)_Pn(t:jﬁ)i

De (2.10) e da defini¢do de Ppy; (-,-) resultam as trés condigdes enunciadas.

£33

Construfmos desta maneira, de acordo com a fungdo Py (-,-), uma sucessio

de funcdes
Pr(y), Pa(s)y ooy Pa()seee

com as seguintes propriedades:

1. qualguer que seja a funcio z{-) da classe considerada, C,, e qualquer

(2.11)

que seja o nimero inteiro n, existe um nimero ap, 0 < ap < 1, tal que

P (¢, ap) — 2(t)] < 28n; - -
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- 2. qualquer que seja o ndmero Gy, 0 < By < 1, e qualquer que seja o ntmero
inteiro m, existe sempre uma fungdo z(-) da classe considerada, C,,, tal

que | P (¢, Bo) — 2(t)] < 2em;

3. |Pn(t, @) — Posa (, )| <dzp + 264441.

oo
Bsta tltima propriedade implica, em virtude da convergéncia da série E Ens
n=1
a convergéncia uniforme da sucessdo (2.11). Denotemos

V(t, a)= QgingoPn (t, a) .

Em conformidade com as propriedades da sucessio (2.11) constatamos que a

fungdo construida, ¥ (-, ), é a fungho procurada. [ ]

Coroldrio 18 Sendo dada uma classe AC, de curvas absolutamente continuas,
podemos construir uma fungdo continua de duas varidveis, w{t, ), possuidora
das sequintes propriedades:

1. Obtemnos todas as fun¢des da classe dada, atribuinde a & todos os valores
numéricos possiveis 0 < a < 1;

| 2. qualguer que sejo o nimero ag, 0 < g < 1, a funcio, w (-, ap), pertence
@ classe dado.

Prova: Dado o Teorema 17, resta-nos mostrar que se z(-) € AC,, entdo
z(-) € C,. Para tal, basta considerar como familia finita de intervalos sem
pontos comuns na defini¢io de AC,,, apenas o intervalo em [0, 1], definido pelos
pontos t e t + h. A condigio (2.2} fica: |z (t +h) —z{t)] < @ (|R]). | |

Passamos agora & aplicagdo do Lema de M. A: Lavrentiev ao problema da

existéncia de minimo.- .
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Teorema 19 (Teorema da existéncia de Tonelli - variante) .Sob. as hipsteses:

(S1) L(-,-,-) é wma fungdo finite e continua, conjuntamente com as suas derivadas
parciais até & segunda ordem, em todos os pontos (¢, x, v) da regiGo

0 <t <1
0 < z < 1 ; (2.12)
-0 < v < oo

(S2) L(-,-,-) € coercivo: para todos os pontos da regido (2.12)
Lt z,v) >a v +e,
onde a, b > 0;

(83) Em todos os pontos da regido (2.12),°
3*L
Loy (8, z, v) = 57 (t, =, v) = 0;
existe wma solugdo para o problemao

) o |
Tlz()] = fo L(t o(t), & () dt — min @1y

SU() S AO(P ([07 1]3 [0: 1])
z(0) = 0, z{l)=1.

O

Observagio 20 Consideramos sempre as fungbes z (1) € AC}P (10, 1} ; [0, 1])
pare as guais eriste, determinado e finito, o integral fol Lt z(t), sc(i:)) dt (no

sentido de Lebesque). Convencionamos colocar L(t, z(t), £(t)) = 0 quando
z (t) ndo eziste determinado e finito. 0

Prova do Teorema 19: Dado o Coroldrio 18, o problema da existéncia de
um minimizante para (2.13), reduz-se ao problema da existéncia de um mini-

mizante para a seguinte funcio de uma varidvel:

o (a) = /0 1L(t, wlt, @), w(t, @) dt, "ac[0;1].

3 Esta hipotese é equivalente a L (-,-,+) ser uma fun¢@o conveza em v, dado-que L (--,-) € C.
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Se nog lembrarmos-que uma fungdo semi-continua inferior atinge o minimo em
qualquer compacto (Teorema 71 em Apéndice}, vemos que nos basta demonstrar
que sob as hipéteses (S1)-(S3) a funcho @ (-) é semi-continua inferior. Vamos
entdo mostrar que sendo dado um ap € [0, 1] e tomando um ndmerc ¢ > 0
arbitrariamente, é possivel determinar um e tal que, para todo o @ em [0, 1] com

lo — | < &, se tem

@ () > @ (ap) — 0. (2.14)

Observemos, em primeiro lugar, que a desigualdade precedente é certamente
satisfeita para todos os o para os quais @ () > & (). Podemos, portanto,

limitar a nossa atencio aos @ que satisfazem a desigualdade

@ (o) < (o) & fol (Lt wit, o), w(t, o)y — L (t, w(t, a), w(t, ap))] dt < 0.

(2.15)

Notar que, dado o facto de w (-, &) e w (-, o) serem fungdes absolutamente con-

tinuas, ambas as fungdes 0 (-, ) € w (-, @) s@o determinadas e finitas em quase

todos os pontos ¢ € [0, 1], de maneira que podemos negligenciar os pontos ex-
cepcionais no cédlculo do integral em (2.15).

Da‘do um mimero inteiro positivo 7, seja Er o conjunto dos poutos ¢ de [0, 1]

onde w (¢, og) € finito e satisfaz a desigualdade

bt a) >
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Para as medidas* destes conjuntos temos’ lim m (Er) = 0. "Com efeito, em
=00
caso contririo, existiria uma subsucessio 7 — +oco tal que as medidas m ()

seriam todas superiores a um nimero 7 > 0, como decorre do facto de
r>TE = By, DBy

Haveriam entdo pontos comuns a todos os K, e estes pontos (f) formariam
um conjunto de medida > 7, o que é impossivel ji que W (f, ag) nao pode-
ria ser finito para esses pontos £. Se r — 400 segue-se que o integral de
L(t, w(t,a0), @ (t,ap)) em E, tende a zero e que, se denotarmos por CE, o

complerentar de F, em relagio ao intervalo [0, 1], temos

/ Lt w (taq), w (¢ ap)) df 252 flL(t, w(t,ap), W (¢, ap)) dt. -
CE, 0
(2.16)

Consideremos agora o integral

/ Lt w(ta), w(ta) d
B :

T

Em virtude de (S2), temos
/L(t,w(t,a),tb(t,a))dtzc-m(Er)@
B, .

1 L
@f Lt w(t0), 1 (f o)) dtZ/ L(t, w(ta), i (£ 0)) dt+c-m (5.
0 .

r

Tendo, por outro lado, que

c-m(B,) =2, q,

4 Em todo o trabalho, m (-) representa a medida de Lebesgue em IR".
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vem que para ¥ suficientemente grande

t . : o
/OL(t,w(t,a),w(t,of)) dt>f 7L(t,'w(t,a),w(t,a)) dt—g,

T

/ L(t,w(t,ao),’lb(t,ao)) d‘.t<—g-<=>
By
1 (2
@/ Lt wit,a0), (¢ ap)) dt < / L w (a0, (500) dit 2.
0 GEr

Como consequéncia,

B(@)-0(00)> [ (Lt w(t,a), 1 (0) = Lt wtag), (tan)] d—Zo,

(2.17)

7

e isto para todo o a € [0, 1] tal que w (-, &) & uma fungdo como na Observacao
20.

Da férmula de Taylor, em relagdo a w (¢, ), temos que para quase todos os ¢

L{t,w(te),w(ta) = Lt w(a),wEa))+ . (2.18)
+ (W (t, @) —w (t,a0)) Ly (¢, w(t, @), W (¢, o)) +

-f—% (e (¢, @) — i (t,20))? Loy (8 w (t, ), 0)

onde § indica um determinado valor, compreendido entre o (£, ap) e w (¢, ¢). J4
que o primeiro membro da igualdade precedente é integrivel no conjunto C'Ez
(vide (2.15) e (2.17}), o mesino acontece com O seguﬁdo. O primeiro termo deste

segundo membro & integrdvel bem como. L, (t, w (t, @) , w (t,ap)); e como esta
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funcio & limitada em CFr, segue-se a integrabilidade de
(b (¢, @) — 1 (£, 00)) Ly (&, w (£, ) , 1 (£, 20)) -
Conclufmos entfo que existe o integral de
(1 (£, @) — 0 (t,20))% Luo (¢, w (t, @) , 6)
em CE;. Podemos deste modo escrever, como decorre de (2.17) e (2.18),

@(a)—@(ao)+§a>

> [ (L w(t, ), o (¢ o)) — I (£ w (¢, a0) , 9 (4, a0))] dé+
CEx
" ] (b (£, @) — i (1, a0)) L (8, w (t, @), 0 (£, c0)) dt + -
CEr

.% fc _Gb(he)—u c0))? Lue (8, w(t, ), 6) di.

0O wltimo integral, em virtude de (S3), nfo & com certeza negativo, de modo que
o podemos suprimir:

@(a)—@(afg)+-§-o>

> / (L, w0 a), (¢ o)) — L (& w (t ag) , (1 00))] dt+ (2.19)
CEr

[ @)~ hao) Bultw(ta), (s 00) d

2

Pelo Teorema do Valor Médio (TVM),

L (tﬁ ’E.U.(t, Q‘) :‘{b (t: 0!0)) —L (tv w (t,'-ag) 2 w (ts 050)) : ‘
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= (w (¢, ) ~w (t,00)) Lz (1, 6, 1 (£, 00))
onde 8 & um valor compreendido entre w (t, @) e w (¢,). Como
w (¢, @) —w (f,00)] < 1
podemos deduzir de (2.19) que
2
P (le) — 3 (leg) + gO’ > (220)

> _M-N - (1—0)+[3E_ (6 (£,0) — b (£, 00)) Lo (£, w (£, @) , 1 (£, ao)) dt

onde

M= glglggclﬂw (t, ) —w(t,a0)[} <1

Ny =max {|L; (¢, z,v)|: ¢,z €[0, 1], || <F}. (2.21)

A desigualdade (2.20) toma a forma

2
(I’(a)—@(ao)+gcr+M-N1>

= / (w (fﬁ a) —w (7‘;, CEU)) (L‘U (t:w (t: Gﬁ) W (tv aﬂ)) — Ly (ta w (t7 QG) W (t: Ofg))) di
CEr

+ f (b (¢, a) — b (t,a0)) Loy (8, w (t,00) , @ (&, ap)) dt &
CEr

TéM@(a)_@(ao)+§a+zvf-N1 >

> [ @ 6e) ~ i 00) ((t,0) = 00) Lus (0 (6,6) 1 (8 00)) der

el

+/ (i (4, @) — i (¢, 00)) Lo (8, w(t, o0) , (3, o)) dt >
CEr -
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> —M-N» (/: [ (¢, )| dt + 7 (1~ 0)) + (2.22)

[ (0 =1 (6 a0) Lo (w6 0o) 1 1, c0)

sl
onde

Ny =max{|Les &, z,v)|:t,z €]0,1}, |v| £F}.
Sabemos de (S2) que

L (ta w (t7 0.’) ’ U (tva)) —

£ > b (t, )| > i (8, )
0 que nos permite escrever

1 L | 1
f0|’w(t,a)|dt5a-/0 (L(t,w(t,a),w(t,a))_c)dt:g(@(a)_c).
Por (2.15) vem que
f1|w(t,a)1dt<l<1>(a0)_2
0 a a

e usando (2.22) obtemos a seguinte desigualdade:
2 _c 1
@(a)—@(ao)+-5-a+M Nl-i—NQT“—ENQ-FENz@(OfD) > (2.23)

> ] (4 (£, @) — 1 (£, a0)) Lo (&, w (&, a0) , (¢, o)) di.
CEr . . .

O nosso objectivo é demonstrar que o integral do segundo membro tende para

zero com M (valor absoluto méximo de w (, ) —w (¢, @p)). Fagamos

I;v (t, w{t, ;3:0) ,w(t,ap)) se te CEr
Ft)= | -
0 ’ se te& Es
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Vem que

/ (8 (8,0) 1 (00)) Lo (8, w (3, 0), b (5, 20)) d = (2.24)

1
= /0 (4 (¢, @) — i (¢, o)) 1 (t) .
' Observe-se que a proposi¢o estaria jé demonstrada, se f{-) fosse finita e dife-
rencidvel com continnidade. Com efeito, nessas circunstancias, integrando por

partes terfamos

1
fo (4 (b @) — 16 (¢, a0)) f (2) b =

— wa)-w(Lan) FO)—w0,e)—w000) FO) = (225
[ e -wiseo fo a

Atendendo que

1
- fo (w (0,0) —w(0,a0)) F () dt = (w(0,0) —w (0,0)) (f(1) — £(0)),

poderfamos reescrever (2.25) como

1 |
fo (b (£ @) — b (t, ) f () di =

= (w(la) —w (1, a0) —w(0,a) +w (0,a0)) £(1) -
[ 0w (00) 0,00 40 (0, ) (8

o que nos permitiria concluir pela desigualdade:

/01 (b (t,aj —wﬂ(t,ozo)) f@) .dtl ézwf ([f(l)[ + /01 Jf(t)]-dt) .
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No entanto, a fungéo f () pode ndo ter derivada e até nem ser continua: O que

temos a certeza, & que ela & integrdvel e limitada:
|f{t)] < Ng =max{|L, (¢, z, v)|[ : £, z € [0, 1], [u| <F}.

Consideremos um polindmio p(-) que, para jd, podemos pensar como arbitrério.

Temos que:

/ (w (taa) —'Ll:)(t, 04[))) f(t) dt—/ (w (t:a) —w (t:a(])) p(ﬁ) dt‘ =< .
0 0

5/01 i (£,0) — i (£, a0)| 1 () — p (1)

e, recorrendo & desigualdade de Holder (Coroldrio 78, em Apéndice), resulta’

[ w0 a0 70— [ 0 0) ) o o <
0 1]

b
g[fol|m(t,a)—w(t,ao)|1+b dt}l'i'b [/:Lf(t)—p(t)[ b dt:|

(2.26)

Por outro lado, pela desigualdade de Minkowski (Coroldrio 79, em Apéndice),
1 1

[ /01 [ (£, @) — b (£, o) [+ dt] [T [ /01 o (1, 0 dt]ﬂ_b:{zm

+ [ /0 i ¢, ag) [ dt} L+b

Em virtude da hipétese (S2)
Lt w(t,a), w(ta)) —c

: 1+b
<
i, )+ < L |

L(t, w(t a0), (t o) —c

LA

|wI (ta a0)|1+b

5 146> 1.
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e segue-se de (2.27) que
1

1

U i (£, ) — b (¢, o) dt] Lo o

0
1 1 1
T T (215) Iz
< (1@@_5)1“’ + G@(ao)f-)l” 29 (ié(ao)—-g)l"—b .
a a a a a a

Desta ultima desigualdade e de (2.26) temos portanto

|[0 (0 ()~ (h0)) £0) b~ [ (6,00 = (4, 00) p 1) <

b
_t 1+b 1135
<2 (g@(a@-g)m [/0 !f(t)~p(t)l% dt} o
Atendendo ao segu:mte resultado([13, Teorema 9.16, p. 270]):
Se z(-}) € Lp([a, b, R) (p>1) entdo, dado € > O arbitrdrio, emiste um
polindmio q(-) com coeficientes racionais tal que |lg — ||, <e

basgta notar que

b
1+b

) 1+b 1150
, U) |F (&) —p(e)] b dt} = [If = pllaysye-

para concluirmos que podemos escolher p(-) de modo a que

1 1 o
}f (i (t,0) = (6,00)) F(2) dt = [ () = (t,00)) p(9) ) < &.
0 . G

Notar que esta dltima desigualdade é vélida para todos os w (£, &) que satisfazem
a desigualdade (2.15). Como p (¢) é um polinémio, tem derivada finita e continua,

de modo que

/: (W (t, ) — 1w (t,0p)) p{t) dt =
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1 o
=[p () (w(t,e) —w(ta0) - /0 (w (t,0) —w (£, a0)) p &) dt =250,

Por conseguinte, para todo o M suficientemente pequeno, temos que
1 2
[ (@t e 1) ] <o
0
e, em virtude de (2.23) e (2.24),
B (a)—®(w) +o0 >0
Fica assim demonstrada a semi-continuidade inferior do integral @ (). u

2.3 Sobre a possibilidade de estender a classe das
funcoes admissiveis

Vamos demonstrar a seguinte proposicao:

Teorema 21 Se considerarmos como funcgdes admissiveis, todas as fungoes con-
tinuas de variacdo limitada

z:]0, 1] — [0, 1]

verificando (0} = 0, z(1) = 1, entdo os minimizantes do problema bdsico do
Célculo das Variagbes em regra ndo existem. |

Para tal, comegamos com o seguinte Lema auxiliar.
Lema 22 Sejaw : [0, 1] — R uma funcdo continua com
w{0)=wo ew (1) =wi,  wo, w1 €R.

Entdo, dado £ > 0, existe uma fungdo W : [0, 1] — IR singular (funcdo continua
de variaciio limitada cuja derivada se anula em g.t.p.) tal que

lw(t) —@ ()] <e Vte0,1],

W (0) =wp, W(1)=w
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Prova:. Vamos construir a funcéo @ (-) & custa de “fungdes de Cantor” que
sabemos- serem singulares (vide [18]). Como toda a fungio w : [0,1] — R

continua & uniformemente continua em [0, 1|, sabemos que
F6>0:|te—t1| <= |w(ta) —wt) <e (2.28)

Vi, 10 € [0, 1] .

Dividimos o segmento [0, 1] em NV intervalos iguais de amplitude § < &

0, 1] :Ngs (3, (i+1) 5.

Para cada um dos intervalos J§ = [i6, (i+1) 6] (4 =0, ..., N — 1) definimos
a “fungio de Cantor” F(-) por repeticio da seguinte construgio: para cada

intervalo fechado J§ definimos F (-) nos pontos extremos por
CF(E8) =w(id), F(i+1)8) =w(G+1)3).

Seja I% a segunda terca parte aberts. de J§ e J% o resto (reunifio de dois intervalos
fechados: Jj; e Ji,). Definimos F* () em Ti de modo a ter o valor constante

igual & média dos valores nos pontos terminais de J¢:

_ RS+ F(G+D)3)

F (3 .

, Vteli.

Seja I a reunifo das segundas tergas partes abertas dos intervalos Jf , e Jj o
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No fecho de cada wma destas-tergas partes (em E e Fﬁ;) definimos’ F* () da
maneira ji descrita (como a média aritmética dos valores da fun¢so, respectiva-

mente nos extremos do intervalo Ji ; e Jf 5):

Fi(i8) +F ((i43) 6)

Fit) = 5

, Vieli,

Fi((i+2) &)+ F ((i+1)5)
2

Fi(t) = , Vteli,.

Continuando: seja J§ = JAIE ---

Em geral J;, ¢ a reunido de 2% intervalos fechados,
Ii = Jiic,l U J;i,z Uu---u J]i’Q-’c:

cada um de comprimento 3% §; l}”c 11 & a reunifio das 2% segundas tercas partes
abertas dos intervalos J};J (t=1,...,2%); como F* (-) j4 estd definida em L tam-
bém estard de‘ﬁnida em cada intervalo de I}é 11 pela maneira descrita, i.e., como
a média dos seus valores nos dois pontos extremos do correspondente intervalo
em Jis fazemos Ji1 = Ji\I%,; e o processo continua. Ternos entio que F* ()
estd definida no conjunto aberto

. oo 2Pl
Gr=U U Iy
E=11=1

(até mesmo na reunido dos Ir;) e nfo estd definida num subconjunto do conjunto
de Cantor C:

O =TNG =1 Ji.
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Uma vez que J} & a reunido de 2% intervalos, cada um dos quais de comprimento

5

2, a sua medida ¢ ()" & e por conseguinte C? & um conjunto de medida nula.

Completamos a definigio da fungio F* (-) fagendo

Fi(t)=sup F'(t), seteCh
vt
teat

obtendo entdo uma “funcéo de Cantor”:
e fungio continua em todo o intervalo [ié, (i +1) 8];

e mondétona para o intervalo [7, 5, (i+ 1) 3]: nio decrescente se F* (z 5) <

F*((i+1) &) e néo crescente se F* (1 8) > F* ((i+1) 5);

e com derivada nula em g.t.p. de [i8, (i +1) 6] (F*(t) nfio é o integral da

sua derivada).

A fungfo procurada, 1@ (+), & obtida por “concatenaciio” das funcdes continuas
Fi():

D) =F(t), te[id, (i+1)5], i=0,..., N—L
Temeos entdao gue
vt e[, 1] 33-'6{0,...,N—1}:te[jS,(j+l)3]
W (£) = F7 (¢)
e, dada a monotonicidade de F¥ (.),

w(j6) <F () <w((j+1)6) (ndo decrescente)
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ou - . . . N

w((f+1)8) <F (t)<w(j8) (nio crescente)

de onde conclufinos o desgjado

72 ) = ()] < max {fu (75) w0, [w (G+ 1) ) —w @]} L

||
Prova do Teorema 21: Seja L (-, -, -) uma fungdo continua com respeito aos
seus‘ argumentos rt,'a:, v, definidos para 0 <t < 1,0 < :cﬁ 1 e para todo- o valor
de v. A demonstracfo vai sef feita mostrando que o Iﬁﬁmo do infegfal (21) para
todas as fungles () de variacdo limitada, é igual ao infimo do mesmo integral
aonde supomos & = @(1}, v = (t), para ¢(-) e ¥(-) duas funcdes mensurdveis
arbitrdrias com 0 < ¢(¢) < 1. A proposicio enunciada resulta entio do facto
de que embora o ultimo limite inferior seja sempre atingido para um certo par
de fungGes mensurdveis ¢(-) e 9(-), em geral a fungiio ¥(-) ndo é a derivada da
fungio ¢(-).
Deste modo, reduzimos o teorema & demonstragio da seguinte proposicio:
para todas as fung’c“)e:s mensuréveis &( ) e () (0 < o(t) < le fais que a fungio
L (-, #(-), ¢(-)) & integravel), qualquer que seja o € > ) existe sempre uma. funcéo

x(-) continua e de variagio limitada,

< e(d) < L0y = 0; 2(1) =1,
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1 JUNIVERSIDADE BE AVEIRO
ta que SERVICOS DE DOCUMENTAGAL

f "L 60, w0) di— / L (), #(0) dt| <.
0] 0

Passemos 4 demonstracio desta tltima proposigéo.

A continuidade da fungdo L (-,-,-) assegura a existéncia de um niimero M
tal que

L@t 2,0 <M, 0<tz<l.

(2.29)
Por outro lado a integrabilidade de L (-, ¢(-), ¥(-)) faz com que, qualquer que

seja 0 g, exista um conjunto perfeito P (vide Definigio 82 em Apéndice), situado

sobre o segmento |0, 1[, com as seguintes propriedades:

1. m(P)z1—

£ .
841

2. (-} é continua sobre P;

3. | fop L (&, ¢(t), ¥(t)) dt| < £, onde C'P representa o conjunto complemen-

tar de P em relagdo ao segmento ]0, 1[.

Seja 9f(+) uma fungio que é igual a +/(-) sobre P e igual a 0 fora de P. Fazendo

5= [ 1,00, 90)

temos que

OO_[ m

%—LL@wmwmﬁﬁ

Por outro lado, em virtude da desigualdade (2.29), temos que

‘fOPL(F’ ¢, 0) dti <M -m(CP) < %
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de onde se segue

Jo~ /0 'L (t, ¢(2), (1)) di| < (2.30)

PN

Consideremos agora o integral

1 —
5= [ 5 0, 50)

Seja IV o méximo de |(¢)| para 0 <¢ < 1 e K o méximo de |L (£, 2, v){ para
0<t<1l,0<z<lelo|<N.
Dado que as funcdes ¢(-) e 1(+) sio mensursveis, existe um conjunto perfeito

P, com as seguintes propriedades:
1. m{P) 21~ g;
2. ¢{-) & continua em P
3. | fon L (& 60, B®) dt| < §.

Seja ¢(-) uma funcio continua, igual a ¢(-) em P e variando linearmente
fora de P; de modo a que ¢(0} = 0 e ¢(1) = 1. Temos que: (CP; denota o

complementar de P, em [0, 1])

1
Jl _/(; L (t: &(t): ??b(ﬁ)) dﬁ) S

€
<

|

7= [ 2o, ) | [ 1650, 90) e <

1

Logo, de (2.30), vem que

Jo — /0 lL (t,.¢(t), ¥(%)) dt. < % (2.31)
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A continuidade de L (-, -, -) faz, por seu lado, que exista um nidmero A tal que

|L (¢, z + Az, v) — L(t, z, v)| £ paratodo |u| < N e |Az| <h (2.32)

£
2?
Seja ¢*(t) = fg w(T)dr. A funcio ¢*() & (absolutamente) contfnua. Segue-se

do Lema 22 (onde fazemos w = ¢ — ¢*) que podemos construir uma funcso ¢(-),

continua de variagdo limitada, de tal modo que para A escolhido em (2.32)
i) qg(t) = () para quase todos os ¢ & [0, 1];
ii) [$(0) - 9*(8) - ()| <k VEelo, 1
iii) fazc;,ndo m(t) = ¢*(t) + p(t) se tenha z(0) = 0, (1) =1 e 0 < z(t) < L.
Temos que
|¢(t) — ()| <, (2.33)

#(t) = 1(t) em quase todos os ¢ e, de iil), as funcdes ¢* (-) e q?)() sfo, tal
como (), de variacdo limitada. {Toda a fungio absolutamente continua é de
variagio limitada. A soma de fungbes de variacao limitada é uma funcio de
variagdo limitada ([18, 2., p. 375]). Logo z () é uma fungio continua de variagio

limitada.) Por outro lado, de (2.33) e (2.32)

82| M

f CL(t 3, D) @t — / "L o), 4(8) dtl <
0 0 .

Portanto, de (2.31), lJO - fol L (t, z(t), £(t)) dt} < g0 que demonstra a proposicio

enunciada. - -, . .- . . S - ; u
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Regularidade

Em §3.1, comegamos por apresentar exemplos de problemas que possuem
minimizantes que nio sio da classe C2. Seguem-se depois exemplos em que o
mfnimo nio pertence 4 classe C1, & classe das fungtes Lipschitzianas oﬁ mesmo
absolutamente contfnuas. Terminamos com a construgio de um problema do
Céleulo das Variagbes, conducente a uma curva minimizante que nao & uma
extremal em nenhum intervalo (Exemplo 35).

Mostramos depois. em §3.2 vdrios resultados de regularidade: um teorema
de regularidade lipschitziana (Teorema 38); o teorema de Tonelli sobre a con-
tinuidade da primeiras derivada (Teorema 40}); o facto de as extremais de duBois-
-Reymond para lagrangeanos elipticos serem necessariamente da classe Cc? (Teo-
rema 48). Abordamos também a questiio de saber se o fnfimo dos valores do
integral em (P) sob a classe das curvas abso]utaﬁlente continuas & igual ao in-
fimo dos valores do mesmo integral sob a classe das curvas contfnuas =(-) com
derivadas 3(-) contfnuas. Demonstramos (Teorema 44) que esta questio se res-
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ponde afirmativamente se supusermos Ly (-, -, -) limitado em [0, 1] x [0, 1] x IR.
Sem esta hipdtese, vamos ver que recebemos uma resposta negativa - este é

o assunto tratado em §3.3 onde falamos do fendmeno de Lavrentiev.

3.1 Observacoes sobre a regularidade

Os seguintes exemplos mostram que existem extremais de duBois-Reymond
& Tnesmo minimizantes que ndo sdo solucgdes da equagao de Euler-Lagrange.
Exemplo 23 Um ezemplo simples é dado pela funeional
! 2
T = [ @) ~2i)?
z(0)=0, =z(1)=1,

com n = 1. Este problema é minimizado pelas funcgdes £(t) = ¢ |t|, que sdo da
classe O em [—1, 1] mas ndo pertencem a C2 em ]—1, 1[:

a(t) = 2 [t]
2on | 2 se £>0
m(t)_{—z se t<0

Deste modo Z(t) verifica (1.12), mas ndo a equagdo de Euler-Lagrange {1.7). O

Contudo este exemplo ndo & totalmente satisfatério uma vez que Ly, (-, -,-) ¢
Ccl:
Ly(t,z,v)=2(v—2t])

—4 ge t>0
L'mt (‘fi, €z, ’U) =

4 se .t<0

Portanto apresentamos mais uny exemplo, desta vez com lagrangeano polinornial.
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Exemplo 24 Sejan=1 e L(t, ¢, v) = 2% (2t —v)?. Entéio

ariy ) 0 pare -1 <E<0
m(t)_{tz para 0<t<1l 7

é umna funcéo do classe Ct que é minimizante de

1
T = [ a0P @t -aw) a,

na classe das fungdes (-} € C* ([—1, 1]) que satisfazem as condigbes de fronteira
2(—1) =0 e z(1) = 1. Claramente, ©(-) ndo é da classe C?. O

A situacho, no entanto, é ainda mais rica do que esta. Por exemplo, existem
lagrangeanos para os quais o problema bédgico do Céleulo das Variagoes que lhe
estd associado com respeito a valores de fronteira fixos & minimizado por funcdes
Lipschitzianas, mas por nenhuma funcio C?, e por conseguinte por nenhuma da,
classe C?. Este fenémeno foi descoberto por Euler em 1779 e foipop‘si_dera_dq na

altura bastante paradoxal.
Exemplo 25 (paradoxo de Euler) Considere-se o lagrangeano
L{t, x,v)= (v2 — 1)2.
O #nfimo do integral variacional
1
Tl = | (@02 -1) &,
0 _ _
onde consideramos z(-) € X = C* ([0, 1]} satisfazendo z(0) = 0 e (1) =0, ¢é

zero. Este infimo ndo pode ser atingido em X. Contudo, existem vdrias funcoes
x(-) em “zig-za9” no intervelo [0, 1] satisfazendo as condig¢ées de fronteira ©(0) =

0 e z(1) = 0. Na realidade, qualquer funcdo Lipshitziana z(-) satisfazendo
#(t) = £1 em quase todos os pontos t € [0, 1] fornece o valor minimo zero a J [
(vide Fig. 3.2). 0

Este exemplo mostra bem que os espacos C? ou C! nio séo as classes naturais

onde todo o problema (P) deve ser considérado. ‘Problemas com minimizantes
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Figura 3.1 L(v) = (v® — 1)

o Figura 3.2 Bxemplo de um minimizante “zig—iag” para J [] do Ex. 25.
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p A (y)

BN N gt

Figura 3.3 .(-)

aos “zig-zags” nfo sfo de maneira nenhuma uma questfo artificial e aparecem
naturalmente nas aplicagdes. Por exemplo, para andar de barco i vela contra o
vento, o marinheiro tem que virar de bordo, i.e., ele tem de seguir uma linha em
“sig-zag” mudando entre og dois 4ngulos mais favordveis de modo a usar o verto
da melhor maneira. Uma divertida discussio deste e de problemas relacionados

pode ser encontrado em [34, pp. 155-160].

Exemplo 26 Seja

J[z()] = /0 : (1+ ss(t)Q)(l + (2(t)* — 1)2) dt.

Procuramos o minimo desta funcional usando fungbes admissfveis x(-) de valor
real, sujeitas as condigdes de fronteira (0) =0 e z(1) = 0. Na figura 3.3,

temos que - = 1 ez = —1, alternadamente, em partes sucessivas de uma subdi-
wsdo do intervalo 0 <t < 1 num midmero par de intervalos de igual comprimento
£. Para a funcde correspondente z:(-), que toma valores entre 0 e g, o fungio
integranda nunca excede 1+ &2 e, por isso, o integral é gquando muito 1 + 2.
Por outro lado, em qualquer curva admissivel definida para 0 <t <1, a funcdo
integranda € claramente > 1, sd tomando o valor 1 gquando tivermos simultane-
amente z = 0 ¢ & = 1. Segue-se que o infimo de J[-] é 1 entre as fungdes G2,
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Lipshitzianas ou mesmo de entre as funcdes absolutamente continuas. Contudo,

o infimo ndo é atingido para nenhuma dessas funcdes uma vez gue
Jz()]=1=z)=+1 qtp. t<][0,1]

o que é impossivel. Por outras palavras, se insistirmos em obter um minimizante,
temos de alargar a classe das fungdes admissiveis aindo mais, admitindo “zig-
-zags infinttesimais” (o comprimento ¢ das subdivisdes é feito tender para zero)
nos queis () = 0 enquanto &(t) é alternadamente +1 e —1, O

Observagao 27 Ndo podemos aplicar o teorema da existéncia de Tonelli ao
Ezemplo anterior. Vejamos que L (t, , v) = (1 o) (1 + (v? - 1)2) viola a
condicdo de converidade no argumento v: para t e x arbitrariamente fixos

L, z,av+(l—a) v} <aLt,z v)+(1—-a) LE x, va)
para qualquer vi, v2 € IR e a € [0, 1|. Para isso, basta constatar que

9= 10,0, 0)=L(0, 0, % (1)+é (;1)) >

1 1 i 1
- L —~NN==4+==1.
>2L(0,0,1)+2 (0, 0,—1) 2+2 1

P oo . D

A construgiio do exemplo, que apresenta uma curva minimizante gue néo
é uma extremal em nenhum intervalo, fundamenta-se no Teorema de Whitney
(Teorema 34): qualquer conjunto fechado pode ser conjunto de zeros de uma

funcio C°. Para isso precisamos de vdrios Lemas e resultados auxiliares:

Lema 28 (Decomposigio de Whitney) Seja F' um confunto fechado ndo vazio
de R™ e O o seu complementor. Entdo existe uma colecgio de cubos fechados
F,

. F={Q1:Q2?"'7Qk}"'}J
tal que:
(i) U Qp=0=0CF;

R :
(11) Os Q. sdo mutuamente disjuntos:

Ing (Q5) N Int (Q) = 2. s j # k;
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(iii) Para cada k, - ' N S

diam (Qr) < dist (Qp, F) < ddiam (Qk) -

Observacao 29 Para um cubo fechado Q, diam (Q) denota o seu didmetro e
dist (Q, F) a sua distdncia a F. ‘ ‘ O

Prova: Considefemos o conjunto P dos pontds em IR” cujas coordenadas sio
inteiras. Este conjunto determina uma malha My que é uma coleccio de cubos:
concretamente todos os cubos de aresta unitdria, cujos vértices sfio pontos do
conjunto P acima considerado. A malha My conduz-nos a uma cadeia infinita

de malhas M, —o0 < k < +o01
M, = 9k Ma.

Assim, na malha M, os cubos tém arestas de comprimento 2%, diametro \/n 2%
e cada um deles d4 origem a 27 cubos na malha Ay ; por bissec¢io das arestas.

Para além das malhas M, consideramos as camadas {1, definidas por:
Qp = {m e R™:c27% < dist (z, F) < c2_k+l},
onde ¢ & uma constante positiva que fixaremos de seguida. Temos que

+co
Q= U Q.
k=—co
Fazemos agora uma escolha inicial de cubos, e denctamos a colecco resultante
por Fu. A nossa escolha é feita como se segue: consideramos os cubos da malha

My, e incluimos um cubo desta malha em Fp se ele intersecta {J, i.e., tomamos

Fo= LI?:J{Q e Mg QN A @} .
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Temos entio que

IcEUFo Q=9

Para uma escolha apropriada de ¢, vamos obter as desigualdades em (iii):
diam (Q) < dist (Q, F) < 4diam (Q)), Q € Fy. (3.1)

Vamos entdo provar (3.1). Suponhamos ) € My; entdo o didmetro de @ & igual

a /N 275 Uma vez que Q € Fp, existe z € Q N Q. Como consequéncia
dist (Q, F) < dist (z, F) < c27%1 ¢
dist (Q, F) > dist (z, F) — diam (Q) > ¢27% — /n27".

Se escoihe;:mos ¢ = 24/n obtemos (3.1). Desta desigualdade concluimos que
os cubos @ € Fp sdo disjuntos de F. Notar que a coleccao Fy tem todas as
propriedades requeridas, excepto que os cubos nela contidos nfo sdo necessaria-
mente disjuntos (falta mostrar a propriedade (ii)). Para concluirmos a prova do
Lema precisamos de refinar a escolha que nos conduziu a Fp, eliminando aqueles
cubos que sao, na realidade, desnecessarios. Para isso observemos que se Q1 e 2
sdo dois cubos tomados respectivamente da malha My, e My, entfo se Q1 e Qs
nao sao disjuntos, um deles deve estar contido no outro {em particular Q7 C Q2
se ki > ka). ,

Comecemos entdo com qualquer cubo @ € Fpy e consideremos o cubo mazimal

em JFo que o contém. Por causa da desigualdade (3.1), para todo o @ € Fy,

diam (Q') < dist (', F)
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dist (Q, F) < 4diam (Q) e

e, deste modo, se (F contém @Q temos
dist (Q', F) < dist(Q, F)

e portanto

diam (Q') < 4diam(Q) . |

Como quaisquer dois cubos @' e Q" que contém @ t&m uma interseccio nio
trivial, pela observagio feita acima, cada cubo @ € Fy tem um tinico cubo
maximal em Fy que o contém. Pela mesma observagio, estes cubos maximais
sdo também disjuntos. Fazemos F denotar a colecgio de cubos maximﬁis ;ie Fo.

Entao
(1) QLEJF Q= Q?
(ii) Os cubos de F g0 disjuntos,

(iii) diam (Q) < dist (Q, F) < 4diam(Q), Q@ € F.

O Lema 28 ests provado. - " n
Vamos agora fazer algumas observagdes acerca da famfia F de cut;oé cﬁja
existéncia é ga:ranfida pelo Lema 28. Dizemos que dois cubos distintos de F , @1
e 2, se tocdm, se‘as suas fronteiras tém um ponto coxﬁum (dois cﬁbos distintos

de F tém sempre interiores disjuntos). -



62 CAPITULO 3
Proposigao 30. Suponhamos gue Q)1 e Q2 se tocam.- Entao

%dﬁam (@2) < diam (Q1) < ddiam {(2) .
Prova: Sabemos que (Lema 28, iii)
dist (Qa, F) < 4ddiam (Q)2) .
Entdo, uma vez que (1 e {Jo se tocam,
dist (@1, F) < 4diam (Q2) + diam (Q2) = Sdiam (Q2) .

Mas, por outro lado,

diarn (Q1) < dist (Q1, F)

e por conseguinte

diam (@) < Sdiam (Q2).

Contudo diam (Q1) = 2* diam (Q2) para algum inteiro & e portanto devemos ter

diam (Ql) <4 diam (Qg) .

O mesmo raciocinio (invertendo os papeis de Q1 e Qz), permite-nos concluir que

“diam (Qs) < 4diam (Q1) < diam (Q1) = % diam (Q2) .

Proposigﬁd 31 Suponhamos @ pertencente a F. Enido existem no mdrimo

12" cubos em F que. tocam. Q). .
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Prova: Se o cubo () pertence & malha M;, entdo podemos “concluir ‘que
existem 3" cubos (incluindo @) que pertencem A malha My e tocam Q. Como
cada cubo na malha My pode conter no méximo 4" cubos de F de didmetro
maior ou igual a % do digmetro de @, resulta da Proposicio 30 o pretendido. R

k

Seja QQ, um cubo de F e denotemos por 2" o seu centro e por I o comprimento

comum dos seus lados. Temos entao que

diam (Qx) = vV/nl.

Para qualquer 0 < £ < %, que é arbitrdrio mas serd mantido fixo no que se segue,
denotamos por ¢} o cubo que tem o mesmo centro que ¢J; mas que é estendido

pelo factor 14-¢, i.e.,
Q= {(1+6) (m—mk) + 2 mer}.

Temos Q C @, e que os cubos fechados @ -j4. ndo tém interiores disjuntos.
Temos contudo o seguinte resultado:

Lema 32 Cada ponto de estd contido no mdzimo em 12" dos cubos Q2%

Prova: Sejam ¢J ¢ Qk. dois cubos de F. Vamos provar qu.e Qr iﬂ%e;'secta Q
apenas se (Jy focar Q.. Consideremos a unio de @ com todos 0s cubos de F que
Ihe tocam. Uma vez que os didmetros destes cubos sfo todos maiores ou iguais
que % do difmetro de @ (Proposicio 30) & claro que esta unido contém QF. Por

conseguinte () intersecta ()}, apenas se ¢} toca Q. Como qualquer-ponto z'& 2
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pertence a algum cubo ¢}, pela Proposicio 31 existem quando muito 12™ cubos

(2}, que contém z. ||

Lema 33 (Partigao da Unidade) Seja © C IR™ wm conjunto aberto e F = {Q;}
a decomposicio de Whitney para ). Entdo existem funcgdes

¢; : IR" — R,
da classe C°°, satisfazendo:
a) 0<¢;(x) <1 para todo 0 z € R™;
b) ¢;(z) =1 sex €Qy;
c) ¢;(z) =0sex¢QF;

o Fogte o
d) Va=(a,..., an) € N, |E2 ()

By 1 Bag 2™

< K diam (Qg) 0"

e} > ¢j(z) =1sez el

Prova: Denotemos por {Jy 0 cubo de comprimento unitdrio centrado na
origem. Comecamos por mostrar que para qualquer € > 0, existe uma fungéo

w: R™ — [0, 1], pertencente & classe ™, com as seguintes propriedades:
0<p(z) <

w({z)=1 sex € Qg
oz =0 sexd (14+2) Qo

Para isso definamos a fungio auxiliar A, : IR — [0, 1}, € C®, pela expressio

‘ eam_i"; se T >S§
hs (z) =

0 se v<s

Esta funcio tem a forma indicada na Fig. 3.4. A custa dela definimos
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Figura 3.4 hs (-}

a4

~(1+2) -1 1 L+

Figura 3.5 g(-) - “fungio chapéu”



66 CAPITULO 3
a “fungdo chapéu” g (-) (Fig. 3.5):

h_(1+4¢) (%) ho(i1e) (—2)
P16y (8) h(1pe) (—2) + b1 () A1 (—z)

g(x) =
A funcgio ¢ (z) = g (||z]]) é a funcéo desejada. Notar que se & ¢ IR™, entio

1 se x€Q;z
ple—1z)=
0 se z¢(1+¢) Qs

para ¢z a denctar o cubo de aresta unitdria centrado em Z%.

Seja ¢y, (1) a funcdo @ (-} ajustada ao cubo Qy, ie.,

op (@) =¢ (w ;kxk) :

é o centro de @ e Iz é o comprimento comum dos seus lados.

Lembrar que z*

Temos entdo que @ (x) = 1se x € Qp e @, (z) = 0 se z ¢ Q. Observemos

.ainda que

Hertagt-ton 0 (33)
Ot Oxd? - .. Dxym

< Ko diam (Qp) 17277 %

Definamos agora ¢y, (x) para z € {2 por

b @) = 2D

2o v, ()
L J=1 .

Resulta a identidade

+oc
Y bpl@y=1, z€Q

k=1k

que define a particiio da unidade requerida. et e e |
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Teorema 34 {Teorema de Whitney) Dado um conjunto fechado F' C IR", existe
uma fungdo f:IR™ — IRY de classe 0%, tal que
{zeR": f{z)=0}=TF.

Prova: Seja {Q;} a decomposi¢io de Whitney pare o complemento de F e {qSJ}
a correspondente particdo da unidade. Para cada 7 seja

§; = diam (Q;) .
Consideremos a funcdo
—oi/85
f(z)= ZQ 2 g5 (2)
=1

A série converge absolutamente e uniformemente para todo o © € R"™. Reparar
que o conjunto de zeros de f () é precisamente o conjunto F. Falta verificar que

f () € infinitamente diferencidvel. A série obtida aplicando 6;1 ;%22 ;;gn
a f(z) tem j-ésimo termo que € majorado (Lema 83, d) por
Ko 27 groaea——on, (3.2)
Fizemos agbra T € C'F Sewv for a distdﬁ"r,cm de © la,F: R
v =dist (z, F),
entdo © estd contido no mdzimo em 12™ dos cubos {Q;.}, k=1, ..., 12" (Lema

32) e cada um desses cubos tem didmetro §;, tal que
85, <v<4é;  (Lema 28, iii).
Usando (8.2) vemos que, neste ponto x,

6a1+a2+"‘+anf (ﬂr;)
Az Oz - - - Dz

< C1gn gl o —en—an

A medida que v — 0 vemos que esta tltima expressio tende para zero. Resulta
destas estimativas, que todas as derivadas de f(-) existem em CF e que elas
tendem a zero nos pontos de CF gue tendem para F. Pelo mesmo raciocinio,
todas as derivadas de f(-) em OF (fronteira de F) sdo zero. As derivadas de
F(:) no interior de F' séo zero po:r' definigio. Concluimos que f(-) € C® e

todo o IR™. ] o I

Passamos agora 4 consirugio do exemplo indicado.
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Exemplo 35 Sejo z=(t), t € {0, 1}, uma curva absolutamente continua nio
possuindo derivada num conjunto denso em [0,1]). 1 Pelo Teorema de Whit-
ney podemos construir uma fungdo continua ® () possuindo as seguinies pro-
priedades:

o $(t,x) >0, sex#P(t); (¢, ) =0 para z = 1P (t);
e O(.,-) tem derivadas continuas até & ordem m.

Consideremos o integral

_ ! 2) - 32
J_fo ®(t, ) - (1+47) de.

Fazendo
®(t, z)- (1+2°) =T (¢, x, 5)

_temos as seguintes propriedades para U (¢, z, T):

1. U possui todos as derivadas até a ordern m, em relagio at, x e Z;

H2w

o 20

3. O minimo de J |-] é atingido para a curva z = ¥(t), que ndo é uma extremal
em nenhum intervalo. 0

Exemplo 36 (Construciio de uma fungdo % : [0, 1] — [0, 1], absolutamente
continua, nao possuindo derivada num conjunto denso de [0, 1]) Sejo

a1, 92y ---5 Qny - - -

uma enumeragio dos racionais (ou qualguer outro conjunto denso numerduvel)

de [0, 1] e definamos
(r) = 0 se 7<0
g T 11 se 720

A funcdo g () toma valores em [0, 1], é continua excepto em 0, e é tal que
1 fgz g (7) dr tem limites laterais distintos:

. fohg(T) dr — 1

hl—gél+ h
li 0.9(0 47 _
h—0— h

1 Tal resulta possivel, pois ezistern conjunios em [0, 1] “nsignificantes” do ponte de viste
topoldgico (que tém obrigatoriamente interior wazio ou, equivalentemente, tém complementar
denso em um todo) mas. que sio “grandes”.em termos da medida de Lebesgue.
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Facamos agora - -« . . ety e
o0
f(T) :ZZMHQ(T_QTL)-
n=1

Esta funcdo é claramente integravel e resulta que

v = [ £ ar

é absolutamente continua (Teorema 65) mas ndo é diferencidvel nos pontos gy

(k=1,2,...) pois
1 g
E/ f(r) dr

4]

tem limites laterais distintos quando h tende a 0. Com efeito, o k-ésimo termo
de f (7) tem limites laferais para

1 qit+h 3
E/ 2kg(7—qk)d'r
q

ke

que diferem de é‘k. .. .. m|
3.2 Resultados de Regularidade

Viramos agora a atencio para a prova de teoremas de regularidade do nosso

problema.

3.2.1 Regularidade Lipschitziana

Vamos assumir que .4 & um subconjunto fechado (nfio necessariamente préprio)
do espaco R = {(¢, z)}. Consideremos a classe & de todas as curvas AC

n~vectoriais . ..

: -'a;(t-).: (9:1 ), ..-.',:c”‘(t))',‘-' S a<t<h’ |
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satisfazendo (¢, x (t)) € A para t € [a, b|. A classe das trajectSrias admissiveis

serdo entdo as funcgbes de X que satisfazem as condicles de fronteira dadas:
z (a) = z,4, x (b) = my.
Para cada uma delas, z (-), denotamos por Gy o seu gréfico:
Gyy ={(t, 2 () : L € [a, ]} S ACRM™,

Seja z (-) uma trajectéria admissivel. Nos Teoremas 38 e 40), precisaremos das
seguintes hipéteses sobre a fungio L (¢, z(t),-):

(t) Para cada t, a <t < b, a fungdo n-vectorial em v

[ L 2), 0) |

vi— L, (¢, z(t), v) =

L Ly (t, z(t), v) |

é injectiva:
a<t<b v,mwelR” viFwm=L, (t, z{t), v1) # Ly (t, 2(t), v2) ;
(ii) Para v € R o] — 00, resulta que
[0 &, 28, 0)] = o0

uniformemente em [a, b]. Noutros modos, assumimos que dado N > 0,

existe uma outra constante R > 0 tal que

a<t<h veR, Jul > B (Lot aft), 9 > .
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(#43) A curva z (t), t € [a, b], satisfaz as equacBes de Euler: existe uma funcio

n-vectorial AC
@)= (' @©),..., "),

tal que em quase todos os pontos de [a, b

Ly (ta ‘T(t)a T (t)) = ¢ (t) 3

Lo 260, 409 |

d -
=6 () = Lo (& 2(2), & () =

| Lo ¢, 2(t), 5(0)) |

Observagao 37 Notar que (i) e (ii) sdo independentes. Por exemplo, para
n=1 L{, z,v)= (1 —|—v2)1/2, temos que Ly (¢, z, v) = v (1 ~|~’u2)_1/2. Esta
é uma funcdo em v, limitada e estritamente crescente em |—o0, +oo[. Limitada

pois
V1+o2 >0 =y
1 < _1_
v2 "~ [vf

|

<L

v
‘\/1—!—’02

Estritamente crescente jd que

2
,/1_‘_,”2__'”._

& (H) - L - >0
dv \ /1 L2 1+ v2 A+v)/1T+2 7 7
Por conseguinte L (-,-,-) satisfaz (i) mas ndo (iz):
. U N
lim = 1.
v STt
Por outro lado, L (t, =, v) = —v? +v* satisfaz (41):
Ly, m,0) = ~20+&* -0 quando v— 00,
mas ndo satisfaz (©): por ezemplo L, (t, z, v) = —2v + 4 anula-se pare v =0,
v = V2 ews= —ﬁ ) : ~ ) ' a

2 2



72 CAPITULO 3

Teorema 38 (primeiras derivadas limitadas) Se L (-,-,-) é da classe C* em
AxR™ satisfazendo (i) e se z (-} é uma fungdo n-vectorial AC em [a, b] que
verifica (iit), entdo &(-) € essencialmente limitada e x (-) € Lipschitziana em
[a, b].

Prova: A funcéo n-vectorial ¢ (-) em (¢i%) € AC, portanto continua e limitada

em [a, b]. Digamos que ¢ (t)]| < N. Por (4) existe R > 0 tal que
cle, b, veR” |v]=R=|L, 2@),v)[=N+1

Uma vez que || Ly, (¢, z(t), 2 (&))|| = ¢ #)|| £ N em q.t.p. de [a, b], conclufmos
que || (¢)|| < R também em q.t.p. de {a, b]. Uma vez que = (-) € AC, concluimos
que (-} é Lipschitaiana de constante R em [a, b]. [

~ Vamos agora enunciar, na forma de um teorema, as principais condicdes
conhecidas assegurando que as solugdes de (I°) sao Lipschitzianas. Estes resul-
tados servirdo de comparagao p_osterior com o resultado por nés obtido em §4.1.
As demonstracdes devem-se a Clarke e Vinter e podem ser encontradas em [9]
(veja-se também [6]). Optdmos por nio colocd-las aqui, uma vez que elas recor-
rem sistematicamente a conceitos de Andlise Ndo Suave cujo estudo cai fora do

‘ambito deste trabalho.

Teorema 39 Se pare além das hipdteses do Teorema da Existéncia de Tonel-
li, for verificada, para todo o (¢, z, v) € [a, b] x R™ x R®, qualguer wna das
condicdes® (C1), (C2), (C3), (C4) ou (C5):

(C1) O Lagrangeano é auténomo (i.e., z'ndepéndente de t);

2 Reparar que (C1) é um case particular do condigao (C2). Doda a sua partzcula,r importincic
(vejo-se §4.8) eolocamo-la aqui em destague.

As condigdes (C3) e (C5) generalizam, respectivamente, as condzgoes cldssicas de Morrey
¢ Bernstein (vide [9]).
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C'2) Existern kg real e by (-} integrdvel tais que- 5 -
(C2) g ¢
Lt (2, 2, v)| < ko |L(2, =, v)| + Ko (2)
C3) Existem ky real e k1 (+), ka2 (1) integrdveis tais que
( q
| La: (¢, 2, v)|| < ko |L(E, 2, v)|+ k1 () |0 (2, 2, v)|| + k2 () ;

(C4) Para cada t, a fungdo (z, v) — F(z, v) = L(t, z, v) é convezq;

(C5) Lyy (t, z, v) >0 e existe uma constante ko tal que

HLv (t, x, v) (Le (t 2, v) — Lyt (¢, 2, v) — Lye (¢, x, v) 'U)H <
<ko ([l +1),

com b a constante positiva que aparece na condigdo de coefrczmdade do
Teorema da existéncia de Tonelli;

entdo qualguer solugdo para o problema bdsico do Caélculo das Variagdes é
Lipschitziana. [ |

3.2.2 Regularidade C*

Teorema 40 (de Tonelli - continuidade da primeira derivada) Se xz(-) é AC
em [a, b] com grifico em A e derivada & () essencialmente limitada em [a, b], se
L{-,-,") é da classe C* em AxIR™ e se se verificam as hipdteses (1) e (4i%), entdo
& () ewiste e é conttnua em todo o [a, b], i.e., z () € C1([a, B]).

Observagao 41 Se ndo soubermos gue & (-) é essencialmente limitada, entdo a
conclusio do Teorema é ainda vélida dada a hipdtese adicional (i) relativamente
all(,-,-), como decorre do Teorema 38. O

Prova: Se z(-) € AC ([e, b]) com & (-} essencialmente limitada, entdo’

& também essencialmente limitada, mensurdvel e integrével 4 Lebesgue em [a, 8].

Temos de provar que:
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1. #.(-) existe para todo-o ponto do segmento [a, b]; .
2. &(-) é continua em [a, b].

Uma vez que z (-) € AC em [a, b], a derivada. & (-) existe ern quase todos os

pontos de [a, b}. Sabemos também que % () & essencialmente limitada, digamos
le@l<m  abtp. t€lab.
Seja S o conjunto de todos os t € [a, b] onde:
o (L), & (1) estio definidas;
o 50l <m
e paracadat € {1, ..., n}, Ly (¢, {(t), & (t)) coincide com ¢, (t) e verificam-
-ge as relagdes
d .
d_t¢“ (t) = L (t: ﬂ?(f;), x (t)) .

Entao S C [a, 8], m(S) =b— a e, por isso, S & denso em [a, b]. Se £ for um
ponto arbitrario de [a, 0], entdo £ & um ponto de acumulagio de pontos ¢ € §
com t # t. Provemos primeiro que # () tem limite quando ¢ — % por valores
de t em §. Suponhamos o contrdrio. Uma vez que & (-) é limitado em S, entéo
existem Suces‘sc'ie-zs ‘(fk), (t’k) de pontos de S com ty, — £, £}, — t e tais que ( (),
(@ (t})) tém limites finitos distintos: & (fg) — u, £ (#}) — v, u # v, u, v € R™

Dado que as relagoes

L2, m(t)v z (t)) =¢; (t) ’ i=1, s m,
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se verificam para todos os t € 9, em particular também sfio verdadeiras para
t =ty et =t}. Assim, & medida que k¥ — 00, obtemos duas relagbes que por

comparacao nos permitem escrever
L (%, (), u) = Ly (&, z(8), v), i=1,...,m.

A hipétese (7) implica que w = v, uma contradigio. Isto prova que u (¥} Z%I_)II% (%)
existe e & finito quando ¢ — ¥ ao longo de pontos de S, e que isto se veriﬁttezz‘para
todo o T € [a, b]. O mesmo argumento mostra que u(-) é uma fungdo continua
em [a, b].

Provemos agora que u (t) = % (¢) para todo o ¢ € [a, b]. Clom efeito, & (-)
& mensurével e portanto continua em certos subconjuntos perfeitos K de [a, b]

com

1
.m(Ks) >b—a—

Para todoo s e

te K,
fixos, existe urna sucesso {t) de pontos t € SN K, com -
tp — 1, &(t) =Ym & (t) = () quando k& — -o0.

Deste modo, £ (t) = u () para cada K e portanto £ () = u (t) em ¢.4.p. t € [a, b].

Finalmente, para todo o ¢ € [a, b] temos que

ts_i:(’r) dr = Atu(f) dr..

a

@)z = |
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Por isso # (-) é continuamente diferencigvel em [a, b], 2 (-) =.u(-) em toda a
parte e z (-) € C* como afirmado. |

Observagio 42 (Um contra exemplo para o teorema 40) O minimo da fun-
cional

IO = [ 0 1 -a) &

com z(~1) =0 ex (1) =1 é certamente atingido pela trajectiria & () definida
por

wren 10 para —1<t<0
m(t)_{i para 0<+t<1

Embora & (-) € AC, % (t) ndo eziste em t = (:

() —2(0) . h_
dm T = m Y
& -2(0) . 0
.

Aqui L (t, 7, v) = 2* (1 —v)* ndo satisfaz (i) ao longo de &(-):
Ly (t, @, v) = =227 (1 —v),

s b0 para —1<t<0
m(ﬂ_{l para 0<t<1 ’

. 2 0 para =-1<t<0
Lv(t,a?(t),m(t))={ 0 gam 0<iel -

0

Teorema 43 (M. A. Lavrentiev)Seja M > 0 e L(-,-,+) uma fungdo continua,
8L (t, x, 4

diferencidvel em x, e tal que %x_} <M em [0, 1] x [0, 1] x R. Seja Z(-)

O<z(t) <1, 0<t<1

uma fungao absolutamente continua com Z(0) = zq, Z(1) = 21 e tal que a funcio
L (t, Z(t), Z(t)) ¢ integrdvel. Sendo assim exziste, qualquer que seja € > 0, uma
fungdo Z(-) com derivada continua e verificando as condigdes:

1. #(0) = xo, #(1) = 1,
2. |3t — 3] <& .-
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. |0 =), 20) d— 7L (5 56)-50) & <.
Prova: Fagamos as seguintes convencoes preliminares:

Np == max {JL (¢, @, )|}
0<z<1
[]<r

P & um conjunto perfeito situado no segmento [0, 1] do eixo dos £, com medida

% e tal que Z(-) é continua em P;
= ()|}
R =max{lz(t)|};

he < min{l, ]\/if}

tal que para [Av| < he - : ...
|L@$W+AM—L@$JN<Z (3.3)

para um certo € > 0 e para todos os valores das varidveis 0 <1, 0< a2 < 1,
lv| < R+ 1.

Passemos agora & construgdo da fungfo &(-).

Como as fungdes Z(-) e L (-, Z(-), #(-)) sdo integraveis, existe, qualquer que
seja € > 0, um conjunto perfeito F; situado sobre o segmento |0, 1], de tal modo

que temos:

£
. —_—— <
1. m(F)>1 24N0,P53Ppaxas_

Wi

2. existe uma fungfo @ (-) continua em [0, 1] e tal que (¢} =1 (t) em Ps;
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3. ’ fop, L (t,&(t), &(t)) dt| < -1&;2, onde CP. representa o complementar de
P. relativamente a |0, 1[;

. hee
4, fC'PE |Z(t)| dt < TR

Em virtude da propriedade 2, Z(-) & limitado em P.. Seja |Z(t)| < R. em P-.
Da continuidade de L (-, -,-), existe um numero H,., 0 < H. < ghe, tal que
para |Av| < H,

IL(t, &, v+ Av) — L(t, 2, v)| < -]% (3.4)

para todos os valores das varidveis 0 <t <1,0<z <1, |[v| £ R, + 1. Posto
isto, em conformidade com a mesma condigio 2, podemos dividir o conjunto Py

num nimero finito de partes, sem pontos comuns duas a duas,
Fo=mUmaU---Umy,
de tal modo que
- - 1
|Z(t1) — (t2)| < ﬁHg (3.5)

se 1) e ty pertencem a uma mesma parte 7.
Seja ¥(-) uma fungéo definida em P, constante em cada parte m; e que difere

. 1
de z(-) numa quantidade inferior a - He:

P(t) = ¢ paratodo ot €my (3.6)

[3(t) — 9()] < 15 e (37)
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Designemos por #;, 1 = 1,-2, 3, ..., p, p intervalos contendo-respectivamente as

partes m; 1 5 O ;. Suponthamos
- o0
ﬂ'.,::’.?T.,:\ 'L—Jl 62_7,

com §; ; intervalos sem pontos cormums dois a dofs.

Seja n; uma quantidade positiva tal que

£h,
24p

(Ne, + les]) ms < ~(3.8)

Designemos, por iltimo, k; como sendo um inteiro positivo verificando a de-

sigualdade
oo
> m(Ei5) <mi. (3.9)
J=ks

Com estas convencdes, construamos no intervalo 10, 1[ uma fungdo B()

D)= paratemoutes, >k, (3.10)
{b(t) == (0 para os outros valores de {. © 7 (3.11)
Temos que
‘fb(tﬂ < R.. ' (3.12)
Estabelecamos | |
5:@):/:&@)@7:%&0. I S T

Demonstremos em primeiro lugar que temos

[56) — z(8)| < %s he. (3.14)
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Com efeito, das condigdes Z(0) = xp e (3.13), temos que
£ t
50 -2l =| [ $ya- [ aa<
0 0

< [ [t -aw| v [ pordes [ o) a

Consideremos cada um destes integrais. Temos, segundo (3.7) e da definicio de

He, que

f \w(t)—w(t)\ dt < HE_E;; (3.15)

Apés a construgao do conjunto P (quarta condigao) temos que

- Eh&
]a . 5 (3.16)

Por 1ltimo, das condigdes {3.10), (3.11), (3.9) e (3.8), segue-se

/ [ 2<Yy (lczl Zm(a,fo) <Zyc¢1 m <

CP.:-; ?.—-«-1

(3.17)

A desigualdade procurada é uma consequéncia imediata das trés ultimas de-
sigitaldades: (3.15), (3.16) e (3.17).

Demonstremos agora que

A =

1 I .

L (t, Z(t), 5(t)) dt — / L (t, #(6), E(t)) dt\ <Z. (3.18)
o - 0 2
Com efeito, temos em primeiro lugar que

A= ) - [ 1 (t,300,30) 4 <

< ‘ fP 5 (L& (), 30).- L (1, 30, $0))] clt‘ +
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+UGPEL (& 2(0), #(1) dt‘ * ch L (ﬁ (t), fb(%))' d%{w i

£

e das desigualdades (3.7} e (3.4) segue-se

/1;5 [L (t, 2(t), z(t)) — L (t, #(8), &(t))] dt‘ < %

Por outro lado, segundo a condigao 3
’ / (¢, 3(2), 3(1)) d‘t\ <Z
P, 12

Por tltimo, da condigio 1 e das desigualdades (3.8) e (3.9) temos que "

Ucp L (t’ Z(t), {b(?)) dt’ <

=4

SNg-m(C’PE)+i (Nci‘i‘im(ﬁij)) <

=1 =k
€ € £
< 4=
cutuT o
Temos, por conseguinte, Ay < -Z

Por outro lado temos por hipdtese que

g—il < M. Segue-se entdo da de-

sigualdade (3.14) que

Ag =‘ ‘[OlL(t, f(t),;"p(t)) d‘i—[:L(t, é(t),«}(t)) dtl 5.

IA
]

/0 "M ) — () di <

Temos deste modo

ASA1.+A2§

3] M
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Propomo-nos agata construir &(-) tal que
8(6) — 5(1)] < 5, (3.19)
! = = 1 N 4 €
‘ fo L (t, 5(1), w(t)) dt — fo L (t, 3(2), :t:(t)). dt’ <3 (3.20)
#(0) = o, (1) = 2. (3.21}

Em virtude de (3.14) e (3.18), vemos que %(-) é a funcdo procurada.
1
Notamos agora que, qualquer que seja € < =, existe sempre® um conjunto

‘ ' . . . : s 1
E que é a reunido de um nimero finito de intervalos, cuja medida é igual a 5@

tal que
‘ib(f;)’ <R+1 paratodote E. (3.22)
Se fizermos
Z(1) — (1) = &1 (3.23)
de (3.14) temos que
o] < %ha - - (3.24)

Seja 10(+) uma fungdo verificando as condigdes:

$(t) =9(t) paratodo ot e CE (3.25)
3 Para provar a existéncia de um tal conjunto, é suficiente recordar que:
PCPF:
1 .
m (P) = 'é'

%(-) & contiuaem [0,1] e "

[ —90)] < 75 He.
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P(t) = T,Nb(t) +2g; paratodoote€ E.

Para obter a fungio Z(-} procurada, é suficiente fazer
t —
() = / B(t) dt + o
0
Com efeito, vem de (3.13), (3.25) e (3.26) que

[3(t) — FO)| <&

183

- (3:26)

(3.27)

(3.28)

e termnos além disso, por um lado e como resulta de (3.25), (3.26), (3.24) e (3.3),

que

Al = VDlL (t, 7(%), :%(t)) dt — folL (t, 7(1), #(t)) dt

_ MEL (t, 5(8), {b(t)) dt — [EL (t, z(1), fb(t)) dt‘ < i—; -

e por outro lado, em virtude das condicSes (3.28) e (3.24) e da hipétese

M, que

f

5=

Obtemos a desigualdade (3.20) somando Al a Aj.

1 . . 1 . . -
]0 L (t, 5(t), :c(t)) dt—/o L (t, (%), w(t)) dt’ <=

o _
Ox

A desigualdade (3.19) e a expressio (3.21) sfo consequéncias imediatas res-

pectivamente das expressoes (3.28), (3.24) e (3.27), (326),(324): (323) m

Deduzimos deste resultado os dois teoremas seguintes.

Teorema 44 Sendo L (-,-,-) uma funcdo contéinua, diferencidvel em x e tal que

AL 1

belin

tnfimo do mesmo integral no classe C*. &

< M, o infimo do integral f L (t, z(t), (t)) dt na classe AC é igual ao
0
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Teorema 45 Se existir na classe C* wma curva que minimiza o integral
1

f L(t, z(t), () db
0

em que L (-,-,-) verifica as condicdes do Teorema 43, existe também um mini-
mizante pora esse integral na closse AC e este dltirno minimo é atingido pela
mesma curva. i

3.2.3 Regularidade C?

Vamos usar a equagfio de Euler na forma integral para provar que sob algumas
hipéteses, qualquer solugiio C! da equagiio de Euler & na realidade da classe
C?. Provamos depois, & custa deste resultado, a regularidade das extremais
de duBois—Reymond quando o Lagrangeano L (-,-,-) satisfaz uma condigao de

elipticidade apropriada.

Teorema 46 (Weierstrass - continuidade da segunda derivada) Sejo z(-) € C*
uma extremal de duBois-Reymond de J []. Suponhamos que Ly, (-,-,-) ¢ da classe
C* em [a, | xIR™xR™ € que a matriz Hessiana Ly (¢, ©(t), £(t)) é inverttvel para
todo o t €la, b]. Entdio x{-) ¢ da classe C* em ]a, b].

Prova: como z{-) & da classe C*, o lado direito

£ty = o+ f Lo (7, 2(7), #()) dr (3.29)

22

de (1.12) é da classe C* ([o, b]) e o lado esquerdo L, (¢, z(t), ©(t)) & continuo em

[a, b]. Obtemos assim que

L, (2, m(t),a:(t)) —&(#)=0  paratodot€la, b, (3.30)

Definamos agora a aplicagédo

7 (t, v) = Lo (¢, 2(2), v) — (1), (3.31)
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que & da classe C? ([a, b] xIR", IR™)-e satisfaz - CoTT T e
dety, (¢, () #0 para todo t € |a, b[.
Deduzimos de (3.30) que
v(@, #(t)) =0  paratodot € [a, b].

Entdo o teorema da func¢io implicita implica que a solugdo v (#) da equacio
7 (¢,v) = 0 & da classe C* em Ja, B[ e &() = v (t). .

Observagao 47 (Um contra exemplo para o teorema 46) No Exemplo 24 Z ()
e &(-) saa contfnuas mas & () é descontfnua em t = 0. Agqui L{t, », v) =
22 (2t —v)? ndo satisfaz

det Loy (t, (1), & (t)) # 0 pare todo ot € [a, b

com . _
3 (£) = 0 se -1<t<0
Tt ose 0<t<1l

Com efeito, : . ,
Ly (&, z, v) = =222 (2t — v)

Lo (t, 2, v) = 22°

e para t € [—1, 0] temos que Ly, (t, & (t), :?:()) =0. |
Teorema 48 Seja z(-) € Lip([e, 8], R™®) uma extremal de duBois-Reymond
de J[]. Assumamos que Ly(-,-,-) é da classe C* em [a, b) xR™xR" e. que

Lo (2, x, v) é definida positiva para todos os (t, z,v) € [a b] xIE{”xIR"‘ Enmo
z(-) é necessariamente da classe C? (la, b, R™). ‘

Prova: consideremos a aplicagio @ : (t, z, v1) — (¢, =, va) de [a, b] xIR"xR"™

em si mesmo que é definids por

O (t, z; v1) = (t, 2, L (¢, =, v1)). (3.32)
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Sabemos que (veja-se 0 teorema 94 em Apéndice) ®-(+, -, -) produz um difeomorfis-
mo C? de [a, b] xIR™xIR™ para 2 sua imagem T = & {[a, b] xIR"xIR™). Denotemos

por ¥ : 7 - [a, b] xIR"xIR™ a inversa de @ (-,-, ). Inferimos de (1.12) que
® (i, z(t), 2(t)) = (¢, z(8), &(2)) g.t.p. em [a, b], (3.33)

onde £(£) & definido por (3.29). Fagamos o(t) = (£, =(£), £(£)), e(t) = (¢, z(t), £(1)
e U (e(t)) = (£, z(t), v(t)). Entdo (3.33) ¢ equivalente a e(t) = & (o(t)) em q.tp.
-de [a, b], de onde
ot) =T (e(t)  gip.de [a b, - (3.34)
isto &, |
2(t) =v(t)  qip. de [a,]. (3.35)
Uma vez que () € Lip ([a, b], IR™), existe & > 0 e um conjunto de medida nula

N em [a,'8], tal que &(-) est4 definida em [a, b]\IV e
l£@)| <k parat€ o, b]\N. (3.36)

Jaque e(t) = @ (o(t)) em g.t.p. de [a, b] podemos assumir (se necessdrio podemos

sempre “aumentar” N) que
e(t) = T (o(t))  parat < [o, B \N. (3.37)

Seja H = {& (t, x, v) : (¢, =, v) € RxR"xR" e ||v]| < R} Entiio (3.36) implica
que

o(o(t)) € H  paratela H\W, . - (3.3%)
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e tendo em conta (8.37) segue-se que : ' .o A
() eH  parate[a, b]\N. ' (3.39)
Uma vez que e(-) é continua em [a, 8] e H & fechado, deduzimos de (3.39) que?
e(t)eH  paratodot € [a, b, _ (3.40)

e portanto e ([a, b)) estd contido em Z, o dominio de ¥ (-,-,-). Em virtude de
T (-,-,-) € C* vemos que (¥ oe)(-) & continua e, se assim &, v(-) & contfnua em
[@, b]. Por outro lado, por (3.35), a fungdo absolutamente continus, z(-) pode ser

representada na forma

z(t) = z(a) —E—/ v(T) dT.

@

Consequentemente z(-} ¢ da classe C' em [q, b] ¢ o Teorema 46, dd-nos gue
z(-) & mesmo da classe C? em (a, b). Na verdade, (3.33) implica que £(-) .€
C* ([a, b, R™) e entdo da relagdo (3.34) vem que &(-) € C" ([a, ], R"), ie,

:I:() e C? ([a’a b]: ]R'n) m

3.3 Fendmeno de Lavrentiev

O fenémeno de Lavrentiev estd relacionado com a questao de quando o infimo

de uma funcional no espago das fungdes absolutamente continuas, é estritamente

1 Com efeito, suponhamos que 3% € [a, §] tal que.e(F) ¢ H, ie,Je>0: Be(D; e)NH=@.
Entfo, pela continuidade de e (-),

3550:[t—F <= e ~eD] <e.

Tinhamos entdo um conjunto de #’s de medida néo nula para os quais e (t) ¢ H. Isto entra em
contradigio com (3.39). o ' o
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menor que o infimo da mesma funcional na classe C1 ou Lip.

Na demonstragio do Teorema 43 e, como consequéncia, do teorema 44, foi
suposto que a derivada de L (¢, z, &) em relagio a x & limitada. I interessante
saber se esta condigio é necessdria. Dito de outra maneira, o teorema subsistird

se ndo supusermos mais que < M7 E para o caso de esta questio se

regponder negativamente, & possivel substituir essa restricio pela hipdtese de
todas as derivadas parciais de L(-,+,-) até uma certa ordem -exis.tirem e forem
continuas? Estas duas questOes t&m resposta negativa.

A primeira cbservagio de que o infimo de uma funcional na classe das fungoes
absolutamente continuas, pode ser estritamente menor que o fnfimo da mesma
funcional em C1, & devida a Lavrentiev [21]. O exemplo que apresentamos &
devido a Mania [23].

Lema 49 Seja0<a<f<le

w={a0) Lip (o, ) 167 < o(t) < 3

viela fl a() =70, a(9) = 35}
Se 5 ,
Tla()] = ]a (- o) &()° d
entio c
Jz()] =z B
para todo o z(-) €W e para cp = 72 3% 2718575,

Teorema 50 Seja

J[z()] = /0 : (t—m (t)?’)z‘.j: (®)° dt.
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Se . : C
Wi ={a() € Lip (0, 1)) - 3(0) =0, 2(1) =1}
Wy = {z() € AC(0, 1)) : 2(0) =0, &(1) =1}
Entao 7255 '
B T 2 e = o> 0=t J[a()].
Além, disso, o minimo de J[-] em Wh ¢ atingido por &(t) = t1/3, O

1
Prova do Lema 49: Uma vez que z(t) < 5 t1/3 temos que

3
x(t)® 1 {43 7 ‘
—_— - —_ —— e d .
1 . >1 t( 5 ER para todo £ € o, f

Consequentemente,

2 . .
J [z(-)] =fjt2 (1— “’?3) B8 dt > %Lﬁtgi(t)sdt. L (3.41)

Fazendo

RN 74 30 o(t) = (1) = & (tS/S)

deduzimos imediatamente que

#(6) = (r) 5 = S b(r) 67 = 2 ) 2P

ol e

Voltando a (3.41) temos

3/5

P s (B ) (5 g
. ~ d Z2/3 2 2/3
J[m()]ZQBfas/s T (5:1'-‘(7')’1" ) (37 | ) d’rz- |

. 72 35 '63/5

2655 ./as/s (&) dr.

IV
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Usando a desigualdade de Hélder (vide Coroldrio 78 em Apéndice, relativamente

ao qual fazemos f(r} = 5‘:(1‘), gty =1, p = é, g = %, a=c3% b= BS/S)

obtemos:

3/5 3/

4 - 5 5 . 1/6 ,33/5 5/6
f Fr)dr < l / (s“c('r))s d'rjl : { / 16/5} o
o3/5 a3/8 o3/5

o (2 () < [0 @) ar- (0 —)

a3/5

" fﬁals (53(7_))6 . (ﬁ (ﬁs/s) _z (a3/5)>5.

«3/5 (ﬁ3/5 _ a3/5)5

Deste modo, podemos escrever que

1 1 6

s (2(83°) — & (¥/5))" (—51/3——a1/3>

Jle() > TF @) x(as)) S R PP
265 (ﬁ3/5—a3/5) 265 (ﬁ3/5_a3/5)

1 7a\ Y3 6
7235 4 (1“5(5) )
212 /35 3/5 5 "
. 31 (&
7 (1 ) )

Observemos finalmente que uma vez que 0 < a < 3,

T ) e

Combinando (3.42) e (3.43) obtemos a veracidade do lema. |

Prova do Teorema 50: Vamos provar em primeiro lugar que se z(-) € W,

entdo existe 0 < e < 8 < 1 tal que z(-) € W (W como no Lema 49), i.e.,

1 1
z(@) = 701/, 2 () = 12
1( 1 1( )=73 (3.44)
Zt1/3 < :c(t) < Etlf?','para todo t & [06, )6]
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Figura 3.6 T; = {(t, sit1/3) 1t e [0, 1]}, go=1l,81=2=,89=

1
1

| =

A existéncia de um tal « e 3 é facilmente compreendida (veja-se a figura 3.6).
Seja
1 4/3 '
A=<{an€]0, 1[:59((1):10,
1.1/
B= b€]0,1[::r:(b)=-2~b .
Uma vez que x{-) é localmente lipschitziano, 2(0) = 0 e z(1) = 1, segue-se que

A# @ e B # @. Escolhamos, por exemplo,
a=max{a:a € A}

B=min{b:beB e b>a}.

Resulta entao claro que « e 3 satisfazem (3.44).

Podemos, por conseguinte, usar o lema 49 para deduzir que

Tz ()] = [ (e a0) 60 dt > / (- m(e)) e de > %’ > cp > 0.
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O facto de que #(t) = t1/% minimiza J [] sobre W, é indubitavel uma, vez que
L(t, z,v) > 0 para todo o (¢, x, ¥) € R®, o que implica que J[z(-)] > 0. Ora

J1E()] =0. |



Parte Original

“A capacidade de criagéo € o
dom supremo que a Notureza
dev ao Homem.”

Enguelgardt

(citado por Viktor Pekelis em Conkega as suas potencialidades, ed. Mir, 1988, p. 58)



Capitulo 4

Abordagem Hamiltoniana a
Regularidade

Demonstra-se, usando uma abordagem Hamiltoniana no contexto da Teoria
do Controlo Optimo, um teorema de regularidade Lipschitziana para problemas

do Célculo das Variagbes de ordem arbitréria.

4.1 Um teorema de Regularidade Lipschitziana

Seja L(+,-,-) uma fungao de valor real em RxIR™xIR" com » > 1; sejam
a, b €ER com a < be z, 2 € R". Conhecidos estes dados, considere-se o

problema bésico do Céleulo das Variagdes! :

b
T = ] L(r, 2(r), #()) dr —> min
z() S Wl,l ([a'v b]s]B'n) (Pl)

2a) =2z, , z(b)=z.

1 Wi ([a, b], R™) representa o espago constituide por todas as fungdes z de [a, b] em IR™
absolutamente continuas, i.e., o espago das funcgbes z(+) diferencidveis em quase todos os pontos
de [a, b] e com £(-) integrdvel - £(-) € L: {[a, &, R™).

95
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Teorema 51 Se forem satisfeitas as hipdleses:

(H1) L(-,-,-} € C, e, L(-,,) é diferenciduel com continuidade nos seus
arguinentos;

(H2) ? FEziste 0: R — R tal que
L, zu) 2 0(]lul) > ¢ >0,
para todo o (T, z,u) € [a, b x R® x R®, e

. T
lim

rto0 0 (1) : 0;

(H3) O lagrangeano L{-,-,-) verifica a seguinte condigcdo de crescimento:
existem constantes v, 3, n e p, com v >0, B <2 e p > max{f -1, —1},
‘tais que para todo 0 T € [0, b], e z, u € R™

(Lz (7, 2, W)l + [Lr (7, 2, w)]) lull < ¥LP (1, 2, w) +,

1€{l, ..., n}
onde 5L
Lz‘l'- (Tg 2, u) = (g;zz= U) ;
Entdo qualquer solugio 3 () € Wm‘([a, b,R*) de (P1), é na wverdade
. Lipschitziana em [a, 0], i.e.; 2{) € Wi ([a, 1], R"). O

Antes de procedermos 4 demonstracio deste resultado, mostramos um exem-
plo em que as condigbes de regularidade Lipschitziana conhecidas nfo sio satis-
feitas enguanto as hipdteses do Teorema 51 o sdo:

Exemplo 52 Consideremos o seguinte problema (n = 1):
1
Jiz ()] = f [(:534+ 1)? e(#41) (t+%—af°‘ﬂanm)] dt — min
0

z(-) € AC

? O requerimento de positividade do lagrangeano, pode ser simplesmente substituido pela exi-
géncia de que ele seja limitado inferiormente. Com efeito, dois problemas (P;) sio equivalentes
se a diferenga das fungBes integrandas for constante. o
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z(0) =m0, z(1)=mz. - .

Temos _
L{t,z,v) = (v +1)° o(v+1) (t+F —srctanz)

L (t,z,v) = (v* +1) L(t,z,v),

vi 41

ng (t, ﬂ'), 'U) = —

2
L, (t,x,v) = [1 v1—|—4 v® ( -%«%—arcta,nm)} L (t,z,v),

vi41 vt 1) ?
Lys (t,@,v) = {2m(1+$2)2 - (14—:1:2)

3602 (vt 4-1) — 4840
Ly (t,2,0) = I: - ((” 4?_ 1))2 - 141202 (t—i—g—arctanm)} L (t,z,v}+
v . '

L (tﬂ ":U)'U) 7

128 s 2
~i—[ 4+1—l—4 (t+§—arctan:c)] L(t,z,v) =

1320° + 3602 9600 ) 7 )
= l: (i 1 1)2 1 + 12v (t—l— oo a.rctansc)] L(t,z,v)+
2
+164° (t + g - arctan:c) L(t,z,v).

O Teorema de Tonelli® assegura-nos a existéncia de wma solug@o & () e AC
para o problema:

o L(-)E C?;
e Para todo o triplo (t,z,v) €0, 1] x R x R temos:
L(t,z,v) > (v4+ 1)3 >vtr1>0,
Ly, (t,z,v) > 0. -
As hipdteses do nosso teorema sdo também verificadas:
6(r)=r*+1,

lim. 0,' .

lim ——
| Tvtoo 0 ('.r') r—+oo ré -1

3 Estamos a aplicar o Teorema de Tonelli standard: z€MR e X = AC. ;
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1/8
({Ls (t, =, v)| + | L (F, z,v)]) |'u[l/2 <2 (]v|4) (’04 -+ 1) L(t,zv) <
<2 (wt+ 1) L(t,2,0) = 2 (v + 1)/ (o) (4§ -arctans)
e como L3/2 (t,z,v) = (v* + 1)36/ 8 8/2(vi+1) (t+%_arC5anx), podemos escrever

(Lo (8, 2,9)| + |Le (8 2,0)]) o2 < 2 L% (2, 2,0)

3 1
(’7_21ﬁ_§;n"07#.—§)‘

Podemos entdo afirmar que % (-} € Lip.
Reparar que nenhum dos teoremas de regqularidade Lipschitziana conhecidos
(Teorema 39, §3.2.1) se aplica o este exemplo:

1. O Lagrangeano depende explicitarnente de t e por conseguinte a condi¢do
(C1) néo & verificada;

2. Se (C2) fosse verdadeira tinhamos

Lt (t, LU,’U) k.‘]_ (t) 4 . k‘l (f)
Z\LEY) - Ay fo 4o LA
Ltz = e TV TRt 1555

o que ndo é concerteza verdade para v suficientemente grande:

lim (v4+1) = -+oo

v—o0
: ky (2)
ko + = ;
v_,hIqI-loq ( 0T T (t,a:,v)) ko;

8. Para (C3) ser verdadeira, deveriamos ter (v >0, z=10)

|L«’ﬂ (ta 0, U)I < ko [L’U (t7 0, U)l ks (t)

k(2
VI L(t, 0, v) T v7/2 T (2) vI2L(t,0,v)  w2L(t 0, v)
3
vi1 ko k (t)%z%-l-‘lv?’ (t—l—%) kg(t)
oz = grE M 772 WL (¢, 0, v)
o que tarnbém ndo € verdade para v suficientemente grande:
vi+1
o T T e
. o 1248 ’
lim _ig_+k (#) ST _1;1-!-41)3 (t+%)‘ Ea () o
votoo \ pT/2 T v7/2 S WL, 0,v) ). 7
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4. {C4) também ndo ¢ verificada: por exemplo -
4
L (£, —2, 1} = T L, -2,1) <0,

Lo (t, ~2,1) >0

e como tal a mairiz Hessiana de L (t,-,-) ndo é semi-definida positiva.

5. Por dltimo, (C5) é violada uma vez que Ly, (t, , v) pode ser nulo: basta
fozer v =10. 0

Prova do Teorema 51: A prova é feita usando o paradigma do Controlo
Optimo. Seguindo a abordagem proposta na monografia de R. V. Gamkrelidze
[15, Cap. 8], fazemos uma redugio do problema () a um problema auténomo

4

de tempo minimo,? numa forma tal em que é possivel a aplicagio do PMP? .

Esta redugio resulta possivel porque

tr)= [ L0,26), 240) &8, Telatl,

é uma funciio em T absoclutamente continua (vide Teorema 65 em Apéndice),
estritamente crescente ao longo de uma curva 2{(-) absolutamente contfnua:

1) _ 17, o), 2 F 0

Existe deste modo a funcéo 7(-), inversa de #(-) no intervalo [a, b, tal que

ar(t) 1
b L(r(t), z(r(t)),2(7(})))’

o que implica que

dz (r(t)) _ dz(r(¥)) dr() _ | Z(r(2))
dt . dr dt - L(7(t), z{r(t)}; 2(r(2)))

4 yide Apéndice B.. |
5 Principio do Méximo de Pontryag]n
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Reparar que 7 (-) é também absclutamente contfnua (pois & diferencigvel quase
sempre e a derivada é integravel). Deste modo, tomando ¢ como a nova vari-
dvel independente - tempo, considerando 7(t} e z(t) = 2 (7(t)) como varigveis
de estado e u(t) = 2(7(t)) como o pardmetro de controlo, podemos escrever o

problema. (P;) na forma

T — min
o 1 u: R —R"?
0= I, DD | gaa e WD
. _ ult ’
©t) = L{7(%), =(t), u(t)) 2(0) =2, , 2(T)=z

Um dos requisitos & aplicagdo do PMP é o de que o controlo u seja essen-
cialmente limitado. Ora na situagio presente u(-) pertence a L; e nfio a Luo.
A ideia proposta em [15] é a compactificacdo do espago de velocidades admis-
siveis, através da adigfo, para um dado 7 € [a, b] e £ ¢ IR™ arbitrsrios, de
(0,0) € RxIR" ao conjunto de todaé as velocidades admissfveis do problema

(4.1). Iremos ver que o conjunto resultante, que denotaremos por E{r, z),

B(r, z) = {(0, 0)} U {( - (le% i (T,“% U)) v e IR"”'} C M,

& um subconjunto compacto de R*™, Com efeito, o conjunto E(r, z) pode
ser representado como a imagem homeomdrfica® de uma esfera n-dimensional

S* C RI*™. Para este fim, fixemos um ponto % € S*, que designaremos por

6 pide Def. 05 em Apéndice.
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pélo norte, e consideremos um homeomorfismo, por exemplo a projeccio estere-
ogréfica’

TSP\ {w} — IR", ' - - (4.2)

sob o qual uma sucesséio arbitrria de pontos w; € 8™\ {1} que convirja para @
se torne numa sucessio de pontos u; = 7 (w;) € R™ convergente para infinito.

As funcdes

1 7 (w)

YT L) T I v @)

(4.3)

s8o continuas em S™\ {w}, como resulta da continuidade de L(-,-,-) e de m(-).

Em virtude da hipétese (H2)

: lJall
,uunh—lﬂoo O (flelly 0

e como L (1, x,u) >-6(||u|]), também

i

—1__ —0. © (4.4
ful|—+oo L (T, T, u) (44)

Assim, podemos estender as fungbes (4.3) a funcdes ¢™*(-} e v:%(-) que sdo

continuas em tods a esfera S7:

j 1 se wF# W
¢T,$(w) — f(T, Q}‘,’UJ) — L(’T, x, ’JT(‘DU)) ,
\ 0 se w=1
T f ___w(w) se wFEwW
7" (w) = g(7, @, w) = S L7, @, m(w)) g
o L 0T e w=a

7 vide Exemplo 96 em Apéndice.
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A aplicagho contfnua w — (¢™%(w), v *(w)), de S™ em E(r, z), é com certeza
injectiva® e por conseguinte um homeomorfismo j4 que S™ é compacto® . Deste

modo definimos o problema auténomo de controlo éptima:

T — min (4.5)

‘ w: IR — 5™
) = f(r(), z(8), wt))

£t) = g(7(t), 2(?), w(?))

» o r0)=a , T(T)=b (4.6)

z(0) =24 , 2(T) =2

que possui o conjunto dos valores admissiveis do parfimetro de controlo, com-

" pacto.

Comn este mecanismo podemos estabelecer uma correspondéncia entres curvas

absolutamente continuas
Cz2(r), a<T<h z(a)=2z, z(b) ==z, (4.7)
e as solugdes de (4.6)

w(t), 7(t), z(t), com w(t)# W em g.t.p. t<[0,T] (4.8)
de tal modo que 6 tempo de transferéncia T para a solugio (4.8) & igual ao valor
de J [2()],

b
T = Ja()] = / L(r, (1), () dr.

8 Se wn # wg das duas uma: ou L (7, z, w{w1)) = L {r, =, w(wsa})}, situagio em que ™ "{wn) #

47 #{ws), onentdo L {1, =, w(w1)) # L (‘r x, w(w2)) de onde se segue que &7 % (wn) # ¢ " (wz).
9 vide Teorema 97 em Apéndlce
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Definimos a-solugdo (4.8}, fazendo
w(t) =7t GrO), ), o) =2@),  0<i<T=J[()],

onde 771(-) & a fungfo inversa de (4.2). x{-) é uma fungdo absolutamente con-
tfnua j& que é obtida por composicio de uma fungéo absolutamente contfnua por

outra absolutamente continua e estritamente crescente™ :

dr
— >
ai

em quase todos os ¢ € [0, T]. Do facto de z (v{-)) ser absolutamente continua,
sabemos que a sua derivada ¢ (¢) € Ly e 2(7(3)) = ¢ (2) L (7(%), 2(7(t)), z'('r(t)_))
& mensurdvel. Uma vez que w (-} resulta da composi¢do de 7~ (-) (uma fungéo
continua e por conseguinte Borel-mensurdvel) com uma funcdo mensurdvel, con-
clufmos pelo Teorema 99 em Apéndice, que w(-) é mensurdvel.

Depois destas observagdes resta-nos diferenciar x(t),

() = dz(7(t)) _ dz (7(t)) .'dT(t) :: 7 (w(t))
di ar di L(r(t), z(t), m ('w(t)_))’

para, concluir que 7(t) e z(t) satisfazem as equagdes diferenciais (4.6) com w(t) #
Wwem gtp. t€[0,T]. "

Vejamos agora que toda a solugiio (4.8) pode ser ok?tida com a ajuda desta
correspondéncia. Para isso definamos a curva (4.7) correspondente a uma solugéo

arbitrdria {4.8). A funcgo

{r), a<T<bh

10yide Teorema 98 em Apéndice.
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inversa da.funcéo 7(t), 0 < ¢t £ 17, é absolutamente continua, uma vez que

w(t) # 1 para quase todos os ¢ € [0, T, de tal modo que

dr(t) 1

& L, s T @)

Fazemos

z(1) =z (¢(1)), a<t<h,

A curva assim definida & absolutamente coutinua (j4 que =(.) e £{) sfo absolu-

tamente continuas e ¢ (-) & mondtona) e satisfaz as condigBes de fronteira
2a)=2. e  z(b)=z.
Derivando z (1) em ordem a 7 conclufmos que

L) &) &0 E0 e,  ats relas

Integrando

dt('r)

=L (7, z (7)) 7 (w (&(7))))

com respeito a d7 de a a b, onde z (¢(7)) e # (w (¢(7))) sdo substituidas por z(7)

e (1), respectivamente, obtemos que

b
RIEOE f L(r, 2(7), 3(r)) dr =T

a

- .Assim estabelecemos uma correspondéncia biunfvoca entres as solugdes do

problema (4.5, 4.6} e as do. problema {F}). T
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Vamos aplicar o Principio do Méximo de Pontryagin ao problema (4.5,4.6) e,

pars, isso, precisamos que as fungdes f (-,-,-) e g (+, -, -) tenham derivada continua

com respeito aos dois primeiros argumentos'! , 7 e z. Parai € {1, ..., n}
4
—izz (7, z, m(w)) se w W
fut (1-, x, w) = X (T? €, W(w)) ,
\ 0 se w=1w
.
L7, z, m(w -
_L;g E’r T ﬂ'éwg e w ?éfw
fT(T,SB,’tU)=< ? ’ 1
| 0 se w=1w

_Lz" (Ta z, 71'('1!)))
L2 (7, , m(w))

0 se w =1

w{w) se wFw

i (TJ &, ’UJ) =

_L'J‘ (T: &, "T(w))
L2 (7, z, m(w))

0 se w=1w.

w(w) se w#wW

gr (T, &, w) =

Uma vez que L{-,-,-) € CY, L{r, z,7(w)) > 0 para todo o triplo (7, z,m(w))
e w(-) ¢ uma fungio continua, sai de imediato que fy: (7, z, w), fr (T, :n, w),
9, (T, T, w) e gr (T, =, w) sa0 continuas para w # @. Temos de garantir que
para todo o (79, %0) € [a, b] xIR®

Lyi (r, &, w(w)) _

lim 0, 49
({2 0), (70,30, 820 L2 (T, @, () (49)
. Ly (1, =, w(w)) _
=0, 4.10
pl(r, ), (70, 30,3)—0 L2 (T, @, 7(w)) (4.10)
LT, x, m(w .
(2 7)) =0 (410)

lim' .
pl(r,z, w), (To, 0, W))—0 L2 (T x, ﬂ'(’w))

11Um Principio do méximo sob condigdes menos restritivas aparece em [5] e [31].
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LT (Ta €, ’IT(’UJ))
lim
(T, z,w), {To, To,®})—0 L2 (Ta Z, ‘JT(’U)))

[l ()]l = O, (4.12)

onde p(-,-} & uma distancia definida em [a, b} xIR™ x S™. Vejamos que tanto
(4.9) como (4.10), (4.11) e (4.12) sfo verdadeiras dadas as nossas hipéteses. Por

(H3), sabemos que para todo o T € [a, B], e 2, u € R"
IF (7, 2, )l [lll” <y LP (1, 2, u) +m,
onde
F(r,z,u) =Ly (7,2,u) comi€{l,...,n}, ou F(7, 2 u) =L (7,2 u).

Por conseguinte, podemos escrever

|F (7, z, m(w))] ) 1 1
L2 (1, =, n(w)) i) < 7575 o n@) T 5w @)

De (H2) saberos que

1 o1
L(r, z, w(w)) ~ o (jiw(w)l)

0 que nos permite afirmar, pelo facto de 2 — 3 > 0, que

|F (7, %, w(w))|
L2 (7, z, w(w))

()|l < v (4.13)

1 1
FF (o)) P (o)l
Notando agora que quando p((T, =, w)}, (7o, Ta, W) tende a zero, ||w(w)| vai

tendendo necessariamente para infinito:

|F (7, =, w(w))]
<. _ .. .
(5, w), (roy 0, )0 L2 (7, @, m(w)) ~
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. N ) % [l G|
< lim B b e lim g
T o, 2,0), Gros 0, 8))—0 822 (|7 (@]} " ollr 2,0, {70y 20, 8)—0 O (|| ()]}

e lembrando que

[l ()

i e B =

p>—-1e—u<l,u>pf-1le—u<l-—0<2—-Fe2~F>0,segue-se que

|F (T, =, 'n(w))i
pl{r, z,w), (To, zg, ) }—0 72 (1, @, W(w)) < 0. (4_14)
De modo andlogo,
|F (r, @, mw))|
p((ry &, w), (gﬁzo,w))_,o L2 (7, z, m(w)) [w{w)ll <
(L s I

< lim Ny limn -
T o2y w), (roy 0,5} 50 §2~P (U (w)]]) " o3}, (ro. 0, 3))—0 62 (m(u)lly

Comop>fB-11—pu<2—~Fepu>—-141—p<2, concluimos que

o F(re ()
p({r,z,w), (To, o, @})—0 L? (T x, TI'(’UJ))

()]l < 0. (4.15)

Resulta de (4.14) a veracidade das igualdades (4.9) e (4.10), engnanto (4.11) e
(4.12) estiio expressas em (4.15),

Vamos agora aplicar- o Principio do Méximo de Pontryagin para o- caso
auténomol? :

Seja

i(t) € Qu, (), a <t <T,
a solucdo do problema de tempo minimo autdnomo

&= F($7u)J u(t) € Qu,

xa) =24, 2(T)=z, T —min. (4.16)

12Veja~se 0 Apéndice B, §B.1.. :
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Entdo, existe uma fungdo absolutamente continua, nao nula,

’(ﬂ(t) = (?lbl(t)7.- '7¢n(t))7 a<t< T:

tal que, para quase todos 0s t no intervalo a <t < T, o sistema de fungdes %(t),

¥(t) e 4(t) satisfazem:

e o sistemna

2 = L2 H(x
ampH( W, u) , (4.17)
{%Z’ = —%H(mﬂb:u)
onde
H(z,,u) = (¥, F(z,u)); (4.18)

* ¢ condicdo do mdzrimo
H(E(),9(2),3(8) =sup 7 (0), $(2), w) = M (2(2), (1)), (4.19)
para quase todos os t € [a, TN"] ;e
o M (%(-), () é identicamente igual a wma constante ndo negativa:

M (#(),4%{t) =const >0, a<t<T. (4.20)

Qualquer solugdo (xz(t),(t),u(t)), do sistema (4.17)-(4.20) com (t} néo

nulo, satisfazendo as condigdes de fronieira

z{a) = zo, z(b) = zc;; (4.21)
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serd chamada eztremal de Pontryagin do problema de tempo minimo (4.16).°0
principio do mdzimo afirma que qualquer solucio deste problema estd contida

entre as suas ertremais.

Para o nosso sistema auténomo com controlos limitados (4.5, 4.6), sabemos

entdo que existemn fungdes absolutamente continuas no intervalo [0, T]'3

¢T('): ’l,!‘)w(),
néo ambas nulas, que verificam o sistema

e t) = —Hr(r (), 2, ¥ @), be (1), w (V)
b)) = —Ha(r(9,2(), %, @), $e(t), w(®)

com
H(T: Ty Py Yo w) = - f (TJ x, w) + ("pm:’ Q(TJ x, w)) .
Para todo o % € [0, f‘], a condigdo do méximo permite-nos escrever

0<c= sup {'lwa(t) . f (’T‘(t), é(t): w) + ("pm(t):r g (;;':(‘t): i(t)a w))} =
wesn (4.22)

Py (1) (), B, D) + (D), 9 (), #0), D)
onde ¢ representa uma constante, £(t) = Z (7(t)) e d(t) = 71 (2(7(t))). Vejamos
agora que ¢ deve ser positiva. Se ¢ =0, das duas uma: ou @(t} = ou ndo. Na
primeira situagéo -

) = £ (70), 50, 6(9) =0 57 (1) = const

137 representa o tempo de transferéncia minimo para o problema (4.5, 4.6), i.e., o tempo
associado a Z(-). o S T L
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o que resulta impossivel pelo facto de a # b. No segundo caso (W0(¢) £w)

0= sup
wesS”

)= e @D _ [0+ (a0, )
{lxﬂmz®JWM)}‘gé%{Lﬁﬂxﬁmu>}

de onde vem imediatamente que 1, (#) = 0. Portanto

P (t) }
0= sup { - =
were WL (T(t), £(2), u)
que s6 pode acontecer quando %, (t) < 0 e () =0 para gtp. t € [O, T] . Isto

nao pode ser verdade pois nega a nossa hipétese (@(¢) E). Assim
c>0
de onde se segue que
| W(t) # % para qtp. t€[0,T], . (4.23)
pois
FEQR), Z@),w)=0 e g(7(), &(t), ®) = 0.
De (4.22) e (4.23) tiramos a igualdade (vdlida em q.t.p.)

o e+ e (0), (1))
L(7(), #(2), a(®))

& LF), 5(t), 5(t) = ¢ (o) + (alt), AHY)
onde () = 7 (w(t)). Seja
6 OI<M e @] <M em [0, 7]

Entao, -

CULGE®), B0, 4) S M 1+ [a@)) s
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O Ula) _ L(HY, 50, 50) _ o, Lrlam] - .
ol = ol = MRl

para g.t.p. t € [0, f’] O tltimo membro da desigualdade & majorado por 21 M

se || (£} = 1.

Usando a condigio de crescimento dada por (I12):

lim o(r)

400 T

= -%«00’

podemos achar o valor g tal que, » > rg = ﬂ?ﬂ > 2¢71 M e concluir que

M)l = (|2 (7 (&) < max {1, ro}. n

4.2 Generalizagao do teorema de regularidade a pro-
blemas de ordem superior

Consideremos agora o problema bésico do Célculo das Variagoes de ordem

m > 1:14
J[z(4)] .:= ]:L (T, z(1), (1), ..-, z(m)('r)) d’r — min,

2(-) € Wi, (la, 8], R"),

a < b,

14Wor,1 (j2, 5], IR™) representa o espago constituido por todas as funces z(-) de [o,b] em IR™
que s3o absolutamente contfnuas conjuntamente com as suas derivadas até & ordem m 1. (A
m-&sima derivada de z (-) pertence a Li.) De um modo mais geral, Wi p ([2,b],IR") denota a
classe das funcoes z : [e,b] — IR™ que sio absolutamente continuas conjuntamente com as suas
derivadas até i ordem 'm — 1 e possuindo m-ésima’ derivada perténcente a Ly ([a, 5], R™).
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2(a) = 2, 2(b) = 7,

#a) = 22 #(b) = 2?2
( ) @ (b) b (Pm)

2Zm=D(g) =2, 2mL(p) = 2.
Os mesmos argumentos usados em §4.1 vBo ser agora usados para obter o equi-

valente ao Teorema 51 para o problema (Pp,).
Teorema 53 Se forem satisfeitas as hipsteses:

(H1) L(--+) é uma funcdo continuamente diferencidvel nos seus argumentos:
L:fa, ) xR R € CL;

(H2) FEziste 8 : TR — IR tal que

L(rs 22, sy 2y ) 20 () > € >0,

para todo o (T, 21, - -, Zm, ) € [a, §] xIR(m-i-l)m, ¢

. : r
T ].im _ 0 ,
’ 400 9 (T) ’
(H3) O lagrangeano L (---) verifica a seguinte condicdo de crescimento:
eristern constantes vy, 8, pep, comy >0, 3 <2 e p>max{f—1, —~1},
tais que para todo o T € [a, b] e 21, ..., Zm, u em R”

(‘LZJ (Ta By v eey Bmy u) + |LT (TJ 21y - Zmy "U.)') ”ﬂ'“# S

i € {1,...,m}
j e {1,...,n}’

Entdo qualguer solucio 2 (1) € Wi ([a, b], R™) de (Prm) pertence ao espago
Wm0 ({6, B], R}, ou seja, tem m-ésima derivada limitada.

- S'Y-L’B(ITJ zl: ---:Zm:u)‘l"’?:

Prova: Seja

£(7) = [L (9, 2(0), 2(6), ..., z(m)(a)) dg, T¢€la, b
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Ela & uma fungdo em 7 estritamente crescente ao longo de uma curva z(-) €

Wi ([a, 8], R™):

d—fi(_g =L (T’ z(1), 2(1), - -, z(m)(T)) p°r>(H2) 0.

Existe deste modo a fungio 7(+), inversa de (-} no intervalo [a, b], tal qué

dr(t) 1
dt L (T(t), 2(1(8), 2(T(t)), ..., 2™ (T(t))) !

0 que implica que

dz(r(t)) _ dz(r(t)) dr(t) _ 2 (r(t)

di dr dt L(r(t), z(r(£)), 2(v(8)), ..., 2™ (7()))’
di(1()) _ di(r(t) dr()) _ | 2 (r(t))

dt dr dt  L{r(t), z(1(2), (7)), ..., 2™ (7(¢)))’

“dzm1) (7(1) B dz(m=13 (7(2)) _ dr (%)
dt N dr dt
2 (1)
L@, 2, 200), -, 2D GO

Deste modo, tomando ¢ como a nova varidvel independente - tempo, considerando

(), 21 (£) = 2 (7()), z2(t) = 2 (7)), ..., Zm(t) == 21 ('r(t)) como VaFiéveis

§

de estado e u(t) = 2™ (7(t)) como o parametro de controlo, podemos escrever

o problema (Pp,) na forma.
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T —— min
r » B .
Tt) = L{r(t), za(t), ..., om(t), u(i)) u: R — IR"?
#1(t) = (%) - B
' 0, o), el w@y  TO=a  7(T)=b
| | L mO)=2, a()=z
. _ Zm(t)
Em-a(t) = L(1(t), z1(t), ..., zm(t), ult))
) _ u(t) . o o
\ .’Em(t) - L(’T(t), ml(t), . ﬂfvm(t), ’U,('lf)) m(o) Zg s m(T) B

(4.24)

Um dos requisitos 4 aplicagdo do PMP é o de que o controlo u seja essen-
cialmente limitado. Ora na situagio presente u(-) pertence a L1 e ndo a Lg,.
No entanto se, dado (7, =1, ..., 2m) € [a, ] xIR™" arbitrdrio, adicionarmos
0 c RxR™ a0 conjunto_ de todas as velocidades possiveis do problema {4.24),

iremos ver que o conjunto resultante, denotado por!®

1 w U
E(T,a:l,...,mm)={O}U{(f,%,---,—E—, f) :'U,EJR"},

é um subconjunto compacto de R™**. Com efeito, o conjunto E(7,z1, ..., Zm)
pode ser representado como a imagem homeomorfica de uma esfera n-dimensional
5™, Para este fim, fixemos um ponto @ € 8™, que designaremos por pélo norte,

e cohsideremos um homeomorfismo, por exemplo a projecco estereograifica
m: S {w} — R, (4.25)

sob o qual uma sucesséo arbitrdria de pontos w; € S™\ {1} que convirja para 1@

se torne numa sucessdio de pontos u; = 7 {w;) € IR™ convergente para infinito.

15T, representa L (7,21, ..., Tm, U).
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As funces
w — !
L (Tr Lly - - -y T, ’IT(’EU)) ’
2:-
L 4.2
YT T, - 2, w @) (4-26)
m{w)
v L{(T,21, v vy T, w(w))’

com i € {2, ..., m}, sdo continuas em S™\ {1}, como resulta da continuidade

de L(---) e de 7(-) e do facto de L(7,21, ..., &y, 7(w)) # 0. Em virtude da

hipétese (H2)
[«

||utF—I~3~oo o (ull) ~

0

e como L (7,21, ..., ZTm, ©) = 0 (||u|), também

[ —o (a2

lull-5+00 L (T, 21, .., Trmyw)
Assim, podemos estender (4.26) a fungdes ¢™°(-), v1"%(-), ---, 7m" () que sfo

continuas em toda a esfera §™:

1

‘ se w %ﬁé.w

57 ) = 151 e ) = | DO ) ,x
0 se w=1w
e R
. se w#aD

'Y;-:m(w)zgl(’]',xl,,,_,xm,w)z L(T,".L'J,._.,mmJ 71'(11))) ’
0 se w=1w

Tm
se wFw
’Ygfl(’LU) = gm—-1(T, 21, ..., T, w) = L(r,21, ..., 2, w(w)) R

0" .7 777 se w=w
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m(w) se wFE W
“}’ﬁl(W)zgm(ﬂ'J]_, '--1:5?1'Law)x L(T,-Tl, -”7$m’ ﬂ—(w))
0 se w=1uw
A aplicagao continua
w— (¢7"(w), 17 (w), ..., YR (W),
de S™ em E(7,21, ..., Tm), é com certeza injectiva e por conseguinte um home-

omorfismo ja que S™ é compacto. Deste modo definimos o problema auténomo

de controlo Gptimo:

T —- min (4.28)

. .- : v TR G
@) = fEE)a), ..., enll), wt) .
70)=a , 7(T)=0b
#1(t) = (@), m), ..., zm(t), w(t)

) '181 (0) = Z& » 21 (T) = Zg

| 6l = m(r( 10 -, 3m(0),000)
Tm{0)y =200, 2p(T) =2
(4.29)

que possui o conjunto dos valores admisgiveis do pardmetro de controlo, com-

pacto,
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Com este mecanismo podemos transformar qualquer curva em W, 1 ([, 8], R"™):
z{a) == 2} 2(b) = =z}
2a) = =2 2By = 22
z(1), a<T<h, ) b (4.30)
() =20 D) =2

numa solugdo de (4.29)
w(t), 7(t), z1(t), ..., Trm(t) com w(t) # b em g.t.p. ¢ €[0,T] (4.31)

de tal modo que o tempo de transferéncia T' para a solugdo (4.31) é igual ao

valor de J [2(-}],

T = Jla()] = f ‘I (7,20), 2(1), ..., ™)) dir.

Além disso, toda a solugio (4.31) pode ser obtida com a ajuda desta corres-
pondéncia. (A demonstragio da relagio biunivoca entre (4.30) e (4.31) é igual &
do sub capitulo anterior.)

Para aplicarmos o PMP ao problema (4.28, 4.29) basta assegurar que estas
fungdes tém derivada continua com respeito acs primeiros m + 1 arguzﬁentos.

Com.ie{l,...,mhke{l,...,m—1}ejle{l,...,n}

fmi (’T,:L']_,...,mm, 'w) =-—'£.(T,:E1,...,mm? 'w) =

0a]

ng (7,21, ..., %m, w(w))

= B 12 (Tv L1ye--2Tm, ‘JT(ZU))

0 se w=1w
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_LT(T,wl,...,a:m, w(w)) se whd
f'r (T;ﬂ’lla...,ﬂ?m; ’iL’) = L2 (T,ﬂ?l,...,ﬂim, ﬂ-(w))
0] se w=1w
Lz{i (T7$17"':mm’ ’II'(’LU)) ( )
G w{w) se W0
t;gr? (T}-’.Ul: - oy B, 'LU) - L2 (T?mlﬂ" '7$m? W('LU)) ?é
ot
i 0 se =0
( Ly (T‘} T1y.---2Tm, ’.’T(’U))) e
agm (7,215« - s T,y 'w)=ﬁ L7, @1, T, T(W)) mw) s W
T
{ 0 se w=1w
l [ Li(m, 21, T, (W) w4 4
2 se w1
N
i L 0 se w=1w
aq’
gi;l @1y - Ty ) =
L(x1,... T, W(?U))-—ng (1, - v s T, w(w)) 22 )
_ T (o, amy 7)) wwEe
‘ 0 se W =W
B ; ) _LT (T7$11"',$m) ﬂ-(w)) :L‘g;-{-l a w#w
_5%(77551;..-,33171: w) = LT, 15, By T(W))
T .
0 se w=1w
onde
g} (T1, ..« Zm, w)
- -gi(mla'-':mm:w)-::
B4 (T1, -3 T, W)
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Uma vez que L(--+) & C, L(7,21,...,%m, 7(w)}) > 0 para todo o (m+ 2)-

-uplo (7,21, .., Zm, ©(w)) e 7(-) & uma funcio conﬁfnua, sal de imediato que

(p=1,..., m)

f‘”i’ (T,Z1s ey Tmy W),
fr(T,21, o s Ty w) ,
Op (T, 21,y T,y W),
gpmg (T, %1,y T, W),

s30 contfnuas para w 3 @w. Basta-nos assim assegurar que'®

sz (T,.’L‘l,.. <5 L,y TT('I.U))

lim =V,
AT, 1oy ), (Fy B yeonyrm, B))—0 L2 (T, 1,50, T, 7(w))

L.,- (T,.T]_, I X Tl"('UJ)) —

li : =0
p(('r,zr:l,...,mm,w),lg‘l, T yenryiBm, 1) )—0 2 (T, XT1y---,Tm, ’JT(’LU)) ’
Li(r,21,...,Tm, m(w))
lim = w(w)|| =0,
DU, 1T W), (B yeonnBrma @) =0 L2 (T, 215+ -+, T,y (W) I ( I

_ Lo (T,Z1,- - -y T, T(w)) N
1 m T 9 b 7 ? — 07
p({'r,zl,...,mm,w),l(f',:ﬁl,...,ﬁm,ib))a(] LT, 31, . ., Ty, T(w)) i)l

y _ L (T,%1;5- - -, Tm, T(W))
Tr+1 ,

lim
((Timli"‘l"‘cmlw}’ (T‘,El,,,,,fm,iﬁ))—ro L2 (T‘melﬂ -3 Ly, "T(w))

) =0, (4.32)

( . LT(T,ml,...,mm,w'(w)U_d-
k+1 P -

lim
(7, 81,0 By W), (Fy By B, B))00 L2 (T, 20, - o oy B,y (W)
lim ! -
pl{r, :L‘l?...,a':m,w), (T, T1,ee0Bm, ©))—0 L (’T, L1ye -3 Loy W(w))
» ( . L (TyZ1, .-, Tm, ﬁ(w)))

l.
P((T’ ml,_._’mm,w),]%?; Elr")jﬂhﬁ’))_}o L2 (Tﬂ "Eli e )mm? Tr(w))

bl

16p(-,-) & uma distincia definida em [a, b] x R™*™ x §™.
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que se faz da mesma maneira que 1o sub capitule anferior.

Fazendo uso do principio do méximo para sistemas auténomos, sabemos que

existem fungdes absolutamente continuas no intervalo [0, T]*7

¢'r('): /l:bxl (): LR Tpmm()

nfo todas nulag, que verificam o sistema adjunto

ho(t) = ~He(T(@,210),-,%m (1), %0 ), ¥ay B)sen s, ()0 (1))
Yo (6) = —Hoy (70,2100, 0m ()%, (), 1), Pa, (8,0 (8))

\ d’mm (t) = _‘me ( (f‘) T (t) » Tm (t 'lzb'r (t) ,¢,$1 (t) - 7"rbxm (t) » W (t))
(4.33)

com

HZH(T7 ﬂ}'l, ...,Sﬂm,"lp_.,_, ¢m17 "‘:’wwm?w):

- 'lp-r'f('ﬁ I, ...,$m,'I.U)+<7,bm1, 91(7—, L1y veey Trny ’UJ)>++

+<1’b$m7 Gm (TJ X1, «vny T, w)) .

P representa o tempo de transferéncia minimo para o problema. (4. 28 4.29), i.e., o tempo
associado a 2(:). .
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Para todo o t € [0, T], a condi¢io do maximo permite-nos escrever -

0 S c= £2‘5Pn {H(%(t)a ﬁl(t): Tt ‘%m(t)z TTb‘T(t)J ’lpml(t)a et ¢wm(t)7 w)} =
LE g (8) - £ (F(E), BL(E), -, Bmlt), B(E)) +
+ (g, (1), 1 (F(E), E1 (), -+, Brm(E), ()Y + -+ +

+ {4y, (£), gm (F(2), B1(2), -- -, Em(E), W(1)))
(4.34)

onde ¢ representa uma. constante, #1(t) = 2 (F(£)) , -+, &m(t) = £m~D) (7(t)) e
@(t) = 7t (2M(7(2))). Vejamos agora que c deve ser positiva. Se ¢ = 0, das

duas uma: ou @(t} =@ ou ndo. Na primeira situagdo
) = F(F(@), #1(t), - .-, Em(t), ©) = 0 7 (t) = const
o0 que resulta impossivel pelo facto de a # b. No segundo caso (@(t) &) - .

H(T7 :El‘) ---,-’Em’ le’r'.“llb.']]l? ) ¢$m7m)=

e (s @2) e (Y T )+ (B, 7 ()

L(Ta Tl - -3 Ty W('IU))

e a condigdo do médximo (4.34) fica

{'I:L'T (t) + <'¢’:c1 (t) ’ ﬁé2 (t)> R o <"1bmm_1 (t) » -"‘Em (t)> + <¢:nm (t) 7'“') }

0= sup

e LFEQ,E1(t), ..., Tm (t), u)

= M (t) (4.35)

o que implica

Vo ) =0 A () + (b ), 22 ) -+ (W, (0,5 () S 0. (436)
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Se denotarmos as fungdes
L@,z @), ., om(t), m(w (),
Lr(t(#), 1), -,z (B), w(w (£))) e

L-’Di (T(t),l.‘]_ (t)7 vy a:m(t),'n'(w(t))),

respectivamente por L (), Ly (t) e Ly, (), o sistema (4.33) toma a forma

bt = T ue
$ g () = %t(—;lﬂ/f(t) ic{2 ..., m}.
) = P Ll
Dado (4.35), obtemos
(. .
b =0
L =0
. _ : ¢mi_1 (t) i
N O Oy o R o) AR G

e o facto de ¥, (£)=0 (b, (t) = 0) implica
'ﬁbmm_l (t) =0= wmm_g (t) =0=. = qul (ﬁ) =0,

¥, (t) = const # 0.

Ficamos entio com

0= sup

wesn {L(ﬂ”"(t) » &1 (1) % » &m (8), ™ (w)) }
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Como L(T(t), #1(t), ---, En(t), 7 (w)) > 0 temos 9, < 0-0 que por sua vez
implica que

@ () =

para ¢g.t.p. t € [0, f‘] Isto & absurdo ji& que contradiz o pressuposto inicial.

Assim
c>0
de onde se segue que
W(t) % 1 para qt.p. ¢ € [0, T, (4.37)
pois
FE®, #1(0), ..., En(), W) = 0,
g1 (F@), #1(E), -+, Em(l), W) = -+ = gm (T(£), #1(2), cee Zm(t), @) =10

De (4.34) e (4.37) tiramos a igualdade (v4lida para g.t.p. ¢ € [0, 77) N

Brl8) + (162, (1), B2(8)) + - +@%_@Jm@yw%Jm ®
L), 510, -, BmlD); 6(2) ~

@ ($rt) + (W (0 E8(0) + -+ (B ), Blt) )+ (b, (B, 8 )

c=

= . . (4.38)
L (%(t)a 5:1(1;)9 LR fém(t): ﬂ’(t)) )
onde @(t) = 7 (w(¢)). Seja
W@ < M, v, @) <M, =] < M,

vt e 0,7, i=1,...,m
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Entdo, lembrando que pela desigualdade de Schwarz

'("pmi(t)r f&i-l-l(t)>| < ||¢€c,,(t)” . ”-’E"zwl-l(t)” , v (AS {1= caey M — 1}:
(Vo (), (1) < |9, (D] - B,

obtemos
L(F(), #1(8), -, Em(t), 48) < XM (L+ (m—1) M+ [ @)])

o que por sua vez implica as relacOes

QO - LW, 510, .., Snlt), 5(2)
ol = &
L gy ltm=1) My a@)
: & @1

para ;g.t.p. telo, f“] O dltimo membro da desigualdade é limitado por

<

2+m-1)M)c*M

se ||% (¢){l = 1. Usando a condig@o de crescimento dada por (H2):

A

oo 7

= -|—oo,

p.odefnos achar o valor rg tal que r > rg = ﬂrﬂ > 2+(m—1)M)cMe
conchuir que ||&(£)]| < max {1, rp}. Atendendo ao facto de @(t) = 5™ (#(2)),

concluimos que 2m=1)(.) ¢ Lipschitziana em [a, b]. ' ||

Observagao 54 Os Teoremas 51 e 58 sio no realidade verdadeiros ndo sé para
os Z(-) dptimos mas também para todos os outros 2(-) correspondentes s ex-
tremais de Pontryagin. a

Observagio 55 Se além das hipdteses (H1) a (H3), exvigirmos convezidade do
lagrangeano no argumento final w, temos garantia de eristéncia de um mini-
mizante (compare com [15, Cap. 8]). . _ a
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4.3 Consignacgao

Como ja foi mencionado em §3.2.1, para la:gra.ngeanos L (z, ) auténomos e
convexos em £, sé se tém minimizantes lipschitzianos. A questéo de saber se
um problema (P,) auténomo, com L (21, 22, ..., Zm, u) convexo em u e verifi-
cando as hipéteses (H1) e (H2), pode ou ndo apresentar um minimizante néo
pertencente a Wi, o foi posta por F. Clarke e R. Vinter em [6, pp. 43-44] e [10].

Eles conjecturaram que o problema

1 L
Tl = fo L(2(r), 2(r), ¥(7)) dr — min (4.39)

comn =1 m=2, L(z1, 22, u) = |4 -—vz§’|2 |u*® + &1 |uf? +e2, €,8 >0
e 21(0) = 0, 21(1) = k, tem minimizante z (1) = k733, No entanto, apenas
demonstraram que 2z (-) é uma extremal: que claramente ndo pertence a Wa oo
uma vez que Z (+) ndo é limitada. Recentemente foi ﬁrovado pér A .'.Sérjch'ev (’uﬁde
[29]), que os integrantes auténomos de c;rdem superior, nio 86 podem possuir
minimizantes .néo—Lipsghitzianos, como ainda exibir o fendmeno de Lavrentiev
Win1\Wm,eo. O desafio de demonstrar a minimalidade de z(-) no problema

(4.39) continua em aberto, e vamos ver que o Teorema 53 néo é aplicdvel a este

caso. Com efeito, embora

i) L(z1, 23, u) seja continuamente diferencidvel;

i) L(z1, 22, u) = |27 —zgl2 lu?2 + &3 ['u,|2-i— £2 > g |u* + £2 > 0 para todo o



(21, 72, u) e fazendo &(u) = e 1u? -+ €3, se tenha que

. f(u . £
lim —-(—-)~ = lim g4+ — = +00;
u—rtoc 1 U—-00 U

a hipétese {H3) & violada. Para isso, basta ver que
|Lz, (21, 22, u)] = 4 |25 — 23] | e

efazendo 2y = &%, zp = 6%, u=6"Lcom & >0 e cs 1 vem que

h-df e

L (Zla 22 u) 6 62

+ &2, |L2’1 (Zg_, 29, 'u,)f = 67

Admitindo a validade de (H3), terfamos ent@o

41— 11— ?
ST <y 52 +52+82 -+ T,

4 ‘1—~c5|

(4.40)

comy >0 B<2ep€[B—1,+co[N[-1, +oo[. Vejamos que tal ndo & com

certeza verdade para é suficientemente préximo de zero:

’_ . T - I . 4 1_‘ 5
e se <0, lims_o —Jg%—[ = 400 enquanto

.(I]_:—65|2+€1+8252)'B 7 se ﬁ;&o
lm 1 v +nf = ;

5-20 &0
y+n se B=0

e sendo (§ > 0), multiplicando ambos os lados da desigualdade (4.40) por
Y

T 41—
F‘ﬁﬁ,g—lﬂvﬂl 5[2+51+5262)ﬁ+n62ﬁ. (4.41)

Umavezque 7+ p—283>6— 2B > 5 0, terfanos lims._,q %,JH = 400

B
enquanto o lado direito de (4.41) tenderia a ({1 —cb |2 + 61) . Conclui-

mos assim que o Teorema 53 ndo pode ser aplicado nesta situagio.



Conclusao

“A perspectiva vale cinquento pontos de Q.7

Alan Kay

(citado por Nicholas Negroponto em Ser Digital ; ed. Caminho, 1996, p. 256)

A abordagem hamiltoniana & questio da regularidade revelou-se, na nos-
sa opinido, bastante efectiva e quicd promissora no esclarecimento de algumas
questes ainda em aberto. Uma teoria de regularidade Lip'schitziana, para pro-
blemas de controlo 6ptimo, € algo que até & data presente constii':u_i uma. drea de
investigacao tota,lme-:nte a desenvolver. Os unicos esforcos neste sentido, tanto
quanto nos & dado a conhecer, podem ser encontrados em [11]. No entanto nesse
artigo Clarke e Vinter consideram problemas em que o sistema de conirolo &
linear e invariante no tempo ¢ o resultado obtido nao se eolocla completamente
no pa,radigmz-:m do coﬁfrolo éptimo: a reguléridé,de dos controlos extreniantes é
obtida & custa das propriedades dos minimizantes para pr-oblemas do Célculo
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das Variagoes envolvendo derivadas de ordem superior.
Estamos convencidos que o raciocinio exposto no capitulo 4, quando aplicado

a0 problema de Lagrange do Controlo Optimo:
J[:c(-),u(-)]=/:L(t,a:(t),fu,(t)) dt — min
&(t) = @ (¢, o(t), u(?)) (4.42)
z{a) =4, z(b)=ms,

& uma fonte promissora de novas condigdes de regularidade. Por exemplo, temos
resultados preliminares e respostas parciais para o caso quando o sistema, (4.42)

& autdnomo e afim de controlo:

() =f(z®)+g(@®) ).

Serd esta a direcgdo do nosso trabalho futuro.



Apéndices

“ ... ndo se permila mnenhuma
alusdo, menhuma referéncia, sem
as explicar. E prefertvel dar pre-
cisbes invteis do que correr o risco
de falor no vazio.”

Reneé Simonet

{Como falar em Publico, ed. Cetop, 1989, p. 82)



Apéndice A

Resultados e nocoes auxiliares
da Parte 1

A.1 Complemento ao Capitulo 1

Definicao 56 A classe das fungdes continuas x : A — ™ serd denotada por
C(A, R™). Sek é um inteiro, com k > 1, e ) é um conjunto aberto néo
vazio de R™ entdo denotamos por C%(Q, R™) a classe das funcées z : @ —
R" que sio continuamente diferencidveis em § até & ordem k. C® (Q, R™) =
Ne>1C% (Q, R™) é a classe das fungdes © : @ — R™ gue sdo continuamente
diferencidveis tantas vezes guanto se queira. Suponhamos que & C A C Q.
Dizemos que © : A — IR™ ¢ da classe C* (A, R™) para 1 < k < o0, sey(-) =
2()g € CHA R e se y(),5()s sy (), .o 0 < 8 < & podem ser
estendidas de Q a aplicacdes continuas de A. Aquiy™® (\) é o i-ésimo diferencial
de y (-}, consistindo de todas as suas derivadas parciais de ordem 1. |

Definicdo 57 Seja F = [a, b] um intervalo fechado de R. Dizemos que z: F —
IR™ ¢ seccionalmente continua ou que pertence & classe PC(F, R"), se existir
uma decomposicio

a=§ <& < <E =D - (Ad)

de I tal que a restricdo ()|] Eronnty] pode ser estendida o wma fungdo continua
J—1257

[Ej_l, §j] — IR™ para todo j =1, ..., v. Além disso, dizemos que z : F — IR"
é da classe PC (F, R™), se z (-) € continua em F e se existe uma decomposicio

(A.1) de F tal que as restrigdes zr:()|]£ ¢,[ $80 da classe CH (€51, & R™).
F—11
]

Observagao 58 (uando nio houver lugar a ambiguidades, representamos uma
classe do tipo P (A, R™)apenas por P. O
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Definicao 59 Sejo K wm infervalo finito ou infinito de R e suponhamos gue
z: K — IR™ & uma funcio com a seguinte propriedade: existe uma constante
¢ >0 tal gue

lz () —z ()] <elt—¥| para todo &, t € K.

Dizemos entao que x (-) é lipschitziana. Resulta claro que todo o funcdo lipschitziana
é continua. Se Q for um conjunto limitado aberto, definimos Lip (Q, R™) como
a classe de funcgdes y : Q0 — IR™ para as quais existe uma constante ¢ = cly ()]
tal que

ly@ -y @) <c|t—7 para todo ¢, ¥ € Q.

Uma tal fungéo y(-) diz-se localmente lipschitziana, se para cadae ponto t € Q
existe uma vizinhanca de t na qualy (-) é lipschitziana. (A constante de Lipschitz
pode variar com o ponto t.) U

Observagdo 60 Se z(-) & da classe C! num intervalo de K, segue-se de ime-
diato do teorema do valor médio que x(-) é localmente lipschitziana. O

Definigao 61. Uma fungio f(-) definida em [a, b] diz-se absolutamente con-
. tinua neste segmento, quando para qualguer € > 0, existe § > 0, de tal modo que
para qualquer familia finite de intervalos disjunios dois a dois,

(a‘i-.- b’l)a 2213 21 '.-'372'

pertencentes a [a, b,

STi—a)y<6=> N1f () — Flas)ll <e. (A.2)
i=1

=1
Denotamos por AC ([a, b] , R™) a classe constituida por todas essas funcées. O

Observagio 62 Resulta claro da definicdo, que toda a funcio absolutemente
continua é continua. m|

Observacao 63 Se f(:) & lipschilziana em [a, b] (com constante de Lipschitz
¢c), entio f () é absolutamente continue em |a, b]. Com efeito, se ¢ = 0 entdo
() =const e (A.2) é verdadeira para § > 0 arbitrdrio. Se c > 0, basta escolher
5="=. ’ O
¢

"Algumas propriedades das fungdes absolutamente continuas incluem:

Teorema 64 ({13, Teoremas 8.24 e 8.82]) Uma funcio absolutamente continua
em [a, b] tem derivada finita em g.t.p. de [a, B]. [ |
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Teorema 65 ([18, Teorema 2, p. 387]) Toda a fungdo -

Fa)= [ fod
@
com f(-) uma fungdo integrdvel (a Lebesgue), é absolutamente continua. [

Teorema 66 (/18, Teorema I, p. 379]) Se f(-) é wma funcdo integrivel (d
Lebesgue), verifica-se em g.t.p. a sequinte igualdade:

[ ra=rw).
[ |

No Capftulo 1, pardgrafo 1.3.2, precisamos de diferenciar um integral em
relacgdo a um parametro. Temos o seguinte Teorema cldssico:

Teorema 67 Sejam dados dois intervalos I1 e Is em IR e trés fungdes f :
Ixls =R, g: L% — f; e h: I —» L com valores denotados por f(t,a),
g/%a) e h(a). Se supusermos que f (-} e a sua derivada parcial fo (-,-) séo
ambas continuas em I1xIy e que g(-) e h(-) tém derivadas finitas num ponto
B e I, entéo a fungdo F : Is — IR definida por

h{a)
F(a) = / f (6 ) dt

o

tem derivada finita em 3 e

R(8) .
F@=L@h@®wﬁ@@ﬁﬁ%%ﬁ@@@d@-

No nosso caso, precisamos da derivada de

9@ =/:L(t, z(t) +eh(t), s())+eh()) dt.

onde L (-,-,-) € C?. Aqui a fungdo integranda satisfaz as hipdteses do Teorema
67 sse (x+eh)(-) € C*([a, b]). Em geral (por exemplo se z(-) € PC? ou se
x (-} € Lip) (.’B +eh) (-) tem descontinuidades num numero contdvel de pontos

PP

interiores
Cly «vesy Cn
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do intervalo [a, b]. Fazendo ¢y = a e cpy3 = b, podemos exprimir o integral como
a soma de integrais nos intervalos [¢j—1, ¢i], ¢ = 1, ..., n-+ 1. As hipGteses do
Teorema 67 embora n#o satisfeitas no intervalo [a, b}, sdo satisfeitas em cada um
dos sub intervalos [¢;-1, ¢;], desde que interpretemos & (¢;—1) como &1 (¢i—1) e
% (e;) como &~ (¢;). Os n+ 1 integrais obtidos pelo Teorema 67 como derivadas
dos integrais separados, podem depois ser combinados num tnico integral so-
bre {a, b] obtendo exactamente o que terfamos obtido se tivéssemos aplicado a
conclusdo do Teorema 67 ao integral original sem justificagao.

A.2 Complemento ao Capitulo 2

‘Definigio 68 Seja X ¢ um conjunto arbitrdrio e (M, p(-,-)) um espago méirico.
Dizemos que uma sucess@o de aplicagdes frn 1 X — M converge:

e simplesmente (ouw pontualmente) em X para a aplica¢io f : X — M
quando, para cada x € X, a sucessdo (f(z), fa(z), ..., fulx), ...) tem
limite f (x) em M. Ou seja, para cado © € X, tem-se

Isto significo gue dados arbitrariamente x € X ee > 0, existe ngp € N
(dependendo de w e de €) tal que n >ng = p(fn(z), flz) <e.

e uniformemente em X para a aplicagio f : X — M quando, para todo o
nimere real € > 0 dedo, for possivel obter ng € N tal que n > np =
p(fo (z), f(2) <e, qualguer gue seja z € X. o

Observacao 69 Se f, (-) — f () (leia-se, fn (-) converge para f (-) ) uniforme-
mente em X, entio fn (-) — f(-) simplesmente em X. Em particular, se sabe-
mos que fn{-) — f(-) simplesmente em X, entdo (fn(-)) néo pode convergir
uniformemente em X para outra aplicagdo gue ndo seja f(-). O

Definicao 70 Dado um espago métrico (X, p(-,')), uma funcao f(-) de X em
IR dizse semi-continua inferior em zg € X se

Ve>»>036 >0 tal que
Vz € B(zo;6), [(zo) —e < f(=).

Dizemos ainda que f (-} € semi-continua inferior, se f (-) & semi-continua inferior
em todos os pontos de X. O

Teorema 71 Uma funcéo f : IR™ — R semi-continua inferior, atinge o ménimo
Jfinito em qualquer compacto K C IR™. :
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Prova: seja 4 (finito ou infinito) o fnfimo da fungéo f (-) no’ compacto K:
= inf )
p= inf {7 (@)}
Entio existe uma sucessio {z™} de pontos em K, tal que
f (™) P

Como K é compacto, existe uma subsucessio convergente ([22, proposigdo 7, p.
222]). Podemos pensar que {z™} & convergente:

lim =™ =gz
m——-0o

Consideremos f(z). S6 falta demonstrar que f(z) = p. Uma vez que p é
tnfimo, f(z) > u#. Admitamos que f(z) = ¢/ e ¢’ —e > p. Atendendo &
semi-continuidade inferior de f(-), 3 N > 0 tal que

vm>N, f@™zf@)-szpt
Isto entra em contradi¢io com o facto do

m
R f) =
Entéo :
inf {f (z)} = f (@) =
ou seja, z é ponto de mfnimo. |

Definigio 72 (espagos Ly) Seja p wm niimero real positivo > 1 e seja $( ) uma
func@o de valor real, mensurdvel, definide em [a, b], e tal que

/ lz ()P dt < +-o0.

Dizemos entiio gue  (-) pertence a classe Ly. A norma ||z (-)||, é definida por

l= ()1, = ( L " @F dt) v

Observagao 73 Se duas funcdes em L, coincidem exzcepto num conjunio de
medida zero, consideramo-las como representando o mesmo elemento de Ly,. Por
outras palavras, se escrevermos f{-) ~ g(-) quando, e s6 quando, f (1) = g (1)
em q.t.p. t € [a, b], entdo ~ define uma relacdo de equivaléncia e os elementos de
Ly sio na verdade classes de equivaléncia de fungbes, as fungdes numa qualquer
classe diferindo apenas em conjuntos de medida nula. Referir-nos-emos a uma
fungdo z(-) € Ly em vez du classe de equivaléncia contendo x (-). ]

O
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Definicdo 74 Um conjunio C C IR™ diz-se convexo se para qualguer T ey em
C todos 0s pontos do segmenio de recta que une x ay também pertencern o C.0O

Defini¢do 75 Sejam f () wma fungdo de valor real definida num conjunto con-
vexo C; A1, ..., An ndmeros ndo negativos com soma 1; e x1, ..., T, pontos
arbitrdarios de C. Entdo:

e o fungdo f(-) € convexa se

(ZA $) < ZA Fz). (A.3)

i=1

’

e a fungdo f(-) é estritamente convexa se for convera e guando todos os
i s forem positivos, entdo a igualdade em (A.3) verifica-se se e somente
se todos 05 x; s forem iguais. O

Teorema 76 (Desigualdade da Média Aritmética-Geométrica) Se z1, ..., on
sdo numeros reais poSilivos e se Ay, ..., A, forem numeros positivos com soma

1, entdo ~
DR - n . T
[[@* <) N
d=1 i=1

Prova: A funcéo f(-) definida para x > 0 por
f{z) = —In(z)

. ; 1 ~
& estritamente convexa uma vez que f (z) = — > 0. Entéo
z

—In (anAx) = (ZA a:) <E,x fla) =— Z)\ In () .

=1 1==1 i=1 =1

Esta desigualdade é equivalente a

In (ZA m) P Z,\ In(z;) =In (H»ﬁe)

i=1 =1

e atendendo a que a fungdo logaritmica é estritamente crescente, obtemos a
desigualdade pretendida.:
S [

i=1
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Coroldrio 77 (Desigualdade de Young) Para quaisquer o >0, 8>0,p>1e
ndmere q definido pela igualdade

11
-+-=1 (A.4)
P q
é vdlida a desigualdade
P P q . @
aff< —+—. 5
P q )

Prova: Fagamos z = of e y = 9. Entfo z e y séo nlimeros positivos e dado
(A.4) a desigualdade da Média Aritmética-Geométrica pode ser aplicada como
se segue:

q
aﬁzml/Pyl/QSE+y_:£+ﬁ__.
r gq P q

Coroldrio 78 (Desigualdade de Htlder) Sejam f(-) e g(-) duas fung:é’es de valor
real definidas e integraveis sobre o segmento [a, b], 1 < p < 400 e g um ndmero
definido pela igualdade

1
S =1. A8
P q L .1_( )

Temos entdo que

[ orawiar< [ [ o] " [ torear] T e

Prova: Na desigualdade (A.5) do resultado anterior, fagamos

el U@L o)
170" 7~ a0l

7 € [a, b,

onde
1/q

16l = | /: |f(t)|pdt]1/p e o)l = |/ b |g(t)|%z¢]_ e

Entdo, qualquer que seja o T € [a, b,

SOl el L 1FOF | 1 g
HFON NgOlly = 2 BFONE g lgONE
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Integrando esta desigualdade em relagio ao segmento [a, b] e utilizando (A.8) e
(A.6) obtemos

b
1 1 b
m[lﬂﬂg(ﬂldf < mfa |F(P)P dr +

+m/ab|g(r)[q ir = %+~;~=1.
Assim,
[ 15001 & <150, 19O,
isto &, & desigualdade (A.7) fica demonstrada. |

Coroldrio 79 (Desigualdade de Minkowski} Sejam f(-) e g(-) duas funcées de
valor real definidas e integrdveis sobre o segmento [, b]. Para p > 1 wale a
desiqualdade:

/v

BIAGERG T [1seor o] " [lsera] . ao

Prova: Comecemos por notar que

b b
L I.f(T)‘Fg(T)IPdT:L |f('?')-§-g('r)]|f(7—)_|_g(7.)|p—1 dr <

b b
< [ @@ re@r i [l 1f@+e P d

Aplicando, a cada um dos dois 1iltimos integrais, a demgualdade de Holder, e
observando que :

P
Sg=——%qg(p—1)=p,

1
=1-=
P p—1

=N

obtemos:

[irorvowras[[rora] - [[1o+ommey sl

<[[eera]” [ roroeie o] s
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o /blf(r)+g(f>|f°drs T )

([[ |f(T>|pdr} [/ 9 (P dfr} fp)-[/abyf_gf)fg(f)|Pdf]1/q-

Se o primeirc membro de (A.10) é igual a zero, entdo a desigualdade (A.9) é com
toda a certeza véalida. Se nao é igual a zero, entdo dividindo ambos os membros
da desigualdade (A.10) pelo factor

[o+aer dr]w,

e atendendo a que

obtemos a desigualdade pretendida. ' R |
Definicio 80 Seja (M, p(:,)) um espago métrico e X um subconjunto de M:

» Dizemos que o é aderente a X se para todo o € > 0, temos B(a;e)NX # &;

o O fecho ou aderéncia de X é o conjunto X dos pontos de M que’ séo
aderentes g X;

e Dizemos que um ponto o € M ¢é ponto de acumulacao de X gquando toda
a bola de centro o contém algum ponto de X diferente de . Notar que o
ponto o vode ou néo pertencer ao conjunio X,

o Ao conjunto de todos os pontos de acumulagdo de X em (M, p(-,-}) chamamos
derivado do conjunto X e denotamo-lo por X'; :

e Se um ponto o pertence a X mas nao é um ponto de aaumulagao de X,
dizemos que o é um ponto isolado do conjunto X ;

e Dizemos que X é fechado quando X' C X. e

Definigdo 81 Sejam A e B dois conjuntos de um espago métrico (M, p(-,-)).
O conjunto A diz-se denso em B, quando

ADB.
Em particular:

e o conjunto A é denso em um todo, quando a sua aderéncia A coincide com
todo o espagco M;
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o A ¢é denso em si mesmo guando A C A'. O

Definicdo 82 Dizemos que X é perfeito gquando X = X'. Por outras palavras,
um conjunto é perfeito quando for simultaneamente fechado e denso em si mes-
mo: quando contém todos os seus pontos de acumulagio e ndo temn pontos iso-
lados. |

Para fungdes definidas num segmento, tem lugar o seguinte teorema que diz
que uma fungio mensurdvel se pode converter numa fungéo continua em [a, b
variando os seus valores num conjunto de medida td30 pequena quanto se queira.

Teorema 83 (Teorema de Lusin) ({20, p. 266]) Para que uma funcio f ()
definida num segmento [a, b] seja mensurdvel, é necessdrio e suficiente que para
qualquer € > 0 ezista uma funcdo @ (+) continua em |a, b] tal que

m{w: f(5) # (@)} <e.
[ |

Defini¢io 84 Seja f(-) uma fungdo de valor real definida num intervalo [a, b].
Para cada particio P:a =1 <ty <--- <1, =5 seja

Vo (F,P) =D 1f () = f (1)l -
i=1

Ao v@lor_ V2 f definido por
VP Ff=sup {V;f (f,P): P é uma particio de [a, b]}

chamamos variagio total de f{-). Quando V2 f < +oo , dizemos que f(-) é
umao funcio de variagio limitada em [a, b]. ]

Seguem-se algumas propriedades das funcgdes de variacio limitada: (A prova
de tais afirmaces podem ser encontradas, por exemplo, em [13])

Teorema 85 e A é%%ﬁgualdade
Vaf+Vef=Vif
¢ verdadeira para todo o ¢ € [a, b];
o VI f é uma funcio em t nio decrescente;

o f(-) 6 uma fungdo de wariagdo limitada sse ela poder ser escrita como a
diferenca de duas funcdes ndo decrescentes;
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o Uma fungdo f : [a, b] — IR de variacio limitada tem derivade finita em
g-t.p. de [a, b];

o Uma fungio f : [a, b — IR de variagdo limitada tem apenas descon-
tinuidades de salto e elas sdo em ndmero contdvell

e Se f (-} é uma fungio absolutamente continua em (a, b], entdo f(-) & uma
fungdo de variaciio limitada em [a, b]. |

A.3 Complemento ao Capitulo 3

Definicio 86 Um subconjunto X de wm espago métrico M diz-se magro em
M, gquando é dado por uma reunido numerdvel

+
X =0 X,
n=1
tal que, para cada n € N, int X,, = @. O

Teorema 87 (Teorema de Baire) ({22, Proposicdo 19, p. 190]) Seja M um
espago métrico completo. Todo o conjunto magro em M tem interior vazio.” R

Definicao 88 (espacos Lo} Umae fungio = (-) mensurdvel em |a, b] e de valor
real € dita de essencialmente limitada, se, e somente se, existir um M > 0
tal gue o conjunto {t: x(t}) > M} tem medida nula. Por outras palavras, = (-)
é essencialmente limitada sse, para algum M, a desigualdade |z ()] < M é
verificada em g.t.p. t de [a, bl. A norma ||z ()|, de uma fungao essencialmente
limitada é definida por

o (Vo = inE {3 ({2 = o (1)) = M) = 0}
Esta norma € chamada de norma essencial, sendo usualmente denotada por

lz (Mo = sup ess|a(t)].
8]

cla,

"0

Observagao 89 Uma consequéncia directa da definicdo de ||z ()|, € a de que
para todo 0 € > 0, o conjunto {t: |z (t)] > ||z ()|l — &} tem medida positiva. O

L Dizemos que f{-) tem uma descontinuidade de salto em t = to se

CIm @ =F(), bm F)=7()
t—tg i . . teig e '

e f(t3) # f ()
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Observagao 90 Tal como no caso dos espagos Ly, identificamos duas fungbes
em Lo, como o mesma, se elas tomarem valores iguais quase sempre. a

Teorema 91 (Teorema da fungio implicita) Sejam f{) wna funcdo definida
numa vizinhanga  do ponto (xg, yo) = (a%, ey TF, yo) e R ¢ Z o conjunto
dos pontos (:cl, I, A y) satisfazendo o equacdo

f(ml,...,m”,y)zo.

Se todas as derivadas parciais de primeira ordem de f () sdo continuas em Q e

f (3;0: yD) = 07 fy (1307 ’yo) # 0)

ent@o existe um paralelepipedo
Az{\mj-—g;%» <a, j=1,...,m, |y_y0\ <b}
tal que ENA € o grifico de uma functo

y=¢($l,...,a;”)

definida e possuindo derivadas parciais de primeira ordem contfnuas no conjunto

Aoz{\a:j—:r%‘<a, j=1,...,n}.

Pora cadaz € A e j=1, ..., n, tem-se

'aqp( ) %(wﬂb(ﬂ?))
b7 T T o7 '
a—y(w,w(w))
]

Teorema 92 (Teorema da fungso inversa) Sejam £} um aberto de R™ e A uma
aplicagio de Q@ em R™. Se A : Q@ — R" € continuamente diferencidvel e o
determinante jacobiano de A ndo é nulo no ponto x € {2, entdo existe uma
vizinhancaV de x tal gue a restricdao de A o'V possui uma inversa continuamente
diferencidvel definida em A(V). (Em particular, a restricio de A a V é uma
aplicacdo biundvoca.) O

Definicao 93 Sejamn U C IR™ e V C R™ conjunios abertos e f: U — V wmna
aplicagdo bijectiva. Diz-se que f(-) é um difeomorfismo de classe C* se tanto
F () como f71(") sdo aplicagdes de classe C*. O
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Seja f(-) uma funcéo de valor real definida em §2 C'IR™ e pertencente & classe
C% com s > 2. Definamos entfo a aplicagio ¢ : 8 — R™ fagendo

pla) = falz), z€,
onde fz (-) denota o gradiente de f(-):

fm(m) = (fml(m): fz2(w)3 Ty fﬂi“(:c)) -
Claramente, () € C*~1 (2, R™).

Teorema 94 A aplicacdo gradiente @(-) € localmente invertivel se a matriz Hes-
stana for ndo singular:

fmlml(g") fmlm“(w)

det frz(z) =det # 0, para todo o x € Q.

forar(@) -+ funan(@)
(A.11)

Se 2 é convezo e se a matriz Hessiana fpe(z) é definida positiva para = & §):
Soz{z) >0, Vel
entio ¢(-) é um difeomorfismo C*7! de Q em 0 (Q).

Prova: Se se verifica a condigio dada por {A.11), entdo (-} fornece local-
mente um difeomorfismo C*~!, por causa do teorema da fungfo inversa. Assim,
s6 temos de mostrar que () é injectiva quando £ é convexo e fzz(x) > 0
Vz € . Suponhamos que @ (z1) = ¢ (22} para determinados z1, x5 € Q e
facamos = 11 — x9. Uma vez que {2 é convexo, os pontos x; + 1z, 0 <1 < 1,
estdo contidos em . Entfo, A(t) = fzx (z1 + t) define uma funcio continua de
valor matricial para t € [0, 1], com A(Z) > 0. Atendendo a que

1
0 = (2, ¢ (m2) — o (1)) = <m | 2o+ dt> -

=/01 (e, At) 2),

deduzimos que = = 0, i.e., 11 = Z2, 0 que prova que () & injectiva.’ - A
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Resultados e nocoes auxiliares
da Parte 11

B.1 Exposicao do Problema de Tempo Minimo
Considere-se a seguinte equagio diferencial em IR
&= f(tv 11".,?.&), T (Bl)

a que chamaremos a equacdo de controlo. A varigvel

1

x
= : € R”?
:L.‘J'T.
chamamos estado, o pardmetro
ut
U = : eR’
u’i"

serd chamado pardmetro de controlo, enquanto o vector

it z,u)
Flt,z,u) = : € R™

f”’(t,’m, )

serd denominado vector velocidade. Assumimos que f & uma funcdo continua

em
R = {(¢,z,u) : 1 €R, z € R", u € R"},

145
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e que ela tem derivada continua com respeito o x:

oftt,z,u) _ (Of(tm,u) T Of(t,%,u)

Um conjunto arbitrdrio

UCR

é dado no “espago dos pardmetros” IR’. Dizemo%,_que U & o conjunto dos valo-

res admisstveis do pardmetro de conjtrolo.. A uma funcdo mensurduel e limitada -

arbitréria, u(t), que & definida em IR e com valores no conjunto U, chamamos
controlo admissivel. Designamos o conjunto de todos os controlos admissiveis
por classe de controlos admissiveis, e denotamo-la por Qp.

Se um controlo admissivel arbitrdrio w(t) substituir o parimetro v na equagio
de controlo (B.1), obteremos a equagio diferencial

z = f(t: mvu(t)) :F(t7$)7

cujo membro direito F(¢,xz) é continuamente diferencidvel com respeito a = (¢
fixo) e mensurdvel com. respeito a ¢ (@ fixo). Dizemos que uma fungéo absoluta-
mente continua

o z(t), a <t <b,

é solugdo desta equag@o no intervalo @ <t < b se ela satisfaz a igualdade

&(t) = f(t,z(t),u®?)) = F(t,2(t))

para quase todos os t € [a, b].

Além disso, se u1(¢) e ua{t) coincidem para quase todos os ¢ & IR, as equagdes
diferenciais

E= f(ts $,’u,1(t)) e &= f(ta $7u2(t))

s80 equivalentes.

Um sistema de controlo é dado por uma equagio de controlo (B.1) e uma
classe de controlos admisstveis Qy. Tal sistema serd caracterizado em cada ins-
tante ¢ pela varidvel de estado z, e o seu comportamento pode ser influenciado
pela escolha de um controlo admissivel u(¢t} € Q. Se, no instante de terupo
t = a, o estado inicial %, do sistema é dado e o controlo u(¢) & escolhido, entdo o
comportamento do sistema é determinado unicamente como sendo a solugio da
. equagao

&= £(t,z,u(®).
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Um problema de tempo minimo com pontos de fronteira fixos & formulado
como se segue:

Séo dados dois pontos x, e zp 1o espago das varidveis de estado IR™ e um
instante de tempo, { = a, que constitui o tempo inicial. O objectivo & escolher
um controlo admissivel -

ST . () € Qu

de uma maneira tal que 2 equagao dlferenmal

L= f(t,a:,u(t))

tenha uma solugfio £(t) definida no intervalo de tempo @ < < T satlsfazendo
as condigdes de fronteira

#(a) = zq, E(T) =y,

e tal que o tempo de transferéncia do sistema de controlo do estado x, para o
estado zp seja minimo: ’
' T —a -+ min,
ou o que & equivalente _
T — min. R T
Deste modo, se, para qualquer outro controlo admissivel 7i(z), existir uma soligao -
%(t), a <t <T, da equagao

x = f(t: ﬂ:,’ﬁ,(‘t))
que satisfaz as mesmas condicdes de fronteira
Z(a) = ©q, T (T) = @,

teremos T > T.

O controlo #(t) é designado por controlo dptimo, enquanto a Z(t) chamamos
trajectoria dptima. O valor de T'—a representa o tempo de transferéncia minimo
de x4 para x; com a condigio inicial z(a) = z,. Ao par (&(t),4(¢)) com a <
t < T, chamamos processo éptimo ou solugdo dptima, para o problema d.’e termnpo
minimo:

&= flt,z,u), ult)eQy, t=a,

a:(a) = Tg, -T(T): xp T —min. ) (BQ)

Notar que os valores @, z(a), e z(I") sio dados e constituem aquilo a que se
chama as condigdes de fronteira do problema; enquanto o valor de T nio. No
caso da equacio de controlo (B.1) ser autdnoma, i.e., quando o seu membro
direito nfo depende da varidvel de tempo ¢, o facto do tempo inicial a estar fixo
é desprovido de qualquer significado. -
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B.2 Miscelanea

Definigao 95 Um homeomorfismo entére dois espagos topoldgicos M e N, é uma
bijecc@o continua p: M — N, cuja inversa p~- : N — M & também continua.
Dizemos entdo que M e N sdo homeomorfos. Neste caso, M é compacto se e
somente se N o é. ]

Exemplo 96 (Fzemplo de wm homeomorfismo - Projecgio Estereogréfica)
Sejam S™ = {zr: e R . ||z|| = 1} a esfera unitdria n-dimensional e

p=(0,...,0,1) €8

o seu pdlo norte. A projecgio estereogrdfica w1 S™\ {p} — R™ estabelece um
homeomorfismo entre a esfera menos o pdle norte e o espage euclidiano IR™.
A projeccio estereogrifica da esfera no plano, foi provavelmenie descoberta por
Hiparco (160 a.c.); a.designagio “projecc@io estercogrdfica” foi introduzida por
d’Aguillon em 1618. Geometricamente, w (z) é o ponto em que a semi-recta P2
encontra o hiperplano ™1 = 0, que identificamos com IR™. A fim de obter
uma férmula para 7 (), observemos que os pontos da semi-recta p& tém a forma
p+t (z—p), ondet > 0. Tal ponto pertence ao hiperplano R™, quando a sua
dltima coordenado 1+ ¢ (sc”‘"‘l - 1) ¢é zero. Assim, tiramos t = ﬁﬁ:ﬁf Dado

que
-1

z—-p r—z"p
obtemos ]
1 1 1
W(m,...,ﬂ:“,m””"):l—_zr—;ﬁ (m,...,a:").

Esta ezpressdo mostra que m @ 8™\ {p} — IR™ é contfnua. (Note-se que x €
S™\ {p} exclui que se tenha "' = 1.) Para verificar que 7 (-) é um homeomor-
fismo, basta considerar a aplicac@o ¢ : IR™ — S™\ {p}, definida por

1 wy_ 2 1 o ol -1
(p(y;---;y)_”y“2_|_1 (ya---ayv 2 )

Com efeito, para todo o z = (', ..., a™, ") € 5™\ {p},

V . - ml - - wn
e(n(z, ..., x ’mnﬂ)):@(lhmnﬂ’ ey 1_$n+1)

e dado que

2 (@4 @? 1 (@)
I R S C = E

1
||Z1f||2 = Hm}m (971, s mn)
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1= (@) - (1—am)? et (Low) | o

“y” -4 (1 . $n+1)2 - (1 wn.;.]) 1 3;-?1—!-1’
> _ 1— (wm-l)? +(1- $n+1)2 2(1- $n+1) 9
vem
o(m(z) = (=, ..., =" 2"*) = .
Por outro lado, para todo oy = (3, .. ) € IR",
2" 21
(o .. . Hyﬂz'
llyll +1 7 i 1 iyl
e dado que .
R et N
Bl +1 Jyl®+1
temos também,
gl +1 (2" 2" :
m(p(y) = yeeny T | =Y.
2 lyil® +1 lyl® +1

8

Teorema 97 Se M ¢é compacto, toda a bijec¢do conttnua f : M — N é um
homeomorfismo. ‘

Prova: Observemos, primeiro, que N & compacto. J4 que f(-) & continua,
a sua inversa g : IV — M & tal que se F' C M & fechado, e portanto compacto,
entdo g~ (F) = f(F) C N & compacto e por conseguinte fechado. Logo, g(-) é
continua. - ' ' ' ‘M

Teorema 98 A composicdo de uma funcio absolutamente contfnua com outra
absolutamente continua e estritamente crescente, resulta numa funcéo absoluta-
mente continua.

Prova: Se f: X — Y eg: g b — X forem absolutamente contfnuas
com g{-) estritamente crescente, qualquer que seja o sistema finito de intervalos
disjuntos dois a dois

(a'is bz); t=1,...,n

pertencentes a {a, b,

| (glai), g(&)), i=1,...,n
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