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palavras-chave

Resumo

Ensino Secundario, Algebra, pensamento algébrico, erros.

Este estudo pretende analisar os niveis de pensamento algébrico de
alunos do 10.° ano de escolaridade. Para atingir esta finalidade,
pretendo dar resposta as seguintes questbes de investigacao:
i) Quais os niveis de pensamento algébrico mais comuns de alunos
que frequentam uma turma do 10.° ano de escolaridade? ii) Quais
0s tipos de erros mais comuns que alunos de uma turma do 10.° ano
de escolaridade cometem, na realizacdo de tarefas de indole
algébrica?

Considerando a natureza das questdes de investigacao, realizou-se
um estudo de natureza qualitativa na modalidade de estudo de caso
exploratério de uma turma que frequenta o 10° ano numa escola de
Aveiro. Para isso, foram recolhidos dados através da resolucao de
tarefas realizadas pelos alunos, numa ficha de trabalho e num teste
de avaliacdo.

Os resultados mostram que a maioria das respostas dadas pelos
alunos estdo no nivel 1 e 2 de pensamento algébrico, no entanto,
verifica-se que ha evolucdo nos processos de pensamento algébrico
dos alunos. E possivel observar também que a maioria dos erros
cometidos tém origem na utilizacdo indevida de férmulas ou
procedimentos.
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This study aims to analyse the algebraic thinking levels of students
of the 10" grade. To achieve this purpose, | intend to answer the
following research questions: i) What are the most common
algebraic thinking levels of students attending a class in the 10™"
grade?

i) What are the most common types of errors that students in a class
of the 10" grade commit, in performing tasks of algebraic nature?

Considering the nature of research questions, we carried out a
qualitative study on the exploratory case study method of a class
that attends the 10" year in a school in Aveiro. For this, data was
collected through solving tasks performed by the students in a
worksheet and an evaluation test.

The results show that most of the answers given by students are at
level 1 and 2 of algebraic thinking, however, it turns out that there
is a development in the algebraic thinking processes of students. It
is also possible to observe that most mistakes come from the
improper use of formulas or procedures.
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1. Introducao

Este capitulo expde as motivacbes que me levaram a realizar este trabalho bem como a sua
pertinéncia. Apresento também o problema a pesquisar, 0s objetivos do estudo e as questdes
de investigacdo a que pretendo dar resposta. Para além disto, explico como esté organizado

0 presente trabalho.

1.1. Motivacao e pertinéncia
Desde sempre considerei que a compreensdo do raciocinio dos alunos era algo de extrema
importancia, uma vez que penso ser um fator que leva o professor a conseguir comunicar
melhor com eles e possivelmente reduzir o insucesso escolar. Para além disso, as barreiras
que eles enfrentam e os erros que eles cometem sdo também de ter em consideragéo, pois
esses erros e essas barreiras poderdo ser uma oportunidade de aprendizagem se houver
reflexdo sobre o erro cometido. Enquanto professora estagiaria, tenho a preocupacédo de
conseguir explicar os variados conceitos e procedimentos a todos os alunos de modo a que
eles percebam, tendo que, para isso, procurar estratégias de intervencdo pedagdgica que
desenvolvam o nivel de pensamento algébrico dos mesmos. Estas razfes levaram-me a

querer investigar esta tematica, tendo como objetivo ser uma melhor profissional no futuro.

Atendendo a que nas unidades curriculares de Pratica de Ensino Supervisionada | e 1l fiz
intervencdes numa turma do Ensino Secundario (10.° ano do curso do Ciéncias e

Tecnologias), decidi que seria esta a turma onde iria realizar o meu estudo.

O NCTM (2007) refere que os programas de ensino de todos os anos curriculares (do 1.° ao
12.° ano) tém como obrigacdo habilitar os alunos para: (i) a compreensédo de padrdes, de
relacOes e de funcdes; (ii) o uso correto de simbolos algébricos, na representacdo e analise
de situacdes e estruturas Matematicas; (iii) o uso adequado de modelos matematicos na
representacdo e compreensdo de relacdes quantitativas; (iv) a aproximacdo e interpretacao

das taxas de variacdo em diferentes contextos.

Para que os alunos aprofundem o conhecimento algébrico, é importante que os docentes

recorram a tecnologia em sala de aula para o estudo de fung¢des, pois “[a]o fazé-lo, [0S



estudantes] passardo a compreender o conceito de classe de funcGes e a aprender a identificar
caracteristicas das mesmas” (NCTM, 2007, p. 353).

No sentido de aprofundar esta investigacdo, senti necessidade de procurar o que é o
pensamento algébrico. Assim, segundo Matos, Silvestre, Branco e Ponte (2008) ¢ “mais do
que manipular expressdes e resolver equacdes, envolve as capacidades de estabelecer
generalizagles e relagdes, interpretar situagdes e resolver problemas” (p. 1). Ja segundo

Borralho e Barbosa (n. d.)

\

“o pensamento algébrico diz respeito a simbolizagdo (representar e analisar
situacbes matematicas, usando simbolos algebricos), ao estudo de estruturas
(compreender relacbes e funcBes) e a modulacdo. Implica conhecer,
compreender e usar 0s instrumentos simbolicos para representar o problema
matematicamente, aplicar procedimentos formais para obter um resultado e

poder interpretar e avaliar esse resultado” (p. 1).

No ultimo ano do Ensino Basico e no Ensino Secundario, é esperado que os alunos adquiram
conhecimento sobre as estruturas e a abstracdo Matematica, devem compreender em pleno
as propriedades algébricas que orientam a manipulacdo dos simbolos em expressdes,
equacdes e inequacdes, utilizando os recursos que forem mais apropriados a tarefa (NCTM,
2007).

Borralho e Barbosa (n.d.) consideram que uma das principais dificuldades dos alunos é a
passagem da Aritmética para a Algebra e, como tal, deve ser uma preocupagio docente

arranjar estratégias que desenvolvam o pensamento algébrico dos seus alunos.

No mesmo sentido, Nogueira (2010), mencionando Kieran (1992), salienta que uma das
grandes dificuldades sentidas pelos alunos que entram para o Ensino Secundario é a transicdo
do pensamento concreto para o abstrato. Tal situacdo cria-lhes obstaculos no
desenvolvimento da capacidade de generalizar, resolver problemas e usar a simbologia
adequada em tarefas. Outro problema detetado por Nogueira (2010) é que “nem todos os
alunos adquirem muitas das capacidades previstas e [...] precisam de prosseguir um plano

de estudos com base nos conhecimentos ¢ dificuldades que trazem do ciclo anterior” (p. 2).



Perante esta situacdo, Borralho e Barbosa (n.d.) destacam as solucbes de Orton e Orton
(1999), que referem a importancia dos padrdes para ajudar a desenvolver o pensamento
algébrico, e de Arcavi (2006), que defende o desenvolvimento do sentido do simbolo para
que haja uma progressao no pensamento algébrico dos alunos. Ou seja, € importante que 0s
alunos tenham alguma familiaridade com tarefas que englobem o estudo de padrdes e
relacbes numeéricas, a forma de os representar e generalizar por procedimentos distintos,

durante todo o percurso escolar (Borralho & Barbosa, n.d.).

Borralho e Barbosa (n.d.) destacam ainda a opinifo de Ponte (2005)! e de Day e Jones
(1997). O primeiro menciona que para haver desenvolvimento do pensamento algébrico é
preciso trabalhar com o célculo algébrico, funcdes, lidar com estruturas Matematicas,
relacOes de ordem e de equivaléncia, e os segundos afirmam que o inicio do desenvolvimento
do pensamento algébrico da-se quando os alunos conquistam a capacidade de entender e

construir relac@es entre variaveis.

Ponte (2005)? salienta ainda a importancia do uso de diferentes tipos de tarefas em sala de
aula para que se conseguiam abranger todos os objetivos curriculares. Assim, 0 autor separa
as tarefas pelo grau de desafio (reduzido ou elevado) e pelo grau de estruturacdo (aberto ou
fechado), em que “[u]ma tarefa fechada ¢ aquela onde ¢ claramente dito o que ¢ dado e 0
que € pedido e uma tarefa aberta é a que comporta um grau de indeterminacéo significativo

no que ¢ dado, no que ¢ pedido, ou em ambas as coisas” (Ponte, 2005, pp. 7-8).

Na minha opinido, o mais interessante em ser professor de Matematica, é fazer com que 0s
alunos desenvolvam o seu raciocinio, conseguindo que eles pensem no abstrato e ndo apenas
num caso em particular. Para isso, o professor tem como dever munir-se de estratégias que
incentivem o pensamento algébrico dos alunos e dos diferentes tipos de tarefas que Ponte

(2005) menciona.

De certo modo, o meu ponto de vista é baseado nos trabalhos de Godino, Aké, Gonzato, e
Wilhemi (2012), uma vez que os autores consideram que a generalizacdo € uma caracteristica

do pensamento algebrico, assim como as técnicas para modelar situacgdes.

1 Ponte, J. P. (2005). Algebra no curriculo escolar. Educagio e Matematica, 85, 36-42.
2 Ponte, J. P. (2005). Gestdo curricular em Matematica. In GTI (Ed.), O professor e o desenvolvimento
curricular (pp. 11-34). Lisboa: APM.



Quanto aos niveis do pensamento algébrico dos alunos, Godino et al. (2014, 2015)
subdividem-nos em sete diferentes, sendo o primeiro o nivel zero. Estes sete niveis de
pensamento algébrico serdo explicados mais a frente e serdo uma base fundamental para a

concretizacdo deste trabalho.

1.2. Problema e questdes de investigacao
Com o intuito de perceber melhor as dificuldades sentidas pelos alunos do 10.° ano aquando
a realizacdo de tarefas de indole algébrica, decidi considerar para tema de investigacdo a
“Avaliacdo e Desenvolvimento do Pensamento Algébrico numa turma do 10.° ano”. Assim
sendo, o problema de investigacdo foi formulado da seguinte maneira: Qual o pensamento

algébrico de alunos gque frequentam o 10.° ano de escolaridade?

Tendo como proposito investigar o problema acima referido, pretende-se responder as

seguintes questdes de investigagéo:

e Quais os niveis de pensamento algébrico mais comuns de alunos que frequentam
uma turma do 10.° ano de escolaridade?
e Quais os tipos de erros mais comuns que alunos de uma turma do 10.° ano de

escolaridade cometem, na realizacdo de tarefas de indole algébrica?

Com este trabalho, espero contribuir para a evolucdo da investigacdo em Ensino da
Matematica, mais particularmente, pretendo estudar o pensamento algébrico que os alunos
tém para resolver tarefas de indole algébrica. A nivel pessoal, ambiciono que o presente
trabalho aumente os meus conhecimentos relativos ao pensamento que os alunos tém na
resolucdo de tarefas de caracter algébrico, estando assim mais atenta a pormenores que em

futura atividade profissional irei enfrentar.

1.3. Organizacao do estudo

Esta investigagdo esta organizada em seis capitulos distintos.

No primeiro, exponho a motivacdo e pertinéncia do estudo, assim como o problema de

investigacdo, as questdes de investigacao e a finalidade do estudo.



O segundo capitulo é constituido pela fundamentac&o teorica, aqui irei desenvolver os temas
“Pensamento Algébrico”, “Facetas e niveis de analise de processos de ensino em
aprendizagem da Matematica”, “Tipos de Erros no processo de aprendizagem da Algebra”,
“Tecnologia na sala de aula”. O primeiro ird ser subdividido em subtemas que irdo explicar
0 que € o pensamento algébrico, qual a origem e as etapas dos processos algébricos e quais

sd0 e em que consistem os niveis de pensamento algébrico.

No terceiro capitulo apresento a metodologia usada neste estudo, falo das opcoes
metodoldgicas tomadas, fago uma caracterizacdo dos participantes, explico as fases do

estudo e quais os instrumentos de recolha de dados utilizados.

No capitulo quatro, irei apresentar algum trabalho que foi feito no ambito das Préticas de
Ensino Supervisionadas (I e I1), mais particularmente, duas planificacdes de aulas lecionadas

por mim, sendo que estas s&o acompanhadas por uma breve reflex&o final.

No capitulo cinco irei apresentar a analise e discussdo dos dados, comegando por examinar
o nivel de pensamento algébrico das respostas dadas as tarefas propostas nos dois
instrumentos de recolha de dados, de seguida farei uma comparagdo das respostas que 0s
alunos deram no teste e numa ficha de trabalho, irei avaliar de forma breve o nivel de
pensamento algébrico de cada participante do estudo, analisarei também a percentagem de
respostas corretas, parcialmente corretas, erradas e de tarefas ndo respondidas e por ultimo

irei apresentar os principais erros cometidos pelos alunos.

No sexto capitulo apresentarei algumas consideragdes finais, onde irei fazer uma sintese do
estudo, responder as questdes de investigacao e realizar uma reflexdo final onde abordarei
as limitacdes do estudo, as implicacbes que este trabalho me trouxe a nivel profissional e

darei algumas recomendacdes para futuras investigacdes na area.

Por fim, apresentam-se as referéncias bibliograficas e os anexos.



2. Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo, apresentam-se perspetivas tedricas sobre diferentes tematicas, relacionando-
se todas com o processo de aprendizagem da Algebra. Assim, irei comecar por explicar o
que € o pensamento algébrico e qual a origem dos processos algébricos, de seguida abordarei
0s niveis e as etapas do pensamento algébrico. Irei referir os tipos de erros que os alunos
cometem aquando da aprendizagem da Algebra. Depois irei abordar o tema da influéncia do
uso da tecnologia em sala da aula na aprendizagem dos alunos, uma vez que se pretende que

os alunos do 10.° ano de escolaridade trabalhem com calculadoras gréficas.

2.1. Pensamento algébrico

Neste subcapitulo irei abordar a origem dos processos algébricos, irei explicar o que é o
pensamento algébrico, os niveis de pensamento algébrico e as etapas dos processos

algébricos, segundo o ponto de vista de varios autores.

2.1.1. Origem dos processos algébricos
Desde muito cedo os alunos se habituam a trabalhar com problemas de natureza aritmética.
Esse estudo pode trazer consequéncias ao nivel do trabalho com a Algebra. Ruiz-Munzén,
Bosh e Gascon (2011) mencionam que Bolea, Bosch e Gascon (2004) referem que uma das

consequéncias do processo aritmético da Algebra ¢ a auséncia da sua modelagio.

No artigo de Ruiz-Munzon et al. (2011) sdo destacadas algumas caracteristicas principais
que Pilar Bolea (2003) referiu acerca da Algebra elementar vista como aritmética
generalizada: (i) a Algebra elementar é realizada, na maioria das vezes, num contexto
numérico; (ii) presume-se que as expressdes algébricas pretendem apenas trabalhar com
nameros desconhecidos; (iii) na escrita da expressdo algébrica, separa-se o0s dados
conhecidos dos desconhecidos; (iv) as tarefas algébricas sdo vistas apenas como uma
manipulacdo formal de expressdes e resolugdo de equagdes (célculo algébrico); (v) tratam-
se as equacdes como sendo igualdades numericas que se verificam para alguns valores

numéricos (as incognitas).



Para Godino et al. (2012) a Algebra vista como uma linguagem simbolica,
fundamentalmente direcionada para resolver equagdes e estudar polinGmios, aparece com
grande intensidade entre 0s 12 e 0s 16 anos, ndo tendo continuidade com os temas anteriores

de aritmética, geometria e medida.

Ruiz-Munzon et al. (2011), tendo em conta os seus trabalhos anteriores, consideram que o
facto de os alunos ndo usarem instrumentos algébricos, traz-lhes dificuldades no préximo
ciclo de estudos no que se refere ao processo da modelizacao algébrica-funcional, o que por
sua vez dificulta o trabalho de quem faz questdes probleméticas que poderiam dar sentido

ao calculo diferencial.

De acordo com Ruiz-Munzén et al. (2011), um problema aritmético é aquele que se pode
resolver mediante simples operacGes aritméticas (executaveis a partir dos dados do problema
que normalmente sdo quantidades conhecidas). Mencionando um trabalho de Gascén
(1993), Ruiz-Munzon et al. (2011) consideram que sdo as operages aritméticas que
permitem calcular a quantidade incdgnita, no entanto sdo também as propriedades dos
numeros e os calculos elementares entre as quantidades que nos permitem descobri-la,

justifica-la e interpreta-la.

Ruiz-Munzén et al. (2011) dao também importancia aos programas de calculo aritmético, ao
que os autores denominam por PCA. Estes programas sdo “uma cadeia estruturada e
hierarquizada de operagdes aritméticas que constituem a sintese do processo de resolucdo”

(Ruiz-Munzon et al., 2011, p. 747).

Um PCA pode depender de argumentos numéricos (a;) ou de incdgnitas (xi). Assim, pode-
se generalizar e escrever PCA (X1, ..., xm, a1, ..., an), havendo uma cadeia de operagdes entre

0S Xi € 0S aj, com i, j, m,n € N.

Em contexto escolar, um PCA ¢ conhecido pelo termo “expressdo algébrica” e normalmente
pretende modelizar e estruturar uma resolucdo de um problema aritmético (Ruiz-Munzon et
al., 2011). Segundo os autores, para alunos entre 0s 12 e os 14 anos, devem apenas ser usados
o0s problemas cujo PCA se simplifica da seguinte forma canonica:

PCA(nl, o, Ny, Ao,y evy ak) = bO + b1n1+ oot bmnm )

com n; € N desconhecidos e a;, b; € Z conhecidos.



2.1.2. O que é o pensamento algébrico?
Atualmente a Matematica encontra-se em diversas areas e por isso € importante que 0s
alunos desenvolvam métodos e ideias algébricas que os levem a resolver problemas (NCTM,
2007). A “[A]lgebra ¢ mais do que manipulagio de simbolos” (NCTM, 2007, p. 40), assim
sendo, 0 NCTM (2007) desenvolveu normas de Algebra para os programas de ensino de
todos os anos curriculares (do pré-escolar ao 12.° ano), deste modo, os docentes deverdo
preparar os alunos para: (i) entender padroes, funcGes e relacdes; (ii) representar e examinar,
através de  simbolos  algébricos, situagdes e  estruturas  Matematicas;
(iii) compreender e representar relagdes quantitativas, recorrendo a modelos matematicos;

(iv) analisar a variacdo em contextos diversificados.

O estudo do pensamento algébrico é uma area que tem suscitado o interesse de varios
autores. Foram muitos o que o tentaram caracterizar, e por isso, neste trabalho vou apresentar

versoes de autores diferentes.

De acordo com Nogueira (2010), Kieran (1992) diferencia duas versdes da Algebra no
desenvolvimento do pensamento algébrico, sdo elas a perspetiva processual e a perspetiva
estrutural. Na primeira, é dado destaque a substituicdo de variaveis por nimeros, seguida
das operacdes aritméticas que sejam necessarias. Na segunda, é dado realce ao trabalho com
expressdes algébricas. Deste modo, segundo Nogueira (2010), verifica-se que Kieran (1992)
defende a criacdo de conexdes entre a Aritmética e a Algebra, uma vez que o inicio do
raciocinio do aluno comeca, geralmente, por uma abordagem processual, evoluindo depois

para uma abordagem estrutural (Nogueira, 2010).

Kaput (1999) e Carolyn Kieran, mencionados por Canavarro (2007), referem que a
generalizacdo é um processo que leva o aluno a salientar o que € comum nos casos
particulares que analisou, em que o foco ja ndo sdo as situagdes, mas sim os padrdes,
procedimentos, estruturas e relacdes entre objetos. Deste modo, a Algebra vai muito para
além do uso de simbolos, € um modo de pensamento sobre as situacdes Matematicas
(Canavarro, 2010).

Segundo Matos et al. (2008), o pensamento algébrico envolve a habilidade dos alunos

conseguirem encontrar relacdes entre 0s objetos, assim como a capacidade de generalizar,



interpretar situagdes e resolver problemas. Deste modo, para estes autores, 0 pensamento
algébrico ndo se trata apenas de resolver equacdes e manipular expressoes.

Noutra vertente, Borralho e Barbosa (n. d.) defendem que o pensamento algébrico esta
explicitamente relacionado com o uso de simbolos, com a modulacdo e o estudo de
estruturas. Assim sendo, as situacbes Matematicas sdo representadas e analisadas a custa de
simbolos algébricos, havendo também a necessidade do aluno compreender as relacfes entre
objetos. Para estes autores, o pensamento algébrico implica que haja conhecimento,
compreensdo e uso de instrumentos simbolicos na resolugéo da tarefa, para além disto, exige
também que sejam aplicados procedimentos formais para poder interpretar o resultado
obtido.

Maria Blanton e James Kaput afirmam que o pensamento algébrico dos alunos é um processo
que os leva a generalizar, necessitando recorrer inicialmente a casos particulares. Estas
generalizacGes sdo feitas através de um discurso argumentativo, sendo que os educandos as

revelam cada vez mais formais e ajustadas a sua idade (Canavarro, 2007).

Segundo Nogueira (2010), Kaput (1999) observou que muitas vezes os problemas algébricos
propostos aos alunos tinham um caracter artificial, limitando-os assim na sua reflexdo. O
que acontece muitas das vezes é que os alunos decoram formulas e procedimentos que Ihes
permitem resolver as tarefas apresentadas, insistindo na aplicacdo de praticas rotineiras, nao
evoluindo assim o pensamento algébrico. Ja segundo Ponte, Branco e Matos (2009), o
mesmo autor identificou cinco caracteristicas do pensamento algébrico: (i) generalizar e
formalizar padrdes; (ii) trabalhar formalismos de forma orientada e sintatica; (iii) analisar
estruturas abstratas; (iv) estudar funcdes, relacdes e variacao, envolvendo duas variaveis; (v)

usar diferentes linguagens na modelacdo Matematica e no controlo de fenémenos.

Mais recentemente, Kaput (2008) agrega estas cinco caracteristicas em dois aspetos
essenciais: (i) a generalizacdo simbolica de regularidades; (ii) o raciocinio e acfes
conduzidos através das generalizacBes no sistema de simbolos convencional. Quanto ao
primeiro aspeto, o autor afirma que é o essencial da Algebra, ja o segundo, ele considera que
sdo derivacdes do primeiro. Kaput (2008) salienta ainda a importancia de estabelecer

ligagBes entre a Algebra e todos os restantes topicos de ensino em Matematica.



Para Ponte et al. (2009), “o pensamento algébrico inclui a capacidade de lidar com
expressdes algébricas, equagOes, inequagdes, sistemas de equacdes e de inequacles e
fungdes” (p. 10). Para além disso, abrange também a habilidade de saber manipular outras
relacGes e estruturas Matematicas, usando-as sempre que forem pertinentes. Segundo 0s
mesmos autores, Arcavi (1994) também concorda com esta perspetiva, acrescentando que o
pensamento algébrico inclui também a ideia de generalizacdo. Deste modo Ponte et al.
(2009) concluem que ndo s os objetos sdo importantes para o pensamento algébrico, mas
também as relagdes estabelecidas entre eles, sendo que essas relaces devem ser pensadas e

representadas da forma mais geral possivel.

Posto isto, Ponte et al. (2009), apresentam trés vertentes fundamentais do pensamento
algébrico: (i) representar, que se refere a capacidade que o aluno tem em usar diversos
sistemas de representacdo; (ii) raciocinar (de forma dedutiva e indutiva), que se refere a
capacidade do educando conseguir relacionar e generalizar; (iii) resolver problemas, que

abrange a capacidade do aluno para utilizar diferentes representacdes de objetos algébricos.

Godino et al. (2014) propdem um modelo que caracterize o pensamento algébrico. Esse
modelo separa o pensamento algébrico em sete niveis® distintos. Segundo Godino et al.
(2015), os primeiros quatro niveis sdo mais ajustados ao Ensino Basico sendo os trés

seguintes mais adaptados para o Ensino Secundario.

Godino et al. (2012), também referem a importancia dos processos de generalizacdo para o
desenvolvimento do pensamento algébrico, assim como as técnicas usadas para modelizar

situacoes.

Tentando generalizar as ideias de diversos autores, Godino et al. (2015) salientam o consenso
que parece haver em diferentes perspetivas: 0 processo de generalizagdo Matematica e 0
estudo de relagbes de equivaléncia e das suas propriedades séo caracteristicas essenciais no

pensamento algébrico.

Assim, “aprender Algebra implica ser capaz de pensar algebricamente numa diversidade de
situagodes, envolvendo relagdes, regularidades, variagdo e modelagao” (Ponte et al., 2009, p.

10).

3 A caracterizacdo destes niveis sera feita no ponto 2.1.3 do presente trabalho.
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2.1.3. Niveis de pensamento algébrico
De acordo com Godino et al. (2012, 2014), atribui-se um nivel dos processos algébricos nao
a pergunta colocada, mas sim a resposta do aluno. Para a anélise do nivel de pensamento
algébrico da resposta do aluno, deve-se dar atencdo aos objetos que resultam dos processos
de generalizacdo e particularizacdo. Os autores denominam por objeto intensivo o que resulta
dos processos de generalizacdo e por objetos extensivos o resultado dos processos de
particularizacdo. Assim, os autores propdem que se analise 0 pensamento algébrico de

acordo com 0s seguintes niveis:

Nivel 0: Neste nivel intervém as respostas em que os educandos fazem opera¢Ges com

objetos particulares, a linguagem € natural, numérica, podendo recorrer a imagens ou gestos.

Nivel 1: Neste nivel sdo abrangidas as respostas em que os alunos trabalham apenas com o
“nbmero genérico”, as propriedades da estrutura algébrica em N e a equivaléncia, ou seja,

as respostas mostram um pensamento relacional.

Nivel 2: Neste nivel intervém as respostas em que os estudantes trabalham com

representacdes alfanuméricas de funcdes e equacdes.

Nivel 3: Neste nivel estdo abrangidas as respostas em que os educandos fazem um tratamento
com incdgnitas e variaveis, utilizando para isso as propriedades estruturais, como a anulagéo

e a substituicao.

Nivel 4: Neste nivel encontram-se as respostas em que 0s estudantes fazem um estudo de

uma determinada familia de fun¢des ou equacdes tendo em consideragdo 0s seus parametros.

Nivel 5: Neste nivel encontram-se as respostas em que os alunos fazem um tratamento de
incdgnitas, variaveis e parametros, apresentando a estrutura da solucdo emergente desse

tratamento.

Nivel 6: Neste nivel intervém as respostas em que os alunos realizam um estudo com
estruturas algébricas, envolvendo as definicOes e propriedades estruturais que se relacionam

com essa estrutura.
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Os autores afirmam que o docente tem o dever de atuar em sala de aula de modo a ser o
principal agente de mudanga entre 0s niveis, podendo interferir para aumentar

progressivamente o nivel algébrico da atividade Matematica dos alunos.

De seguida ira ser apresentada a Tabela 1 que completa os niveis de pensamento algebrico
supramencionados, mostrando exemplos que ajudam a perceber os referidos niveis. As
respostas dadas pelos alunos apresentadas nesta tabela dizem respeito as cinco tarefas a

seguir apresentadas:

Tarefa 1: Um estudante recebeu dos seus pais uma certa quantidade de dinheiro para comer
durante 40 dias. No entanto, encontrou lugares onde podia poupar 4 euros por dia na comida.

Desta forma, o dinheiro inicial durou 60 dias. Quanto dinheiro recebeu?
Adaptado de Godino et al. (2012)

Tarefa 2: Quantos palitos sdo necessarios para formar a 4.2 figura? E para formar a figura
que estiver na posi¢do 20? Quantos palitos serdo necessarios para construir a figura que

estiver na posi¢éo 100?

VEWANE

H'\- 33 4“

Figura 1: Sequéncia de palitos

Adaptado de Godino et al. (2012)
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Tarefa 3: Utilizando a calculadora gréfica representa graficamente funcées reais de variavel
real da familia f(x) = mx + b, com m e b reais. Estuda as representacbes graficas de
funcgdes desta familia e indica:
- A existéncia e 0 numero de zeros;
- Intervalos de monotonia;

Adaptado de Saraiva, Teixeira e Andrade (2010)

Tarefa 4: Considera equacéo de segundo grau definida por ax? + bx + ¢ = 0. Mostra que

—b+Vb2-4ac

X =——"— € a expressdo que nos da as raizes dessa equacao, qualquer que seja a, b, c €

R Aa # 0,com b? — 4ac = 0.
Adaptado de Godino et al. (2014)

Tarefa 5: Prova que é valida a propriedade associativa entre vetores, ou seja:

U+v)+w=u+@+w)
Adaptado de Oliveira (2011)

Tabela 1: Niveis de pensamento algébrico identificados por Godino et al. (2012, 2014, 2015)
Nivel Descricédo e exemplo de resposta

Descricdo: Sdo as respostas que nao incluem caracteristicas algébricas. Nelas,
intervém 0s objetos extensivos que sdo expressos através de uma linguagem
natural, numeérica, que recorra a imagens ou gestos. Podem aparecer simbolos
que representam o desconhecido, mas esse valor obtém-se efetuando operacdes
em objetos particulares. Em tarefas recursivas, a relagdo de dois termos

consecutivos ndo implica a determinagdo de uma regra.

0
) (2 , @ " g - 6-u80 <
Exemplo: & o o> 2‘}5% J
M

160 € & qafe Eoe e D) PR~
&- w& ) puegn Aot |

Cife doeO &

dqe aosigd

afereos e o8

os . .
Figura 2: Resolucéo do aluno 1 a tarefa 1
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Descrigdo: Usa-se a igualdade como equivaléncia de expressoes, intervém os
objetos intensivos cuja generalidade aparece de uma forma explicita perante uma
linguagem natural, numérica, simbdlica, que recorra a imagens ou gestos. Podem
aparecer simbolos que se referem a objetos intensivos, mas ndo ha operacoes
com eles. Em tarefas estruturais, podem ser aplicadas relacoes e propriedades de
operacOes, dados desconhecidos expressados com simbolos também podem

aparecer. Em tarefas funcionais, os alunos recorrem ao calculo com objetos

extensivos.

Exemplo:

e ;i@ i .Y domuom o e & & W

sony o R el ndvEo £

90*—3 2)*(’?.10\ @UG{\ as o q\\g - puy Sy
T 34 () § a 5‘3‘;)1‘7“*"3‘% as % \;
3 s 2 49) sxa & mEn R 2,
P 341847) gR & o op b o8 s,

al e onif &R *‘idpgiC§ ot
i 2 oy @030 341201840 (on lode, e @1 W &
<07 5?[&‘* e & s o
i a5 e uwen mesionte on gl
e = 310+ (0-2)} > 344004 zC%}

Figura 3: Resolucéo do aluno 2 a tarefa 2

Descricdo: Interferem variaveis que sdo expressas numa linguagem simbdélica e
literal que mencionam os objetos intensivos reconhecidos, no entanto, esses

objetos, estdo relacionados com a informacéao do contexto espacial ou temporal.

Citando Godino et al. (2012) “En tareas estructurales las ecuaciones son de la
forma Ax + B = C. En tareas funcionales se reconoce la generalidad, pero
no se opera con las variables para obtener formas candnicas de expresion”
(p. 290).

Exemplo:

—L ’11:: 3(1&\ \ (1 gs ure 33(‘*23“ 1 +229 ﬁuics
P25 pl 0 | o b+ 5:90-492 41 pliles
3. ?Ya‘,(fbi_a ¢

Gl

) Jo0" iy~ 3-400-99= 204 ullles,
I n -/{),-) (C\:L\ %’Y'\(ugu\o @\& go @ }orm\ com

)33 &9’7‘1’3 , 5 - 2 :'_-3 ’{ 2 \gx\{\.{“ns! N?‘ fLANE 3, e&'\"‘ ‘3‘\1&"”1\ & waw‘!!\, L

= 7 _ ’ Cﬁc%:v:_v_‘wwo ni‘i:a\s\o P S, A
M: < w“ﬁ\‘cwmiag {ong }3‘;7%& cﬁ,j
- E@ 3 ) ‘ﬂ’.(n"j‘) zjﬁv‘uaa‘xo @bv‘ lrm’fcs come ‘w&;vg :.j ordiasl &L i& ;"BT\'

P §
whwdaoda 2 restr o swlerior & 3«:% ovdlana

Figura 4: Resolucéo do aluno 3 a tarefa 2
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Descricdo: Formam-se objetos intensivos que séo apresentados de maneira
simbdlica e literal, efetuando-se operacBes analiticas com eles. As expressdes
sofrem transformacGes na forma simbolica, mantendo sempre a equivaléncia.
Resolvem-se equacbes do tipo Ax + B = Cx + D. Tratam-se variaveis e

incdgnitas aplicando propriedades estruturais, como por exemplo a substituicao.

Exemplo:
Yox - o (xu)
Uox - EOox-M3
Mo 2 6ox A0
4e 2 20x

X- %}9 21 recibes inicialmnasis PACa s (N dia

€n tostal recke: 12 xuo ~4go £

Figura 5: Resolucdo do aluno 4 a tarefa 1

Descricdo: Os alunos usam parametros para expressar equacgdes e familias de
fungBes. Nota-se que é feita uma distincdo entre parametros e coeficientes de

variaveis, uma vez que sdo apontes dominios diferentes.

Solucdo esperada da tarefa 3:

Sem = 0 entdo f(x) = b € estritamente monotona.
Caso b = 0: Zeros: x € R
Caso b # 0: Zeros: x € {@}
Sem > 0 entdo f(x) = mx + b é estritamente crescente.
Caso b = 0: Zeros: x € {0}
Caso b > 0 : Zeros: x € |—o0,0]
Caso b < 0 : Zeros: x € |0, +oo[
Sem < 0 entdo f(x) = mx + b é estritamente decrescente.
Caso b = 0: Zeros: x € {0}
Caso b > 0 : Zeros: x € |0, +oo[

Caso b < 0 : Zeros: x € |—o0,0]
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Descrig¢do: Faz-se um tratamento de pardmetros de modo analitico, ou seja 0s

alunos trabalham, analiticamente, com um ou mais parametros.

Solucdo esperada da tarefa 4:

5 ) b c ) b c
ax‘“+bx+c=0=x+—-x+-=0=x+—x=——-=
a a a a
2+b +b2 c+b2 o
X +—-x+—=——+—
a 4q? a 4a?
2+b N b? 4ac+ b?
—_ - — o
x ax 4q? a?  4a?
( N b)z b? — 4ac N b N b2 — 4ac
—_— = = _—= =
x 2a 4q? x 2a 4q?
b Vb?—4ac —b ++Vb?% —4ac
x=—-——= S x = c.q.d
2a 2a 2a

Descri¢do: O trabalho com certas estruturas algébricas (tais como vetores
espaciais ou grupos) e o estudo de adicdo, subtragéo, divisdo, multiplicagéo e
composicao de funcdes indicia a presenca do nivel 6. H4 um jogo entre objetos

algébricos e processos.

Solucéo esperada da tarefa 5:

Sejai = AB, © = BC, w = CD. Entio, pela definicio de soma vetorial:

{(ﬁ+6)+v_v’= (AB +BC) + CD = AC + CD = AD
i+ @+w)=AB+ (BC+CD)=AB +BD = AD

Logo, W+v)+w=u+ v +w) c.q.d

No entanto, nem todos 0s autores analisam o pensamento algébrico dos alunos de acordo

com 0s niveis propostos por Godino et al. (2012, 2014, 2015). Ruiz-Munzén et al. (2011)

propdem que se faca uma analise por etapas, tal como irei apresentar no tépico seguinte

(2.1.4 — Etapas dos processos algébricos).
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2.1.4. Etapas dos processos algébricos
Ruiz-Munzén et al. (2011) definem sistema (S) como a Organizagdo Matematica (OM) que
engloba os problemas aritméticos que se resolvem mediante a execucao de um PCA na forma
retorica e do padrdo de analise-sintese. Para além desses, S envolve também as interpretacfes
dos resultados desses problemas. Os autores subdividem os processos algébricos em trés
etapas (M1, Mz2e Mgs).

Na primeira etapa do processo algébrico (M1 — ampliag&o de S) é preciso considerar o PCA
como um sO (traduzindo-o por uma formulagdo escrita e simbolica), ter em conta os
elementos tecnoldgicos (hierarquia das operacbes, 0 uso adequado de parénteses e as
propriedades destas relacfes) e as técnicas de simplificacdo de expressdes algébricas. Os
dados dos problemas e as incognitas ndo sdo valores numéricos (séo relagdes), ndo sendo
assim possivel uma resolucdo aritmética. Esta etapa corresponde a uma atividade

Matematica de nivel 3 no modelo proposto por Godino et al. (2012, 2014, 2015).

Ruiz-Munzén et al. (2011) consideram ainda a OM M3’ (sub-etapa de M) que constroi a
equacao utilizando apenas técnicas de simplificacdo. Um exemplo onde esta é aplicada é na

resolucdo de equacfes que tém a incognita num s6 membro.

As resolucgdes que se encontram na segunda etapa do processo algébrico (M2 —ampliacdo de
M3) séo as que tém a necessidade de igualar os PCA que contém 0s mesmos argumentos nao
numeéricos. Assim sendo, ha também a necessidade de manipular as igualdades, usando
técnicas de simplificacdo. Esta etapa, além de completar M1, aumenta o nivel algébrico

exigido aos alunos (Ruiz-Munzon et al., 2011).

Ruiz-Munzon et al. (2011) consideram ainda a OM My’ (sub-etapa de M2) que abrange os
exercicios que se resolvem perante equacfes com uma incognita, ou seja, esta etapa obtém-

se dando valores a uma das incdgnitas de Mo.

A terceira etapa do processo algébrico (M3z — ampliacdo de M>) exige uma generalizagéo do
calculo equacional, uma vez que o numero de variaveis nao é limitado e ndo ha qualquer
distingdo entre as incognitas e os parametros. Nesta etapa, pretende-se que os problemas
usem formulas algébricas e que os alunos consigam interpretar o que acontece quando se

alteram os parametros dessas formulas (Ruiz-Munzén et al., 2011).
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Ruiz-Munzén et al. (2011) refere ainda que uma modificacdo dos dados no enunciado pode
afetar a resolucéo do aluno, de tal modo que a tarefa se possa situar noutra etapa do processo

algébrico.

A modelacéo algébrico-funcional é também um tema tratado por Ruiz-Munzén et al. (2011),

sendo que autor divide-a em trés niveis.

Assim sendo, o primeiro nivel de modelagéo algébrico-funcional de um sistema (OMy)
corresponde aos problemas que requerem o uso de fungbes com uma Unica variavel e
equacdes e inequagdes que lhe sdo associadas. As questdes que estdo neste nivel podem
surgir de tarefas de M2, no entanto, ndo se conseguem resolver totalmente nem em M2 nem
em Ma, uma vez que requerem o uso de técnicas graficas e/ou funcionais que se situam nesta
nova ampliagdo de My. Estas técnicas podem passar pela derivacdo de funcbes e a

visualizacdo grafica de uma funcéo (Ruiz-Munzoén et al., 2011).

Ja o segundo nivel de modelagdo algébrico-funcional de um sistema (OM, ) é a OM que
14

amplia OMsx). Este nivel engloba os problemas que exigem o uso de familias de fungdes de
uma varidvel e as equacgdes e inequagdes paramétricas que lhe estdo associadas. Faz-se

também a distincao entre parametros e variaveis (Ruiz-Munzén et al., 2011).

Quanto ao terceiro nivel de modelagao algebrico-funcional de um sistema (OMg(y,,  x,)) €2

OM que amplia OM, " Aqui estdo incluidas as tarefas que exigem o uso de familias de
p

funcBes de duas ou mais variaveis e 0s instrumentos algébricos que Ihes estdo associados,
como a derivacdo de fungdes. Muitos dos problemas que se situam neste nivel podem
expressar-se por um PCA semelhante aos problemas de M3, ou seja, PCA (X1, ..., xm, a1, ...
an) = 0, no entanto OMg(, .y completa Ms porque este nivel de modelagdo inclui o
trabalho com funcdes algébricas e ndo algébricas (com mais do que uma variavel) e contém
tarefas, técnicas e elementos tecnoldgico-tedricos que ndo sdo usados em M3 (Ruiz-Munzén
etal., 2011).
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2.2.Facetas e niveis de analise de processos de ensino em
aprendizagem da Matematica

O Enfoque Ontosemidtico € um marco tedrico da Didatica da Matematica que pretende

relacionar diferentes perspetivas sobre o conhecimento Matematico, 0 Sseu ensino e a sua

aprendizagem (Godino, 2009).

Godino, Batanero e Font (2008) explicam o processo decorrido entre o propdésito de
relacionar estas perspetivas até chegarem ao Enfoque Ontosemiético que, segundo estes

autores, ¢ “um modelo unificado da cogni¢ao e instru¢do matematica” (p.11).

Neste enfoque, estdo incluidos varios modelos que pretendem adotar um ponto de vista
global das diferentes perspetivas, tendo em consideracdo as dimensdes e interacdes entre
elas (Godino, 2009). Assim, o autor considera: (i) “[u]m modelo epistemoldgico sobre as
matematicas baseado em pressupostos antropoldgicos/socioculturais” (p. 20); (i) “[u]lm
modelo de cognigdo matematica sobre bases semidticas” (p. 20); (iii) “[u]m modelo
instrucional sobre bases socioconstrutivistas” (p. 20); (iv) “[u]m modelo sistémico-ecoldgico
que relaciona as dimensdes anteriores entre si com o fundo biologico, material e

sociocultural, em que tem lugar a atividade de estudo e comunicagdo matematica” (p. 20).

Segundo Godino et al. (2008), numa primeira fase de estudo, consideraram apenas a analise
epistémica e cognitiva. No entanto, verificaram que “os processos comunicativos que tém
lugar na educacdo matematica requerem interpretar tanto as entidades conceituais como as
situacOes problematicas e 0s proprios meios expressivos e argumentativos que desencadeiam
processos interpretativos” (p.10). Deste modo, concluiram que se deve fazer uma abordagem
mais profunda as relacfes que se estabelecem entre o pensamento, a linguagem matematica

e as situacdes-problema.

O modelo apresentado na Figura 6 reline varias facetas de analise do processo de ensino e
aprendizagem da Matematica, agrupadas em niveis de analise, tendo em conta o “tipo de
informagao necesséria para tomar decisdes fundamentadas sobre a instrugao” (Godino, 2009,
p.20).
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Figura 6: Facetas e niveis de anélise didatica
(Godino, 2009, p. 21)

As facetas apresentadas no modelo sdo:

1. “Epistémica: Conhecimentos matematicos relativos ao contexto institucional em que
se realiza o processo de estudo e a distribuicdo no tempo dos diversos componentes
do conteudo (problemas, linguagens, procedimentos, definicGes, propriedades,
argumentos);

2. Cognitiva: Conhecimentos pessoais dos alunos e progressdo das aprendizagens;

3. Afetiva: Estados afetivos (atitudes, emocdes, crencas, valores) de cada aluno em
relacdo aos objetos matematicos e ao processo de estudo seguido;

4. Mediacional: Recursos tecnolégicos e atribuicdo do tempo as diferentes acdes e
processos;

5. Interacional: Padrdes de interacdo entre o professor e 0s alunos e a sua sequenciacao
orientada para a fixacdo e negociacédo dos significados;

6. Ecoldgica: Sistema de relagcdes com o ambiente social, politico, econdémico, ... que

suporta e condiciona o processo de estudo”
(Godino, 2009, p.21).

Este modelo considera essenciais a faceta epistémica e a cognitiva. No entanto, reconhece

gue as restantes facetas condicionam o processo de ensino e aprendizagem da Matematica.
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Os varios niveis de analise que Godino (2009) considera sao:

1. “Praticas matematicas e didaticas. Descricdo das acOes realizadas para resolver as
tarefas matematicas propostas para contextualizar os conteldos e promover a
aprendizagem. Também se descrevem as linhas gerais de atuacdo do docente e
discentes.

2. Configuracdes de objetos e processos (matemaéticos e didaticos). Descricdo de
objetos e processos matematicos que intervém na realizagdo das praticas, assim como
os que emergem delas. A finalidade deste nivel € descrever a complexidade de
objetos e significados das praticas matematicas e didaticas como fator explicativo
dos conflitos na sua realizacdo e da progressao na aprendizagem.

3. Normas e metanormas. ldentificacdo do conjunto de regras, habitos, normas que
condicionam um processo de estudo e afetam cada faceta e as suas interacgdes.

4. Adequacdo. ldentificacdo de potenciais melhorias do processo de estudo que

aumentem a adequacao didatica”

(pp. 21 - 22).

2.3.Tipos de erros no processo de aprendizagem da Algebra
O erro é quase sempre visto como um fracasso, no entanto, serd que o podemos tratar assim?
Ndo sera o erro uma oportunidade de aprendizagem? Vale (2010) menciona que
Demostenes, fildsofo grego da Antiguidade, defendia que o erro ndo era “um caminho para
o fracasso ou para o desespero, mas antes uma razdo para a esperanga” (p.33), para além
deste filésofo, o autor menciona que outros apoiavam este argumento, como é o caso de

Bacon e Karl Popper.

Socas (2011) menciona que “[a]s dificuldades e os erros na aprendizagem da Matematica
tém sido e sdo um foco de estudo e investigacdo em Educacdo Matemaética” (p.10).

O interesse na analise dos erros levou o psicologo Thorndike, no inicio do século XX, a
descrever pormenorizadamente os tipos de tarefas que os docentes deviam propor aos seus
alunos (Vale, 2010).
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Com o passar dos anos, o erro passou a deixar o cognome “fracasso”, passando a ser visto
como um elemento que pode ajudar na constru¢do do conhecimento, sendo que para isso

tera de ser acompanhado por uma reflexdo sobre a sua ocorréncia (Vale, 2010).

Ha varios tipos de erros em Educacdo Matematica e também diversas formas de os classificar

e analisar. Vejamos as categorias de alguns autores:

Segundo Vale (2010), Radatz (1979) apresenta 5 categorias para classificar os erros que 0s
alunos cometem em Matematica, assim ele refere que os erros podem ser cometidos:
(i) por dificuldades de linguagem; (ii) por dificuldades em obter informacdes espaciais; (iii)
pela fragilidade no dominio de pré-requisitos, habilidades, factos e conceitos; (iv) por
associagdes incorretas ou rigidez do pensamento; (v) na aplicacdo de regras e estratégias

irrelevantes.

Uma outra classificacdo apresentada por Vale (2010) é a de Movshovitz-Hadar, Zalavsky e
Inbar (1987). Esta é definida por 6 categorias e foca-se na manifestacdo operacional do erro
e ndo na sua causa: (i) utilizagdo indevida dos dados; (ii) interpretagdo da linguagem
incorreta; (iii) inferéncia logica invalida; (iv) uso ndo adequado de um teorema ou definicao;

(v) solucdo que ndo responde a tarefa proposta; (vi) erros de caracter técnico.

Segundo a mesma autora, Hall (2002) organiza os erros em Algebra da seguinte maneira: (i)
erros por eliminacdo — hd uma generalizacdo excessiva de algumas operacGes Matematicas,
por exemplo 21x — 3 = 18x; (ii) erros por troca de membros — por exemplo, x + 18 =
12 & x = 18 + 12; (iii) erros por redistribui¢cdo — os alunos a0 manipularem a expressao,
adicionam uma quantidade num dos membros da express&o e retiram essa mesma quantidade
no outro membro da expressao, por exemplo
x+5=23=x+5-5=23+75;(iv) erros por transposi¢do — Os alunos estdo a operar

segundo a regra “muda de lado, muda de sinal” por exemplo, quando os alunos cometem o

. 3 ~ .
seguinte erro x + o= 2 © x + 3 = 14, eles estdo a generalizar uma regra que resulta em

equacOes simples, como por exemplo §= 2 © x = 14. Para além destas categorias,

Vale (2010) menciona que Hall (2002) considera ainda os erros de exaustdo e a auséncia de
estrutura. Os primeiros ocorrem mais frequentemente no final de uma resolucéo do que no

inicio da mesma, embora haja oportunidade para 0os cometer inicialmente, por exemplo:

22



x*+7x+10 (x+2)(x+5) x+2 2

x2+4x—-5 (x—-1Dx+5 x-1 -1

Nesta resolugdo, o aluno podia ter simplificado o x? tal como fez na pen(ltima expressao.
Os segundos sao “um erro em que se verifica uma confusdo estrutural, quer no uso de um

sinal de igual, quer na aplicagdo de algoritmos” (Vale, 2010, p.40), por exemplo:
2x+x+7=4x+16=4+7=4x—-06

Segundo Vale (2010), MacGregor (1996) defende que o fraco conhecimento e dominio da
Aritmética é uma possivel causa para que os alunos cometam erros no trabalho com a
Algebra, uma vez que se os alunos ndo compreenderam relagdes ou conceitos, ndo irdo
utilizar a linguagem algébrica corretamente. Segundo a mesma autora, Hall (2002) menciona
que alguns erros cometidos por alunos mostram que a distingdo entre equacdes e expressoes
ndo é bem clara para eles. Por exemplo, a expressdo x? + 4x + 3 é muitas vezes interpretada

como uma equacao, levando o aluno a escrever:
> +4x+3=(x+3)x+1)=0=x=-3Vvx=-1

Socas (2011) menciona que as dificuldades que os alunos sentem estéo organizadas em cinco
categorias: (i) Complexidade dos objetos Matematicos; (ii) Processos de pensamento
Matematico; (iii) Processos de Ensino desenvolvidos para a aprendizagem Matematica; (iv)
Processos de desenvolvimento cognitivo dos alunos; (v) Atitudes afetivas e emocionais face

a Matematica;

Para Socas (1997), segundo Vale (2010), os erros podem ter diferentes origens, no entanto
todos os erros sdo a presenca de um processo cognitivo inadequado. Assim, 0 autor menciona
que as causas dos erros podem advir: (i) da dificuldade dos objetos matematicos; (ii) dos
procedimentos de pensamento matematico; (iii) dos procedimentos de ensino desenvolvidos;
(iv) dos procedimentos do desenvolvimento cognitivo dos estudantes;

(v) das atitudes afetivas que o aluno apresenta face a Matematica;

Vale (2010) faz referéncia ao modelo tedrico de Socas (1997) em que se consideram trés
eixos que permitem avaliar a origem do erro aquando da aprendizagem da Algebra:
(i) obstaculos; (ii) auséncia de sentido; (iii) atitudes afetivas e emocionais. A Figura 7 é um

esquema deste modelo teorico.
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Tipificacdo de erros

Erros que séo
causados pela

Erros que tém a sua

Eras Gl e e sl origem em atitudes

origem num

? . auséncia de afetivas e emocionais
obstacul&c)ogmtwo significado face a Matematica
(B) ©

Erros de Algebra
devido as

Erros de
procedimento. Uso
de férmulas ou de

regras indevidamente

(B2)

Erros de Algebra que
tém origem na
Aritmética
(B1)

caracteristicas da
linguagem algébrica
(B3)

Figura 7: Esquema de tipificacdo de erros de Socas, (Vale, 2010, p.43)

Categoria A — Quando um aluno utiliza o conhecimento fora do contexto, pode provocar

respostas incorretas. E este tipo de erro que é considerado nesta categoria.

Categoria B — Os erros cuja origem estd na auséncia de sentido encontram-se nesta

categoria. Esta subdivide-se em 3 subcategorias:

Subcategoria B1 — Quando o aluno comete erros de natureza aritmética, esta a
cometer erros da subcategoria B1. A titulo de exemplo considera-se 0 uso inadequado

de paréntesis, erros de divisdo, entre outros.

Subcategoria B2 — Considera os erros com origem na utilizacdo indevida de formulas
ou procedimentos, como por exemplo a aplicacdo incorreta da propriedade

distributiva.

Subcategoria B3 — Nesta subcategoria estdo presentes 0s erros cuja origem esta na
linguagem algébrica, como por exemplo a substituicdo formal de variaveis e a

incompreenséo do sinal de igual na Algebra.
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Categoria C — Os erros que tiveram origem em atitudes afetivas ou emocionais, como por

exemplo a falta de concentragéo, o excesso de confianga, entre outros.

Socas (2011) menciona que este modelo permite “aprofundar as dificuldades e obstaculos
que tém os alunos na aprendizagem da linguagem algébrica e possibilita novas maneiras de

focar o estudo dos erros” (p. 28).

Para este estudo irdo ser tidas em conta o modelo tedrico apresentado na Figura 7.

2.4.Tecnologia na sala de aula
Os jovens da nossa sociedade estdo cada vez mais tecnoldgicos, usam facilmente novos
modelos de telemoveis, computadores ou tabletes. Carreira (2009) salienta que esta geracao
distingue-se das anteriores pelo grande a vontade que tem em trabalhar com novas
tecnologias digitais e pela frequéncia com que as usam. Torna-se assim desafiante educar (e
preparar para o mercado de trabalho) estes jovens, uma vez que sdo “os imigrantes digitais

a ensinar os nativos digitais, na escola de hoje” (Carreira, 2009, p.56).

Segundo Amado e Carreira (2008), Santos (2000) menciona que muitos professores vém o
facto de ndo conseguirem responder ao aluno de imediato, ou ndo saberem todas as
funcionalidades de uma ferramenta, um sinal de inferioridade. O uso de novas tecnologias
em sala de aula, gera frequentemente situacdes que ndo tinham sido planeadas, deste modo,
a aula ndo € conduzida apenas pelo professor, mas também pelo computador e pelos alunos,
assim sendo, terd que haver um trabalho maior por pare do docente na preparacao de aulas,

para evitar situagdes de improviso.

Estudos vieram confirmar que o ritmo de desenvolvimento profissional docente néo
acompanha o desenvolvimento tecnoldgico, podendo este facto justificar a pouca adesdo a
tecnologia em sala de aula (Duarte, 2011). O mesmo autor refere que as razes que justificam
esta falta de uso de tecnologia nas préaticas docentes “passam pela necessidade de repensar
0s motivos curriculares e 0s contextos adequados a sua integracédo, assim como a falta de
reflexdo sobre o seu papel no ensino da Matematica, em contextos de desenvolvimento
profissional” (p. 154). Para contornar estas dificuldades, Amado e Carreira (2008) salientam

uma solucdo que é apresentada por Santos (2000) e Almiro (2005), estes dois autores
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reconhecem que seria importante os docentes serem apoiados por outros colegas nas aulas
que se usasse tecnologia, para minimizarem os erros que pudessem surgir e apoiar os alunos

NOSs Seus raciocinios.

Apesar das possiveis dificuldades que o docente pode encontrar em relacdo ao uso de
tecnologia em ambiente de sala de aula, é importante ndo destruir liga¢fes entre 0 mundo
néo escolar do aluno e o mundo escolar (Carreira, 2009). O professor deve estar, por isso,

recetivo a mudangas nas suas praticas.

De facto, usar tecnologia nas aulas de Matematica apenas traz vantagens para o aluno. Se
usada corretamente permite uma melhor visualizacdo das tarefas propostas, diminuindo
assim a necessidade de abstracdo e descomplicando ideias, tornando-as mais percetiveis
(Amado & Carreira, 2008). A folha de calculo, por exemplo, € uma ferramenta cognitiva de
visualizacdo e modelacéo que pode ser utilizada em vérias &reas do curriculo. No dominio
da Algebra, € um recurso essencial que ajuda os educandos a criarem ligacdes entre a
linguagem algébrica e os métodos graficos. As applets sdo aplicacdes bastante interativas
orientadas para areas particulares do curriculo, com a ajuda delas, os alunos podem mais

facilmente conseguir demonstrar, explorar e visualizar (Duarte, 2011).

A visualizacdo Matemaética é importante para o desenvolvimento do pensamento algébrico
dos alunos. Amado e Carreira (2008) referem que a sua inclusdéo no processo
ensino/aprendizagem promove a intuicdo Matematica dos alunos. Assim sendo, 0 recurso a
ferramentas tecnolégicas, incentiva novas formas de pensamento, evitando tarefas rotineiras

e promovendo o pensamento algébrico (Nogueira, 2010).

Atualmente, em Portugal, o uso de calculadora grafica é obrigatorio para o Ensino
Secundario e o uso do computador € nitidamente aconselhavel, pois a utilizacdo de
tecnologia para resolver problemas permite alterar a forma como s&o resolvidos,
compreendidos e/ou formulados (Ministério da Educacdo, 2002). Ponte (2003) concorda
com esta perspetiva, j& que ele refere que “as tecnologias t€ém hoje um papel fundamental na
sociedade e a tarefa dos educadores € tirar delas o melhor partido, conservando, como em
relagdo a tudo, o sentido critico” (p. 4). No mesmo sentido, Carreira (2009) salienta que

Borba e Villareal (2006) referem que a Matematica produzida por pessoas que usem apenas
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lapis e papel serd diferente daquela que é produzida por pessoas que recorram a
computadores.

Uma outra grande vantagem do uso da tecnologia em sala de aula é que os célculos sdo mais
rapidamente efetuados, deste modo, os alunos ficam com mais tempo para explorar uma
maior variedade de tarefas, melhorando e alargando as suas aprendizagens (Amado &
Carreira, 2008). Hoyles e Noss (2003), mencionados por Amado e Carreira (2008), salientam
que ao aliviar os alunos de encargos mais rotineiros, da-se-lhes a oportunidade de investirem
em conhecimentos e capacidades de nivel mais elevado, tal como a interpretacéo de gréaficos,
a formulacdo de conjeturas, a capacidade de relacionar conceitos e analisar de forma critica

os resultados.

Duarte (2011) salienta que a introducao de computadores na sala de aula permitiu que fossem
feitos mais trabalhos de grupo e aumentou a motivagdo dos jovens, para além disso, originou
uma maior diversidade de estratégias adotadas pelos docentes. No entanto, quando a
utilizacdo de computadores com toda a turma se torna complicada, os professores podem
optar pelo uso de quadros interativos, uma vez que as suas caracteristicas visuais e dindmicas
promovem o uso de diferentes praticas. Amado e Carreira (2008) vao de encontro a esta
perspetiva, uma vez que referem que, quando os professores recorrem a tecnologia, 0s alunos
tém ao seu dispor uma maior variedade de exemplos e contraexemplos, num espaco de tempo
mais curto, sdo incentivados a conjeturar e observar e podem trabalhar com mais do que uma
representacdo, havendo assim uma reducéo do medo de cometer erros. Para além disso, 0s
alunos podem visualizar diversas formas de representar uma fun¢édo, podendo até estabelecer
conexdes entre as diferentes representacdes, 0 que provavelmente terd consequéncias no

desenvolvimento do seu raciocinio (Nogueira, 2010).

A mesma autora menciona que Fontes, Fontes e Fontes (2009) referem que um software
como o GeoGebra permite ao docente interligar temas diferentes, como a Algebra e a
Geometria e através da sua caracteristica dindmica, permite ao aluno apresentar resolucdes

de tarefas alternativas.

O uso de tecnologia em aulas de Matematica promove atividades de indole exploratoria e
investigativa. A Algebra nfo fica confinada & manipulacio de simbolos, o estudo de

parametros, por exemplo, é também mais intuitivo com recurso a tecnologias (NCTM,
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2007). Nogueira (2010) defende que se o aluno mantiver contacto com tecnologias em sala
de aula, ir& conseguir desenvolver a sua capacidade de resolver problemas, aumentar a sua
autonomia, o0 pensamento critico e desenvolver uma atitude positiva em relacdo a
Matematica. No entanto, € importante ndo substituir as tecnologias pelo lapis e papel, mas
sim serem um complemento um do outro (Ministério da Educagdo, 2002). Duarte (2011)
acrescenta ainda que as praticas de ensino devem ser conduzidas pelo professor, sendo ele
também o responsavel por discussdes com a turma, de modo a que os estudantes fagcam

emergir 0s conceitos.

Assim sendo, € o professor que é determinante no ambiente de trabalho dos alunos, sendo as
tarefas de investigacdo e de resolucdo de problemas que sdo mais propicias ao uso e
exploragdo das potencialidades da tecnologia, promovendo o desenvolvimento do
pensamento algébrico dos alunos (Duarte, 2011). Ou seja, é importante um professor saber
selecionar as tecnologias mais adequadas as suas aulas de modo a que os alunos consigam
aprender, assim, um professor deve estar preparado para aprender a trabalhar com novos
recursos, uma vez que poderdo ser uma mais-valia no processo ensino/aprendizagem das

suas aulas (Amado & Carreira, 2008).

Todos os estudos parecem concluir que o uso de tecnologia em sala de aula promove a

aprendizagem dos educandos, sendo essencial na exploracéo das tarefas.
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3. Metodologia de Investigacao

Neste capitulo, é apresentada a metodologia adotada para a realizagcdo deste estudo. Séo
caracterizados os participantes da investigacdo, identificam-se as fases de estudo,

apresentam-se os instrumentos de recolha de dados e os processos de anlise de dados.

Esta investigacdo consistiu na analise de 285 respostas, sendo que 208 sdo do teste de
avaliacdo de conhecimentos e 77 da ficha de trabalho implementada. Note-se que as
respostas de natureza nao algébrica ndo foram consideradas para este estudo, e por isso nao

foram analisadas.

3.1. Opcoes metodologicas
Este estudo pretende analisar os principais erros que os alunos cometem ao realizar tarefas
de indole algébrica, bem como o nivel de pensamento algébrico de alunos que frequentam o
10.° ano de escolaridade. Para atingir esta finalidade, optou-se por uma investigacdo de
natureza qualitativa, que segundo Creswell (2007) “emprega diferentes alegagdes de

conhecimento, estratégias de investiga¢ao e métodos de coleta e analise de dados” (p. 184).

Bogdan e Biklen (1994) enunciam cinco caracteristicas desta natureza de investigacao:
(i) os dados sdo recolhidos num ambiente natural, sendo o investigador o instrumento
principal; (ii) é descritiva; (iii) o pesquisador qualitativo interessa-se mais pelo processo do
que os resultados ou produtos; (iv) o pesquisador qualitativo tem tendéncia a analisar 0s seus

dados de forma indutiva; (v) da-se muita importancia ao significado.

Assim, estas caracteristicas sdo ajustadas ao estudo, uma vez que a fonte direta dos dados €
uma turma do 10.° ano e os dados recolhidos correspondem as suas producdes escritas num
teste de avaliacdo de conhecimentos do 2.° periodo e de uma ficha de trabalho realizada em
tempo de aula. A investigadora é o principal instrumento de recolha de dados, pois as
informagdes recolhidas em ambiente sala de aula permitiram identificar ddvidas que os

alunos iam tendo bem como as suas formas de pensar algebricamente.

Para além disso, como os dados recolhidos s&o producdes escritas dos alunos, entdo a sua
forma de apresentacdo sera descritiva, sendo também mostrados exemplos de algumas

respostas dos alunos.

29



Neste estudo, pretende-se compreender quais as principais dificuldades dos alunos ao
resolver tarefas de indole algébrica, bem como identificar os niveis de pensamento algébrico
de alunos do 10.° ano. Deste modo, ndo interessa apenas saber se 0 aluno acertou ou errou a

tarefa, mas sim as suas producdes escritas e 0s erros que eles cometeram.

Os dados foram recolhidos com a intencdo de dar a conhecer os erros que o0s alunos que
iniciam o Ensino Secundario mais cometem, assim como a sua forma de pensar em tarefas

algébricas.

Este estudo insere-se ainda na modalidade estudo de caso exploratério. Meirinhos e Osério
(2010), referenciando diversos autores, como Yin (1993; 2005), Stake (1999) e Rodriguez,
Flores e Jiménez (1999) mencionam que “um caso pode ser algo bem definido ou concreto,
como um individuo, um grupo ou uma organizacdo, mas também pode ser algo menos
definido ou definido num plano mais abstrato como, decisfes, programas, processos de
implementacdo ou mudancas organizacionais” (p.52).

Para Meirinhos e Osorio (2010) o estudo de caso tem caracteristicas semelhantes as da
investigacdo qualitativa. Assim, o estudo de caso pretende recolher, analisar e interpretar a
informacdo dos métodos qualitativos, no entanto acresce o facto de a investigacdo ser um
estudo intensivo de um ou poucos casos. No entanto, ndo quer isto dizer que ndo se possam

realizar estudos de caso em investigacdes quantitativas.

Um estudo de caso é, segundo Yin (2001), uma investigacdo empirica e pretende “investigar
um fendmeno contemporaneo dentro do seu contexto da vida real” (p.32), tendo especial

interesse se “os limites entre o fendmeno e o contexto ndo estdo claramente definidos” (p.32).

Por outro lado, Yin (2001) refere que a investigacdo de estudo de caso “enfrenta uma
situacdo tecnicamente Unica [...] [e por isso] baseia-Se em Vvérias fontes de evidéncias, com
os dados precisando convergir em formato de triangulo [...] [havendo um] desenvolvimento

prévio de proposi¢des tedricas” (pp. 32-33) que nos conduzem a recolha e analise de dados.

Este trabalho insere-se assim nesta modalidade, pois o caso em estudo € uma turma do 10.°
ano de escolaridade e pretende-se recolher, analisar e interpretar resolucbes de tarefas

produzidas pelos participantes, no que se refere ao nivel de pensamento algébrico envolvido
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e aos erros cometidos. Para além disso, a recolha e analise de dados basearam-se em estudos

tedricos preexistentes.

3.2. Participantes
Os participantes do estudo s&o 25 alunos do 10.° ano de uma escola de Aveiro. Atualmente
a escola abrange o 3.° Ciclo do Ensino Basico e o Ensino Secundario e oferece 0s cursos
cientifico-humanisticos, profissionais em regime diurno e educacéo e formacao de adultos

em regime noturno.

A turma em questdo frequenta o curso de Cientifico-Humanistico de Ciéncias e Tecnologias.
Atualmente é constituida por 27 alunos, dos quais apenas 25 frequentam a disciplina de
Matematica, sendo apenas esses 0s participantes do estudo. Desses 25 alunos, 17 sdo do sexo
feminino e 8 do sexo masculino. A 12 de dezembro de 2014, a média das suas idades era de

14,6 anos.

A informacao relativa as habilitaces literarias dos pais dos alunos é escassa e quanto as suas
profisses apenas sdo referidas as de 6 pais e 24 maes. Assim sendo, pode-se aferir que 6
estdo na area de ensino, 4 na area da saude, 4 estdo ligados a dire¢do/gestdo e economia, 4
trabalham na area da rececdo, 2 fazem investigac@es, 2 fabricam materiais, 1 trabalha na area
da engenharia, 1 na area do design, 1 na area de direito, 1 é arquiteto, 1 faz limpezase 1 é

operador de instalag&o.

O papel de encarregado de educacdo € assumido, maioritariamente, pelas mées. No entanto,
ha também 2 pais e 1 primo que acarretam essa mesma responsabilidade.

Quanto as classificaces dos alunos no ano letivo anterior, nota-se que, quanto ao exame
nacional do 9.° ano, 8 alunos tiveram 3, 11 alunos tiveram 4 e 6 alunos tiveram 5. Quanto a
sua avaliacdo final, 1 aluno terminou com 2, 6 alunos com 3, 14 alunos com 4 e 4 alunos

acabaram com 5.
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3.3. Fases do estudo

Este estudo teve inicio em setembro de 2014 e findou-se em julho de 2015 e divide-se em
trés fases. Numa primeira fase, realizou-se a revisdo da literatura para dar suporte tedrico ao
estudo, assim como a introducdo. Numa segunda fase, foi elaborada a ficha de trabalho a
implementar e foram recolhidos os dados. A Ultima fase diz respeito a anélise dos dados
recolhidos, a realizacdo de leituras que complementam as anteriores e a conclusdo da
investigacdo. A Tabela 2 sintetiza as fases do Estudo, mostrando 0s meses em que se
trabalhou em cada tépico.

Tabela 2: Fases do estudo

Més/Ano
09/ 10/ 11/ 12/ 01/ 02/ 03/ 04/ 05/ 06/ 07/
2014 2014 2014 2014 2015 2015 2015 2015 2015 2015 2015

Escolha do tema _

Pesquisa bibliografica

Introducéo

Fundamentacgdo

Teobrica

Elaboracéo da ficha
de trabalho

Intervencédo na

unidade de ensino

Recolha de dados

Metodologia

Andlise e Discussdo

dos dados

Conclusoes

Revisdo do trabalho

3.4. Instrumentos de recolha de dados
Os dados foram recolhidos através de um teste escrito de avaliagdo de conhecimentos,
aplicado a turma no dia 10 de margo de 2015, e de uma ficha de trabalho implementada no
dia 8 de maio de 2015. Para a recolha das producdes escritas dos alunos, foi pedida uma
autorizacdo aos respetivos Encarregados de Educacdo que se apresenta no anexo |I.



3.4.1. Teste escrito de avaliacao de conhecimentos
Ap0s 8 aulas de 90 minutos a estudar o tema das func¢des quadraticas, a docente aplicou uma
prova de avaliacdo de conhecimentos aos 25 alunos da turma. Esta serd usada para estudar o

pensamento algébrico dos alunos desta turma do 10.° ano.

A prova € constituida por duas partes, sendo que a primeira é elaborada por cinco tarefas de
escolha multipla com quatro alternativas de resposta, em que apenas uma € a correta. A
segunda parte € constituida por quatro tarefas de desenvolvimento. Por sua vez, estas sdo

compostas por alineas, perfazendo um total de treze tarefas.

No entanto, para a presente investigacdo, serdo apenas consideradas 4 tarefas de escolha
maltipla e 11 tarefas de desenvolvimento, uma vez que apenas nestas 0s alunos usam
raciocinio algebrico para as resolver. Deste modo, pretende-se estudar o nivel de pensamento
algébrico dos alunos nas 11 tarefas de desenvolvimento e o tipo de erros que eles mais

cometeram nas mesmas.

Tarefa 1

No referencial o.n. do plano, estéo representadas uma fungéo
quadratica, pela parabola de equagdo y = 4x —x? e uma
funcdo afim, pela reta de equagdo y = %x Qual das condicdes

define analiticamente o conjunto de pontos da regido colorida?

\

Figura 8:  Representacdo
gréfica de duas fungdes

1 1
(A)ysgx/\ys4x—x2 (B)y2§xAy24x—x2

1 1
(C)ys§x Ay = 4x — x? (D)yzgx ANy < 4x — x?

Solucédo esperada: A regido colorida estd abaixo da funcdo quadratica e acima da funcao

linear. Portanto, conclui-se que é a resposta D.

Obijetos e processos: A solucao esperada requer o trabalho com condicGes e inequagdes que

envolvam a funcdo afim e a funcdo quadratica. A linguagem das opc¢des de resposta €

simbdlico-literal.
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Nivel de pensamento algébrico: Nivel 2, uma vez que é uma tarefa de indole algébrica e

funcional. Para além disso, em todas as opc¢Oes de resposta, interferem varidveis que séo

expressas numa linguagem simbdlica e literal que mencionam os objetos intensivos.

Tarefa 2
Um tapete retangular é colocado numa sala cujo chdo tem 20 I
m?. A volta de todo o tapete fica uma tira de chdo de largura
X Tapete X
x, quando as dimensdes do tapete sdo de 4 e 2 metros. T ]
q

Qual das equac0es seguintes traduz este problema?
Figura 9: Tapete nasala

(A) 8 + 4x2 = 20 (B) 8 + 12x + 4x2 = 20
(C)8+x2 =20 (D) 8 + 12x + x2 = 20

Solucéo esperada:

As dimensdes do chédo da sala sdo (2 + 2x) e (4 + 2x). Entdo a area da sala é:
24+2x)x(4+2x) =20 8+4x+8x+4x> =20 © 4x2 +12x +8 =20
Portanto, conclui-se que a resposta correta é a op¢éo B.

Obijetos e processos: A solucdo requer que os alunos formulem equacgdes do 2.° grau com

uma variavel, simplifiquem expressées e facam uso do sinal de equivaléncia. Espera-se ainda
que os alunos fagcam uso da propriedade distributiva da multiplicacdo; A linguagem usada é

simbolica e literal.

Nivel de pensamento algébrico: Nivel 2, uma vez que é uma tarefa de indole algébrica e

operacional, para além disso, interferem variaveis que sdo expressas numa linguagem
simbdlica e literal. Resolve-se também uma equacao em que a incognita esta em apenas num

dos membros da expressao.
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Tarefa 3
Se 0 ponto (2, 8) pertencer ao gréfico da funcéo definida por y = f(x + 3) + 4, qual dos
pontos, cujas coordenadas se indicam de seguida, pertence obrigatoriamente ao grafico da

fungéo f?
(A) (=1,4) (B) (-1,12) ©) G4 (D) (5,12)

Solucdo esperada:

Se 0 ponto (2, 8) pertence ao grafico da funcéo y, entdo substituindo vem:
8=f(2+3)+4e8-4=f05B)e f()=4

Portanto, conclui-se que a resposta correta € a opgéo C.

Objetos e processos: Espera-se que os alunos substituam x por 2 e y por 8 e usem a

propriedade associativa da adicdo de numeros inteiros.

Nivel de pensamento algébrico: A solucdo € de nivel 1 uma vez que a linguagem usada é

natural, numérica e simbolica. Sdo aplicadas propriedades de operacdes, e os alunos

recorrem ao célculo com objetos extensivos.

Tarefa 4

Uma fungdo quadratica g, de dominio R, é positiva se e s6 se x €]0,6[. Entdo, o

contradominio de g é:

(A)] = ,3] (B)] =0, g(3)] (C) [3, +oo[ (D) [9(3), +oof

Solucéo esperada:

A abcissa do vértice de uma parabola é o ponto medio dos seus zeros. Assim:

0+6
Xy=——=3

2
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Como a fungéo é positiva entre ]0, 6], a concavidade da fungéo é voltada para baixo, logo o
contradominio de g(x) é ] — o, g(3)]. Portanto, conclui-se que a resposta correta € a op¢éo
B.

Objetos e processos: A solucdo esperada pretende que os alunos trabalnem com o uso de
igualdade como equivaléncia de expressdes. Pretende-se também que os alunos identifiquem
os zeros da funcdo g, calculando de seguida a abcissa do vértice da parabola (recorrendo ao
ponto médio entre os zeros). De seguida, pretende-se que os alunos identifiquem o sentido
da concavidade da funcéo g (tendo em conta que a funcdo g € positiva entre os zeros) dando

por fim a resposta.

Nivel de pensamento algébrico: Nivel 1, uma vez que é uma tarefa de indole algébrica e

operacional, para além disso interferem variaveis que sdo expressas numa linguagem

simbolica e literal. Ha também uma simplificacdo de uma expresséo.

Tarefa 5

No cimo de um penhasco, um homem dispara foguetes de iluminacdo. A altura h, em metros,
do foguete em relacéo ao solo, ao fim do tempo t, em segundos s, € dada por h(t) = 25 +
20t — 5t

Tarefa 5.1

De que altura foi lancado o foguete?

Solucéo esperada:

h(0) =254+20x0—-5%x02=254+0—-0=25
Resposta: O foguete foi lancado a 25 metros de altura.

Objetos e processos: A solucdo esperada pretende que os alunos trabalnem com o uso de

igualdade como equivaléncia de expressdes. Prevé-se que os alunos trabalhem também com
propriedades de operacdes aritméticas (elemento absorvente da multiplicacdo, propriedade

da existéncia do elemento neutro da adic¢éo);
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Nivel de pensamento algébrico: Nivel 1, uma vez que é uma tarefa de indole algébrica e

operacional, para além disso a linguagem usada é natural, numérica e simbdlica. S&o

aplicadas propriedades de operacdes.

Tarefa 5.2

Ao fim de quanto tempo chega o foguete ao solo?

Solucdo esperada:

(1):

—20 4+ /202 — 4 x (=5) X 25

h(t) =0 25+20t—-5t’ =0t =

2 %X (-=5)
—20++v400 + 500 —20+ 30 —20—-30
t = 10 @t:_—mvt:_—lo@t:—lvtzs

Resposta: O foguete chega ao solo ap6s 5 segundos, pois ndo existem tempos negativos.
(2):

h(5) =254+20%x5—-5%x5%2=0

Resposta: O foguete chega ao solo ap6s 5 segundos.

Obijetos e processos: Na solucdo (1) o aluno recorre a férmula resolvente para determinar 0s

zeros e, atendendo ao contexto do problema, exclui uma solucdo. A linguagem usada é
numérica e natural. Na solucdo (2) o aluno recorre a uma substituicdo para verificar que 5 é

solucgéo da equacao.

Nivel de pensamento algebrico: A solucéo (1) é de nivel 1, a linguagem usada € natural,

numérica, e simbdlica. E usado um simbolo para expressar o valor desconhecido (t). A
solucdo (2) é de nivel 0, pois a linguagem usada é natural, numérica e simbdlica. Ambas as

resolucdes sdo de carater numerico.
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Tarefa 5.3
Qual é a altura mé&xima atingida?

Solucéo Esperada:

(1):
Seja V (x,,y,,) 0 Vveértice da funcéo h.

—-1+5
Xy, = > =2

h(2) =25+20%x2—-5%22 & h(2) =25+40—20 =45
Resposta: A altura maxima atingida é de 45 metros.
(2):

h(t) = 25 + 20t — 5t2 & h(t) = —5(t2 — 4t + 22 — 22) + 25
& h(t) = =5(t —2)* + 45

V(2,45)

Resposta: A altura maxima atingida é de 45 metros.

3):
v b  b?-4ac
2a’ 4a
Entio: I 20 202 — 4 x (=5) x 25 _V<2 400+500>_V(245)
MY\ "2 x S5 4% (—5) I\ T T 0 )T

Resposta: A altura maxima atingida é de 45 metros.

(4):

b b
/(-5 (-3)
- 20 20 \\
Entao: V <_2><—(—5)'f (— ZX—(—S))> =V(2,f(2)
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f(2)=-5x%x224+20x2+25=45

Resposta: A altura maxima atingida € de 45 metros.

Objetos e processos: Na solucéo (1), o aluno recorre ao calculo da abcissa do vértice da

funcdo h (através do ponto medio entre os zeros) e de uma substituicdo. Na solucdo (2), o
aluno tem que manipular a expressaio de modo a conseguir escreve-la na forma
y = a(x — h)? + k, em que h e k sdo, respetivamente, a abcissa e a ordenada do vértice. Na
solucéo (3) pretende-se que os alunos usem a formula que Ihes da o veértice da parabola. Na
solucéo (4) e esperado que os alunos usem parcialmente a formula do vértice da parabola,
entendendo que um ponto de uma funcgdo tem de coordenadas (x, f(x)), sendo f uma fungéo
genérica. Nas soluces (1), (3) e (4) a linguagem é essencialmente numeérica, na solugéo (2)
a linguagem usada é simbolico-literal. Em todas as solucGes pretende-se que os alunos

trabalhem com a funcdo quadratica.

Nivel de pensamento algébrico: As solucdes (1) e (3) sdo de nivel 0 e de carater numérico.
A linguagem € natural e numérica. Aparecem simbolos que representam o desconhecido,
mas esse valor obtém-se efetuando operacdes em objetos particulares. A solucéo (2) é de
nivel 2 e de indole algébrica e funcional. Nesta solugdo a linguagem é simbolica e literal, a
informacdo esta relacionada com o contexto espacial. Na solucéo (4) usa-se a igualdade
como equivaléncia de expressdes, a linguagem € natural, numérica e simbdlica, sendo por

isso de nivel 1.

Tarefa 6
Na figura junta [Figura 10], esta representada graficamente a funcdo quadrética f, de

dominio R. Sabe-se que a parabola tem vértice (1, -1).
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Figura 10: Representacdo grafica da
fungéo f

Tarefa 6.1

Quantos zeros tem a fungéo g, definida por g(x) = f(x) + 1?
Solucéo Esperada:

(1):

Figura 11: Representagdo gréafica
da fungdo g

Resposta: A fungdo g tem um zero.

():

f(x) =a(x—h)*>+k

Comok=-1eh=1,eo0ponto (1, 0) pertence a funcéo f, substituindo:



l=a0-1)?-1ol=a-1oa=2
f)=2x-1D?-1efx)=2x*—-4x+2-1 f(x)=2x2—4x+1

Comog(x) =f(x)+1,entdo g(x) =2x? —4x+1+1=2x%—4x+2

44(—4)2-4x2x%x2

=0e2x’—4x+2=0x=
gx) x x + X %32

440
@x=T@x=1

Resposta: g(x) tem apenas um zero.

Obijetos e processos: Em ambas as solugdes pretende-se que os alunos determinem o nimero

de zeros da fun¢do g. Na solucdo (1), os alunos trabalham com as transformacdes de funcdes
quadréticas. Na solucdo (2), os alunos subtituem os valores de h e k e através de
simplificacGes descobrem o valor de a. De seguida simplificam a expressao da fungéo f
(funcdo quadratica) e recorrem a férmula resolvente para encontrar os zeros de g.. Nesta

ultima solucdo a linguagem usada é simbdlica e literal.

Nivel de pensamento algebrico: A solucdo (1) ndo tem um nivel de pensamento algébrico

associado uma vez que a abordagem é essencialmente geométrica. A solugéo (2) é de nivel
3 e de carater funcional. As expressdes sofrem transformacdes na forma simbolica, havendo
conservacao da equivaléncia. Para além disso, tratam-se de variaveis e incognitas aplicando

propriedades estruturais, como por exemplo a substituicao.

Tarefa 6.2
Seja h a fungéo definida por h(x) = 1 — f(x). Qual o contradominio de h?

Solucéo Esperada:

(D):

Resposta: O contradominio da funcdo h é ]—oo, 2], pois:
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]

Figura 12: Répresentagéo gréfica da funcéo h

(2):

f(x) =a(x—h)*>+k

Comok=-1eh=1,eo0ponto (1, 0) pertence a funcdo f, substituindo:
l1=a(0-1)?-1o1l=a-1oa=2

f(x) =2(x—1)2—=1.Como h(x) = 1 — f(x), entdo:

h(x) =1-—Q2(x—-1)2—-1) = —2(x — 1)? + 2, entdo V,(1, 2)
Resposta: O contradominio da funcéo h é ]—oo, 2]

Objetos e processos: Em ambas as solugdes pretende-se que os alunos determinem o

contradominio da funcdo h. Na solucdo (1) os alunos trabalham com transformacdes de
funcBes quadraticas. Na solucdo (2), os alunos subtituem os valores de h e k e, através de
simplificacGes, descobrem o valor de a. Nesta Gltima solugdo, a linguagem usada é simbélica

e literal.

Nivel de pensamento algebrico: A solucdo (1) ndo tem um nivel de pensamento algébrico

associado uma vez que a abordagem é essencialmente geométrica. A solucdo (2) é de nivel

3 e de carater funcional. As expressdes sofrem transformacdes na forma simbolica, havendo
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conservagdo da equivaléncia. Para além disso, tratam-se de varidveis e incognitas aplicando
propriedades estruturais, como por exemplo a substituicéo.

Tarefa 6.3

Indica os valores reais de k, de modo que a equacdo f(x) = k seja impossivel.

Solucdo Esperada:

Resposta: k € | — oo; —1], pois:

Figura 13: Representacéo grafica de
f(x) =k

Nota: Os alunos poderdo escrever: k < —1.

Objetos e processos: A solucdo esperada pretende que os alunos trabalnem com a

transformacdes de fungdes quadraticas e que descubram o valor do parametro k que torne a

solucdo impossivel.

Nivel de pensamento algébrico: A solucdo é de nivel 4, e de carater algébrico-funcional. Os

alunos estudam o parametro k de modo a que a solu¢do seja impossivel.

43



Tarefa 7
Na Figura 14 estdo representados:

e Parte do grafico da funcéo f de dominio ] 0, 3[, definida por f(x) = 6 — 2x.
e Um triangulo retangulo [OPQ], em que O é a origem do referencial, P € um ponto

do gréfico de f e Q pertence ao eixo das abcissas.

¥

e Q

Figura 14: Representacgéo
gréfica da situacéo-
problema

Considera que o ponto P se desloca ao longo do gréafico de f e que o ponto Q acompanha o
movimento do ponto P, deslocando-se ao longo do eixo das abcissas, de tal modo que o

triangulo [OPQ] é sempre retdngulo no ponto Q.
Seja A a funcédo que faz corresponder a abcissa x do ponto P, a area do triangulo [OPQ].

Por processos exclusivamente analiticos, resolve as trés alineas seguintes.
Tarefa 7.1

Mostre que, para cada x € ]0, 3[, se tem A(x) = 3x — x2.

Solucdo Esperada:

0(0,0), P(x,6 —2x), Q(x,0), com x € ]0, 3] uma vez que é esse o dominio de f.

h= PQ=(6—-2x)—0=6—2x,comxe]0,3[
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b=Q0=x—-0=x,comxe]0,3[

bXxh
Atrl’ﬁngulo = T

x X (6—2x) 6x—2x?
2 2

— 2

A(x) = =3x—x° c.q.d

Objetos e processos: Na solucdo esperada os alunos tém que indicar as coordenadas dos

pontos O, P e Q e recorrer a propriedade da existéncia do elemento neutro da adigdo. De
seguida, terdo que usar a formula da area do triangulo, fazendo as substituicdes devidas. Na
manipulacdo e simplificacdo da expressao, os alunos apelam a propriedade distributiva da
multiplicacdo e ao uso da igualdade como equivaléncia de expressdes. A linguagem usada é

simbdlico-literal.

Nivel de pensamento algébrico: A solucdo € de nivel 2, e de caracter algebrico-operacional.

Interferem variaveis que sdo expressas numa linguagem simbdlica e literal, para além disso,

a equacdo é da forma Ax + B = C.

Tarefa 7.2
Calcula as coordenadas do ponto P, de modo que a area do tridngulo [OPQ] seja maxima.

Apresenta o resultado na forma de fracao irredutivel.

Solucéo Possivel:

(1):

AxX) =03 x—x*=0=2xB-x)=0=2x=0V3—-x=0<x=0Vx=3

A area maxima é dada quando:
_0+3_3_ (3)_6 2><(3)—3
Tt T "\z)= 2) =

3
Resposta: P (E' 3).
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(2):
A(x) =3x—x>=—x2+3x+0; a=-1,b=3,c=0
A é&rea maxima é dada quando:

_—b =3 3
X = ouse]a.x—ZX(_l)—2

1§)-o-2)

3
Resposta: P (E' 3).

(3):

—3+,32-4x(-1)%x0

AxX) =03 x—x*=0= x*+3x+0=0=x =

2x(-1)
-3+3
Sx=——x=0Vx=3
A é&rea maxima é dada quando:
_0+3 3 (3)_6 2><(3)—3
TR T "\3)= 2) =
3

Resposta: P (E 3).
(4):
= st sem—(ser () - )3 43

X)=—X X = X X ) > = X ) 4
V(3 9) tao: P 36 2><<3) @P<3 3) R t-P(3 3)

2,4 , €Nntao: 2, > 2, esposta: 2, .

Obijetos e processos: Na solucéo (1) os alunos recorrem ao calculo do ponto médio dos zeros

para calcularem as coordenadas da abcissa do vértice. Na solucéo (2) os alunos aplicam uma
férmula que d& o valor da abcissa do veértice da parabola. Na solucédo (3) os alunos recorrem
a férmula resolvente. Na solucgdo (4) os alunos manipulam numericamente a expressao da

funcdo A de modo a obterem as coordenadas do vértice de A(x). Nas solucdes (1) e (3) os
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alunos tém necessidade de calcular os zeros da funcdo A. Nas quatro solucées, os alunos tém
que substituir o valor 1,5 por x, na ordenada de P. A linguagem usada é simbdlico-literal e a
funcdo com que tém que trabalhar € uma parabola, no fim devem indicar as coordenadas do

ponto P.

Nivel de pensamento algébrico: Todas as solucdes sdo de nivel 2 e de caracter algébrico-

operacional. Interferem variaveis que sdo expressas numa linguagem simbdlica e literal. Para
além disso, resolve-se uma equagdo em que a incognita esta em apenas num dos membros

da expressao (solucéo (1) e (3)).

Tarefa 7.3
Indica, na forma de um intervalo, o conjunto de valores de x para os quais a area do triangulo

[OPQ] é maior ou igual a dois.

Solucdo Esperada:

Ax)z22o3x—x*22e —x>+3x—-22=0

Célculos Auxiliares:

-3+./32-4x(-1)x(-2)
2x (=1) = +
—-3+1 —-3+1 —3-1
x=_—2(=>x=_—2Vx=_—2<=>x=1Vx=2 /1 2\

—x?+3x-2=0=x=

Figura 15: Zeros da

Resposta: S = x € [1, 2] fungdo A

Obijetos e processos: Os alunos tém que resolver uma inequacdo do 2.° grau, sendo assim

necessario calcular os zeros da parabola e recorrer a formula resolvente. A linguagem usada

¢ simbolico-literal.

Nivel de pensamento algébrico: A solugéo é de nivel 2, e de caracter algebrico-operacional.

Interferem variaveis que séo expressas numa linguagem simbolica e literal. Para além disso,
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resolve-se uma inequacdo em que a incognita estd em apenas num dos membros da

expressao.

Tarefa 8
Numa quinta ha uma estufa com a forma de uma parabola, como a representada na figura
[Figura 16]. Sabe-se que a estufa tem 8 metros de largura ao nivel do solo e que a altura

maxima da estufa é 2,4 metros.

N

Figura 16: Representacéo gréafica da
estufa

Tarefa 8.1
Define analiticamente a curva dada.

Solucdo Esperada:

(1):
f(x) = a(x —h)? + k, em que (h, k) séo as coordenadas do vértice da parabola.

0+8
h=T=4 k=24

Como o ponto (8, 0) pertence a parabola, entdo, substituindo vem:

0-24

0=a(8—-4)?+24=0=16a+24 < 16

=a<a=-015
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f(x) =—-0,15x (x —4)* + 2,4
(2):
V(M-M)@V@-M)

> 2 )2,

Como a parabola passa na origem, entdo sera definida por: f(x) = ax? + bx. Assim:

{2,4=a><42+4b(:){2,4=16a+4b (o

0=ax8%2+8b 0 = 64a + 8b 64a = —
24=16a—32a  (24=—16a (a=—015

‘:’{ b=—8a ‘:’{ I ‘:’{b=1,2

Assim f(x) = —0,15x2 + 1,2x

Nota: Esta resolugdo pode apresentar formas equivalentes de resolucéo.

(3):

v (ﬁ; 2,4) o V(42.4)

Os zeros da pardbolaséo x = 0 Ax = 8. Entdo f(x) = a(x — 0)(x — 8).
Como o ponto V' (4; 2,4) pertence a f(x), substituindo vem:
24=a(4-0)4—-8) o 24=4ax%x(-4) ©24=—-16a & a=—0,15
Assim f(x) = —0,15(x — 0)(x — 8) = —0,15x(x — 8)

Objetos e processos: Na solugdo (1), os alunos calculam o valor de h, através dos zeros da

curva, e substituem os valores de h e k naexpressdo da pardbola. Através de simplificacdes
descobrem o valor de a. Na solu¢do (2) os alunos notam que a parabola passa na origem e
por isso f(x) = ax? + bx, dado que facilmente se calculam as coordenadas do Vértice,
resolvem a tarefa recorrendo a um sistema com duas incdégnitas. Na solugdo (3) os alunos
calculam o valor de a recorrendo aos zeros da funcdo f. A linguagem usada nas trés solugoes

¢ simbdlica e literal.

Nivel de pensamento algébrico: As solugdes (1) e (3) sdo de nivel 2 e de carécter algébrico

e operacional numa modelacdo da funcdo quadratica. Resolve-se uma equacdo do tipo
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Ax + B = C. A solucdo (2) é de nivel 3, uma vez que as expressdes sofrem transformacdes
na forma simbolica, havendo conservacao da equivaléncia, além disso, tratam-se variaveis e
incognitas aplicando propriedades estruturais, como por exemplo a substituicdo. Nas trés

solucdes interferem variaveis que sdo expressas numa linguagem simbolica e literal.

Tarefa 8.2
Os dois postes que suportam a estufa distam 2 metros de cada lado. Qual é a altura dos

postes?

(Nota: Caso ndo tenhas resolvido a alinea anterior, supde que a equacdo da pardbola é y =
—0,15x% — 1,8x).

Solucdo Possivel:

(1):

y=-0,152-4)2+24=18

Resposta: A altura dos postes é de 1,8 metros.

(2):

Os postes estdo assentes em x = 2 e x = 6, uma vez que estdo a duas unidades dos zeros.

Como uma parabola é simétrica em relacdo a x = h, em que h € a abcissa do vértice, entdo
f(h—x) = f(h+x),como h = 4, entdo

fA4=2)=f(4+2) = f(2)=f(6)
f(2Q)=-015x(2—-4)>+24=18
Resposta: A altura dos postes é de 1, 8 metros.
(3):

y=-015(2—-4)2+24=18
y=-015(6—-4)2+24=18

Resposta: A altura dos postes é de 1,8 metros.
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Objetos e processos: Na solugéo (1) os alunos apenas calculam f (2) ou f (6), ndo fazendo

qualquer referéncia que f (2) = f (6). A resolugdo é de carater numérico. Na solucéo (2), os
alunos devem identificar o eixo de simetria da parabola. De seguida terdo que substituir h
por 4, e através de simplificacdes, calcular f (2) ou f (6). A linguagem usada é simbdlico-
literal. Na solugéo (3), os alunos calculam f (2) e f (6), ndo demonstrando assim que sabem
que as alturas dos postes teriam que ser iguais.

Nivel de pensamento algébrico: A solucdo (1) é de nivel 1, uma vez que a linguagem é

natural e numeérica, a altura (valor desconhecido) é representada por um simbolo (y). A
solucdo (2) é de nivel 2, e de caracter algebrico-operacional. Interferem variaveis que séo
expressas numa linguagem simbolica e literal. A solucéo (3) é de nivel 0, uma vez que a
linguagem € natural e numérica, aparecem simbolos que representam o desconhecido, mas

esse valor obtém-se efetuando operaces em objetos particulares.

3.4.2. Ficha de trabalho a aplicar aos alunos do 10.2 ano
A ficha de trabalho foi aplicada a 24 alunos da turma e tem como objetivo complementar o
estudo iniciado com o Ultimo teste de avaliagdo do 2.° periodo. Assim é constituido por 4
questdes, sendo que os alunos tiveram 45 minutos para o resolver. N&o foi permitida a
consulta do manual, do caderno de apontamentos ou de outros auxiliares. No entanto, foi

permitido o uso de calculadora grafica. No anexo Il mostra-se um exemplar por preencher.

Tarefa 1

Considera a seguinte sequéncia de figuras:

O .

Figura 17: Sequéncias de palhas usadas nos primeiros trés casos

Adaptado de Godino et al. (2015)

Representa os dois termos seguintes da sequéncia e indica o numero de segmentos

necessarios para construir cada uma. Explica como procedeste.

51



Solucdo Esperada:

(1):
n —namero de ordem da figura.
N (n) — numero de segmentos usados para construir a n-ésima figura.

Termodeordem1: N(1) =6+ 0x4 =6

Termodeordem2: N(2) = 64+1x4=10(...)

Termo de ordem n, ou termo geral da sequéncia: N(n) =6+ (n—1) x4 =4n + 2

Assim:

N(#4)=4x4+2=18

N(GB)=4x5+4+2=22
WO
NN

Figura 18: Quarta imagem da
sequéncia — solugéo 1

//\\M//\.\/‘
W\‘\/
Figura 19: Quinta imagem da sequéncia —
solugéo 1

Resposta: Para construir a quarta imagem da sequéncia sdo necessarios 18 palitos e para

construir a quinta imagem sao necessarios 22.
(2):
W\/
V\W

Figura 20: Quarta imagem da
sequéncia — solucéo 2

-> 18 segmentos
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/\.\/\\//“\\//“‘\.\/./‘\.

NN -> 22 segmentos

Figura 21: Quinta imagem da sequéncia —
solugdo 2

Resposta: Adicionam-se sempre 4 ao nimero de segmentos, para dar a forma seguinte:

n+4.

Obijetos e processos: Pretende-se que o0s alunos encontrem uma regra geral que dé o nimero

de segmentos da figura de ordem n. A linguagem usada é simbolico-literal. Os alunos
trabalham com a funcéo afim, em que a variavel independente é n e a varidvel dependente é

N(n). Os alunos devem justificar a formula encontrada.

Nivel de pensamento algébrico: Os alunos que apenas desenhem a quarta figura da sequéncia

e a quinta figura da sequéncia, contando um por um 0s segmentos necessarios para construir
as respetivas figuras tém uma resolucédo de nivel 0, pois a resposta ndo inclui caracteristicas
algébricas. A linguagem € natural, numérica e recorreram a imagens. A solucdo (1) é de nivel
3, uma vez que se opera com a variavel para obter formas candnicas da expressdo. No
entanto, se a mesma solucdo (ou uma equivalente) ndo apresentar a regra geral na forma
canonica, a resolucdo apenas se encontra no nivel 2. A solucado (2) € de nivel 1, uma vez que
intervém os objetos intensivos cuja generalidade aparece de uma forma explicita perante
uma linguagem natural. Aparecem simbolos que se referem a objetos intensivos, mas ndo ha

operacgdes com eles.

Tarefa 2

Numa barraca, vende-se 0 kg de peras a 2€ e cada saco a 0,10€. Supde que cada saco leva 4
kg de peras. Quanto gastarias se comprasses 5 kg de peras? E se comprasses 10 kg? E se

comprasses X kg de peras?

Adaptado de Godino et al. (2015)
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Solucdo Esperada:

1kg:custo=2x1+0,1
2kg:custo=2x2+0,1
3kg:custo=2x3+0,1
4kg:custo=2x4+0,1
5kg:custo=2x5+2x0,1=10,20€
6kg:custo=2x6+2x0,1

10 kg: custo =2 x 10 + 3 x 0,1 = 20,30€

Cny=2xn+1 (”T_l + 1) x 0,1, com I(x) a funcdo que nos d& a parte inteira de x e n

representa o nimero de kg de peras, sendo que n € N.

Resposta: Se comprar 5 kg irei gastar 10,20€ e se comprar 10 kg irei gastar 20,30€.

Objetos e processos: Os alunos devem identificar a varidvel dependente e independente.

Espera-se também que trabalhem com uma funcéo definida por ramos e com a funcéo parte

inteira.

Nivel de pensamento algébrico: Se o aluno calcular o custo de 5kg e 10kg de peras, ndo

encontrando nenhuma regra que generalize o modelo matematico, a solugdo encontra-se no
nivel 1, uma vez que intervém os objetos intensivos cuja generalidade aparece de uma forma
explicita perante uma linguagem natural, numérica e simbdlica, podendo por exemplo,
recorrer a uma tabela. Se o aluno apresentar uma regra geral que seja parecida a regra geral
correta (por exemplo C(n) = 2 x n + 0,1), revela um pensamento algébrico de nivel 2, pois
interferem variaveis que sdo expressas numa linguagem simbdlica e literal que mencionam
0s objetos intensivos reconhecidos. A solucéo apresentada requer um conhecimento de nivel
3 pois formam-se objetos intensivos que sdo apresentados de maneira simbolica e literal e

encontra-se a forma candnica da regra geral.
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Tarefa 3

Utilizando a calculadora gréfica representa graficamente funcgdes reais de variavel real da
familia f(x) = mx + b, com m e b reais. Estuda as representacdes graficas de funcdes desta
familia e indica:
- A existéncia e 0 nimero de zeros;
- Intervalos de monotonia;

Adaptado de Saraiva et al. (2010)

Solucdo Esperada:

Sem = 0 entdo f(x) = b € estritamente monotona.
Caso b = 0: Zeros: x € R

Caso b # 0: Zeros: nao tem.

15

10

Figura 22: Exemplo de uma representacgdo grafica do
tipoy=k,keR

Sem > 0 entdo f(x) = mx + b é estritamente crescente.
Caso b = 0: Zeros: x =0
Caso b > 0 : Zeros: x € |—o,0[

Caso b < 0 : Zeros: x € ]0, +oo[
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y=2x-10

-20

-30 10

“n
<
5

Figura 23: Exemplo de uma representacéo grafica
daformay=mx+b,m>0

Sem < 0 entdo f(x) = mx + b é estritamente decrescente.
Caso b = 0: Zeros: x € {0}
Caso b > 0 : Zeros: x € |0, +oo[

Caso b < 0 : Zeros: x € |—o0,0[

y=-0.25x +4

0 5 10 15 20

Figura 24: Exemplo de uma representacéo grafica
dotipoy=mx+hb,m<0

Objetos e processos: Os alunos trabalham com a fungdo afim e fazem um estudo de

parametros destas fungdes.
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Nivel de pensamento algébrico: Nivel 4, pois os alunos usam pardmetros para expressar

equacdes e familias de funcoes.

Tarefa 4

Dada uma fungéo do 2.° grau f(x) = ax? + bx + ¢,a # 0, mostre que as coordenadas do

vertice V da parabola descrita por essa fungéo séo V (— %, - %), A= b%? —4acea # 0.

Sugestdo: Considera a fungdo y = a (x — h)? + k,a # 0. Nota que o vértice da parabola
representativa da fungéo tem coordenadas V (h, k).

Solucéo Esperada:

(1):

, , b ¢ , b b\* (b\* ¢
y =ax +bx+c=a<x +—x+—)=a X +—x+<—) —(—) + -
a a a 2a 2a a

3 2_|_b +(b)2 (b)2+ac_ (+b)2 ab2+ac
-alx ax 2a aZa a—ax 2a 4a2  a
B (+b>2 b2+4ac_ (+b)2 b? — 4ac
-\ ¥ T, 4a " 4a T 2g 4q

Assim, a funcdo y = ax? + bx + ¢, a # 0 pode ser representada na forma:

Deste modo, o vértice da paradbola representativa da funcdo tem coordenadas

( b A) p
2a’ 4a ¢4

(2):

Inicialmente vou provar que V € um ponto de coordenadas a funcéo f:

+cC
2a

( b)_ <—b)2+b( b> _ab® b? _b® 2b® dac_ —b”+dac
f - "1 22 ‘T 4a 4a " 4a 4a
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b2—4ac_ A

4q _E

C ( b)_ A i V( b A) )
omo f a) = 4a,enao e’ 1a € f(x).

Basta assim provar que o ponto V é o vértice da funcdo f:

—b £ Vb? — 4ac
f)=0=ax*+bx+c=0x = _Za

Sejam x1 € X2 0s zeros da parabola:

_—b+\/b2—4ac/\ —b — Vb2 — 4ac

2a X2 = 2a

X1

Como a abcissa do vértice é o ponto médio entre os zeros, entdo:

x1+x2_1X(—b+\/b2—4ac+—b—\/b2—4ac>
T2

2 2a 2a
_1X—b+\/b2—4a —b—Vb2—4ac_1X<—2b)_1x(—b)_—b
) 2a 2 2a ] 2 a) 2a
—b A

Assim podemos concluir que %a € a abcissa do vértice de f e, deste modo, — 1a éa
a a

ordenada do vértice da mesma func¢éo, sendo que V € o vértice da parabola. c.q.d

Objetos e processos: Na primeira solu¢do, os alunos fazem uso da igualdade como

equivaléncia de expressbes. Aplicam a propriedade distributiva da multiplicacdo,
manipulam a expressdao mantendo a equivaléncia, refugiam-se num caso notavel da
multiplicacdo (quadrado do bindmio) e tém que simplificar a expressdo. Na segunda
solucdo, os alunos comprovam que o ponto V pertence a funcdo f, sendo que para isso
recorrem a substituicbes e a férmula resolvente. De seguida mostram que esse ponto € o

vértice da funcdo f recorrendo ao ponto médio dos zeros.

Nivel de pensamento algébrico: As solucdes apresentadas sdo de nivel 5, uma vez que 0s

alunos fazem um tratamento de parametros de modo analitico.
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4. Pratica de Ensino Supervisionada

Ao longo das aulas assistidas e implementadas, tentei perceber qual era o pensamento
algébrico dos alunos nas diversas tarefas que lhes foram dadas para resolver, bem como as

duvidas que eles iam colocando a professora.

As duas planificagdes de aulas que se seguem foram algumas das intervencées que fiz no
ambito das unidades curriculares Pratica de Ensino Supervisionada I e 1. No final de cada
planificacdo estara um breve resumo dos acontecimentos principais da aula, no que diz

respeito as duvidas colocadas e ao pensamento algébrico dos alunos durante a aula.

4.1. Planificacao da intervenc¢ao no 1.2 semestre

Tema: Esfera e Superficie Esférica (10.° ano)
Més/Ano: dezembro/2014
Recursos: Manual do aluno, caneta para escrever no quadro, quadro, retroprojetor, lapis

Tempo previsto: 90 minutos

Objetivos:

Gerais: Apelar a definicdo da distancia no espaco para encontrar a equacao geral da esfera e
da superficie esférica; Apelar a visualizacdo para resolver exercicios da intersecdo da

esfera/superficie esférica com planos paralelos aos planos coordenados.

Especificos: Os objetivos que se apresentam na Tabela 3 dizem respeito as tarefas propostas

para a aula.
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Tabela 3: Desenho de tarefas para a aula— Aula 1

Tarefas
Objetivos S1 S2 89 90 91 92 93 94
Calcular a distancia entre dois pontos no espago | X X X
Identificar o lugar geométrico pedido X
Definir por uma condicdo a superficie esférica ou
a esfera 7 X
Identificar a posicao relativa de pontos X
Escrever a equacgéo de planos paralelos aos planos < x

coordenados tangentes a superficie esférica

Indicar as coordenadas do centro da esfera e o raio,

dada uma condicao

Definir por uma condicao a intersecdo da esfera

com os planos paralelos aos planos coordenados

Indicar as coordenadas de pontos no espacgo

Nota: S1 e S2 dizem respeito a situacdo inicial proposta a turma. As restantes tarefas

encontram-se disponiveis no manual do aluno (Costa & Rodrigues, 2014a).

Analise-se de seguida a Tabela 4 que diz respeito a faceta Epistémica do processo de ensino

e aprendizagem da Matemaética apresentada pelo modelo de Godino (2009).
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Tabela 4: Tipos de primeira entidade para o desenho e anélise de tarefas — Aula 1

Linguagem
Esfera; Superficie Esférica; Intersecéo de
esferas com planos; Plano; Coordenadas

de pontos; Pontos tangentes ao plano

Situacéo inicial: Calcular a distancia entre o
centro de uma esfera e um ponto que pertence
a superficie esférica da mesma, dadas as

coordenadas do centro e desse ponto.

Conceitos/Definicoes

Prévios: Coordenadas de pontos no
espaco; Distancia entre dois pontos no
espaco; Equacdo da circunferéncia,;
Forma das condigdes que definem planos
paralelos aos planos coordenados.
Novos: Equacdo cartesiana da esfera;
equacdo cartesiana da superficie esférica;
Intersecdo de uma esfera com planos

paralelos aos planos coordenados.

Procedimentos: Aplicar a definicdo de
distancia entre dois pontos no espago e
simplificacdo de expressGes numéricas para
encontrar o valor do raio e de seguida escrever
a condi¢do que define a superficie esféricae a
esfera. Apelar a visualizagdo de situagdes que
envolvem a intersecdo de esferas com planos

paralelos aos planos coordenados.

Desenvolvimento da aula

Primeira Parte: A aula terd inicio com a entrada e acomodacéo dos alunos na sala de aula,

de seguida sera escrito o sumario no quadro:

Sumario:

e Esfera e superficie esférica.

e Intersecdo de planos paralelos aos planos coordenados com a esfera e a superficie

esférica.

e Resolucdo de exercicios.

Segunda Parte: A aula ira continuar com a projecao da situacao inicial no quadro, sendo que

0 objetivo principal desta sera motivar os alunos para o inicio do estudo da esfera e da
superficie esférica. Na tarefa 1 da situacao sera pedido a um aluno que leia o0 enunciado e a
primeira alinea. A professora estagiaria ira chamar um aluno ao quadro para a resolver. Caso

os alunos apresentem duvidas a calcular a distancia entre dois pontos no espaco, a professora
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estagiaria deverd perguntar qual é a férmula da distancia entre dois pontos no espaco que 0s

alunos deram a algumas aulas atras.

De seguida, a professora estagiéria (ou um aluno) ira ler a tarefa 2. A docente deve chamar
alguém ao quadro para a resolver esta tarefa. Apos ser resolvida a primeira alinea, sera dada
a definicdo de superficie esférica e apos ser resolvida a segunda alinea, serd dada a definicéo
de esfera, com as respetivas formulas. N&o séo esperadas duvidas na resolucao das tarefas,
no entanto, se surgirem, a professora estagiaria deve relembrar qual é a expressao da

distancia entre dois pontos no espaco.

Apos a resolucdo da situagdo inicial, sera proposta a resolugdo da tarefa 89 da pagina 133.
Esta sera resolvida pelos alunos sentados no lugar e se surgir a divida: “O que é um lugar
geométrico?”, sera respondido que € o conjunto de pontos que satisfazem uma determinada

propriedade.

Na tarefa 90 da péagina 133 ndo sdo esperadas ddvidas, uma vez que é apenas para aplicar
diretamente a equacdo da superficie esférica.

Na tarefa 91 da pagina 133, ndo se espera que 0s alunos tenham dividas nas primeiras duas
alineas, uma vez que, na primeira alinea, é a aplicacdo direta da expressdo da superficie
esférica, e o raciocinio a aplicar na segunda alinea € o0 mesmo que os alunos aplicavam nas
circunferéncias. Na terceira alinea poderdo surgir algumas dificuldades na visualizacdo dos
planos y = 2 e y = 8. Caso isso aconteca, a professora estagiaria deve ajudar os alunos a
desenhar a superficie esférica e os planos pedidos, para isso ira ter a ajuda do programa
GeoGebra3D.

Relativamente a tarefa 92 da pagina 134, ndo sdo esperadas ddvidas na primeira alinea uma
vez que é apenas para indicar as coordenadas do centro e o raio da esfera. Na segunda alinea,
caso 0s alunos ndo estejam a conseguir visualizar os planos z = 4 e z = —4, sera construida
(no quadro) uma representacdo geomeétrica dos planos em causa e da esfera, para que 0s
alunos consigam perceber o que é pedido. Na terceira alinea, para acompanhar a resolugdo
dos alunos, sera mostrado a representacdo grafica da intersecao da esfera com os diferentes
planos de corte. Caso os alunos tenham duvidas a identificar o centro das circunferéncias

(obtidas através da seccdo de corte) ou a calcular o raio das mesmas, serd explicado aos
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alunos que apenas se esté a fazer a interse¢do de duas condicdes, a da esfera e a do plano em

causa.

Na tarefa 93 da pégina 134 ndo se esperam dlvidas nas duas primeiras alineas, no entanto,
na ultima alinea, poderdo aparecer incertezas nas respostas dadas, uma vez que o raio é zero,
ou seja, a intersecdo da esfera com o plano ndo da uma circunferéncia mas sim um ponto.
Caso isso aconteca, a professora estagiaria deve explicar aos alunos que o plano de corte
apenas toca num ponto da esfera porque esse plano € tangente a superficie esférica.

Na primeira alinea da tarefa 94 da pégina 135, podem surgir dificuldades se os alunos néo
identificarem que tém de usar o teorema de Pitagoras no tridangulo [ABC]. Se isso acontecer,
a professora estagiaria podera desenhar o triangulo [ABC] no quadro, tendo como objetivo
que os alunos percebam que o tridngulo é retdngulo. Na segunda alinea, os alunos podem
apenas responder que z = 8, se isso acontecer, 0s alunos devem ser chamados a aten¢édo que
apenas se estd a pedir a superficie do liquido, e como tal ela é limitada por uma

circunferéncia.

Situacéo inicial:
O Jodo recebeu, no Natal, varias bolas de berlinde e a Ana uma bola de ténis.

1) A Anadesenhou um ponto na sua bola para que a distinguisse das outras. De seguida,
colocou-a sobre um referencial 0.m. de modo a que o centro estivesse no ponto (1, 2,
3). Ap0s observar a figura, reparou que o ponto que ela tinha desenhado tinha de

coordenadas (3, 0, 4). Qual é a distancia entre o ponto que a Ana desenhou e o centro?

Resposta: Seja A o ponto desenhado pela Ana e C o centro da bola de ténis, entdo:

AC=3-1)2+(0-2)2+(4-3)2 ©AC=Vi+4+1AC=3

NOTA: Apos os alunos calcularem a distancia entre os dois pontos, a professora estagiaria
deve fazer notar que a distancia calculada € o raio da bola.

2) SejaC (a, b, c) o centro de uma das bolas de berlinde do Jo&o.
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a. Considere-se P (x, y, z) um ponto genérico que pertence a superficie esférica da
bola. Qual a propriedade geométrica a que satisfaz o ponto P, nestas
circunstancias? Esta equivaléncia é verdade porque o

Resposta: raio (r) e V&~ T —B)*+(z— o)

PC=J(x—a)2+ (o —bZ+ (z—0c)? S840 maiores ou iguais a zero.
Sr=,(x—a)?+y-b)2+(z—-c)?
ert= (x—a)*+ W —-b)?+(z—c)?

NOTA: Apds este exercicio, a professora estagidria deve dar a definicdo de superficie

esférica.

Definicdo: A superficie esférica de centro C (a, b, ¢) eraior (r > 0) € o conjunto dos pontos

do espaco cuja distanciaa C € igual a r. Num referencial 0. m., a superficie esférica € definida

pela condicdo: (x —a)? + (y —b)* + (z—c)?> =r?.

b. Considere-se P (X1, y1, 1) um ponto genérico que pertence ao interior da bola de
berlinde do Jodo. O que sabemos sobre a posi¢do do ponto em relacdo ao centro?
Esta equivaléncia é verdade porque

re w“f(xi —a)’+ (v —b)*+ (z,—¢)?
sd0 maiores ou iguais a zero.

Resposta:

PC =/(x; —a)? + (y1 — b)? + (2, — ¢)?

Mas PC < r, entdo

Vi —a)2+ 1 —b)2+(z1—c)? <7
S (—a)?+ @1 —b) +(z —c)*<r?

NOTA: Apds este exercicio, a professora estagiaria deve dar a definicdo de esfera.
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Definicdo: A esfera de centro C (a, b, c) eraio r (r > 0) é o conjunto dos pontos do espaco
cuja distancia a C é menor ou igual a r. Num referencial 0. m., a esfera é definida pela

condigdo: (x —a)? + (y — b)? + (z—c)* <r?.

Resolugdo dos exercicios do manual
P&gina 133:
Exercicio 89:

89.1) Superficie esférica de centro em A e raio 5.

89.2) Esfera de centro em A e raio 3.

Exercicio 90:

Raio=EF = /(0—1)2+ (1—(-1))2+(-3-2)2 = VI +4+25 = V30
Superficie Esférica de centro em E e que passaem F:

(=07 + (=D + (2 - (-3))" = (V30)’

e x2+ (y—1)%2+4 (z+3)2=30

Exercicio 91:

91.1) Superficie Esférica de centro em C e que € tangente ao plano coordenado xOy:
Raio = 3

(x—4)?+ (y—5?%+(z-3)2=32

Figura 25: Superficie esférica de raio 3 e centro de coordenadas (4, 5, 3)
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912)CP = \/(4—6)2+ (5—-7)2+(3—-2)2 =V4+4+1=3
CR=(4-52%+ 5-4)2+(3B-52=+VI+1+4=+6

Como CP = 3 = raio, entdo P pertence a superficie esférica.

Como CR = /6 < raio, entdo R pertence ao interior da superficie esférica.

91.3) Séo os planosy =2 ey = 8.

Se os alunos tiverem dificuldades, a

professora estagiaria deve refugiar-se
na imagem abaixo e perguntar:
“Partindo do centro, qual ¢ a distancia,
segundo a direcdo do eixo das
ordenadas que tenho que percorrer
para chegar a superficie esférica?”

Escrevendo depois no quadro:

y=5+3Vvy=5-3
=Sy=8V y=2

Figura 26: Planos tangentes a superficie esférica

Pagina 134:

Exercicio 92:
92.1)C(-1,3,0)eraio 4
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922)z=4ez=-4.

Figura 27: Planos tangentes paralelos a esfera

923) A professora estagiaria deve mostrar as imagens que representam o pedido, caso

os alunos apresentem duvidas.

9231) (x+1)?+ (y—-3)2+02<l6e (x+1)*+(y—3) <16
Circulo de centro (-1, 3, 0) e raio v/16 = 4, contido no plano z = 0.

Figura 28: Intersecdo de uma esferacomo planoz=0

9232) (0+ 1?4+ (y—3)2+z2<16 o (y—3)2+2z2<15

Circulo de centro (0, 3, 0) e raio v15, contido no plano x = 0.
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Figura 29: Intersecéo de uma esfera com o plano x =0

9233) (x+ 12+ (1-3)2+z2<16 o (x+1)?+2z2 <12
Circulo de centro (- 1, 1, 0) e raio +/12, contido no planoy = 1.

Figura 30: Intersecdo de uma esferacomo planoy =1
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Exercicio 93:
93.1) G (0, 8, 6)

93.2)

Caso os alunos apresentem duvidas nesta alinea, a professora estagiaria deve
explicar que o raio da esfera € a metade da aresta do cubo e o centro

encontra-se através do ponto médio dos segmentos [AD], [DC] e [CG] por

exemplo.

Centro (3, 5, 3) e raio 3.

(x—3)2+(@y—-5)72+(=-3)%2<9

933) (x—3)2+(8-52+(z-3)?<9= (x—3)2+(z—-3)?<0

Como r = 0, entdo ¢ apenas o ponto de coordenadas (3, 8, 3).

Figura 31: Intersecédo de uma esfera com um plano tangente a ela
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P&gina 135:

Exercicio 94:
94.1)

yOz

14 Z

Se os alunos tiverem
duvidas, deve ser mostrada
a Figura 32. Fazendo notar

que o angulo 4BC¢

retangulo.

-8 -+

Figura 32: Descobrir as coordenadas de um ponto

Como A pertence ao plano y0Oz entdo x = 0, como pertence também a superficie do

liquido entdo z = 8 e aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo [ABC] vem:

CA2=CB?+ BA? ©52=324+x2 ©25=9+ x? @ x?=16 @ x=4 Vvx 4
Entdo A (0, 4, 8).

94.2) x2+ y?2 4+ (z—5)2<25A z=8oux?+ y> <16

Pagina 191:

Proposta 34:
1) z=5
2) (4,4,0)
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3) Raio = ? = g Centro (4, 4, g)

25

Esfera: (x —4)* + (y —4)* + (z— ;)2 <5

H -2+ -0+ (2-3) = Eaz=

oG-+ -0+ (3-3) =

-4+ -4+ (%)2= z

S -2+ -4+ =2

24

S@-9+ -9’ =7

Sx-—4)*+(@—-4)2*=6
Resposta: O raio do circulo é /6.

Acontecimentos mais importantes

A aula iniciou-se com a escrita do sumario no quadro. Enquanto os alunos se acomodavam

nos lugares, fui projetando o power point que tinha preparado para a préatica.

Para resolver os exercicios do manual, decidi recorrer ao GeoGebra3D para construir
imagens de apoio, pois com estas imagens os alunos tinham a oportunidade de estar mais

atentos a aula, uma vez que ndo tinham que tentar visualizar o que era pedido.

Embora os alunos tenham sido muito participativos nesta aula, quero apenas destacar
algumas duvidas e comentarios interessantes que foram feitos. Quando os alunos estavam a
resolver o exercicio 92.3.3. (Costa & Rodrigues, 2014a, p.134), um aluno comenta que é
importante escrever que “a circunferéncia esta contida no plano y = 1 porque quando se faz
a intersecdo de uma esfera com um plano obtém-se uma circunferéncia que tem que estar
contida nesse plano”. O aluno quis assim dizer que se escrevéssemaos apenas o raio e 0 centro
da circunferéncia, ndo conseguiamos saber qual era o plano em que ela se encontrava. Por
este motivo, considero que o uso do GeoGebra3D foi uma mais-valia, pois caso nao tivesse
recorrido a este instrumento, possivelmente, o aluno ndo tinha notado que apenas com o

centro e o raio da circunferéncia, estdvamos a definir uma infinidade de circunferéncias.
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Quando estava a resolver a Gltima alinea do exercicio 93 (Costa & Rodrigues, 20143, p.134),
um aluno comenta que ele ndo estd a conseguir escrever a equacdo da circunferéncia porque
0 raio é zero. ApGs este comentario, um outro aluno intervém de imediato afirmando que,
nesta situacdo, o resultado ndo é uma circunferéncia, mas sim um ponto, pois o plano é

tangente a superficie esférica.

Para resolver a 1.2 alinea do exercicio 94 (Costa & Rodrigues, 2014a, p.135), chamei um
aluno ao quadro. Inicialmente foi necessario desenhar (em cima da figura projetada) o
triangulo retangulo, pois o aluno estava com dificuldades em comecar. No entanto, apos ter

dado esta ajuda, o aluno néo teve dificuldades em resolver bem o exercicio, escrevendo:
CA? = (CB?*+ BA? ©52=32+x? ©25=9+ x? &
—x?=9-25o x’=16ox=4/l6ox=4 Vvx= —4

Entdo A (0, 4, 8), pois x é uma distancia.

O que me levou a concluir que, naquela tarefa, o seu nivel de pensamento algébrico tinha
sido o0 2, pois interferem variaveis que sdo expressas numa linguagem simbolica e literal,
estando a informacdo relacionada com o espaco. Para além disso, a tarefa é estrutural e € da
forma Ax + B = C.

4.2. Planificacao da intervenc¢ao no 2.2 semestre

Tema: A funcdo quadratica em contexto real (10.° ano).
Més/Ano: mar¢o/2015.

Tempo previsto: 90 minutos.

Recursos: Manual do aluno, caneta para escrever no quadro, quadro, calculadora gréfica,

lapis, caderno.
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Objetivos:

Gerais: Apelar a visualizacdo de representacfes graficas para resolver exercicios em

contexto real, usando para isso a calculadora gréafica; Apelar & importancia do dominio e

contradominio das funcGes; Apelar a relacdo entre a linguagem corrente e a linguagem

funcional.

Especificos: Os objetivos que se apresentam na Tabela 5 referem-se aos exercicios propostos

para a aula, que se encontram disponiveis no anexo Il e no manual do aluno (Costa &

Rodrigues, 2014b).

Tabela 5: Desenho de tarefas para a aula— Aula 2

Exercicios

Objetivos

11

1.2

3.1

3.2

3.3

4.1

4.2

4.3

5.1

52

5.3

Usar a calculadora gréfica e indicar o
dominio e contradominio da funcéo

atendendo ao contexto do problema

Retirar informag&o da representacdo
grafica (maximo, zeros, pontos de

intersegdo...)

Recorrer ao calculo algébrico

Definir a expressdo algébrica da

fungdo

Resolver inequagdes do 2.° grau

Usar critérios de semelhanga de

triangulos

Determinar analiticamente os zeros e

as coordenadas do méximo da funcéao

Relacionar a Algebra com a

Geometria

Analise-se de seguida a Tabela 6 que diz respeito a faceta Epistémica do processo de ensino

e aprendizagem da Matematica apresentada pelo modelo de Godino (2009).
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Tabela 6: Tipos de primeira entidade para o desenho e anélise de tarefas — Aula 2

Situacdo inicial:
Usar a calculadora gréfica para identificar
0 maximo, o instante inicial e 0s zeros da

funcéo (no dominio e contradominio que

Procedimentos:
Usar a calculadora grafica para resolver
situacbes em contexto real; Determinar o

vertice e 0s zeros da parabola; Usar célculo

respeitam o contexto do problema). algébrico para simplificar expressdes

algébricas; Resolver inequacdes de 2.° grau.

Proposicdes: Argumentos:

Critérios de semelhanca de triangulos Justificar, no exercicio 3.3 porque definem a

funcéo L como L(x) = p(x) — t(x).

Linguagem: Conceitos:

Maximo, zeros, dominio, contradominio, | Area e perimetro de um retangulo; A abcissa
expressao algébrica, funcdo, inequacbes, | do vértice da parabola pode-se obter
representacédo grafica e triangulo. calculando o ponto médio dos zeros da

funcéo.

Desenvolvimento da aula

Primeira Parte: A aula terd inicio com a entrada e acomodacédo dos alunos na sala de aula.

De seguida, sera escrito o sumario no quadro:
Sumario:
e Resolucdo de exercicios em contexto real.

Segunda Parte: A aula ira4 continuar com uma tarefa simples que se pretende resolver com a

ajuda das capacidades graficas da calculadora. Se surgirem davidas, na segunda alinea da
primeira tarefa, a professora estagiaria deve encaminhar a resposta dos alunos, perguntando
assim de que altura a bola foi langada, quantos segundos passaram até que ela chegasse ao

chéo e qual foi a altura maxima que a bola atingiu (e em que instante).

Na tarefa 2, é possivel que alguns alunos, por distracdo, digam que se o comprimento for x,
entdo a largura serd 100 — x. Nessa situacdo, o professor deve desenhar o retangulo no

quadro e atribuir um valor a x, por exemplo x = 10 e perguntar, “se o retangulo tiver 10
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cm de comprimento tem 90 cm de largura?”. Apds isto, é esperado que os alunos consigam

chegar as relagbes: 100 = 2¢ + 2le A = cl, assim substituindo, A(c) = ¢ (50 —¢).

Na tarefa 3.2, é possivel que alguns alunos tenham dificuldades em simplificar a expressédo
e indicar o conjunto de solugdo. Nessa situacdo, a professora estagiaria deve ajudar os alunos

de acordo com os erros que estiverem a ser cometidos.

Na tarefa 4.1, é provavel que os alunos tenham dificuldades em justificar que o comprimento
do reténgulo é 30 - x. Assim, serdo ouvidas as suas justificagdes e, caso seja necessario, a
professora estagidria deve encaminhar os alunos a usarem o critério de semelhanca de

triangulos LAL.

Por fim, quanto a tarefa 5, alguns alunos poderdo ter dificuldade em escrever:
h = f(b) = 5b — b%. Caso isso aconteca, a professora estagiaria deve particularizar a
situacdo, perguntando, por exemplo, se x = 1, qual é a altura? E se x = 4? Entdo e se x =

b? Para que os alunos cheguem a expressao desejada.

Nota: Os exercicios que ndo serdo feitos na aula serdo mandados como proposta de trabalho

de casa.

Exercicio 1:

Uma crianca lanca uma bola ao ar. A distancia a que a bola esta do chdo (em metros), ao
longo do tempo t (em segundos) € dada pela funcdo h definida por:
__ 742 E
h(t) = Sto 3t + -
Considera que a bola termina 0 movimento quando atinge a superficie.
1. Recorrendo as capacidades gréficas da calculadora, faz uma representacéo gréafica da

funcédo h e, tendo em consideracdo o contexto do problema, indica 0 dominio e o

contradominio de h(t). Sempre que achares pertinente conserva uma casa decimal.

Solucédo esperada:

Pela calculadora:
Dh = [O, 4,7[ e D’h = [O, 4',4']
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(21, 4.4)
—

—

I
L

hix)

)
h

(4.7;0)

T T T
0 1 2 3 4

Figura 33: Representacéo grafica da fungéo h

2. Interpreta e descreve todas as informagfes que obténs através da representacdo
grafica da alinea anterior. Conserva uma casa decimal sempre que achares pertinente

na indicacdo das coordenadas dos pontos considerados relevantes.

Solucéo esperada:

Na imagem inicial, ou seja, quando t = 0, a bola foi atirada a uma alturade 1,2 m e
chega ao chdo quando passaram 4,7 segundos. Graficamente é possivel ver também
que a altura maxima que a bola atingiu é de 4,4 m. A bola atingiu a sua altura méxima

2,1s apos ter sido lancada ao ar.

Exercicio 2:

A Francisca tem uma corda com 1 metro de comprimento e pretende construir um retangulo

com ela. Qual o retangulo de maior area que pode construir utilizando apenas essa corda?
Adaptado de Teixeira, Precatado, Albuquerque, Antunes e Napoles. (1997, p. 53)

Solucéo esperada:
Na Tabela 7 figuram algumas dimensdes possiveis do retangulo e as correspondentes areas.

Tabela 7: Dimens0es possiveis do retangulo
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Comprimento 5 15 25 35 45
Largura 45 35 25 15 5
Area 225 525 625 525 225

Um retangulo tem comprimento c e largura . Como o perimetro é sempre 100 cm, sabe-se
que 2c¢ + 21 = 100. A area é dada por A = cl, pelo que o0 objetivo & maximizar a area

com a restricdo do perimetro ser constante.

Pode escrever-se a largura em fungdo do comprimento, I = 50 - ¢, e entdo procurar-se 0

méximo de A(c¢) = ¢(50 —¢) = 50c — c2.

Na calculadora gréfica pretende-se obter o maximo entre 0 e 50 e, com base na Tabela 7,

podem enquadrar-se os valores de y entre 0 e 650.

Figura 34: Representacdo gréafica
da fungdo A

Assim, 0 maximo da funcéo A é:

Ya=H(50-4)

RN

A=2E.002Z40H Y=H24.588988

Figura 35: Maximo da funcéo A

Com recurso a calculadora grafica, rapidamente se encontra 0 maximo de A(c), assim este

obtém-se quando ¢ = 25, deste modo, a area maxima é de 625 cm?,

Resposta: O retangulo de area maxima é o quadrado de lado 25 cm e area de 625 cm?.
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Analiticamente, os alunos podiam calcular os zeros da funcdo A. Note-se que A(c) = 0
quando ¢ = 0 ou ¢ = 50. O mé&ximo da funcdo é assim atingido na abcissa do vértice da

pardbola: x,, = 0+TSO = 25. Assim, ao substituir na funcéo A, obtém-se: A(25) = 625, ou seja

a 4rea maxima é de 625 cm?.

Exercicio 3:

O preco que ¢ pago (em €) ao lenhador de uma dada regido varia de acordo com a area que
ele corta (em m?) da floresta mais proxima. Essa relacdo é dada pela fungdo p, em que
p(x) = —0,4x2 + 200x. Por outro lado, a taxa de impostos que o lenhador tem que pagar

(em €) em fungio da 4rea cortada (em m?) é dada pela funcéo t, definida pela expresséo

t(x) = %xz — 18x.

1. Tomando em consideracdo que a floresta mais proxima tem 250 m? de area e
recorrendo as capacidades graficas da calculadora, indica o dominio e contradominio

das funcbes p e t. Apresenta os extremos do intervalo arredondado as unidades.

Solucdo esperada:

D, = D, = [0,250];
Analisando a Figura 36 é possivel verificar que:

D', = [0;25000]
D', = [0; 89250]

78



v v u
0 50 o] 150 200 2590

Figura 36: Representacgdo grafica das fungdeste p

2. Quando é que a taxa de impostos é superior ao preco que pagam ao lenhador por area
cortada? Apresenta todos os calculos que efetuaste.

Solucéo esperada:

t(x) > p(x) © 2 x% — 18x > —0,4x? + 200x & 1iox2 +2x2 — 200x — 18x > 0

ot e B sigs0 o 218es0
10° T10* X 10° X

Zeros:

1 e Jgr=0o (19 218) =0
10" x= “\To* =
2180

19 19
(:)x—OVl—Ox—218—O<=>x—OVﬁx—218=)x—OVx—1—9
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19

Figura 37: Sinal da inequac¢éo em estudo

Resposta: S = x € ]%,250] :

Qual a area de floresta, em m?, que o lenhador deve cortar de modo a que tenha lucro
maximo?

Solucéo esperada:

3
L(x) = p(x) — t(x) & L(x) = (—0,4x> + 200x) — (ixz - 18x>

2 3 2 1, 3 2
= Lx)= —-04x +200x—§x +18x=—Ex +218x—§x

19 ,
< Lx) = —Ex + 218x

Pela analise da Figura 38, verifica-se que:
A(57 ; 6253,16) é 0o maximo da funcéo L;
B (-114,74 ; 0) é o zero da funcéo L;

C é o ponto de coordenadas (250 ; -64250)

80



L(X) (x 1000)

30

&0

20

200

Figura 38: Representacdo grafica da funcéo L

Resposta: O lenhador deve cortar 57 m?.

Exercicio 4:

Numa vidraria existem sobras de vidro na forma de
triangulos retangulos is6sceles, cujos catetos tém 30 cm de
comprimento. Pretende-se fazer o aproveitamento destas
sobras e, para isso, o administrador solicitou a um
funcionario que fizesse um estudo de modo a obter

retangulos com a maior &rea possivel.

O funcionario responsavel por esse estudo fez um
esquema considerando um tridngulo isdsceles [ABC] e um

ponto P pertencente ao lado [BC].

C R A
Figura 39. Forma do vidro em
gue se pretende retirar um
retangulo

A partir deste ponto seriam estudados cortes paralelamente aos catetos, obtendo-se assim um

retangulo, como a Figura 39 ilustra.

Adaptado de Costa e Rodrigues (2014b, p.119)
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1. Mostra que o perimetro do retdngulo é sempre constante, independentemente da
posicdo do ponto P.

Sugestio de Resolucio:

Pelo critério LAL, os triangulos [ABC] e [SPB] séo semelhantes, entéo:

AB AC 30 30 __
SB SP 30—x SP
Pretfmgulo=2><(30—x)+2x=60—2x +2x =60cm

B_

C R A
f £} i

Figura 40. Dimensdes do
retangulo e dos tridngulos

2. Define uma expressdo que relacione a area do retangulo com o comprimento x do
lado [PR]. Solucdo Esperada: A(x) = x (30 — x) = — x? + 30x
3. Determina as dimensdes do retdngulo de modo que a area de vidro aproveitada seja

maxima.

Sugestdo de resolucio:

Analiticamente:

AX) =0 —x?2+30x=0ox(—x+30)=0x=0V—-—x+30=0
©x=0Vx=30

Seja V (xy, yy) 0 Vértice da parabola. Entdo x, = % =15

Assim o retangulo tera 15 cm de um lado e 30 — 15 = 15 ¢m do outro, ou seja, sera

um guadrado com 15 c¢m de lado.

NOTA para o professor: N&o é necessario calcular o y,, uma vez que a pergunta pedia sé as

dimensGes do retangulo para que a area fosse maxima e nao o valor da area maxima.
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Com recurso as capacidades graficas da calculadora:
Y1=—x%+30x

Janela Usada:

Xmin = 0
Xmax = 30
Ymin = 0
Ymax = 250

Maximum
= 14.999998 Y=225

Figura 41: Representacgdo gréafica de Y1

Resposta: Para que a area fosse méxima, o retangulo teria que ter 15 cm de um lado e

30 — 15 = 15 cm do outro, ou seja, teria que ser um quadrado com 15 c¢m de lado.

Exercicio 5:

Considera a funcdo quadratica f definida por f(x) = 5x — x2. O ponto B pertence ao
grafico de f e tem abcissa b €] 0, 5 [. Para cada valor de B é construido um tridngulo [0AB]

(como é sugerido na Figura 42).
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Figura 42. Situagdo alusiva ao enunciado do
exercicio

Adaptado de Costa e Rodrigues (2014b, p.130)

1. Exprime a area do tridngulo [0AB], em funcéo de b.

Solucdo Esperada:

b Xh
Atriéngulo = T

h = f(b) = 5b — b?

b x(5b—-b?) _ 5b2-b3 _
2 o2

A(b) =

—~b3+2b% com b €]0,5[

2. Recorrendo a calculadora, determina b de modo que a &rea do tridngulo [0AB] seja
maxima. Apresenta o resultado arredondado as décimas.
Solucgéo Esperada:
Y1=(-1/2)X3+ (5/2)X>

Janela Usada:

Xmin = 0
Xmax = 5
Ymin = 0
Ymax = 10

84



A(X)

Maximum
X=3.333331

Y=0.2582593

Figura 43: Representacdo grafica da funcdo A

Resposta: Para que a area do triangulo seja maxima, b = 3,3.

3. Recorrendo as capacidades gréaficas da tua calculadora, determina as dimens@es do

triangulo de modo a que a sua area seja 2.

A(X
)

7.5

5.0

0.0

Figura 44: Representacgdo grafica da fungdo Aede Y =2
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Pela calculadoravem: b =1 vb = 4,8
Assim f(1) =5x1—-12=4¢ef(48)=5%x48—-48=736
Entdo as dimensdes do triangulo para que a area seja 2 sao:

(b=1Ah=4)V(b=48Ah=736)

Acontecimentos mais importantes

A aula iniciou-se com a escrita do sumario no quadro e houve uma breve explicacdo daquilo

que ia ser ensinado.

Nesta aula, apenas recorri a calculadora grafica como recurso tecnolégico. No entanto, penso
ndo ter sido suficiente, uma vez que os alunos tiveram bastante dificuldade em encontrar o
maximo de funcdes, ou até pontos de interse¢do. Sugiro assim que, sempre que possivel, o
docente se faga acompanhar do View Screen ou de outro material equivalente para facilitar

a aprendizagem dos alunos.

A maioria das duvidas dos alunos foi assim em trabalhar com a calculadora gréfica, alguns
deles ndo percebiam a diferenca entre a janela de visualiza¢do e o dominio e contradominio
da fungdo em estudo. No entanto, houve ainda outras duvidas relevantes para a aula: Nas
tarefas 1.1 e 3.2, surgiram duvidas na representacdo dos extremos dos intervalos. Estas
duvidas advieram do facto dos alunos ndo estarem a tomar em consideracdo nem o contexto
das tarefas nem as aproximacdes que eram pedidas nos enunciados das questdes. Houve
ainda uma outra davida que merece ser comentada. Aquando da resolucdo do exercicio 2,
um aluno menciona que “o comprimento de um retangulo ¢ sempre maior que a largura”.
Provavelmente, esta ddvida aconteceu porque, desde muito cedo, é usual os docentes
desenharem os retangulos numa posicdo horizontal, levando assim este aluno a concluir que

0 comprimento de um retangulo tem sempre de ser maior que a sua largura.

86



5. Analise e Discussao dos Dados

Neste capitulo serdo apresentados e analisados os principais dados obtidos neste estudo, a
partir das producdes escritas dos alunos no ultimo teste de avaliacéo do 2.° periodo e na ficha

de trabalho realizada no dia 8 de maio de 2015.

Para facilitar a anélise dos graficos e tabelas, irdo ser utilizadas as seguintes abreviaturas: (i)
RC — Respostas corretas; (ii) RPC — Respostas parcialmente corretas; (iii) RE — Respostas
erradas; (iv) TNR — Tarefas ndo respondidas; (v) Ni —Nivel i (0 <i <6 Ai € Ny); (vi) Ak
—Alunok (1 <k <25 Ak €eN).

5.1. Nivel de pensamento algébrico da turma
Para estudar o nivel de pensamento algébrico da turma participante no estudo, recorreu-se a
uma ficha de trabalho e a um teste de avaliacdo de conhecimentos que a turma tinha
realizado. Tendo em conta as suas respostas, foram selecionadas as de natureza algébrica,
sendo depois analisadas de acordo com os niveis de pensamento algébrico propostos por
Godino et al. (2012, 2014, 2015).

A Tabela 8 e a Figura 45 sintetizam o nimero de respostas, do teste e da ficha de trabalho,

que os alunos deram nos diferentes niveis de pensamento algébrico.

Tabela 8: Analise do nimero de respostas quanto ao nivel de pensamento algébrico

NO N1 N2 N3 N4 N5 N6 Total

Teste 28 82 75 14 9 0 0 208
Ficha de trabalho 12 18 19 3 19 6 0 77
Total 40 100 94 17 28 6 0 285
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45%

40%

35% -

30% -

25% - M Teste

Ficha de trabalho

20% -
M Total
15% +—

10% -

5% -

O%' T .I 1

NO N1 N2 N3 N4 N5 N6

Figura 45: Nivel de pensamento algébrico da turma

Com a ajuda da Figura 45, é possivel verificar que a maioria das respostas da turma as tarefas
propostas no teste de avaliacdo de conhecimentos e na ficha de trabalho (total) se encontram
nos niveis 1 e 2 de pensamento algébrico. Do mesmo modo, observa-se que
aproximadamente 14% das respostas estavam no nivel 0, cerca de 6% das respostas no nivel
3, no nivel 4 encontravam-se aproximadamente 10% das respostas, e menos de 5% estavam

no nivel 5 de pensamento algébrico.

E possivel observar também que, no teste de avaliacio de conhecimentos, no foi construida
qualquer resposta de nivel superior a 4 e na ficha de trabalho ndo houve respostas de nivel 6

de pensamento nédo algébrico.

Salienta-se ainda gue no teste de avaliacdo, a maioria das respostas estavam nos niveis 1 e 2
de pensamento algébrico e na ficha de trabalho, a maioria das respostas se encontravam nos
niveis 1, 2 e 4 de pensamento algébrico, havendo também algumas resolucbes que se
encontravam no nivel 5. Para além disso, a percentagem de respostas de niveis 1, 2 e 3
diminuiu significativamente na ficha de trabalho em relacdo ao teste e a percentagem de
respostas de niveis 4 e 5 aumentou consideravelmente na ficha de trabalho. Este facto podera
retratar uma melhoria no desenvolvimento de pensamento algébrico da turma, uma vez que

a ficha de trabalho foi aplicada dois meses depois de recolher os primeiros dados.
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De facto, Godino et al. (2015) referem que os primeiros quatro niveis de pensamento
algébrico sdo mais ajustados para o Ensino Basico sendo os trés seguintes mais adaptados
para o Ensino Secundario. Assim, os dados recolhidos vao de encontro ao que estes autores
defendem, uma vez que a turma participante no estudo esta a iniciar-se no Ensino

Secundario.

5.1.1. Respostas do teste
Analise-se de seguida as respostas dos alunos no teste de avaliagcdo de conhecimentos quanto
ao nivel de pensamento algébrico em cada tarefa do teste.
Tabela 9: Nivel de

pensamento algébrico das
respostas da tarefa 5.1

N1

24

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucdes dos alunos a tarefa 5.1:

L TR o“rw \WW‘S byl
R s T T

Figura 46: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento algébrico da tarefa 5.1

A linguagem que o aluno usou é natural, numérica e simbolica. O aluno trabalha com
propriedades de operacdes aritméticas (elemento absorvente da multiplicacdo, propriedade
da existéncia do elemento neutro da adi¢do) e é uma tarefa de indole algébrica e operacional.
Assim sendo, esta resolucdo enquadra-se no nivel 1 de pensamento algébrico.

Tabela 10: Nivel de pensamento
algébrico das respostas da tarefa 5.2

NO N1
2 22

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucfes dos alunos a tarefa 5.2:

89



P Ay
(0N o 5 Mperddso. 1
g \v ]
R5)= 125 alf (Goks] - et )
(=3 Ms)] = als# 100k &4
=) [ [o

Figura 47: Exemplo de resposta de nivel 0 de
pensamento algébrico da tarefa 5.2

A resposta apresentada ndo inclui caracteristicas algébricas, € de caracter numérico.
Intervém 0s objetos extensivos que sdo expressos através de uma linguagem natural e
numeérica. Aparece um simbolo que representa o valor desconhecido "h(5)", obtendo-se esse
valor efetuando opera¢fes em objetos particulares. O aluno apenas verifica que 5 € solucédo

da equacéo. Deste modo, a solucdo apresentada esta no nivel O de pensamento algébrico.

I T
6l | | |
O +24 58 F |
i |
:
LoD r S8 ok b 2lol Tk,
+ | % |
S e A
b lidy =3 o= o 12 [ VaeA-Yx (-5)d ols
=125 o
| [VART NN Ny
| | |
Ll leht 0o TN Yoo ||
-0 | |
FIN=0 1k 20 §
| 1140
i |
| |
zbh Alz | 7 VA 9% il
|
RLOD ook df g dol e | oo o Kol B oxoivbn -
T | ~

Figura 48: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento algébrico da tarefa 5.2

O aluno recorre a formula resolvente para determinar os zeros e, atendendo ao contexto do
problema, exclui uma solucdo. A linguagem usada é numérica e natural e simbélica. E usado
um simbolo para expressar o valor desconhecido (x). Assim, pode-se afirmar que esta

resolucéo se encontra no nivel 1 de pensamento algébrico.
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Tabela 11: Nivel de pensamento
algébrico das respostas da tarefa 5.3

NO N1 N2
18 3 2

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucfes dos alunos a tarefa 5.3:

o ] T A ] _
11 MU T . B
| \ \rl@ Y )\ Irg \15 :
np L
"4V —
M, 2 B2 Yls .,Z i
= r%' —{U .
(L LCF‘QW VSN = i
Ty \f(%‘hz,— SR )
- h = |
-l— I\ \/\‘n /\r" . | <3} /\ A | /‘i ) l(k +
T RTA AT RY AT O AR ¢ [0 M K
| EO 1 1 i | ] AT 11 [0 L1
Figura 49: Exemplo de resposta de nivel 0 de pensamento algébrico da

tarefa 5.3

A resposta apresentada na Figura 49 ndo inclui caracteristicas algébricas. O aluno apenas
usou uma férmula para encontrar o vértice da parabola. A solucdo apresentada é de caracter
numérico e a linguagem é essencialmente numérica. Aparecem simbolos que representam o
desconhecido, mas esses valores obtém-se efetuando operacdes em objetos particulares.

Deste modo, a resolucdo encontra-se no nivel 0 de pensamento algébrico.
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Figura 50: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento algébrico da tarefa 5.3

O aluno usou parcialmente a formula do vértice da parabola, entendendo que um ponto de

uma funcdo tem de coordenadas (x, f(x)), sendo que neste caso, f representa a pardbola em
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estudo. Usou também o sinal de equivaléncia para representar igualdades e a linguagem da
solugdo é essencialmente numérica, recorrendo também a uma imagem para se expressar.

Por estes motivos, a resposta inclui-se no nivel 1 de pensamento algébrico.
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Figura 51: Exemplo de resposta de nivel 2 de pensamento algébrico da tarefa 5.3

Nesta solucdo, o aluno manipulou a expressao de modo a conseguir escrevé-lanaformay =
a(x —h)* + k, em que h e k sdo, respetivamente, a abcissa e a ordenada do Vvértice da
pardbola. A linguagem usada é simbdlica, numerica e literal e a resolucdo é de natureza
algébrica e funcional, sendo que a informacao esta relacionada com o contexto espacial.

Assim sendo, a resolucdo da Figura 51 € um exemplo de uma resposta de nivel 2 de

pensamento algébrico.

Tabela 12: Nivel de
pensamento algébrico das
respostas da tarefa 6.1

N1 N3
1 5

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucdes dos alunos a tarefa 6.1:
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Figura 52: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento algébrico da tarefa 6.1

O aluno efetuou uma substituicdo, tentando assim chegar ao nimero de zeros que a funcao

g tinha. Para isso, recorreu ao calculo com objetos extensivos, aparecendo simbolos que se
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referem a objetos intensivos “g(X)” mas ndo se efetuaram operagdes com eles. Deste modo,

observa-se que a resposta se encontra no nivel 1 de pensamento algébrico.
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Figura 53: Exemplo de resposta de nivel 3 de pensamento algébrico da
tarefa 6.1

O aluno substituiu os valores de h e k e através de simplificacGes descobriu o valor de a. De
seguida simplificou a expressao da funcéo f e recorreu a formula resolvente para encontrar
os zeros de g. A linguagem usada foi simbdlica e literal, para além disso, as expressdes
sofrem transformac6es na forma simbdlica, havendo conservacdo da equivaléncia. O aluno
tratou também variaveis e incégnitas aplicando propriedades estruturais, como por exemplo
a substituicdo. Por tudo o que foi mencionado, pode-se afirmar que a resolugéo da Figura 53

se encontra no nivel 3 de pensamento algébrico.

Tabela 13: Nivel de pensamento algébrico das
respostas da tarefa 6.2

NO N1 N2 N3
1 1 3 4

Apresentam-se de seguida exemplos de resoluc@es dos alunos a tarefa 6.2:

93



o< l ] | L L]
L d (e X DN <1

e \c = f \t

G ¢ 1 I =
Q" AR W .= e (D(/\\ '.‘JJ,QO

|

Figura 54: Exemplo de resposta de nivel 0 de pensamento algébrico da tarefa 6.2

A resposta ndo inclui caracteristicas algébricas. O aluno identifica que a concavidade da
parabola é voltada para baixo e por isso assume que que o contradominio de h sdo todos 0s
numeros negativos incluindo o zero. A linguagem é simbolica e o aluno recorreu a uma
imagem para se expressar. Assim, observa-se que esta resolucdo estd no nivel 0 de

pensamento algébrico.
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Figura 55: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento algébrico da tarefa 6.2

Como a tarefa é funcional e o aluno recorreu ao calculo com objetos extensivos para tentar

encontrar a solucéo pedida, pode-se afirmar que esta resolucéo é de nivel 1.

S T WG HE GE T =h T T [a]eh

I 1

Figura 56: Exemplo de resposta de nivel 2 de pensamento algébrico da tarefa 6.2
Na resolucdo apresentada na Figura 56 interferem variaveis que sdo expressas numa
linguagem simbdlica e literal que mencionam os objetos intensivos. E possivel verificar
também que o aluno ndo escreveu a funcdo h na forma candnica, pelo que se conclui que

esta resolucdo se encontra no nivel 2 de pensamento algébrico.
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Figura 57: Exemplo de resposta de nivel 3 de pensamento algébrico da
tarefa 6.2

Na resposta que se apresenta na Figura 57, o aluno substituiu os valores de h e k e, através
de simplificagdes, descobriu o valor de a. As expressdes sofrem transformacées na forma
simbolica e sdo aplicadas propriedades estruturais, como por exemplo a substituicdo. A
linguagem usada nesta resolucdo € simbdlica e literal. Assim sendo, a resolucéo esta no nivel

3 de pensamento algébrico.

Tabela 14: Nivel de pensamento
algébrico das respostas da tarefa 6.3

N2 N3 N4
1 4 9

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucfes dos alunos a tarefa 6.3:
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Figura 58: Exemplo de resposta de nivel 2 de pensamento
algébrico da tarefa 6.3

O aluno reconheceu uma generalidade, no entanto ndo obteve os valores de k na forma

canonica. Para além disso, a linguagem usada é simbolica e literal, estando por isso esta

resposta no nivel 2 de pensamento algebrico.
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Figura 59: Exemplo de resposta de nivel 3 de pensamento algébrico da tarefa
6.3

Na resolucdo da Figura 59, o aluno substituiu os valores de h, k e as coordenadas de um
ponto da funcdo f. Assim, através de simplificacfes, tentou descobrir o valor de a e a
expressao da funcdo f. Verifica-se que o aluno usou uma linguagem simbolica e literal.

Assim pode-se afirmar que esta resolucdo se encontra no nivel 3 de pensamento algébrico.
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Figura 60: Exemplo de resposta de nivel 4 de pensamento
algébrico da tarefa 6.3

Para o aluno chegar a conclusdo que k < -1, teve que fazer um estudo prévio do parametro

k. Por este motivo, a solucéo encontra-se no nivel 4 de pensamento algébrico.

Tabela 15: Nivel de pensamento
algébrico das respostas da tarefa 7.1

NO N1 N2
1 4 10

Apresentam-se de seguida exemplos de resoluc@es dos alunos a tarefa 7.1:
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Figura 61: Exemplo de resposta de nivel 0 de pensamento algébrico da tarefa 7.1

O aluno expressou-se segundo uma linguagem natural e numérica. Representou por X um
valor que ele desconhecia e calculou-o efetuando operagdes em objetos particulares. Deste
modo, a resposta ndo inclui caracteristicas algébricas, concluindo-se assim que esta

resolucdo pressupde um nivel 0 de pensamento algébrico.

Figura 62: Exemplo de resposta
de nivel 1 de pensamento
algébrico da tarefa 7.1

O aluno identifica que uma das alturas do triangulo é x e presumiu que a outra altura tomava
0 valor 3x. Assim, apenas efetuou uma substituicdo, ndo simplificando a expresséo,

possivelmente porque se apercebeu que o seu resultado estava errado. A resposta encontra-

se no nivel 1 de pensamento algébrico.
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Figura 63: Exemplo de resposta de nivel 2 de
pensamento algébrico da tarefa 7.1

Nesta resolucdo, interferem varidveis que séo expressas numa linguagem simbdlica e literal,
para além disso, a equacdo é da forma Ax + B = C, sendo que o aluno a manipulou

devidamente. A resposta encontra-se portanto no nivel 2 de pensamento algébrico.

Tabela 16: Nivel de pensamento
algébrico das respostas da tarefa 7.2

NO N1 N2
2 ) 17

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucfes dos alunos a tarefa 7.2:
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Figura 64: Exemplo de resposta de nivel 0 de pensamento algébrico da tarefa7.2

A resposta ndo inclui caracteristicas algébricas, intervém objetos extensivos que séo
expressos através de uma linguagem natural e numérica. Deste modo, a resolugdo enquadra-

se no nivel 0 de pensamento algébrico.
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Figura 65: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento algébrico da tarefa 7.2

O aluno calculou a abcissa que maximizava a area, no entanto fez a substituicdo na funcao
A em vez de fazer na funcdo f. Identifica que pretende calcular a ordenada do vértice da
fungdo A, usando a simbologia correta. A linguagem usada foi essencialmente numérica e
por estes motivos, a resolucdo apresentada na Figura 65 € de nivel 1 de pensamento

algébrico.

NITErATYSEN - e Bl 3l W R
i ] k#x 1 (|- Tlx NENNEEAS
. ! Nl al
: =B et g L -
13 1 al ]l 14 IVIIEINEIN
9 x| % k- | \alal]
b
ey 3¢ 2= By S Lo Absa na'v e 4 1| ,,i
| 4 | G T
i JOEENETEd A a1 13k d9l-1; L
B ESYS \ 4 SEB 40 4 e |
I I il i T !
i ; EEE
‘-";\ K 5‘:[ 9:9 ¢= 4 B 3 ( :5 ! | 4l x l_-L\
:¥ - l 3 ,\:L1 \u = \Dl )‘\—T-L \Dl}

Figura 66: Exemplo de resposta de nivel 2 de pensamento algébrico da tarefa 7.2

O aluno manipulou numericamente a expresséo da funcdo A de modo a obter as coordenadas
do vértice de A(x). A resposta apresentada é de caracter algébrico-operacional, interferem
variaveis que sdo expressas numa linguagem simbolica e literal. Também € possivel verificar
que o aluno ndo efetuou os célculos quando apresentou as coordenadas de P, ndo estando
por isso na forma mais reduzida. Deste modo, a resolucdo da Figura 66 ¢ um exemplo de

uma resposta de nivel 2 de pensamento algebrico.
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Tabela 17: Nivel de
pensamento algébrico das
respostas da tarefa 7.3

N2
22

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucdes dos alunos a tarefa 7.3:
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Figura 67: Exemplo de resposta de nivel 2 de pensamento algébrico da tarefa 7.3
O aluno resolveu uma inequagdo em que a incognita esta apenas num dos membros. Para
isso recorreu a formula resolvente para calcular os zeros da parabola definida por:

—x% + 3x — 2. A linguagem usada é simbélica e literal, estando esta resposta no nivel 2 de
pensamento algébrico.

Tabela 18: Nivel de pensamento
algébrico das respostas da tarefa 8.1

N1 N2 N3
2 20 1

Apresentam-se de seguida exemplos de resoluc@es dos alunos a tarefa 8.1:
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Figura 68: Exemplo de resposta de nivel 1 de
pensamento algébrico da tarefa 8.1
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A linguagem usada na Figura 68 é essencialmente numérica uma vez que o aluno apenas
substituiu valores numa expressao que permite identificar o vértice da parabola. Aparece um
simbolo que representa um valor desconhecido (a) mas nao se efetuam operaces com ele.
Por estes motivos, verifica-se que a resolucdo apresentada pertence ao nivel 1 de pensamento
algébrico.
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Figura 69: Exemplo de resposta de nivel 2 de pensamento algébrico da tarefa 8.1

Para calcular o valor da abcissa do vértice, o aluno recorreu ao calculo do ponto médio entre
0s zeros da curva. De seguida, substituiu os valores de h e k na expressdo da parabola.
Depois, substituindo o ponto de coordenadas (0,8) na expressdo de f(x) e através de
simplificacGes, descobriu o valor de a, resolvendo assim uma equacdo do tipo:
Ax + B = C. A solucdo apresentada € de caracter algéebrico e operacional numa modelacédo

da funcdo quadratica, estando enquadrada no nivel 2 de pensamento algébrico.
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Figura 70: Exemplo de resposta de nivel 3 de pensamento algébrico da tarefa 8.1
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Na solugdo apresentada na Figura 70, o aluno reparou que a pardbola passa na origem e por
isso é da forma f(x) = ax? + bx. Apesar do aluno ter formulado bem a questdo e ter
manipulado algebricamente o sistema de duas incognitas, ndo acabou por o resolver,
apresentando também um erro na resolucdo do sistema. A linguagem usada é simbdlica e
literal. Deste modo, a resolugdo do aluno encontra-se no nivel 3 de pensamento algébrico.

Tabela 19: Nivel de
pensamento algébrico das
respostas da tarefa 8.2

NO N1
4 20

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucfes dos alunos a tarefa 8.2:
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Figura 71: Exemplo de resposta de nivel 0 de pensamento algébrico da
tarefa 8.2

Na resolucdo apresentada na Figura 71, o aluno calcula f (2) e f (6), ndo demonstrando assim
que sabe que as alturas dos postes teriam que ser iguais. A linguagem é natural e numérica,
aparecem simbolos que representam o desconhecido, mas esse valor obtém-se efetuando
operacdes em objetos particulares, sendo assim, esta resposta esta no nivel 0 de pensamento

algébrico.
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Figura 72: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento algébrico da
tarefa 8.2

A solucéo apresentada é essencialmente de carater numerico e o aluno sentiu necessidade de

recorrer a uma imagem para o0 seu raciocinio. A altura dos postes (valor desconhecido) é

representada por um simbolo (y). Deste modo, a resolucéo pertence ao nivel 1 de pensamento
algébrico.

5.1.2. Respostas da ficha de trabalho

Analise-se de seguida as respostas dos alunos na ficha de trabalho implementada quanto ao
nivel de pensamento algébrico em cada tarefa do teste.

Tabela 20: Nivel de pensamento algébrico das
respostas da tarefa 1
NO N1 N2

10 11 1

N3
2

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucGes dos alunos a tarefa 1:
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Figura 73: Exemplo de resposta de nivel 0 de pensamento algébrico da tarefa 1

O aluno apenas desenhou a quarta e quinta figura da sequéncia, contando um por um 0s

segmentos necessarios para construir as respetivas figuras, deste modo a resposta nao inclui

caracteristicas algébricas, estando assim no nivel 0 de pensamento algébrico.
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Figura 74: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento algébrico da tarefa 1

Nesta resposta intervém os objetos intensivos cuja generalidade aparece de uma forma

explicita perante uma linguagem natural e numérica. O aluno identifica um padrdo, no

entanto ndo o escreve na sua forma geral. Assim sendo, a resolugdo estd no nivel 1 de

pensamento algébrico.
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Figura 75: Exemplo de resposta de nivel 2 de pensamento
algébrico da tarefa 1
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Na Figura 75, observa-se a resposta de um aluno que identifica um padrdo, reconhece a sua

forma geral, no entanto ndo operou com as variaveis para obter a forma canonica da

expressao. Deste modo, a resposta esta no nivel 2 de pensamento algébrico.

-

Figura 76: Exemplo de resposta de nivel 3 de pensamento algébrico da tarefa 1

Na resposta apresentada na Figura 76, o aluno operou com variaveis para obter a forma

canonica da expressdo geral, para além disso, é possivel verificar que se formam objetos

intensivos que sdo apresentados de maneira simbdlica e literal, efetuando operacgdes

analiticas com eles. Assim sendo, a resolugdo encontra-se no nivel 3 de pensamento

algébrico.

Tabela 21: Nivel de pensamento algébrico das

respostas da tarefa 2

NO N1

N2

N3

1 5

16

1
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Apresentam-se de seguida exemplos de resolucGes dos alunos a tarefa 2:

Figura 77: Exemplo de resposta de nivel 0 de pensamento algébrico
da tarefa 2

O aluno ndo apresenta caracteristicas algébricas na sua resposta. Apresenta dois precos
possiveis para o cliente que compre 5kg de peras e um preco possivel para o cliente que
compre 10 kg de peras, sendo que o aluno apenas efetua operacdes em objetos particulares.
O aluno ndo encontra uma expressao que generalize o custo de n kg de peras, pelo que a

resposta se encontra no nivel 0 de pensamento algébrico.

Figura 78: Exemplo de
resposta de nivel 1 de
pensamento algébrico da
tarefa 2

Verifica-se que o aluno calculou o custo de 5kg e 10kg de peras, ndo encontrando nenhuma

regra que generalize o modelo matematico. No entanto, uma vez que a generalidade aparece
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de uma forma explicita perante uma linguagem numeérica e simbolica, a resposta encontra-

se no nivel 1 de pensamento algébrico.

Figura 79: Exemplo de resposta de nivel
2 de pensamento algébrico da tarefa 2

Na Figura 79 é possivel observar uma resposta que se enquadra no nivel 2 de pensamento
algébrico, pois o aluno apresenta uma regra geral do custo de n kg de peras, no entanto esta
ndo se encontra na forma canodnica. Para além disso, interferem varidveis que sdo expressas

numa linguagem simbodlica e literal que mencionam os objetos intensivos.

Figura 80: Exemplo de resposta de nivel 3 de
pensamento algébrico da tarefa 2
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Na resolucéo apresentada na Figura 80, o aluno apresenta uma regra que generaliza o custo
de n kg de peras, sendo que esta generalizagdo € apresentada de forma simbdlica e literal. O
aluno trabalhou com a funcédo definida por ramos e de seguida, quando o aluno menciona
“arredondar para cima” quando n ndo € multiplo de 4, esta a reconhecer a funcdo parte

inteira. Por este motivo, a resposta enquadra-se no nivel 3 de pensamento algébrico.

Tabela 22: Nivel de pensamento
algébrico das respostas da tarefa 3

NO N1 N4
1 1 19

Apresentam-se de seguida exemplos de resolucGes dos alunos a tarefa 3:

Figura 81: Exemplo de resposta de nivel 0 de
pensamento algébrico da tarefa 3

Nesta resposta, o aluno ndo reconhece a generalidade. Apenas estuda, quanto a existéncia de
zeros, duas funcdes que fazem parte da familia das funcdes lineares. Intervém apenas objetos
extensivos que sdo expressos através de uma linguagem natural, numérica e que recorre a
imagens. Por tudo o que foi mencionado, a resolucéo enquadra-se no nivel 0 de pensamento

algébrico.
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Figura 82: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento
algébrico da tarefa 3

O aluno estuda a monotonia e a existéncia de zeros para casos particulares da funcdo afim.
A generalidade aparece de forma explicita (mas incompleta) no estudo da monotonia da
funcdo. O estudante expressou-se segundo uma linguagem natural, simbolica e recorreu a

imagens. Assim sendo, a resposta enquadra-se no nivel 1 de pensamento algébrico.
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Figura 83: Exemplo de resposta de nivel 4 de pensamento algébrico da tarefa 3

Nesta resolucdo é possivel verificar que o aluno fez um estudo completo de parametros para
estudar a familia das fungBes lineares. Para isso, recorreu a imagens que representam 0s
pardmetros em estudo. Por estes motivos, esta resolugdo encontra-se no nivel 4 de

pensamento algébrico.
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Tabela 23: Nivel de pensamento
algébrico das respostas da tarefa 4
N1 N2 NS

1 2 6

Apresentam-se de seguida exemplos de resolugdes dos alunos a tarefa 4:

Figura 84: Exemplo de resposta de nivel 1 de pensamento algébrico da tarefa 4
A linguagem usada nesta resolugdo é literal, numérica e simbdlica. O aluno recorreu ao
calculo com objetos extensivos para tentar manipular corretamente a expressdo dada no

enunciado, atribuindo deste modo um valor a a, b e c. Por estes motivos, a resposta esta no
nivel 1 de pensamento algébrico.

an! +bw 1cC

Figura 85: Exemplo de resposta de nivel 2
de pensamento algébrico da tarefa 4
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Na resolugdo da Figura 85 é possivel verificar que interferem variaveis que sdo expressas
numa linguagem simbolica e literal. O aluno reconheceu que a abcissa do vértice é obtida
calculando o ponto médio entre os zeros da parabola, no entanto ndo obteve as coordenadas
do referido ponto na forma candnica. Por estes motivos, a resolucdo enquadra-se no nivel 2

de pensamento algébrico.

Figura 86: Exemplo de resposta de nivel 5 de pensamento algébrico da
tarefa 4

O aluno demonstrou que a abcissa do vértice da parabola € dada por:

b
2a

De seguida, recorrendo a uma substituicdo, tentou provar que a ordenada do vertice da

parabola é dada por:
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b? — 4ac
4a

O aluno mostrou capacidade em conseguir manipular analiticamente os parametros a, b e c,

sendo que, por este motivo, a resolucdo se enquadra no nivel 5 de pensamento algébrico.

5.2. Nivel de pensamento algébrico dos participantes
Atraveés das resolucgdes dos alunos (as tarefas propostas no Gltimo teste de avalia¢do do 2.°
periodo e da ficha de trabalho implementada), que foi possivel avaliar o respetivo nivel de
pensamento algébrico, construiu-se um grafico de barras que se apresenta na Figura 95 (ver

anexo V).

Com a ajuda da referida figura, é possivel observar que a maioria dos inquiridos tem um
pensamento algébrico de nivel 0 ou 1. No entanto, verifica-se também uma grande afluéncia
para os niveis 2 e 3. Ndo obstante os niveis 4 e 5 de pensamento algébrico sdo 0s que menos
vezes se encontram nas resolucGes dos alunos, sendo que em alguns casos, o0s estudantes
nunca chegaram a trabalhar algebricamente nestes dois niveis, como é o caso dos alunos A9,
Al6 e A21.

Para além disso, observa-se também que nenhuma das resolucdes dos participantes é de nivel
6.

5.3. Respostas corretas, parcialmente corretas, erradas e tarefas nao
respondidas
Neste subcapitulo ir-se-do analisar o nimero de respostas corretas, parcialmente corretas,

erradas e de tarefas ndo respondidas do teste de avaliacdo analisado e da ficha de trabalho

implementada.
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Tabela 24: Namero de RC, RPC, RE e TNR do teste

Tarefas RC RPC RE TNR

1 25 0 0 0

2 13 0 12 0

3 14 0 11 0

4 17 0 8 0
5.1 25 0 0 0
5.2 19 3 3 0
5.3 17 5 1 2
6.1 15 5 5 0
6.2 2 3 19 1
6.3 8 1 14 2
7.1 16 3 6 0
7.2 11 8 5 1
7.3 9 10 3 3
8.1 12 10 1 2
8.2 16 7 1 1
Total 219 55 89 12

Pela analise da Tabela 24, observa-se que em quase todas as tarefas as respostas foram

maioritariamente corretas, a excecdo das tarefas 6.2 e 6.3, em que se nota que uma grande

parte dos alunos errou a resposta. Também na tarefa 7.3 se observa que a maioria das

resolucdes nao esta totalmente correta. A Figura 87 sintetiza os resultados da Tabela 24.
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mRC

W RPC

B RE
TNR

Figura 87: Representacéo grafica do nimero de respostas do teste

Analisando a Figura 87, verifica-se que mais de metade das respostas dos alunos no ultimo

teste de avaliacdo de conhecimentos do 2.° periodo estavam totalmente corretas. N&o

obstante, verifica-se também que 24% das resolugdes estavam totalmente erradas e apenas

3% das tarefas ndo foram respondidas pelos 25 alunos, sendo que as respostas parcialmente

corretas representam uma fatia de 15% do gréfico.

Tabela 25: Numero de RC, RPC, RE e TNR da ficha de trabalho

Tarefas RC RPC RE TNR
1 16 4 4 0
2 1 20 2 1
3 4 15 2 3
4 0 5 4 15
Total 21 44 12 19

Pela analise da Tabela 25, verifica-se que apenas na primeira tarefa o nimero de RC foi

superior ao numero de RPC, RE e TNR, aponta-se também o facto da tarefa 1 ser a Unica
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que possui zero respostas em branco. Do mesmo modo, verifica-se também que nas tarefas
2 e 3 0 numero de RPC é bastante superior ao nimero de RC, RE e TNR. Do mesmo modo,
verifica-se que a Ultima tarefa foi a que menos vezes foi respondida, sendo que um total de
15 alunos ndo respondeu a tarefa, para além disso, € possivel observar também que nenhum

aluno respondeu de forma totalmente correta a esta Gltima tarefa.

A Figura 88 sintetiza os dados da Tabela 25.

mRC

mRPC

W RE
TNR

Figura 88: Representagdo gréafica da percentagem do tipo de
respostas da ficha de trabalho

Analisando a Figura 88, verifica-se que a maioria das respostas dos alunos a ficha de trabalho
estavam parcialmente corretas, sendo que apenas 22% das respostas estavam totalmente
corretas. Do mesmo modo, observa-se que 20% das tarefas ndo foram respondidas e 12%

das respostas estavam totalmente erradas.

Assim, comparando as respostas do teste e da ficha de trabalho verifica-se que a percentagem
de RC e bastante superior no teste de avaliacdo de conhecimentos do que na ficha de
trabalho, do mesmo modo, a percentagem de TNR é muito baixa no teste de avaliacdo e

bastante superior na ficha de trabalho, analogamente verifica-se que a percentagem de RE é
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superior no teste de avaliacdo e a percentagem de RPC é bastante superior na ficha de
trabalho. Esta situacdo pode dever-se ao facto dos alunos se sentirem menos
responsabilizados pela realizacdo da ficha de trabalho, uma vez que a realizacdo (ou ndo) da
mesma, ndo iria afetar a classificacdo final dos estudantes. Assim, na ficha de trabalho, os
alunos ndo tinham tanto rigor nas suas respostas e ndo tentavam responder quando nao

sabiam.

5.4. Principais erros cometidos
Neste subcapitulo pretende-se analisar os principais erros que os participantes do estudo

cometeram na realizacdo do ultimo teste do 2.° periodo e na ficha de trabalho implementada.

Para isso, recorreu-se as categorias definidas por Socas (1997), mencionadas por Vale
(2010). Assim, ir-se-a utilizar as abreviaturas que o autor definiu para a tipificacdo dos erros
apresentadas na Figura 7. Para além destas, ird ainda ser utilizada a abreviatura RI, para
designar as respostas incompletas que nao apresentam erros.

ERI
25% A

mC
36% B1

17% B2 rEB

m B3

Figura 89: Distribuicio dos erros cometidos

Pela analise da Figura 89 é possivel observar que a grande maioria dos erros cometidos pelos
participantes do estudo, nos dois instrumentos de recolha de dados usados, corresponde a
categoria B definida por Socas (1997) (mencionada por Vale (2010)), ou seja, sdo erros que

tém a sua origem na auséncia de significado. No entanto, se tivermos em conta as
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subcategorias de B, verifica-se que os erros da subcategoria B2 s&o 0s que ocorrem com
mais frequéncia, ou seja, aqueles que foram causados devido ao uso incorreto de férmulas,
regras ou procedimentos. Os erros da subcategoria B1, ou seja, aqueles que tém origem na
aritmética, ocupam também uma parte consideravel da representacdo grafica. Os terceiros
mais frequentes sdo os da subcategoria B3, que sdo 0s que representam imprecisdes na
linguagem algébrica. As respostas que ndo contém erros, porém estdo inacabadas, e as
respostas cujos erros tém a sua origem num obstaculo cognitivo ocorrem com igual
frequéncia relativa. Por ultimo, os erros da categoria C nunca se verificaram, no entanto, se
tivessem sido realizadas entrevistas aos alunos, muito provavelmente estes dados iriam ser
alterados, pois com producdes escritas apenas ndo é possivel identificar se o erro foi
cometido, por exemplo, apenas por uma falta de atencdo ou se o aluno, de facto, ndo sabia

€omo 0o corrigir.

Observe-se agora alguns exemplos de respostas que contém os tipos de erros mencionados:

R o I - , . . .
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Figura 90: Exemplo de resposta que contém um erro da categoria A — resolucédo de um aluno a tarefa
7.1 do teste de avaliacdo

A tarefa 7.1 do teste de avaliacdo analisado pretendia que os alunos demonstrassem que a
area do triangulo a sombreado (ver Figura 14) é dada por: A(x) = 3x — x2. No entanto
nesta resolucdo, o aluno foi calcular a razdo entre os lados dos triangulos [OPQ] e do
tridangulo maior da Figura 14. Deste modo, o aluno utilizou o seu conhecimento fora do

contexto (categoria A), uma vez que tal ndo era pedido.
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Figura 91: Exemplo de resposta com
erros da subcategoria B1 —
resolucdo de um aluno a tarefa 4 da
ficha de trabalho

Na Figura 91 é possivel verificar que o aluno cometeu vérios erros da categoria B1. O

primeiro acontece quando o aluno tenta simplificar a expresséo (— 2%)2, mantendo o sinal
“-”_Imediatamente a seguir, 0 aluno escreve que a multiplicacdo de dois nUmeros com sinais
contrarios € um nimero positivo. Na penultima expressdo encontram-se mais dois erros que
se enquadram nesta subcategoria, uma vez que o aluno ndo escreve o a e 0 a2 que ja estavam
no denominador. Por fim, o estudante tenta escrever toda a sua expressao numa Unica fragéo,

no entanto também n&do procede corretamente.

hOQL= h=LG-M[ |

TRlOE a; |

Figura 92: Exemplo de erro da
subcategoria B2

O erro mostrado na Figura 92 é da categoria B2 pois 0 estudante ndo usa corretamente um
dos casos notaveis da multiplicacdo, sendo por isso um erro com origem na utilizacdo

incorreta de formulas ou procedimentos.

FENSFYI NENE o EEUNUTES

Figura 93: Exemplo de ero da subcategoria B3
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A resolucgéo apresentada na Figura 93 mostra um erro de categoria B3. Esta imprecisao leva
a crer que o aluno confunde o sinal de equivalente com o sinal de igual, sendo por isso um

erro de linguagem algébrica.

Figura 94: Exemplo de resposta
incompleta — resolugdo de um aluno a
segunda tarefa da ficha de trabalho

Nesta resolucdo, o aluno calcula corretamente o custo de 5kg de peras e o custo de 10kg de
peras. No entanto a resposta esta incompleta, uma vez que o custo total de n kg de peras nao

esta calculado.
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6. Conclusoes

Neste capitulo, irei apresentar os principais resultados e conclusdes do estudo para responder

as questdes de investigacao propostas.

Inicialmente sera realizada uma breve sintese deste trabalho, de seguida, irdo ser
apresentadas as respostas as questdes de investigacao e por fim, faco uma pequena reflexéo
sobre o desenvolvimento deste estudo, apresentando algumas limitagdes, implicages que
este trabalhno me trouxe a nivel profissional e algumas recomendagfes para futuras

investigacoes.

A principal finalidade deste estudo foi analisar as caracteristicas do pensamento algébrico
de alunos do 10.° ano de escolaridade. Para isso foram elaboradas duas questdes de

investigacéo:

e Quais os niveis de pensamento algébrico mais comuns em alunos que frequentam
uma turma do 10.° ano de escolaridade?
e Quais os tipos de erros mais comuns que alunos de uma turma do 10.° ano de

escolaridade cometem na realizacéo de tarefas de indole algébrica?

Assim, optou-se por um estudo de natureza qualitativa e na modalidade de estudo de caso
exploratério. Para isso, procedeu-se a recolha de dados numa turma do 10.° ano de
escolaridade com 25 alunos. Os instrumentos usados para tal efeito foram o Gltimo teste de
avaliacdo que os educandos realizaram no 2.° periodo na disciplina de Matematica e uma

ficha de trabalho aplicada dois meses depois.

6.1. Quais os niveis de pensamento algébrico mais comuns de alunos
que frequentam uma turma do 10.2 ano de escolaridade?

Vérios autores tentaram caracterizar o pensamento algébrico, apresentando diversas

perspetivas. No entanto, todas elas parecem referir que o pensamento algébrico € um

processo de generalizacdo Matematica e de estudo de relagdes de equivaléncia e das suas

propriedades.
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Godino et al. (2012, 2014, 2015) referem que o pensamento algébrico pode ser caracterizado
por sete niveis, sendo que os primeiros quatro sao mais ajustados ao Ensino Basico e 0s

ultimos trés mais apropriados para o Ensino Secundario (Godino et al., 2015):

Nivel 0: As respostas ndo incluem caracteristicas algebricas, a linguagem usada € natural,
numérica e pode recorrer a imagens ou gestos. As operacOes sdo efetuadas em objetos
particulares e em tarefas recursivas, a relacdo de dois termos consecutivos ndo implica a

determinacdo de uma regra.

Nivel 1: A generalidade aparece de uma forma explicita perante uma linguagem natural,
numerica, simbdlica, podendo recorrer a imagens ou gestos. N&o ha opera¢des com objetos
intensivos, mas podem aparecer simbolos que os representam. Em tarefas estruturais, podem
ser aplicadas relacGes e propriedades de operagbes. Em tarefas funcionais, os alunos

recorrem ao célculo com objetos extensivos.

Nivel 2: As varidveis sdo expressas numa linguagem simbdlica e literal e os objetos
intensivos sdo reconhecidos, no entanto ndo sao escritos na sua forma canonica. As equagoes

sdodaformadx + B =C.

Nivel 3: Os objetos intensivos sdo apresentados de maneira simbdlica e literal, efetuando-se
operacdes analiticas com eles. Resolvem-se equacdes do tipo Ax + B = Cx + D aplicando-

se propriedades estruturais.
Nivel 4: Usam-se parametros para expressar equacgdes e familias de fungdes.
Nivel 5: Faz-se um tratamento de parametros de modo analitico.

Nivel 6: Trabalha-se com estruturas algébricas e faz-se um estudo de adicdo, subtracao,
divisdo, multiplicagdo e composicéao de funcdes.

Foi nestes sete niveis em que me baseei para responder a primeira questdo de investigacgao.

Assim, os dados analisados levam-nos a concluir que no teste de avaliagéo (realizado no fim
do 2.° periodo) os alunos trabalhavam muito nos niveis 1 e 2 de pensamento algébrico. Dois
meses mais tarde, notou-se uma melhoria significativa no desenvolvimento do pensamento

algébrico dos participantes, uma vez que na ficha de trabalho aplicada aos mesmos alunos,
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havia mais resolugdes de niveis 4 e 5 de pensamento algébrico e a percentagem de resolucdes

de niveis 1, 2 e 3 diminuiu, em comparacdo com o teste de avaliagdo.

Tal situacdo leva-nos a concluir que houve um progresso no desenvolvimento do

pensamento algébrico.

No entanto, ao analisar todas as respostas dos alunos as tarefas propostas no teste e na ficha
de trabalho, é possivel observar que os niveis de pensamento algébrico mais comuns nesta

turmado 10.°anosdooleo 2.

6.2. Quais os tipos de erros mais comuns que alunos de uma turma do
10.2 ano de escolaridade cometem, na realizacio de tarefas de
indole algébrica?

Para dar inicio ao estudo do erro, comegou-se por analisar a percentagem de respostas
corretas, parcialmente corretas, erradas e a percentagem de tarefas ndo respondidas pelos

participantes nas tarefas propostas para a concretizacdo deste estudo.

Pode-se concluir que, no teste de avaliacdo, a percentagem de respostas corretas foi a mais
elevada e a percentagem de tarefas ndo respondidas foi a mais baixa, no entanto, na ficha de
trabalho implementada, a percentagem mais alta foi a das respostas parcialmente corretas,
sendo que a percentagem de respostas corretas foi apenas ligeiramente superior a
percentagem de tarefas ndo respondidas. Esta situacdo pode ter acontecido porque os alunos
se sentiam mais responsabilizados e preparados para a realizagdo do teste, uma vez que esse

era um momento de avaliag&o.

Geralmente o erro é visto como um fracasso, no entanto uma andlise e reflexdo sobre o
mesmo pode contribuir para a aprendizagem dos alunos. Segundo Vale (2010), Hadji (1994)
refere que o professor deve incentivar os seus alunos a analisar sua propria producdo. Com
iss0, 0s educandos terdo a oportunidade de identificar e compreender os seus erros, podendo

assim geri-los, desenvolvendo processos de verificagao e autocorrecéo.

Existem diversos tipos de erros e também diversas formas de os analisar. Para este estudo

foram consideradas as categorias definidas por Socas (1997) que Vale (2010) apresentou.
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O autor considera trés eixos que permitem avaliar a origem do erro aquando da aprendizagem
da Algebra: (A) obstéaculos; (B) auséncia de sentido; (C) atitudes afetivas e emocionais. Por
sua vez, os erros causados pela auséncia de sentido sao subdivididos em trés subcategorias:
(B1) erros de Algebra com origem na aritmética; (B2) erros de procedimento, uso de
formulas ou regras indevidamente; (B3) erros de Algebra devido as caracteristicas da
linguagem algébrica.

Nesta turma participante do estudo, os erros cometidos foram maioritariamente da categoria
B. No entanto, se tiver em conta as suas subcategorias, verifica-se que o0s erros da
subcategoria B2 sdo os que ocorrem com mais frequéncia, seguidos dos erros das
subcategorias B1 e B3 e por ultimo, da categoria A. Os erros da categoria C nunca se
verificaram, no entanto este facto justifica-se porque ndo foram realizadas entrevistas aos
alunos e deste modo, as produgdes escritas ndo chegam para concluir se um determinado
erro foi cometido apenas, por exemplo, por uma falta de atencéo ou se o aluno, de facto, ndo

sabia como o corrigir.

Assim, os dados analisados levam a crer os erros mais comuns na realizacdo de tarefas de
natureza algébrica por esta turma do 10.° ano de escolaridade, foram os erros da categoria B,
mais propriamente da subcategoria B2, que séo 0s que sdo causados devido ao uso incorreto

de férmulas, regras ou procedimentos.

6.3. Reflexao final
Para além da minha reflex@o pessoal, irei também expor as principais dificuldades sentidas
na concretizacdo deste estudo, as implicacbes do mesmo e irei propor algumas

recomendag0es para futuras investigagoes.

Penso que a metodologia de investigacdo usada foi adequada ao estudo. Bogdan e Biklen
(1994) enumeram caracteristicas para investigacdes desta natureza e este estudo encaixa-se
em todas elas, uma vez que a fonte direta dos dados é uma turma do 10.° ano e os dados
recolhidos correspondem as suas producgdes escritas, sendo estas apresentadas de forma
descritiva, uma vez que nao interessava apenas saber se o aluno acertou ou errou a tarefa,
mas sim as suas producdes escritas e 0s erros que eles cometeram. Para além disso a

investigadora é o principal instrumento de recolha de dados, uma vez que no decorrer das
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aulas fui-me apercebendo como era o normal funcionamento da turma, os erros que eles mais

vezes cometiam e as suas formas de pensar.

A modalidade de estudo de caso exploratdrio também é a que melhor se ajusta, pois 0 caso
em estudo € uma turma do 10.° ano e para a examinar procedeu-se a recolha, analise e
interpretacdo de producdes escritas dos alunos. Para além disso, a recolha e analise de dados

basearam-se em estudos tedricos preexistentes.

Em termos das limita¢fes do estudo quero referir que a principal foi o tempo. Se houvesse
mais tempo, talvez fosse possivel elaborar entrevistas aos alunos, podendo deste modo
compreender melhor as suas ideias, resolugdes e os seus erros. Do mesmo modo, se tivesse
mais tempo certamente iria ler mais e desenvolver mais alguns capitulos, nomeadamente o
2.3 - Tipos de erros no processo de aprendizagem da Algebra. Uma outra dificuldade sentida
foi a atribuicdo de niveis a algumas das respostas, principalmente das que ndo estavam
totalmente corretas, uma vez que algumas delas apresentavam caracteristicas de dois niveis

consecutivos.

No que diz respeito a analise de dados, foram analisadas as producdes escritas de todos 0s
elementos da turma, no entanto, seria interessante continuar a acompanhar os mesmos alunos
até ao final do Ensino Secundario, para estudar o desenvolvimento do seu pensamento
algébrico, assistindo deste modo a sua evolugdo cognitiva. Assim, proponho para eventuais
investigacOes futuras que se acompanhe alguns alunos durante o seu percurso escolar, com
0 objetivo de analisar o desenvolvimento algébrico dos mesmos. Seria também interessante
estudar se o uso de tecnologia em sala de aula, como o GeoGebra, o Excel ou a calculadora

grafica, promovem o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos.

Este estudo contribuiu para compreender as principais dificuldades que os alunos tém no
estudo da Algebra, bem como as principais causas que levam os alunos a errar respostas. Em
termos profissionais, a experiéncia em Pratica de Ensino Supervisionada I e 1l permitiu-me
evoluir enquanto docente, ensinou-me que o trabalho do professor ndo é apenas dar aulas e
fazer testes, ha muito mais para fazer, como reunides ou preparar atividades para os alunos
fora do ambiente de sala de aula. Para além disso, apercebi-me do trabalho envolvido na
preparacdo de uma aula, é dificil prever as duvidas que os alunos v&o ter, no entanto convém

gue o docente esteja preparado para todas elas, uma vez que ele € o principal agente de
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desenvolvimento do pensamento. Torna-se por isso importante refletir sobre os erros
cometidos pelos alunos, para que eles percebam o que estdo a fazer de errado e percebam
como tém que pensar, ou qual o procedimento mais adequado para resolver as tarefas

propostas.

Durante a realizacdo deste relatdrio de estagio, aprendi muito também com todos os artigos
e teses que li. No entanto, a minha fundamentacdo tedrica centra-se essencialmente em cinco
autores. Os trabalhos do Professor Godino e do Professor Jodo Pedro da Ponte permitiram-
me perceber 0 que € o pensamento algébrico e quais as suas caracteristicas, para além disso,
com os artigos do Professor Godino, percebi como classificar cada resposta nos diferentes
niveis do pensamento algébrico, permitindo-me desse modo responder a primeira pergunta
de investigacdo. A dissertacdo de mestrado de Vale possibilitou-me responder a segunda
questdo de investigacdo, para além disso aprendi que existem diferentes formas de
caracterizar o erro e que este pode ser uma oportunidade de aprendizagem. Os artigos de
Carreira levaram-me a concluir que o uso de novas tecnologias em sala de aula pode motivar
os alunos para a disciplina de Matematica, sendo estes um suporte para o desenvolvimento
do raciocinio dos alunos. Por fim, a dissertagdo de mestrado de Nogueira permitiu-me
completar leituras anteriormente realizadas, nomeadamente nos capitulos 2.1.1 — O que é 0

pensamento algébrico? e 2.4 — Tecnologia na sala de aula.

Assim, a elaboracdo da fundamentacgéo teorica foi um suporte fundamental na concretizacéo

deste relatério de estagio.

Também a anélise dos dados foi muito importante, ela veio confirmar algumas teorias que
eu tinha formado devido a observacao e assisténcia de aulas, como por exemplo, a maioria
dos erros que os alunos desta turma cometem séo devido ao uso incorreto de formulas, regras
ou procedimentos. No entanto também veio refutar outras, como por exemplo, eu pensava
que os alunos trabalhavam muito num nivel 3 de pensamento algébrico uma vez que estes

eram iniciantes no Ensino Secundario.

Para finalizar, queria salientar a importancia da reflexdo no final de cada trabalho. Né&o é
apenas sobre os erros academicos que devemos refletir, mas também em todos 0os momentos
considerados decisivos. Durante a concretizacdo deste trabalho, a reflexdo esteve sempre

presente. Agora, ao pensar sobre o trabalho que foi feito, reparo em alguns erros que foram
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feitos, como por exemplo, devia ter comecado a trabalhar mais cedo neste relatério para
tentar combater a principal limitacdo deste estudo, o tempo. Para além disso, a recolha de
dados devia ter sido feita mais cedo, pois assim que os dados estivessem analisados, devia
ter feito uma breve entrevista aos alunos para que eles explicassem alguns dos raciocinios

que tiveram, pois assim seria mais fécil atribuir uma categoria aos erros cometidos.
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Anexo I: Autorizacao do Encarregado de Educac¢ao

Autorizacdo do Encarregado de Educacéo

Excelentissimo Encarregado de Educacao

Sou aluna do Mestrado em Ensino de Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e no
Secundério, da Universidade de Aveiro. De momento, encontro-me a frequentar a unidade
curricular Préatica de Ensino Supervisionada Il, pelo que sou professora estagiaria de

Matematica na turma do seu educando.

Para a conclusdo do Mestrado, devo realizar um Relatorio Final de Estagio que implicara a
recolha de dados empiricos. Esses dados seriam provenientes de registos de avaliacdo e,
eventualmente, de respostas escritas do seu educando as tarefas propostas em ambiente de
sala de aula, bem como de uma possivel ficha de trabalho a implementar. O anonimato dos

participantes é garantido.

Face ao exposto, solicito a sua autorizacao para a participagdo do seu educando neste estudo

gue tem como propdsito investigar o pensamento algébrico desta turma.

Com os melhores cumprimentos,

(Sara Alexandra Andrade Vaz)

Declaro que D D

Autorizo Né&o autorizo
a recolha de dados do meu educando referentes a registos de avaliagéo, tarefas efetuadas em
sala de aula, bem como a sua participacdo na realizacdo da possivel ficha de trabalho a

implementar.
de marco de 2015

Assinatura do Encarregado de Educacéo:

Assinatura do aluno:
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Anexo II: Ficha de trabalho 10.2 ano

GOVERNO DE

£# PORTUGAL faian e Nome da Escola

E CIENCIA

Ficha de trabalho: O Estudo do pensamento algébrico

Nome:

Ndmero: Ano/Turma:

A presente ficha de trabalho é composta por 4 questdes. Com elas pretende-se estudar o nivel
do pensamento algéebrico dos alunos desta turma. Assim, a ficha de trabalho néo tera caréater

avaliativo. N&o é permitida a consulta do manual nem do caderno de apontamentos.
Tarefa 1:

Considera a seguinte sequéncia de figuras:

O O

Representa os dois termos seguintes da sequéncia e indica o numero de segmentos

necessarios para construir cada uma. Explica como procedeste.

Resolucao:
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Tarefa 2:
Numa barraca, vende-se 0 kg de peras a 2€ e cada saco a 0,10€. Supde que cada saco leva

4 kg de peras. Quanto gastarias se comprasses 5 kg de peras? E se comprasses 10 kg? E se

comprasses n kg de peras?

Resolucao:
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Tarefa 3
Utilizando a calculadora grafica representa graficamente funcdes reais de variavel real

da familia f(x) = mx + b, com m e b reais. Estuda as representacfes gréficas de
funcBes desta familia e indica:
- A existéncia e 0 numero de zeros;

- Intervalos de monotonia;

Resolucao:
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Tarefa 4

Dada uma fungéo do 2.° grau f(x) = ax? + bx + ¢, a # 0, mostre que as coordenadas

do vértice V da parabola descrita por essa funcdo sdo V (—%, —%), A= b? —4ac e

a#0.

Sugestdo: Considera a funcdo y = a (x — h)?> + k,a # 0. Nota que o Vértice da
pardbola representativa da funcéo tem coordenadas V (h, k).

Resolucao:
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Anexo III: Ficha de atividades entregue aos alunos

GOVERNQ DE MINISTERIO DA EDUCAGRD
B BORTUGAL Mt Nome da Escola
Matematica — 10° ano marco 2015
Nome: Turma: N°

A funcao quadratica em contexto real

Exercicio 1:

Uma crianca langa uma bola ao ar. A distancia a que a bola estd do chdo (em metros), ao

longo do tempo t (em segundos) € dada pela funcéo h definida por:
__ 72 6
h(t) = Lo 3+
Considera que a bola termina 0 movimento quando atinge a superficie.
1. Recorrendo a calculadora grafica, faz uma representacao grafica da funcéo h e, tendo
em consideracdo o contexto do problema, indica o dominio e o contradominio de

h. Sempre que achares pertinente conserva uma casa decimal.

2. Interpreta e descreve todas as informac@es, acerca da situacao, que obténs através da
representacdo grafica da alinea anterior. Conserva uma casa decimal sempre que

achares pertinente, nas coordenadas dos pontos considerados relevantes.
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Exercicio 2:

A Francisca tem uma corda com 1 metro de comprimento e pretende construir um retangulo
com ela. Qual o retangulo de maior area que pode construir utilizando apenas essa corda?
Adaptado de Teixeira et al. (1997, p. 53)

Exercicio 3:

O preco que ¢ pago (em €) ao lenhador de uma dada regido varia de acordo com a area que
ele corta (em m?) da floresta mais proxima. Essa relacdo é dada pela funcdo p, em que
p(x) = —0,4x2 + 200x. Por outro lado, a taxa de impostos que o lenhador tem que pagar

(em €) em fungio da 4rea cortada (em m?) é dada pela funcéo t, definida pela expressio

t(x) = zxz — 18x.

1. Tomando em consideracdo que a floresta mais proxima tem 250 m? de érea e
recorrendo as capacidades gréficas da calculadora, indica o dominio e contradominio

das funcBes p e t. Apresenta os extremos do intervalo arredondado as unidades.
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2. Quando é que a taxa de impostos é superior ao pre¢o que pagam ao lenhador por area
cortada? Apresenta todos os calculos que efetuaste.

3. Qual a area de floresta, em m?, que o lenhador deve cortar de modo a que tenha lucro

maximo?
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Anexo IV: Nivel de pensamento algébrico de cada participante
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Figura 95: Frequéncia relativa do nivel de pensamento algébrico de cada participante
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