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A teoria dos jogos tem como objetivo modelar fenédmenos que podem ser
observados quando varios jogadores interagem. Esta dissertagéo explora
diversos conceitos da teoria dos jogos aplicados a jogos combinatérios. Jogos
combinatérios sdo jogos de informagao completa, jogados por dois jogadores
alternadamente, onde n&o existe a possibilidade de empate. Usando conceitos
como os de P-posicéo e N-posicéo, sdo analisados matematicamente varios
jogos combinatérios, com o objetivo de encontrar uma estratégia vencedora
para um dos jogadores. Ao longo do documento, € dado um énfase especial
aos jogos de subtragcdo, como o jogo do Nim e varias das suas variantes. Para
isso, € utilizado como um auxilio para detetar padrées, um simples algoritmo
classificador de posicdées implementado em C#.
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Game theory aims to model phenomena that can be observed when various
players interact. This dissertation explores diverse concepts of game theory
applied to combinatorial games. Combinatorial games are games of complete
information, played by two players alternately where there isn't the possibility of
a tie. Using concepts such as P-position and N-position, several combinatorial
games are analyzed mathematically in order to find a winning strategy for one
player. Throughout the document we put a special emphasis on subtraction
games, like the Nim's and several of its variants. For this purpose, it's used as
an aid to detect patterns, a simple positions' classifier algorithm implemented in
C#.



Contenudo

Introducao 1
1 Jogos Combinatoérios 3
1.1 Jogode Ramsey . . . . . . . . . . .. 5

1.2 Jogode Sperner . . . . . . ... 9

2 Jogos de Subtracao 13
2.1 Jogodo Nim 21 . . . . . . . . 14
2.1.1  Generalizacao do Nim 21 . . . . . . . .. .. ... L. 16

2.2 Casos particulares de conjuntos S de Subtracao . . . . . .. ... ... .. 17
2.3 Classificador de Posi¢oes em Jogos de Subtragao . . . . . . . . . .. .. .. 23
24 Nim . ... 26
2.5 Misére Nim . . . . . . ..o 38
2.6 Nim 28 . . . 43
2.7 Misére Nim 28 . . . . .. 46
2.8 Fibonacci Nim . . . . . . . . ... 48
2.9 Nim de Moore (Nimy) . . . ... ... 54

3 Mais conceitos sobre Jogos Combinatérios e as suas Aplicagoes 59



11

CONTEUDO




Introducao

A teoria de jogos é uma teoria matematica pura, que tem como proposito modelar feno-
menos que podem ser observados quando dois ou mais jogadores (usualmente designados
agentes) interagem entre si. Também pode ser definida como a teoria de modelos matema-
ticos que estuda a escolha de decisdes 6timas sob condicdes de conflito. [21] E usada para
estudar varios fenémenos presentes nas nossas vidas, como: eleicoes, evolugao genética,

leiloes, entre outros.

Alguns matemaéticos acreditam que um dia a teoria de jogos sera o alicerce de um
conhecimento técnico de como as decisoes sao tomadas e de como a economia funciona.
No entanto, ainda nao foi atingido esse patamar e é normalmente utilizada apenas para
analisar jogos matematicos, sendo usada como um auxilio para o entendimento de sistemas

mais complexos.

Usualmente, quando alguém se refere a teoria de jogos refere-se a fendémenos em que
ambos os jogadores tém que tomar uma decisao que depende das decisoes do oponente,
como o Dilema do Prisioneiro (cf.)[19], ou mesmo jogos de azar, como o Poker, Blackjack,

ou qualquer jogo que envolva aleatoriedade.

Ao longo desta dissertacao nao iremos abordar esse tipo de fenémenos. Iremos apenas
focar-nos em jogos combinatorios, que sao jogos de informacao completa. Isto é, jogos em
que ambos os jogadores tém acesso a toda a informacao que exista sobre o jogo, sendo
portanto possivel fazer uma analise matematica rigorosa de qual a melhor estratégia a
adotar por cada um dos jogadores. Para além disso, para um jogo ser designado jogo

combinatorio, tem que cumprir determinadas condi¢oes como, por exemplo, terminar num
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numero finito de jogadas.

Comecamos por introduzir conceitos iniciais, como o de posi¢cdo de um jogo, que po-
dem ser classificadas, de acordo com determinados critérios, retirando-se informacao dessa
classificacao acerca que qual dos jogadores esta em vantagem. Utilizando apenas as condi-
¢oes iniciais do jogo bem como as suas regras, provamos que existe sempre uma estratégia
vencedora para algum dos jogadores, indicando especificamente para qual deles existe essa
estratégia.

De seguida damos exemplos de jogos, como o jogo de Ramsey e o jogo de Sperner e
provamos que ambos sao jogos combinatérios. Exploramos também com algum detalhe
varios jogos de subtra¢ao, que sao uma classe de jogos combinatérios em que dois jogadores
retiram, alternadamente, objetos de uma ou mais pilhas de objetos até que a pilha esteja
vazia, ou nao existam mais jogadas possiveis segundo as regras desse jogo especifico. Um
desses jogos é o jogo do Nim, que tem uma forte teoria matematica desenvolvida ha mais
de um século atras.

Terminamos com alguns conceitos mais avangados, que podem auxiliar a descoberta da
estratégia vencedora de jogos combinatorios, mesmo aqueles que nao sao estudados neste

documento (por exemplo, o Hackenbush [2]).



Capitulo 1

Jogos Combinatoérios

Um Jogo Combinatdrio é um jogo que satisfaz as seguintes condigoes:

—_

. E jogado por dois jogadores.
2. Existe um conjunto, geralmente finito, de possiveis posi¢oes do jogo.

3. Para cada jogador e para cada posicao, estao definidos que movimentos sao permitidos

para outras posigoes.
4. Os jogadores fazem movimentos alternadamente.

5. O jogo termina quando a posigao atual é uma posigdo em que nao existem mais

movimentos possiveis. A tal posicao dé-se o nome de posi¢ao terminal.

6. O jogo termina sempre num ndmero finito de movimentos.

Se as regras nao fizerem distingao entre os jogadores, ou seja, se ambos tiverem as mesmas
jogadas possiveis a partir de cada posicao, o jogo chama-se imparcial. Caso contrario,
chama-se partizan.

Ao ser atingida uma posi¢ao terminal, na versao normal, o ultimo jogador que fez um

movimento é o jogador vencedor. Na versao misére o ultimo jogador a fazer um movimento
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perde.[14] Sempre que nao se disser quais as regras que estao a ser usadas, partiremos do

principio que sao as regras normais.

Dizemos que um determinado estado de um jogo é uma posi¢cao. Essas posicoes po-

1 2

dem ser classificadas como P-posicoes © ou N-posi¢oes “, sendo a classificacao definida

recursivamente do seguinte modo:

1. Todas as posi¢oes terminais sao P-posic¢oes se o jogo for jogado na versao normal ou

sao N-posicoes na versao misere.
2. Para cada N-posicao, existe pelo menos um movimento para uma P-posicao.

3. Para cada P-posicao, qualquer movimento origina uma N-posicao.

A ideia é que o jogador que jogue para uma P-posicdo tem uma estratégia que lhe
permite vencer o jogo, independentemente das ac¢oes do seu oponente. Iremos explorar

estes conceitos em maior detalhe no capitulo dos jogos de subtracao.

'P de Previous player
2N de Next Player



1.1 Jogo de Ramsey )

1.1 Jogo de Ramsey

O jogo de Ramsey, também conhecido como jogo de SIM [22] ? consiste num jogo de dois
jogadores, em que cada um dos jogadores tem uma caneta de cor diferente. Numa folha
estao desenhados seis pontos (sem existirem trés que sejam colineares). Cada um dos joga-
dores traga, alternadamente, um segmento de reta com a sua caneta, que una dois pontos
nao unidos anteriormente. O primeiro jogador a completar um tridangulo cujos lados te-

nham todos a mesma cor, perde. Ver, por exemplo, [11].

Teorema 1.1.1 (Principio da Gaiola dos Pombos 4). Se n bolas forem distribuidas por m

carxras, onde n > m, entao existe pelo menos uma da caiza com pelo menos 2 bolas.
Ou de um modo mais geral:

Teorema 1.1.2 (Principio da Gaiola dos Pombos Generalizado). Se n bolas forem distri-
buidas por m caizas, onde n > k- m, entao existe pelo menos uma caixa com pelo menos

k + 1 bolas.

Proposicao 1.1.3. Suponhamos que as arestas que ligam 2 vértices distintos, de um grafo
completo com 6 vértices, estao coloridos com azul ou vermelho. Entao, existe um subgrafo

K3 (tridngulo) cujas arestas tém a mesma cor. [5]

Demonstracao. Sejam vy, vs, ..., vg 0s vértices do grafo. Consideremos as cinco arestas
V106, UaUg, U3Vg, UgUg, Uss. Pelo Principio da Gaiola dos Pombos (com n = 5 e m = 2)
existem pelo menos trés arestas com a mesma cor.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que v vg, V205 € v3vg sa0 vermelhas. Entao,
existem duas possibilidades: se alguma das arestas wvivy, v9v3, v3v; for vermelha, existe
um tridngulo vermelho; caso contrario, se nenhuma das trés arestas é vermelha, entao

V1V, Vo3, U3¥7 € um tridngulo azul.

3Gustavus J. Simmons (1930-) - mateméatico Americano
4Também conhecido como Principio de Dirichlet
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O resultado também se aplica para grafos completos com mais que 6 vértices. Basta
notar que qualquer grafo desse tipo contém um subgrafo completo com 6 vértices, que

contém algum tridngulo com todas as arestas da mesma cor, como provamos.

v

. m "
vy U3

Figura 1.1: Grafo completo com 5 vértices sem tridngulos com todas as arestas da mesma

Ccor.

O ndmero de Ramsey R(p,q) é o menor inteiro positivo v tal que colorindo as arestas
do grafo simples completo com v vértices, utilizando as cores C e (s, existe um subgrafo
K, com as arestas de cor ('; ou um subgrafo K, com as arestas de cor C5.

De uma forma mais geral, diz-se um nimero de Ramsey e representa-se por R(p1, ..., pn),
ao menor inteiro positivo v tal que colorindo as arestas do grafo simples completo K, uti-

lizando as cores (1, ..., C,, existe um subgrafo K,, com as arestas de cor Cj.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Ramsey [20]). Dados os inteiros py, ..., px, existe um inteiro
positivo minimo, R(p,...,px), tal que, para v > R(p1,...,px), colorindo as arestas de K,
com as cores 1,...,k, existe i € {1,...,k} e um subgrafo de K,, completo, K,,, com as
arestas de cor 1.

E de notar que R(3,3) = 6 corresponde ao jogo de Ramsey. No caso geral, R (3,3,...,3)
~—————

n
referimo-nos ao mesmo jogo, jogado com n jogadores, mas em que apenas existe condigao de
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paragem - quando algum jogador completar um triangulo. Nada é dito acerca da condigao
de vitoéria, ou seja, nao se sabe qual dos outros jogadores ¢ o vencedor. Por exemplo,

k = R(3,3,...,3) ¢ o nimero minimo de vértices necesséarios para, jogando o jogo de
————

n
Ramsey com n jogadores, um deles tenha, obrigatoriamente, que formar um triangulo da

Sua COr.

Seja R, = R (3,3,...,3). Consegue encontrar-se um majorante para o valor de R,, que
—_——

én(R,_1—1)+2, paran > 1.

O exemplo da figura 1.2 ilustra um grafo Kig, cujas arestas estao coloridas com trés
cores distintas, nao contendo tridngulos com as trés arestas da mesma cor.

Pelo exemplo, concluimos que, para garantir que um grafo completo, colorido com 3
cores, contém pelo menos um triangulo com todos os lados com a mesma cor, o niimero
de vértices do grafo tem que ser superior a 16, ou seja, R3 > 16, no entanto, R3 < 17.

Portanto, concluimos que R3 = 17.

Em [15] prova-se que existe uma estratégia vencedora no jogo de Ramsey para o segundo

jogador.
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11 !

6 11
12 2 7 12
13 3 8 13
4 9
14 7
15 A 10 15

Figura 1.2: Coloragao do grafo completo K4 sem triangulos com as arestas da mesma cor
[10]
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1.2 Jogo de Sperner

O jogo de Sperner® joga-se num tabuleiro triangular sub-dividido noutros triangulos. Cada
canto do tabuleiro tem a sua propria cor, por exemplo, vermelho, azul e amarelo.

Neste jogo, uma jogada consiste em pintar um vértice de algum dos triangulos com
uma cor, mas existem duas regras: se o vértice a ser pintado pertencer a um dos lados que
delimita o tabuleiro, entao esse vértice s6 pode ser pintado com uma das duas cores que ja
estao nos extremos desse lado; caso contrario, pode ser pintado com qualquer uma das trés
cores. [1] O jogador que completar um triangulo com vértices de cores diferentes perde.

Ao longo deste capitulo, por uma questao de simplicidade, nao iremos colorir os vértices,

mas apenas rotula-los com os nimeros 0, 1 e 2.

Uma triangulacao 7 de um tridngulo T é um conjunto de tridngulos que cobrem exata-
mente T e se intersetam mutuamente apenas ao longo das suas arestas. Seja V(7)) a uniao
dos vértices dos triangulos que cobrem T.

Os vértices vy, v1 € vy estao rotulados com os nimeros 0, 1 ou 2, respetivamente. E
também de realgar que qualquer vértice na aresta v;v; ou tem rétulo i ou j.

Um triangulo cujos vértices tenham trés rotulos distintos diz-se um tridngulo multico-

lorido.

Para garantir que o jogo de Sperner é um jogo combinatorio, é necessario provar que o

jogo nunca termina em empate.

Lema 1.2.1 (Lema de Sperner [23|). Seja T um triangulo com vértices vy, vy, ve. Seja T
uma triangulagio de T e V(T) os seus vértices. Consideremos uma qualquer rotulagao de

V(T) com os numeros {0,1,2} tal que:

SEmanuel Sperner (1905-1980) - Matemético alemio
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Figura 1.3: Exemplo de rotulacao valida em V(7))

1. v; € rotulado com i € {0,1,2}.

2. Sewv € V(T) se encontrar no segmento que une v; e v; comi,j € {0,1,2}, comi # j,

o rotulo de v ou €1 ou j.

Entao o nimero total de tridngulos multicoloridos na tridngulacao T € impar e, por-

tanto, existe pelo menos um triangulo multicolorido em T [7]. ©

Demonstracao. Seja G o grafo construido a partir de 7 tal que:

1. G tem um vértice a; para cada triangulo ¢t € T .
2. G tem um vértice adicional ag, correspondente & parte exterior do triangulo T.

3. Os vértices a; e ay partilham uma aresta se e so se t e t’ partilham uma aresta cujos

vértices incidentes tenham os rétulos 0 e 1.

4. ag esta ligado a todos os triangulos que tenham uma aresta ao longo do segmento

incidente a vy e v1 com rétulos 0 e 1.

SEste resultado pode ser utilizado para deduzir o Teorema do ponto fixo de Brouwer (cf.[3]).
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A Figura 1.3 ilustra o grafo obtido desta forma.

ao

Figura 1.4: Grafo obtido através da construcao anterior para o grafo da Figura 1.2

Note-se que ag tem grau impar: seja o o numero de transi¢coes do rotulo 0 para o rotulo
1 quando se percorre o segmento de reta entre vy e v; € 5 0 niimero de transi¢oes do rétulo
1 para o rétulo 0. Entao a = 4 1 e daqui resulta que o grau do vértice ag é impar pois
grau(ag) = a+ f =2a —1 =2+ 1. Como ilustragdo, pode observar-se a figura seguinte,

construida a partir de [13].

Figura 1.5: Transi¢oes de 0 para 1 e vice-versa

Como num grafo, a soma dos graus dos vértices é igual ao dobro do ntimero de arestas,

o nimero de vértices de grau impar ¢ par. Portanto o nimero de vértices com grau impar
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além de ag tem que ser impar. Mas para qualquer ¢t € T, grau(a;) s6 pode ser 0, 1 ou 2.
Logo, um vértice de grau impar tem necessariamente que ser de grau 1. Um vértice tem

grau 1 se e s6 se ele for multicolorido, como se pode ver na figura 1.5:

0 1 2
° L] L]
0 0 1 1 2 2
grau(a;) =0 grau(as) =0 grau(a;) =0
1 2 0 1
L] L]

0 0 0 0 1 1 1 2
grau(a;) = 2 grau(a;) =0 grau(a;) = 2 grau(a;) =0
2 2 0

L] L]
2 0 2 1 1 2

grau(a;) =0 grau(a;) = 0 grau(a;) =1
Figura 1.6: Valores possiveis para grau(a;)

Portanto, o nimero de triangulos multicoloridos é impar, provando assim a existéncia

de pelo menos um. O

Da prova anterior concluimos que um jogo de Sperner nunca termina em empate, sendo

portanto um jogo combinatorio.
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Jogos de Subtracao

Os jogos de subtracao sao jogos que envolvem um conjunto finito S de inteiros positivos
em que o conjunto S é chamado conjunto de subtracao e ambos os jogadores removem
alternadamente alguns s blocos de uma ou mais pilhas, de modo que s € S.[12] O conjunto
S pode ser fixo durante todo o jogo ou alterar a cada jogada, conforme as regras do jogo

de subtracao em questao.

13
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2.1 Jogo do Nim 21

Este ¢ um dos jogos de subtracao mais simples, pelo que serve como um bom exemplo
introdutorio.

As regras do jogo sao as seguintes:
1. Existem dois jogadores (jogador A e jogador B).
2. Existe uma pilha com 21 blocos.

3. Uma jogada (ou movimento) consiste em retirar um, dois ou trés blocos da pilha

(S =11,2,3}).
4. O jogador A é o primeiro a jogar e, a partir dai, alternam as jogadas entre si.

5. O jogador que retirar o tltimo bloco ganha.

Anailise do Jogo:

Vamos analisar este jogo do fim para o inicio, visto que utilizaremos a defini¢cao recursiva
de P-posicao e N-posicao, definida anteriormente.

Se nao existir nenhum bloco restante na pilha, entao chamamos a essa posi¢ao uma posigao
terminal e, portanto, é uma P-posicao.

Se existirem um, dois ou trés blocos restantes na pilha, entdao o préximo jogador pode
jogar para a posicao terminal, logo, as posicoes 1, 2 e 3 sao N-posigoes, pois a partir delas
é possivel atingir uma P-posicao. Se existirem quatro blocos na pilha s6 é possivel jogar

para N-posicoes, logo, 4 é P-posicao.

Seja x o numero de blocos na pilha. Visto que este é um jogo simples, poderiamos

repetir o processo descrito anteriormente e obter a Tabela 2.1.
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z |01 ]2]3 4|56 7|8]9]10
Posicao | P | N| N|N| P | N|N| N | P|N|N

x 11112 13 14| 15|16 | 17|18 |19 |20 | 21
Posicafo | N | P | N | N | N| P | N|N|NJ|P|N

Tabela 2.1: Posi¢oes do Nim 21

Lema 2.1.1. No jogo do Nim 21, sob as regras normais, as posi¢oes que sao multiplas de

4 sao P-posicoes e as restantes sao N-posi¢oes.

Demonstracao. Vamos provar por inducao.

Caso base: Para k = 0, ja provamos que a posi¢ao 0 é uma P-posicao e que as posigoes
1, 2 e 3 sao N-posigoes.

Hipotese de inducao: 4k é P-posicao e 4k + 1, 4k 4+ 2 e 4k + 3 sao N-posicoes.

Tese: 4(k+ 1) é P-posicao e 4(k + 1)+ 1, 4(k+ 1) + 2 e 4(k + 1) + 3 sdo N-posigoes.

Demonstragao do caso geral: Da posi¢ao 4(k + 1) os tinicos movimentos possiveis que
temos sao para as posicoes: 4k + 3, 4k + 2 e 4k + 1, retirando uma, duas ou trés pecgas,
respectivamente. Mas como essas posi¢oes sao N-posigoes, podemos afirmar que 4(k + 1)
¢ P-posigao.

Das posigoes 4(k+1)+ 1, 4(k+1)+2 e 4(k+ 1) + 3, podemos, removendo um, dois ou
trés blocos, respectivamente, mover-nos para a posi¢ao 4(k+1). Mas como 4(k+1) é uma

P-posicao, podemos afirmar que 4(k+1)+1, 4(k+1)+2 e 4(k+ 1) + 3 sdo N-posi¢oes. [

Como a posicao inicial do jogo tem 21 blocos na pilha, o primeiro jogador estd em
vantagem pois, retirando um bloco da pilha, consegue jogar para uma P-posicao. Isto
é suficiente para provar que o primeiro jogador tem uma estratégia vencedora no Nim
21. Basta notar que a partir de uma P-posicao, o segundo jogador apenas vai conseguir
jogar para N-posicoes, a partir das quais é possivel jogar para uma P-posicao novamente.
Repetindo este processo até que nao haja mais blocos na pilha, o primeiro jogador vence,

pois é ele quem atinge a posi¢ao terminal (P-posicao).
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2.1.1 Generalizagcao do Nim 21

As regras do jogo sao semelhantes as do Nim 21, com a diferenca que cada jogador pode
retirar até M blocos da pilha, em cada jogada, ou seja, S = {1,2,..., M} de uma pilha

comk €N .

Lema 2.1.2. Na generalizagao do jogo do Nim 21, sob as regras normais, as posi¢oes que

sao maltiplas de M + 1 sao P-posicoes e as restantes sao N-posi¢oes.

A prova do Lema é analoga & do Lema 2.1.1.

Portanto, se no inicio do jogo existirem k blocos na pilha e k # 0 (mod M + 1), entéo
o primeiro jogador tem uma estratégia vencedora que consiste em jogar sempre para as
posigoes cuja posi¢ao é um multiplo de M + 1. Caso contrario (se k =0 (mod M + 1)), o
segundo jogador tem uma estratégia vencedora, que consiste em, apds a jogada inicial do

primeiro jogador, aplicar a estratégia vencedora que ele utilizaria.
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2.2 Casos particulares de conjuntos S de Subtracao

Sejam S = {1,2,..., M} e S; = S\{i} com i € {1,2,..., M — 1}. Vamos analisar casos

particulares deste tipo de jogo:

Caso 59

52:{1,3,...,M}

Analisando este jogo concluimos que x é P-posi¢ao se e so se:

=0 (mod 2) se M <4

r=0 (mod M+3)ouz=2 (mod M+3) seM >4

Exemplo 1: Seja S = {1,3}, ou seja, M = 3. Vamos analisar as posigdes deste jogo:

x 0|1 12]3[4[5[6|7[8]9]10
Posicao | P | N | P | N|P | N| P | N | P | N|P

x 11121314 15|16 | 17|18 |19 |20

Posicao | N | P | N| P | N| P |N| P |N|P

Tabela 2.2: Posi¢oes do jogo de subtragao Sy com M = 3

Concluimos que no jogo de subtragdo S = {1, 3}, uma posigao é P-posi¢ao se e so se

=0 (mod 2)

Exemplo 2: Seja S = {1,3,4,5}, ou seja, M = 5. Vamos analisar as posi¢oes deste
jogo:
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z |0 1]2]3]4 5|6 |7|8]9]10
Posicao | P | N | P | N|N|N|N| N | P |N|P

T 11112 13 14 | 15|16 | 17|18 | 19 | 20
Posicaso | N | N | N | N | N| P | N|P|N|N

Tabela 2.3: Posi¢oes do jogo de subtracao Ss com M =5

Concluimos que no jogo de subtragdo S = {1, 3,4, 5}, uma posicao x é P-posicao se e

s6 se x =0 (mod 8) ou x =2 (mod 8).

Caso S;

Sy ={1,2,4..., M}

Analisando este jogo concluimos que x é P-posicao se e s6 se:

r=0 (mod 3) se M <6

r=0 (mod M+4)ouzx=2 (mod M+4) se M>6

Exemplo 1: Seja S = {1,2,4}, ou seja, M = 4. Vamos analisar as posigoes deste jogo:

x 0|1 2]3[4[5[6|7[8]9]10
Posicao | P | N | N | P | N|N| P | N | N|P | N

x 11112 13 14 15|16 | 17|18 | 19| 20
Posicao | N | P | N | N| P | N | N | P | N|N

Tabela 2.4: Posicoes do jogo de subtragao S3 com M =4

Concluimos que no jogo de subtragao S = {1,2,4}, uma posigao x é P-posigao se e s6

se z =0 (mod 3)
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Exemplo 2: Seja S = {1,2,4,5,6}, ou seja, M = 6. Vamos analisar as posi¢oes deste
jogo:

z |0 123|456 7|8|9]10
Posicao | P | N | P | N|N|N|N| N | N | N|P

x 1111213141516 | 17| 18| 19 | 20

Posicao | N | P | N| N|N|N|N|N|N|P

Tabela 2.5: Posi¢oes do jogo de subtracao S3 com M = 6

Concluimos que no jogo de subtracao S = {1,2,4,5,6}, uma posigao = é P-posicao se

esdse x =0 (mod 10) ou z =2 (mod 10)

Caso S;

Lema 2.2.1. Seja S; = {1,2,...,i—1,i+1,... M}, 1<i<M

Nesta classe de jogos, as P-posicoes sao as posicoes x em que:

r=0 (mod i) se M <2xi

r=0 (mod M +i+1)ouvz=i (mod M +i+1) seM >2xi
Demonstracao.

Se M <2 x1:

1. A posi¢ao 0 é a tnica posigao terminal e verifica a condi¢gao z =0 (mod 7).
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2. A partir de uma posi¢ao x = 0 (mod ), para obter uma posigdo com a mesma forma,
seria necessario retirar i blocos da pilha (M < 2i). Mas i ¢ S, portanto, qualquer

movimento é para uma posigao tal que = # 0 (mod 7).

3. A partir de uma posi¢do x = ¢ (mod i) é sempre possivel jogar para uma posi¢ao

x =0 (mod 7). Basta remover ¢ blocos a pilha, visto que ¢ < i e portanto ¢ € S.

Se M >2 x i

1. A posicao 0 é a unica posigao terminal e verifica a condi¢ao x = 0 (mod M +i+ 1).

2. A partir de uma posigdo x = 0 (mod M + ¢ + 1), para obter uma posigdo do tipo
r=0 (mod M+i+1)ou =14 (mod M+i+1) seria necessario remover M +i+1
ou M +1 (porque (M +1)4+i=0 (mod M + i+ 1)) blocos, respetivamente. Mas,
M+i+1¢ SeM+1¢ S, portanto nenhuma das jogadas é valida segundo as
regras do jogo, o que significa que qualquer jogada a partir de uma posi¢ao x = 0

(mod M +i+1) serd para uma posi¢ao z #Z 0 (mod M+i+1)ex # i (mod M+i+1).

A partir de uma posi¢ao x =i (mod M +i+1), para obter uma posigao do tipoz =0
(mod M +i+1)ou z =4 (mod M + i+ 1) seria necessario remover ¢ ou M + i+ 1
blocos, respetivamente. Mas, i ¢ S e M +i+ 1 ¢ S, portanto nenhuma das jogadas
é valida segundo as regras do jogo, o que significa que qualquer jogada a partir de
uma posigao x =i (mod M + i+ 1) serd para uma posi¢ao x Z 0 (mod M + i+ 1)
ex# i (mod M +i+1).



2.2 Casos particulares de conjuntos S de Subtracgao 21

Provamos assim que a partir de uma posi¢ao da forma =z = 0 (mod M + i + 1)
ouz =i (mod M + i+ 1), qualquer jogada origina uma posi¢ao da forma x # 0

(mod M +i+1)oux#i (mod M+i+1).

3. Suponhamos que o jogo estd numa posigdo x = ¢ (mod M + i + 1) tal que ¢ # 0
e ¢ # i. Entao, para jogar para uma posi¢ao = 0 (mod M +i+ 1) ou z = i

(mod M + i+ 1):
Sec< M:

Como, por hipotese, © = ¢ (mod M + i+ 1) e ¢ # 7, entdo ¢ € S e, para obter uma

posi¢do da forma z =0 (mod M + i+ 1), basta remover ¢ blocos da pilha.

Sec> M:

Suponhamos que z = ¢ (mod M + i + 1). Para obter uma posigao da forma x =1
(mod M + i + 1), basta remover ¢ — ¢ (mod M + i + 1) blocos a pilha, ficando a
mesma com & = ¢ — (¢ — i) (mod M +i+ 1) & = =14 (mod M + i+ 1) blocos
apo6s a jogada. Para provar que essa jogada é valida temos que provar que ¢ — @

(mod M +i+1)eS={1,2,...;i—1,i+1,...,M}.

Observemos que ¢ — i (mod M + i+ 1) > 0, porque ¢ > M e i < M. Note-se
também que ¢ < M +1i+ 1 e, portanto, ¢ —i (mod M +i+1) < M +1 & c—i
(mod M +i+1) < M.

Para provar que c—i (mod M +i+1) € S, resta apenas mostrar que c—i (mod M +
i+1)#1.
Suponhamos, com vista a obter um absurdo, que ¢ —i (mod M +i+ 1) =i. Entao,

¢ = 21. Mas, por hipotese, M > 2i. Logo, ¢ < M, o que é absurdo, pois ¢ > M.
Portanto, ¢ —4 (mod M +i+1)#iec—i (mod M +i+1)eS.
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Provamos assim que a partir uma posigao da forma x # 0 (mod M +i+ 1) e x #

i (mod M + i+ 1), existe uma jogada que origina uma posigdo da forma z = 0

(mod M +i+1)ouzxr=i (mod M +i+1).
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2.3 Classificador de Posicoes em Jogos de Subtracao

Para a implementacao deste programa foi utilizado o software Visual Studio 2012 versao
Profissional, com a linguagem C+#. A escolha da linguagem nao obedeceu a nenhum critério
especifico, podendo este programa ser facilmente convertido em Java ou até mesmo numa
linguagem mais basica, visto que nao é necessaria uma orientacao a objetos para a sua
implementacao.

O codigo do programa foi incluido no Apéndice A.

O objetivo do programa é, dado um conjunto S de um jogo de subtragao, classificar as

posicoes até um certo valor definido pelo utilizador. (Figura 2.1)

d.exe - "Classificador de Posicdes.exe

sUszerssaJoao~Desktop>'Classificador de Posicies.exe"
ité que valor pretende analisar as posicies? |

Figura 2.1: Utilizacao do classificador de posigoes - Insercao de limite

De seguida o utilizador tem que inserir que valores pertencem ao conjunto S do jogo

de subtragao que estiver a analisar, e inserir um “0” para parar de inserir valores. (Figura

2.2)

Serao impressas na consola as posi¢oes até ao nimero desejado e serd pedido ao uti-
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Insira 05 valores do conjunto 5 gue pretende testar <H para terminar a leitura d|E|
nimeros )= b

Foi inserdido o valor 1 ao conjunto 8
Foi inserdido o valor 2 ao conjunto 8

Foi inserido o valor 3 ao conjunto 5

Figura 2.2: Utilizagao do classificador de posi¢oes - Conjunto S

lizador para inserir um ntimero (opcional) para verificar se o padrao das posi¢oes tem

determinado tamanho. (Figura 2.3)

Se todas as linhas que o programa imprimir (exceto a ultima) forem iguais, entao é
provavel que o palpite, inserido pelo utilizador, para o comprimento do padrao, esteja

correto. (Figura 2.4)
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W FOSIC0es . 8XE

Lizsta de P e N posicides:

»

A —> P
_>H =
@ —> N =
3 —-> N =
1 -> P
L ->HN
p —> N
->* N
g > F
? -> N
i@ —> N
i1 —> N
iz —> P
13 —> N
14 —> N
15 —> N
i6 —> P
17 —> N
18 —> N
i —> N
?@8 —-> P

Insira o nimero do seu palpite para o comprimento do padrio {8 para nio testar n
enhum valor?

Figura 2.3: Utilizacao do classificador de posicoes - Listagem de posi¢oes

Insira o namero do seu palpite para o comprimento do padrdo <B para ndo testar n .
enhum valowr?

L

Figura 2.4: Utilizacao do classificador de posigoes - Listagem de posigoes para detecao de

padrao
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2.4 Nim

A teoria matematica do jogo do Nim! foi desenvolvida por Bouton? e esté descrita em [4].

As regras do jogo sao as seguintes:
1. Existem dois jogadores (jogador A e jogador B).
2. Existe uma ou mais pilhas com um ntamero finito de blocos.

3. Uma jogada (ou movimento) consiste em retirar pelo menos um bloco de uma das

pilhas, deixando as outras pilhas inalteradas.
4. O jogador A é o primeiro a jogar e, a partir dai, alternam as jogadas entre si.

5. O jogador que retirar o ultimo bloco é o vencedor.

Designamos por posi¢do de um jogo de Nim com n pilhas ao n-uplo (z1,...,x,), em

que x; é o namero de blocos da pilha 7.

Exemplo 1 - Jogo do Nim:

Vamos dar um exemplo de um jogo do Nim, desde o inicio até ao final, sem qualquer
tipo de explicagao. Posteriormente, iremos analisar este jogo.

Suponhamos que dois jogadores (Jogador A e Jogador B) jogam o jogo do Nim com a
configuragao inicial (3,5,7), ou seja, em que existem trés pilhas de blocos, com 3, 5 e 7

blocos, respetivamente.

LA origem do termo Nim nao é consensual, havendo autores que defendem que o termo deriva do

germanico “Nehme eins” que significa “tira um”

2Charles Leonard Bouton (1869-1922) - matemético americano.
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Figura 2.5: Pilhas com 3 e 5 e 7 blocos, respetivamente.

Jogador A - jogada 1
Remove 2 blocos da segunda pilha, jogando para a posicao (3,3,7).

HHE

Figura 2.6: Pilhas com 3, 3 e 7 blocos, respetivamente.

Jogador B - jogada 2

Remove 4 blocos da terceira pilha, jogando para a posicao (3,3, 3).

HHE

Figura 2.7: Trés pilhas com 3 blocos cada.
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Jogador A - jogada 3

Remove 2 blocos da primeira pilha, jogando para a posicao (1,3, 3).

HE

Figura 2.8: Pilhas com 1, 3 e 3 blocos, respetivamente.

Jogador B - jogada 4

Remove 1 bloco da primeira pilha, eliminando-a. Joga para a posigao (3, 3).

HE

Figura 2.9: Duas pilhas com 3 blocos cada.

Jogador A - jogada 5

Remove 2 blocos de uma das pilhas. Joga para a posic¢ao (3,1).

e

Figura 2.10: Pilhas com 3 e 1 blocos, respetivamente.

Jogador B - jogada 6
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i

Figura 2.11: Duas pilhas com 1 bloco cada.

Remove 2 blocos da pilha que tinha 3 blocos, deixando ambas as pilhas com 1 bloco.

Jogador A - jogada 7

Remove uma das pilhas, deixando apenas uma pilha com 1 bloco.

]

Figura 2.12: Pilha com 1 bloco.

Jogador B - jogada 8

Remove o ultimo bloco da tltima pilha do jogo, saindo assim vencedor.

Sabemos que num jogo combinatoério, consoante a posi¢ao em que o jogo comega, existe
sempre um jogador que tem uma estratégia vencedora, s6 nao sabemos se é o primeiro
jogador a jogar ou o segundo. Sera que o Jogador A poderia ter vencido este jogo? A res-
posta é sim. Ao longo deste capitulo explicaremos como funciona essa estratégia vencedora
no jogo do Nim, em que posi¢oes pode o jogo comecar de forma a que o primeiro jogador
tenha vantagem e demonstrando também porque isto se verifica.

No final do capitulo regressaremos a este exemplo, explicando o que o Jogador A poderia

ter feito para garantir a vitoéria.
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A soma-Nim de x = (T, ..., 20)2 € {0, 1} ey = (Ym,---,y0)2 € {0,1}" & 2 =
(Zm, -+ 20)2 € {0,1}™ 1 e escrevemos @y = 2, onde Vk, 1 < k < m, 2, = 13 + yp (mod 2).

Caso o comprimento em base binaria de x seja superior ao comprimento em base bina-
ria de y, para calcular a soma-Nim desses dois nimeros, basta adicionar zeros a esquerda
a y até que os comprimentos em base binaria de ambos os ntimeros sejam iguais. Depois

disso, a soma-Nim z de x e y determina-se através da forma descrita anteriormente.

Propriedades da soma-Nim [18]:

1. Associativa: 2 ® (y @ 2) = (x D y) & z;
2. Comutativa: t @y =1y D x;
3. 0 é o elemento neutro: 0 & x = z;

4. Cada ntimero é o seu proprio inverso: © & z = 0;

Como consequéncia das propriedades anteriores concluimos que a soma-Nim induz a
estrutura de grupo abeliano a {0,1}™*! e como tal, aplica-se também a lei do corte, ou

seja: se Dy = 2z Dy entao xr = z.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Bouton [4]). Uma posi¢ao (x1,...,x,), no jogo do Nim, é
uma P-posicao se e so se a soma-Nim das suas componentes for zero, ou seja, x1®- - -Dx, =

0.
Demonstracao. Se mostrarmos que:
1. Todas as posi¢oes terminais tém soma-Nim nula.

2. Para cada posicao com soma-Nim nao nula, existe pelo menos um movimento para

uma posi¢ao com soma-Nim nula.
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3. Qualquer jogada a partir de uma posi¢ao com soma-Nim nula vai ser para uma

posicao com soma-Nim nao nula.
E o0 mesmo que mostrar que as P-posicoes sao as posi¢oes cuja soma-Nim é nula e as
N-posicoes sao as posi¢oes cuja soma-Nim é nao nula.

Demonstragao dos pontos (cf. [9]):

1. A tnica posigao terminal é a posi¢ao (0,...,0) e a sua soma-Nim ¢ 0@ --- @ 0 = 0.

2. Seja (x1,...,%,) uma posigdo com soma-Nim nao-nula. Para cada i € {1,...,n},
i = (Timms Tim—1,---,Ti1)2. Seja S a soma-Nim de todos os x;, coordenada a coor-
denada:

S = (Il,m DD Tnms L1,m—1 b---D Tnm—1,---,210 DD 'rn,O)Q

Para fazermos uma jogada para uma posi¢ao com soma-Nim nula basta fazermos a

soma-Nim das n pilhas:

T1,m T1,m—1 te Z1,0

Tkm Tkm—1 e Tk,0

@ Ln,m Tnm—1 T Tn,0
T1m D--- D Tnm TLim-1 DD Tpnm—1 --- T10 b - Tn,0

De seguida, olhamos para a coluna mais a esquerda cuja soma-Nim seja 1. Essa coluna
vai certamente ter um ntmero impar de 1’s. Basta modificar qualquer ntimero que
seja 1 nessa coluna para 0 e, para cada uma das outras colunas desse niimero, alterar
de 0 para 1 ou vice-versa, de forma a que o nimero de 1’s de cada coluna seja par e

a soma-Nim da coluna seja 0.

E de notar que, como o valor mais & esquerda foi alterado para 0, o nimero obtido
por este processo ¢é inferior ao niimero original, e portanto, a jogada correspondente

¢ uma valida no jogo de Nim e a posi¢ao resultante tem soma-Nim nula.
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3. Seja (z1,...,r,) uma posi¢ao com soma-Nim nula, isto é, 1 & --- ® z,, = 0. Numa
jogada a partir dessa posic¢ao, sejam i € {1,2,...,n} a pilha em que se removeram
blocos e y; o nimero de blocos na pilha ¢ apés essa mesma jogada. Suponhamos que
a jogada origina uma posicao com soma-Nim nula. Entao temos que x1 & --- @ x; &
BT, =0=2,D---By; DD x,, mas isso ¢ absurdo, pois pela lei do corte isso
implicaria que y; = x;, mas sabemos que y; < z;.

Portanto, a jogada tera que ser para uma posi¢ao com soma-Nim nao nula.

Regressando ao exemplo do inicio do capitulo, o Jogador A cometeu o primeiro erro
logo na primeira jogada, jogando para uma N-posicao e permitindo ao Jogador B que lhe
“roubasse” a estratégia vencedora |[8].

Analisemos entao o jogo, pensando agora em cada posi¢ao como sendo N-posi¢ao (soma-

Nim nao nula) e P-posi¢ao (soma-Nim nula).

Exemplo 2 - Jogo do Nim (com estratégia vencedora por parte do primeiro

jogador):

Jogador A - jogada 1

Para perceber se a posicao inicial do jogo do Nim (3,5, 7) é uma posic¢ao a partir da qual
o jogador 1 pode vencer, temos que fazer a soma-Nim de 3, 5 e 7 em base binaria. Como
3=115,5=1015 e 7= 1115, facamos a soma (mod 2) de cada uma das componentes dos

nameros em base binéria:
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Figura 2.13: Pilhas com 3, 5 e 7 blocos, respetivamente.

011
1 01
@ 1 11
0 01

Como a soma-Nim de 3, 5 e 7 é nao-nula, o jogador A estd numa N-posic¢ao e, portanto,
tem uma estratégia que lhe permite vencer o jogo. Basta-lhe jogar para uma posicao com
uma soma-Nim nula (de notar, que existe um namero impar de jogadas desse tipo). Pode

jogar, por exemplo, para a posigao (3,5,6), removendo 1 bloco da terceira pilha.

Figura 2.14: Pilhas com 3, 5 e 6 blocos, respetivamente.

Jogador B - jogada 2

Analisemos a soma-Nim desta posi¢ao (3,5,7):
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s>
—_
—_
olo ~ =

Como a soma-Nim ¢é nula, esta é uma P-posi¢ao e, por isso, o jogador B nao tem
qualquer jogada que lhe seja vantajosa. Suponhamos que ele remove 6 blocos da terceira

pilha, eliminando-a e jogando para a posi¢ao (3,5,0) ou, de forma simplificada, (3,5).

Figura 2.15: Pilhas com 3 e 5 blocos, respetivamente.

Jogador A - jogada 3

Analisemos a posigao (3,5):

011
© 1 0 1
1 10

Como a soma-Nim é nao-nula, o jogador 1 consegue jogar para uma posi¢ao com soma-

Nim nula. Basta remover 2 blocos da pilha com 5 blocos, jogando assim para a posi¢ao

(3,3).
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Figura 2.16: Duas pilhas com 3 blocos cada.

Jogador B - jogada 4

A partir daqui, mesmo sem calcular a soma-Nim das posicoes, é facil perceber que o
jogador A tem uma estratégia vencedora: basta-lhe copiar qualquer jogada que o jogador

B faga na pilha oposta - isto vai fazer com que o jogador A seja sempre o tltimo a jogar,

sendo portanto o vencedor.

Suponhamos que o jogador B remove 2 blocos de uma das pilhas, deixando assim o o

o E

Figura 2.17: Pilhas com 1 e 3 blocos, respetivamente.

jogo na posigao (1, 3).

Jogador A - jogada 5

O jogador A copia a jogada anterior e remove 2 blocos da outra pilha, jogando para a

posicao (1,1).

i

Figura 2.18: Duas pilhas com 1 bloco cada.
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Jogador B - jogada 6

O jogador 2 elimina uma das pilhas.

]

Figura 2.19: Pilha com 1 bloco.

Jogador A - jogada 7

O jogador 1 elimina a ultima pilha existente, sendo o vencedor do jogo.

Exemplo 3 - Varias estratégias vencedoras:

Por vezes, a partir de uma mesma N-posicao, existem varias jogadas possiveis para

P-posicoes distintas. Este exemplo serve para ilustrar esse facto.
Suponhamos que durante um jogo de Nim é atingida a posigao (3,3,3). Que jogada

deve fazer o proximo jogador, de forma a que consiga vencer o jogo?

HHE

Figura 2.20: Trés pilhas com 3 blocos cada.

Fazendo a soma-Nim de 3, 3 e 3 vem:
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11
11
¢ 11
11

Como a soma-Nim de 3, 3 e 3 ¢ nao-nula, o jogador estd numa N-posigao e, portanto, tem
uma estratégia que lhe permite vencer o jogo. Basta-lhe jogar para uma posi¢ao com uma
soma-Nim nula. S6 que, neste caso, tem 3 formas distintas de jogar para posi¢oes com soma-
Nim nula: pode jogar para a posi¢ao (0,3,3); para a posigao (3,0, 3); ou para a posi¢ao
(3,3,0). A partir de qualquer uma dessas posi¢oes consegue vencer o jogo replicando
os movimentos do seu oponente na pilha contréaria, garantindo assim que faz o ultimo

movimento do jogo.
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2.5 Misére Nim

Como foi mencionado no capitulo inicial sobre nocoes gerais de teoria de jogos combinaté-
rios, qualquer jogo combinatoério pode ser jogado na versao misére, em que o ultimo jogador
a jogar ¢ o derrotado, quando na versao normal seria o vencedor. Neste capitulo vamos
analisar o jogo do Nim jogado na sua versao misere.

Geralmente a teoria de um jogo na sua versao misére € bastante mais complexa que
a estratégia na sua versao normal, mas neste jogo em particular, a analise é bastante

semelhante ao jogo do Nim e é bastante simples.

A estratégia vencedora deste jogo consiste em utilizar a estratégia do jogo do Nim
enquanto existirem pelo menos duas pilhas com mais que um bloco. Depois disso, quando
o adversario fizer uma jogada para uma posicao que tenha apenas uma pilha com mais
do que um bloco, basta reduzir essa pilha para 0 ou 1 blocos, fazendo essa escolha com o
objetivo de deixar um ntmero impar de pilhas de tamanho 1.

E de notar que so6 existe uma estratégia vencedora para o primeiro jogador se ele comecar

a jogar numa N-posicao, ou seja, se:
1. S6 existirem pilhas com um bloco e existir um nimero par de pilhas.
2. Existir apenas uma pilha com mais do que um bloco.

3. Existirem duas ou mais pilhas com mais do que um bloco e a soma-Nim (& ou @y)

dessas pilhas for diferente de zero.

Este processo funciona porque na estratégia do jogo do Nim normal nunca é necessério
que deixemos exactamente uma pilha de tamanho superior a 1 (a soma-Nim tem que ser
zero), e 0 nosso oponente nao se pode mover de uma posigao com duas pilhas de tamanho
superior a 1 para uma em que nao existam pilhas com tamanho superior a 1.

Por isso, o jogo havera de chegar a uma posicao em que somos nés a jogar e existe exata-

mente uma pilha de tamanho superior a 1.
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Exemplo - Jogo de Misére Nim:
Analisemos um jogo de Misére Nim com trés pilhas com 3,5 e 7 blocos. Ou seja, dizemos

que este jogo tem a configuragao (3,5,7) e é o primeiro jogador a mover-se.

Figura 2.21: Pilhas com 3, 5 e 7 blocos, respetivamente.

Jogador A

Para saber se o primeiro jogador tem uma estratégia vencedora, temos que perceber se
esta ¢ uma N-posi¢ao. A condigdo (1) nédo se verifica, pois existem pilhas que tém mais
que um bloco; a condi¢do (2) também nao se verifica, visto que existe mais que uma pilha
com um bloco; no entanto verifica-se a condigao (3), ora vejamos:

310 = 119, 519 = 1015 e 719 = 1115. Somando os nimeros em coluna (mod 2) vem:

011
1 01
e 1 11
0 01

Logo, a soma-Nim desta configuracao é nao-nula e o primeiro jogador tem uma estra-

tégia vencedora.
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Para jogar para uma P-posi¢ao basta-lhe tornar esta soma-Nim numa soma nula, fa-
zendo por exemplo, uma jogada para a posigdo (3,5,6), retirando um bloco a terceira

pilha.

Figura 2.22: Pilhas com 3, 5 e 6 blocos, respetivamente.

Jogador B
A partir dessa posicao, o segundo jogador nao tem nenhuma jogada que lhe seja vanta-
josa. Por isso, suponhamos, que ele remove 5 blocos da terceira pilha, jogando assim para

a posicao (3,5,1).

]

Figura 2.23: Pilhas com 3, 5 e 1 blocos, respetivamente.

Jogador A
Analisemos esta posicao. Continua a existir mais do que uma pilha com tamanho
superior a 1, portanto verifica-se a condigao (3), logo, temos que analisar a posigao (3,5, 1)

como se esta fosse de um jogo do Nim usual:
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011
1 01
© 0 0 1
1 11

Para tornar esta soma numa soma nula é facil de observar que basta retirar 3 blocos a

segunda pilha, jogando assim para a posigao (3,2, 1).

A 5

Figura 2.24: Pilhas com 3, 2 e 1 blocos, respetivamente.

Jogador B
Mais uma vez, o jogador B estd numa posicao em que nao tem jogadas vantajosas,
visto que esta nao é uma N-posi¢ao (nao verifica nenhuma das trés condigoes). Portanto,

suponhamos que o jogador B remove a primeira pilha, jogando assim para a posigao (2, 1).

afn

Figura 2.25: Pilhas com 2 e 1 blocos, respetivamente.

Jogador A
A partir daqui é facil para o jogador A ter a vitéria. Basta notar que apenas existe uma
pilha com mais que um bloco, e por isso verifica-se a condi¢ao (2). Utilizando o processo

descrito anteriormente, o jogador A apenas tem que jogar para uma posi¢ao que deixe um
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nimero fmpar de pilhas com 1 bloco. Neste caso, tem que eliminar a pilha com 2 blocos,

deixando apenas a outra pilha.

]

Figura 2.26: Pilha com 1 bloco.

Jogador B
O jogador B tem apenas uma jogada possivel, visto que s6 existe uma pilha e essa pilha
tem apenas um bloco. Ao ser forgado a elimina-la ele perde o jogo, dando a vitoria ao

jogador A.
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2.6 Nim 2°

O jogo Nim 2% ¢ uma variante do Nim que surge como um exemplo em [12]*. O jogo
comeca com uma pilha com n € IN blocos e cada jogada consiste em remover um nimero

s € IN de blocos estritamente menor que metade do tamanho da pilha.

Analise do Jogo

Analisando o jogo, apercebemo-nos que so6 é possivel fazer alguma jogada a partir de
posigoes n € IN tal que 1 < %, ou seja, n > 2. Portanto, a partir das posigoes 0, 1, e 2
nao hé jogadas possiveis, logo, sao consideradas posicoes terminais. No entanto, como as
posicoes 0 e 1 nunca sao atingidas. Para simplificar, consideramos que apenas a posigao 2
é terminal.

Continuando a anélise das posi¢oes para este jogo concluimos o Lema seguinte.

Lema 2.6.1. No jogo Nim 2%, uma posicao n > 2 é uma P-posicio se e s6 se n = 2% para

algum k € IN.

Demonstracao. Vamos o principio de indugao completa.

Quando n = 2 o resultado é vélido: 2 é uma P-posicao porque é uma posicao terminal.
Suponhamos que o resultado ¢ valido para todo m tal que 2 < m < n. Queremos mostrar
que o resultado ¢ vélido para n. Se n = 2*, para algum k € IN, s6 podemos retirar r pecas
com 0 < r < 2! e passar para uma posicao m tal que 2*~! < m < 2*¥. Como nenhuma
destas posicdes é uma poténcia de 2, sao N-posicdes e portanto n = 2* é uma P-posicao.
Se n nao for uma poténcia de 2, entdo n = 2¥ + ¢ para algum ¢ tal que 0 < £ < 2*¥. Como

(= (20)/2 < (2¥ +0)/2 = n/2, podemos retirar £ pecas & posicio n = 2¥ 4 ( e passar para

3No artigo em questdo os autores ndo ddo um nome a este jogo, mas achamos conveniente designa-lo

Nim 2k
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a P-posicao 2*. Daqui resulta que n = 2¥ + ¢ é uma N-posicao.

O resultado segue do principio de indugao completa. O

Estratégia Vencedora:

Caso o jogo comece numa posicao que nao seja da forma 2%, a estratégia vencedora para
o primeiro jogador consiste em jogar sempre para posicoes da forma 2*. J4 foi provado
no lema anterior que isso é possivel. Para fazer tal jogada basta converter o numero de
blocos existentes na pilha numa determinada jogada, por exemplo n em base 2: n =
ny X 24+ n_ g x 20+ 04 ng x 28 + g x 2° = (ng,my_1 ..., M1, M0)2 € remover da pilha
Nij—1 X 2i_1 + ...+ n X 21 + ng X 20 blocos.

De forma simplificada, utilizando o nimero n em base binéria, basta remover todos os
digitos que sejam 1, exceto o digito mais a esquerda, obtendo niimeros em base 2 da forma
(1,0,...,0)s.

Caso contrario, se o jogo comecar numa posicao da forma 2¥, existe uma estratégia ven-
cedora para o segundo jogador, que consiste em ‘“roubar” a estratégia ao primeiro jogador,

apos a jogada inicial.

Exemplo - Jogo de Nim 2*:
Vamos dar um exemplo de um jogo de Nim 2%,
Suponhamos que dois jogadores (Jogador A e Jogador B) jogam disputam este jogo

com uma pilha inicial com 100 blocos.

Jogador A - jogada 1
Analisemos a posicao 100. 100 = 1100100,. Como a posicao nao é da forma 2, o

jogador A consegue mover para uma posicao 2¥. Basta-lhe remover 100100, = 36 blocos
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da pilha, jogando assim para a posi¢ao 100 — 36 = 64.

Jogador B - jogada 2
A posicio 64 = 10000005 é da forma 2%, portanto ndo ha nenhuma jogada vantajosa
para o jogador B. Suponhamos que ele retira da pilha o maximo de blocos que as regras lhe

permitem, ou seja, retira % — 1 = 31 blocos da pilha, jogando para a posi¢ao 64 —31 = 33.

Jogador A - jogada 3
Como 33 = 1000015, o jogador A pode remover 1 bloco da pilha e obter uma posicao

da forma 2*. O jogo fica na posicao 32.

Jogador B - jogada 4
Mais uma vez nao ha jogadas vantajosas para o jogador B, visto que a posicao 32 =
100000, ¢ da forma 2*. Suponhamos que ele remove 13 blocos da pilha, jogando para a

posicao 32 — 13 = 19.

Jogador A - jogada 5
Como 19 = 100115, o jogador A consegue mover-se para uma posicdo da forma 2%,

eliminando 11, = 3 blocos da pilha. O jogador A move para a posi¢ao 19 — 3 = 16.

Jogador B - jogada 6
Nao ha jogadas vantajosas para o jogador B visto que 16 = 1000, = 2*. Suponhamos

que o jogador B retira apenas 1 bloco da pilha, deixando o jogo na posicao 16 — 1 = 15.
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Jogador A - jogada 7
Como 15 = 11115, o jogador A remove 1115 = 7 blocos da pilha, tornando-a numa

pilha com 22 blocos, visto que 15 — 7 = 8 = 100,.

Jogador B - jogada 8

O jogador B retira, por exemplo, 2 blocos da pilha, deixando-a com 8 — 2 = 6 blocos.

Jogador A - jogada 9
Como 6 = 110y, o jogador A continua a utilizar a estratégia vencedora, retirando

105, = 2 blocos da pilha. Joga, portanto, para a posi¢cao 4 = 100,

Jogador B - jogada 10
O jogador B s6 tem uma opgao possivel, visto que % — 1 =1, ele s6 pode remover 1

bloco. O jogo fica na posigao 3.

Jogador A - jogada 11
O jogador A remove 1 bloco da pilha e joga para a posi¢ao terminal 2, sendo assim o

vencedor do jogo.

2.7 Misére Nim 2F

As regras do jogo s@o iguais as do jogo original, com a exce¢ao de que é jogado na versao

misere, ou seja, o ultimo jogador a mover perde.
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A anélise do jogo é muito semelhante a do original. Fazendo uma analise recursiva das

posicoes obtém-se a seguinte tabela:

z | 0|12 ]34 (5|6 7|8|9]10
Posicao | - | - | N| P | N|N| P | N|N|N|N

x 1111213141516 | 17| 18| 19 | 20
Posicao | N | P | N| N|N|N|N|N|N/|N

Tabela 2.6: Posicoes do jogo Misére Nim 2*

Lema 2.7.1. No jogo Misére Nim 2%, wma posicio n > 2 é uma P-posicio se e so se

n =3 x 2* para algum k € INy.

Demonstrag¢ao. A prova é andloga a do Lema 2.6.1. Vamos o principio de indugao completa.
Quando n = 2 o resultado é vélido: 2 é uma N-posi¢ao porque é uma posi¢ao terminal.
Suponhamos que o resultado é vélido para todo m tal que 2 < m < n. Queremos mostrar
que o resultado é vélido para n. Se n = 3 x 2¥, para algum k € INy, s6 podemos retirar r
pecas com 0 < r < 3 x 287! ¢ passar para uma posicao m tal que 3 x 2871 < m < 3 x 2%,
Como nenhuma destas posicoes é o triplo de uma poténcia de 2, sao N-posicoes e portanto
n = 3x 2% 6 uma P-posicio. Se n ndo for o triplo de uma poténcia de 2, entdo n = 3 x 2~ +/¢
para algum ¢ tal que 0 < ¢ < 3 x 28, Como ¢ = (20)/2 < (3 x 2% + ()/2 = n/2, podemos
retirar ¢ pecas & posicao n = 3 x 2F + ¢ e passar para a P-posicdo 3 x 2¥. Daqui resulta
que n = 2% 4+ ¢ ¢ uma N-posicao.

O resultado segue do principio de indugao completa. O
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2.8 Fibonacci Nim

O jogo do Fibonacci Nim foi inventado por R.E. Gaskell, da Universidade de Oregon State

[24] e as regras do jogo sdo as seguintes [16]:
1. Existem dois jogadores (jogador A e jogador B).
2. Existe uma pilha com N blocos, N € IN.
3. O jogador A é o primeiro a jogar e, a partir dai, alternam as jogadas entre si.

4. Na primeira jogada, o jogador A tem que remover pelo menos um bloco da pilha e
no maximo N — 1 blocos, ou seja, apenas nao pode eliminar todos os blocos da pilha

na primeira jogada.

5. Em qualquer outra jogada, o jogador tem que remover pelo menos um bloco da pilha,

mas nao pode remover mais que o dobro dos blocos removidos na jogada anterior.

6. O jogador que retirar o ultimo bloco ganha.

Ao longo deste capitulo iremos utilizar a notacao f; para indicar o i-ésimo termo da

sucessao de Fibonacci, dada por:

frt2 = fos1 + fu,comn > 1, f; = lefy = 2.

Dado I € N, seja I +1 = {i+ 1| i € I}. Dizer que I nao contém dois inteiros

consecutivos é equivalente a dizer que I N (I + 1) = @.

Lema 2.8.1. Seja n um inteiro positivo e I um conjunto de inteiros menores ou iguais a

n tal que I N (I +1) =@. Entdo

Zfi < fat1-

el
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Demonstragao. (Principio de Indugao).

Sen =1, entdo I = @ ou I = {1}, logo
d fi=0<2=f e Y fi=h=1<2=/f
i€ ie{1}

Sen =2, entdo I = @ ou [ = {1} ou I = {2}, logo

Zfi:0<3:f37 Zfi:f1:1<3:f3 e Zfi:f2:2<3:f3-

i€Q ie{1} ie{2}
Suponhamos agora que o resultado é valido para todo o inteiro k£ menor ou igual a um inteiro
n, e seja I um conjunto de inteiros menores ou iguais do que n+1 tal que IN(I +1) = @.

Sen+1¢ I, entao todos os inteiros de I sdo menores ou iguais a n e

Zfi < fog1 < fog2

iel
por hipotese de indugdo. Se n+ 1 € I, entdo n ¢ I e todos os inteiros de I\ {n + 1} séo

menores ou iguais a n — 1, logo

Zfi = Z fi| + fotr < fo+ foy1 = faro

iel iel\{n+1}

Teorema 2.8.2 (Teorema de Zeckendorf!). Para todo o inteiro positivo N existe um tinico
conjunto I de inteiros positivos tais que IN (I +1) =2 e

i€l
Demonstracao.

Existéncia: Seja C o conjunto dos inteiros positivos que nao podem ser escritos na forma

4Edouard Zeckendorf (1901-1983) - Matemaético belga
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Y icr Jicom IN(I+41) = @. Suponhamos, com vista a obter um absurdo, que C é nao vazio.
Pelo principio da boa ordenacao dos nimeros naturais, C tem um minimo N. Como N € C,
N nao pode ser um nimero de Fibonacci, logo existe um inteiro k tal que fr < N < fri1.
Como 0 < N — fr < N, N — f;. ¢ C existe um conjunto / de inteiros tal que IN(/+1) = &

(S

N—fi=>_fu

iel
Notamos que k — 1 ¢ I pois caso contrario
N—fi=> fi> fin
iel
e portanto

N > fro1+ fro = fron

contrariando uma das hipoteses. Daqui resulta que
N = Z Ji
ieTU{k}

onde (U{k})N(({U{k})+1) =@, o que ¢ absurdo. Logo C = @.

Unicidade: Seja D o conjunto dos inteiros que se podem escrever na forma
WIS
iel jeJ

onde I e J sdo conjuntos de inteiros tais que IN (I +1) =@ =JnN(J+1)el # J.

Suponhamos, com vista a obter um absurdo, que D é nao vazio. Pelo principio da boa

ordenacao dos nimeros naturais, D tem um minimo N. Seja
N=D fi=2 1
iel jeJ
onde [ e J sao conjuntos de inteiros tais que IN([+1) = =JN(J+1) el #J. Sejak

o méaximo do conjunto I U J. Entao k nao pode pertencer simultaneamente a I e a J pois
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N — f ¢ D. Suponhamos, sem perda de generalidade, que k € I e k ¢ J. Entao todos os

elementos de J sao menores que k — 1 e pelo Lema 2.8.1,

N=>fi<fu
jed
Por outro lado
N=>"f>f
iel
o que é absurdo. Logo D = &. O

Estratégia vencedora para o primeiro jogador:

Assumindo que o jogo comeca numa posi¢ao que nao seja um ndmero de Fibonacci,
para garantir a sua vitoria, o jogador A, deve deixar um ntmero de Fibonacci de blocos na
pilha, sem que o jogador seguinte consiga eliminar todos os blocos restantes. Caso nao seja
posivel, o jogador A deve escrever o numero de blocos restantes na pilha como uma soma
de nameros de Fibonacci ndo consecutivos (essa soma existe para qualquer nimero inteiro
positivo, como provamos no Teorema de Zeckendorf), encontrar o nimero de Fibonacci
mais pequeno dessa soma e remover exatamente esse nimero de blocos da pilha.

Se o jogador A repetir este processo até o jogo terminar, a sua vitoria esta garantida,
independentemente das acc¢oes do jogador 2.

Se o0 jogo nao comecar num numero de Fibonacci, apds a jogada inicial do jogador A, o
jogador B consegue garantir a sua vitoria utilizando a estratégia que o jogador A utilizaria

caso comegassem o jogo num nimero que nao fosse de Fibonacci.

Exemplo - Jogo de Fibonacci Nim:
Vamos dar um exemplo de um jogo de Fibonacci Nim, com uma pilha inicial com 20
blocos.

Jogador A - jogada 1
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20=134+5+2= fo+ f1+ fa
O jogador A remove da pilha o menor nimero da soma de termos de Fibonacci nao

consecutivos, ou seja, neste caso, remove 2 blocos. Joga para a posicao 18.

Jogador B - jogada 2
18=134+5=fs+ f4
Retirou um bloco da pilha (podia ter retirado no méaximo 4 blocos). Joga para a posigao

17.

Jogador A - jogada 3
O jogador A volta a aplicar a estratégia vencedora, removendo o termo mais pequeno

da soma de termos de Fibonacci nao consecutivos. Remove 1 bloco da pilha.

Jogador B - jogada 4
16 =13+3= fs + f3

Retirou 2 blocos da pilha (0 méximo de blocos que podia retirar). Joga para a posi¢ao

14.

Jogador A - jogada 5

M4=13+1=fs+ N

O jogador A volta a aplicar a estratégia vencedora, removendo o termo mais pequeno
da soma de termos de Fibonacci nao consecutivos. Remove 1 bloco da pilha. Joga para a

posicao 13
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Jogador B - jogada 6
13 = f6

Retirou 2 blocos da pilha (0 méximo que podia retirar). Joga para a posigao 11.

Jogador A - jogada 7

11=8+3=fs+fs

O jogador A volta a aplicar a estratégia vencedora, removendo o termo mais pequeno
da soma de termos de Fibonacci nao consecutivos. Remove 3 blocos da pilha. Joga para a

posicao 8

Jogador B - jogada 8
8=/s

Retirou 3 blocos da pilha (podia ter retirado no maximo 6 blocos). Joga para a posigao

Jogador A - jogada 9

5=/

Apesar de 5 ser um nimero de Fibonacci, como na jogada anterior o jogador B removeu
3 blocos, o jogador A ja pode remover toda a pilha, atingindo assim a posi¢ao terminal e

sendo o vencedor do jogo.
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2.9 Nim de Moore (Nimy)

As regras do jogo de Nim sao as seguintes:
1. Existem dois jogadores (jogador A e jogador B).
2. O jogador A é o primeiro a mover-se e, a partir dai, alternam as jogadas entre si.

3. Na primeira jogada, o jogador A escolhe com quantas pilhas e quantos blocos em
cada uma das pilhas se vai jogar, sendo que tem que existir pelo menos uma pilha

com algum bloco para haver jogo.

4. Exceto a primeira jogada, uma jogada (ou movimento) consiste em retirar pelo menos

um bloco de uma das pilhas, podendo retirar blocos de, no méximo, k pilhas.

5. O jogador que retirar o tltimo bloco ganha.

E claro que, se o jogador A, na sua primeira jogada, escolher jogar com um ntimero de
pilhas inferior a £ + 1 o jogo termina em apenas uma jogada, dando a vitéria ao jogador
B (o jogador B consegue remover todos os blocos de todas as pilhas numa s6 jogada). Tal
como no jogo do Nim, designamos essa posi¢ao como sendo uma N-posi¢ao (visto que é
possivel fazer uma jogada para uma posi¢ao terminal - uma P-posigao).’®

Portanto, se o jogador A, na sua primeira jogada, escolher comecar o jogo numa P-
posicao, tem uma estratégia para vencer o jogo, visto que o jogador B s6 consegue jogar
para N-posi¢oes, que permitem ao jogador A voltar a jogar para uma P-posicao. Isto
repete-se até o jogo terminar.

Para saber qual é a estratégia vencedora para o jogador A basta-nos entao perceber

quais sao as P-posi¢oes deste jogo, bem como qual a forma como ele pode jogar de uma

N-posicao para uma P-posicao.

°No artigo original [17] E. H. Moore designa as P-posi¢des como “combinagoes seguras” e as N-posicoes

como “combinagoes inseguras”.
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Utilizando a notagao de Moore [17], sejam ¢, co,. .., ¢, 0 numero de blocos contidos
nas pilhas ¢ = 1,2, ..., n, respetivamente.
Sejac; =0o0ul,i=1,...,n,j=0,1,... de tal forma que ¢; = c;o + ;12" + ¢2* +

+Cl(]2]+,221,2,,77,

Dizemos que a soma-Nimy, de x = (Z,n, ..., 7o) € {0,1,....k}" ™ e y = (ym,...,%) €
{0,1,...,k}™ & 2 = (2, ..,20) € {0,1,...,k}™! e escrevemos x @ y = z, onde Vj,

1<j<m,z =z;+y; (modk+1).

Teorema 2.9.1. Uma posicao do jogo Nim de Moore é P-posicio se e so se a soma-Nimy,

das suas pilhas for nula.

Demonstracao.

1. A tnica posicao terminal é a posi¢ao 0, que tem soma-Nimy nula.
2. Suponhamos que o jogo esté nula posicao com soma-Nim; nao nula. Para jogar para
uma posi¢ao com soma-Nimy nula basta que utilizemos o seguinte algoritmo:

Efetuamos a soma-Nimj das ¢ linhas (que, por hipdtese, é ndo nula). Seja k; a
posicao nao nula mais & esquerda do resultado dessa soma. De seguida, escolhemos

ky linhas que tenham 1 nessa posicao. Seja c; = ky < k
Novamente, calculamos a soma-Nim; das restantes ¢ — k; colunas nao escolhidas e:

- Se a soma-Nim;, for nula, retirando todas as pecas dessas k; colunas obtém-se uma

posicao com soma-Nimy nula.

- Caso contrario, se a soma-Nimy, for nao nula, essa soma tem coordenadas nao nulas.

Seja ko a coordenada nao nula mais a esquerda:
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- Se ki1 + ko > k, escolhemos quaisquer k — k; linhas das que tém 1 nessa posicao

(ficando as k linhas em que se pode jogar escolhidas).
- Caso contrario, se ky + ko < k, escolhemos ko colunas que tenham 1 nessa posicao.

Seja Cy = ]{?1 + ]{32.

Repetimos o processo descrito até que a soma-Nim; das linhas nao escolhidas seja

nula ou até que sejam escolhidas £ colunas.

E de notar que nao é possivel construir uma sucessao crescente ¢; em que todos os
valores sejam menores ou iguais a um inteiro k, portanto o processo descrito tem,

obrigatoriamente, que terminar.

Portanto, para cada posicao com soma-Nim; nao nula, existe alguma jogada para

uma posicao com soma-Nim; nula.

Suponhamos que, a partir de uma posicao com soma-Nimy nula, é feito um movi-
mento. Consideremos a coordenada mais & esquerda que essa jogada afete. Antes
da jogada, a soma dessa coluna era divisivel por k£ + 1, mas para jogar para outra
posigao com soma-Nimy, nula seria necessario remover k+ 1 blocos (s6 é possivel alte-

rar nimeros na base binaria de 1 para 0, pois, caso contrario, estariamos a adicionar

blocos as pilhas), o que nao é permitido.

Logo, qualquer movimento a partir de uma posicao com soma-Nimy, nula, sera para

uma posi¢ao com soma-Nimy nao nula.

E de notar que analisar uma posicao de um jogo de Moore’s Nim com k = 1 é precisa-

mente o mesmo que analisar um jogo do Nim na sua versao original.



2.9 Nim de Moore (Nimy,) 57

Exemplo 1:

Seja k = 1. Analisemos o jogo de Moore’s Nim numa posi¢ao com 4 pilhas com 2,7,11

e 14 blocos, respetivamente.

210 = (O, 0, 1,0)2, 710 = (O, ]_, 1, 1)2, 1110 = (]_,0, 1, 1)2 (S 1410 = (1, 1, 1,0)2. Somando os

nameros em coluna (mod 2) vem:

0010
0111
1 011
© 1 1 10
0000

Por isso concluimos que a posigao (2,7,11,14) é uma P-posigao no jogo de Moore’s Nim
com k = 1, que é precisamente o mesmo que dizer que ¢ uma P-posicao no jogo do Nim

original.

Exemplo 2:

Seja k = 2. Analisemos o jogo de Moore’s Nim na mesma posi¢do que no exemplo

anterior.

210 = (O, O, 1,0)2, 710 = (O, 1, 1, 1)2, 1110 = (1,0, 1, 1)2 € 1410 = (1, 1, 1,0)2. Somando (O]

nameros em coluna (mod 3) vem:
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0010
0111
1 011
G, 1 1 10
2 21 2

Por isso concluimos que a posi¢ao (2,7,11,14) é uma N-posigao no jogo de Moore’s Nim
com k = 2. Uma forma de jogar para uma P-posigao seria jogar para a posigao (2,7,7,5),
retirando 4 blocos da pilha de 11 blocos original e 9 blocos da pilha de 14 blocos original.
Para comprovar que a posigao obtida ¢ uma P-posi¢ao voltamos a somar os ntimeros obtidos

em coluna (mod 3):

0010
0111
0101
©, 01 1 1
0000



Capitulo 3

Mais conceitos sobre Jogos

Combinatoérios e as suas Aplicacoes

Neste capitulo pretendemos introduzir algumas no¢ées um pouco mais avancadas de Teoria

de Jogos Combinatoérios e explicar em que podem ser uteis.

Seja S um subconjunto finito de Ng. O minimo valor excluido do conjunto .S é o menor

valor inteiro nao-negativo que nao pertenga a S e denota-se por mex(.S).

mex(S) = min{k € Ny : £ ¢ S} = minlNo\ S

E de notar que, pelo principio da boa ordenagao dos nimeros naturais, este niimero

existe.

Exemplos:
mex{} =0
mex{1,3,4} =0
mex{0,1,3,4} = 2

29
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mex{0,1,2,3,4} =5

A Funcao de Sprague-Grundy de um jogo é a fungao

G : {Posigoes do jogo} — {INy}

definida recursivamente a partir da posicao final por:
G(p) = mex{G(q) : existe um movimento de p para q}.
Esta funcao fornece-nos mais informacao sobre cada posicao de um jogo do que apenas

saber se ela é P-posicao ou N-posicao.

Exemplo 1: Funcao de Sprague-Grundy para o jogo de Nim 21
G(0) =mex{} =0

G(1) =mex{0} =1

G(2) =mex{0,1} =2

G(3)

G(4)

mex{0,1,2} =3
mex{1,2,3} =0

G(n) =mex{G(n —3),G(n —2),G(n — 1)}

G(18)
G(19)
G(20) =mex{1,2,3} =0
G(21) =mex{2,3,0} = 1

18) =mex{3,0,1} =2
19) =mex{0,1,2} =3

Obtemos assim a seguinte tabela:
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x | 0|1 ]2]3[4 |56 |7|8]9]10
Posicao | O | 1 [ 2 | 3|0 |1 ]2 |3 0]|1]2

x 11 (1213 14| 15|16 | 17|18 |19 |20 |21
Posicao | 3 | O | 1 | 23|01 ]2 |3 |01

Tabela 3.1: Posi¢goes do Nim 21 pela fungao de Sprague-Grundy

Exemplo 2: Funcao de Sprague-Grundy para o Jogo de Subtracao com
S={2,3,5}
G(0) =mex{} =0
1

G
G

mex{} =0
2
3

)
)
)
)
4)
)
)
)
)
)

mex{0} =1

Q

mex{0,0} =1

Q

mex{0,1} =2

Q

5) =mex{0,1,1} =2

Q

6

mex{0,1,2} =3

Q

7

mex{1,2,2} =0

Q

(
(
(
(
(
(
(
(8
(9
(
(
(
(
(
(
(
(

mex{1,2,3} =0

Q

mex{2,3,0} =1

Q

10) =mex{2,0,0} = 1

Q

11

mex{3,0,1} =2

Q

12

mex{0,1,1} =2

Q

13
14

mex{0,1,2} =3

Q

mex{1,2,2} =3
15) =mex{1,2,3} =0
16) =mex{2,3,0} =1
17) =mex{2,0,0} =1

Q @

)
)
)
)
)
)
)
)

G
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G(18) =mex{3,0,1} =2
G(19) =mex{0,1,1} =2
G(20) =mex{0,1,2} =3

Obtemos assim a seguinte tabela:

x |01 ]2]3]4|5|6|7|8]9]10
Posicao | O [ O [ 1 | 1 | 2|2 300 1]1

x 11121314 15|16 |17 18| 19| 20
Posicao | 2 | 2 | 3 | O O |1 |1 |2 2|3

Tabela 3.2: Posi¢oes do jogo de subtragao com S = {2, 3,5} pela funcao de Sprague-Grundy

Dados varios jogos combinatérios, podemos definir um novo jogo combinatoério utili-

zando as seguintes regras:

1. Existe uma posi¢ao inicial em cada um dos jogos
2. Os jogadores alternam entre si

3. Uma jogada consiste em escolher um dos jogos e fazer a jogada nesse jogo, mantendo

os outros inalterados

4. Este novo jogo termina quando nao houver mais nenhuma jogada possivel em nenhum

dos jogos, sendo esta portanto a posicao terminal do novo jogo

A este novo jogo chamamos de soma (disjuntiva, neste caso) de jogos combinatorios.
De uma forma mais formal, dados n jogos combinatérios representados pelos grafos

G = (X1, F),Gy = (X9, F3),...,G, = (X,, F,,), podemos juntar todos esses grafos num
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s6 grafo G = (X, F'). Denominamos esse grafo como soma de Gi, Gy, ..., G, e definimos
essa soma de jogos combinatorios, G = G1 + ...+ G, da seguinte forma:

O conjunto dos vértices X é dado pelo produto cartesiano X = X; x Xy x ... x X,,, ou
seja, X é o conjunto de todos os m-uplos (z1,xs,...,z,) tais que z; € X; para todo o
ie{l,2,--- ,n}.

Escolhendo um vértice z = (x1,x9,...,x,) € X, o conjunto de vértices sucessores de x ¢é
dado por:

F(z) = F(xq,...,2,) = Fi(x1) x {za} X -+ x {x, } U{z} X Fy(xg) X -+ x {z,}U--- U
{21} x {x2} X -+ X Fy(2).



Apéndice A

Codigo C# de Classificador de Posicoes

em Jogos de Subtracao

using System;

using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using System.Text;

using System.Threading.Tasks;

namespace JogosSubtracao

{

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
//L sdo os valores de cada posigdo

//o indice de cada valor & o valor da pilha de nim

Console.WriteLine("Até que valor pretende analisar as posigdes?");

64
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int comprimento = Convert.ToInt16(Console.ReadLine());

int[] L = new int[comprimento];

for (int inic = 0; inic < comprimento; inic++)
{
L[inic] = 0;

//conjunto S do jogo de subtragdo, por exemplo, no Nim 21 seria:
//8 =41, 2, 3}

int[] S = new int[20];

//inicializagdo de variaveis
int indice = 0;
int valorLido = -1;

bool parar = false;

Console.WriteLine("Insira os valores do conjunto S que pretende testar
(0 para terminar a leitura de ntmeros):");

while (!parar)

{

valorLido = Convert.ToInt16(Console.ReadLine());

//quando for lido o valor O para de ler valores para o conjunto S
if (valorLido != 0)
{

S[indice] = valorLido;
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Console.WriteLine("Foi inserido o valor " +

valorLido + " ao conjunto S");

indice++;
}
else
{
parar = true;
}

//para cada indice do L (0, 1, 2, 3,...)
for (int i = 1; i < L.Length; i++)
{

//para cada valor do conjunto S

for (int k = 0; k < S.Length; k++)

{

int valorDeSActual = S[k];

//para ndo dar valores negativos
if (i >= valorDeSActual)
{

int temp = i - valorDeSActual;

if (L[temp] <= L[i])
{
L[i] = L[temp] + valorDeSActual;
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Console.WriteLine("Lista de P e N posigdes:");

for (int i = 0; i < L.Length; i++)

{
if (L[i] == 0)
{
Console.WriteLine(i + " -> P");
}
else
{
Console.WriteLine(i + " -> N");
}
}

Console.WriteLine("Insira o nimero do seu palpite para o comprimento do padrio

(0 para n&o testar nenhum valor)");

int palpitePadrao = Convert.ToInt16(Console.ReadLine());

int contadorPadrao = 0;

Console.WriteLine("Lista de P e N posigdes (para
testar comprimento do padrdo):");

for (int 1 = 0; i < L.Length; i++)

{
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contadorPadrao++;
if (L[i] == 0)
{
Console.Write("P");
+
else
{
Console.Write("N");
+

//de notar que se o valor inserido for O,

//nédo serad detetado nenhum padrdo

if (contadorPadrao == palpitePadrao)
{
contadorPadrao = 0;

Console.WriteLine();

//apenas para a consola ndo se fechar

Console.ReadLine();
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