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Muitos sdo os investigadores ¢ educadores matemdticos que tém

o a dedicar-se 2 investigagio na resolugio de problemas,
curando essencialmente desenvolver modelos de ensing eficazes,
dar os processos utilizados pelos alunos e avaliar o seu
empenho.

alho desenvolvido no 4mbito do projecto de investigacio “Resolugio de Problemas:
0, Avaliagio e Formagio de Professores” financiado pela Junta Nacional de Investigagdo
ﬁca ¢ Tecnolégica (JNICT) sob o contrato n® PCSH/C/CED/413/92. Da equipa de
gacio também fazem parte Domingos Fernandes, Anténio Borralho e Gertrudes Amaro.
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Este trabalho pretende estudar as varidveis de tarefa na resolugio
de problemas e apresenta-se organizado em trés partes. Na primeira
parte, apresenta-se uma revisio de literatura acerca das categorias de
factores que intervém na resolugio de problemas fazendo referéncia
a sua importincia. Na segunda parte, apresenta-se as varidveis tarefa.
Na terceira parte faz-se referéncia a algumas aplicagGes dessas
varidveis no ensino.

Da revisio de literatura podemos concluir que a maioria dos
estudos realizados se tem preocupado com os efeitos de métodos de
ensino no rendimento dos alunos, com o ensino de estratégias de
resolucio e com a andlise dos processos que os alunos utilizam
quando resolvem problemas. No entanto, e salvo algumas excepgOes
(Schoenfeld, 1983; Silver, Branca & Adams, 1980), a pesquisa em
resolugio de problemas matemdticos tem incidido sobre skills
discretos e procedimentos envolvidos na resolugdo de problemas,
esquecendo aspectos de controlo de recursos necessdrios para a
resolucdo de problemas. Acresce, ainda, que pouca atengio tem sido
prestada ao ambiente em que a resolugdo de problemas tem lugar.

Geralmente os estudos envolvem um nimero restrito de alunos,
sdo realizados em perfodos curtos de tempo e em hordrio extra-
escolar, desprezando, assim, um conjunto de varidveis relativas a0
contexto da sala de aula e ao professor. Segundo Domingos
‘Fernandes (1992), ¢ particularmente importante considerar as
‘componentes, j4 geralmente aceites, que determinam o desempenho
em resolugio de problemas: as convicgdes, as atitudes, os
conhecimentos e outras.

Factores Intervenientes na Resolugio de Problemas

Charles e Lester (1992) apresentam como razdes pelas quais 2
pesquisa na resolugdo de problemas tem proporcionado pouca
informagio acerca do ensino na resolugio de problemas: a) a falta
de atengdo ao papel do Cﬁigﬁc__s_go? na instru¢io — de uma maneira
geral os relatérios de pesquisa descrevem os métodos usados, mas
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30 fazem qualquer mengio ao papel especifico do professor (Silver,
985); b) a falta de interesse pelo que se passa na sala de aula, ndo
avendo qualquer descriao do comportamento do professor nem
 interacgdes professor-aluno ou aluno-aluno; c) a atengdo ao
ividuo em lugar do pequeno grupo ou da classe inteira; d)
uséncia de uma teoria em que se fundamente a inves-
acdo (Balacheff, 1990; Kilpatrick, 1991). Neste sentido Lester
985) considera ser necessdria para uma pesquisa mais frutuosa a
finicdo clara dos factores intervenientes na resolugdo de
oblemas.
 Chatles (1985) (citado por E K. Lester & R. 1. Charles, 1992)
Lester (1985) indicam trés grandes categorias de factores: @)
onsideragbes extra -instrugio, relacionadas com tudo o que
ontece na sala de aula: caracteristicas do professor e dos alunos;
hecimentos, crengas, atitudes e emogdes dos professorss e dos
os; caracterfsticas das tarefas e condicOes contextuais externas ao
essor e ao aluno (ver Quadro 1);@ Processos na sala de aula,
‘incluem acgdes dos professores e dos alunos e interacgbes que
ntecem durante a instrugdo, identificando quatro dimensdes:
udes, cognigBes, metacognigdes do professot e dos alunos ¢
mportamentos do professor e dos alunos (ver Quadro 2);@
ultados da instrugdo incluindo resultados do professor, dos
unos e outros (ver Quadro 3). Identificaram, ainda, uma quarta
egoria, a planificagio, relacionada com as duas primeiras. Em
itos estudos a planificagdo ndo tem sido considerada, porque os
ofessoressdo geralmente os implementadores de um plano
iamiente determinado pelo investigador. No entante, conside-
n da maior importincia as decisdes tomadas antes e durante o
sino acerca das caracterfsticas dos alunos, dos materiais, dos
étodos, do tempo dedicado a cada tépico e da avaliagdo do
esempenho. ‘ '
" Com base nos factores enunciados, Charles e Lester (1992)
comendam que se investigue que conhecimentos necessitam 0s
essoEes para serem eficazes no ensino da resolugdo de
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problemas? Como deve o conhecimento ser estruturado para ser
atil? Como é que as crengas dos@g&é?é}?;s sobre si mesmo, sobre
os alunos, sobre a Matemdtica ¢ sobre a resolugio de problemas
influenciam as decisdes que tomam antes € durante a instrugio?
Como ¢ que 0s @ﬁé’s"s‘é‘r&s planificam o ensino na resolugdo de
problemas? Como'i eFiciuam com os seus alunos? Como avaliam

0s seus comportamentos?

Quadro 1
Consideragbes Extra-Instrugio

Professor Aluno

. Conhecimento do conteiido, curriculo, | « Conhecimento matematico, conheci-

pedagogia mento do mundo.
%o Atitudes acerca de si mesmo, dos estu- | o Acitudes acerca de si mesmo, do professor,
_a dantes da matemdtica, do ensino da matemdrica e de resolugiio de problernas.
£ lo Crencasacerca de si mesmo, dos estudantes | o Crengas acerca de si mesmo, do profes-
| da matemdtica, da resolugdo de pro- | sor, da matemdtica e de resolugio de
blemas, do ensino problemas
o Idade, sexo. o Idade, sexo.

« Historial de instrugio.
« Qualidades (Ql, personalidadc).

lo Experiéncias educacionais.
s Experiéncia de ensino.
s Qualidades (QI, personalidade, skills de

ensino).

i

» Sintaxe (enunciado comprido...).

« Conteddo (4rea de geometria, ..., termos usados).
‘s Contexto (forma).

o Estrutura légica e maremdtica

® Processo (heurfsticas inerentes).

mponeatcs
da arcfa

« Contexto sala de aula (tamanho da classe, tivros de texto usados, enviesamento do
currfculo).

» Contexto escola/comunidade (etnologia, suportes administrativos).

« Forgas politico/econémico/sociais gerais.

« Contetido matematico a ser ensinado.

Condigics
cORtEXTBALS

uadro 2
ocessos na Sala de Aula
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Professor

Aluno

Com respeito 2s fases de resolugdo de
problemas {compreensio, planificagdo,
desenvolvimento e revisio)

Atitudes acerca de si mesmo, dos estu-
dantes, da Matemdtica, da resolugio de
| problemas e do ensino

Crengas acerca de si mesmo, dos estudantes,
da Matemética, da resolugio de problemas
edo ensino

Com respeito is fases de resolugio de
problemas (compreensio, planificacdo,
desenvolvimento e revisio).

Atitudes acerca de si mesmd, dos profes-
sores, da Matemitica e da resolugio de
problemas.

Crengas acerca de si mesmos, dos profes-
sores da Matemética e da resolugio de
problemas.

"Questionar, clarificar, guiar, orientar,
- modelar, avaliar, diagnostifica, generalizar.

Identificar informagio necessdria para re-
solver um proviema, seleccionar estratégias
para resolver problemas, medir a extensio
de progresso feita durante a tentativa de
uma solugéo, implementar uma estratégia
escolhida, determinar a aceitacio dos
resultados.

Resultados

a. Skills na resolugfio de problemas

b. Desempenho :
c. Habilidade geral para resolver prob
d. Atitudes

e. Crengas

£, Conhecimentos matemdticos.

1. Efeitos imediatos ¢ a longo termo no que diz respeito a:

lemas

2. Efeitos de transferéncia préximos e longinquos

a. Eficicia de instrugio
b. Validade dos métados de instrugdo

1. Efeitos de natureza da planificagdo do professor.
2. Efeitos no comprotamento do professor durante 2 instrugo futura,
3. Efeitos nas atitudes e crengas dos professores acerca de:

¢. Facilidade do uso dos métodos de instrugio.

do professor ¢ dos alunos.

1. Desempenho dos alunos nos testos de avaliagdo.
2. Influéncia da instrugdo em 4reas nio matemdtica sobre 0 comportamento

3, Mudangas com respeito 3 Matemdtica em geral, 4 educacdo.
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Categorias de Varidveis de Investigagio
na Resolugdo de Problemas

Kilpatrick (1975) (citado por Kulm, 1979) apresenta uma
classificacdo das varidveis de investigagdo em resolucio de problemas.

Especifica trés categorias de varidveis independentes — varidveis
de sujeito, varidveis de tarefa e varidveis de situagao.

Estas trés categorias derivam dos componentes necessarios 2 um
acontecimento de resolugdo de problemas — 0 resolvedor, a resolugdo
e o conjunto de condigﬁes".

Como varidveis dependentes, que derivam das respostas dos
sujeitos A tarefa, Kilpatrick (1991) considera as varidveis de produro,
as varidveis de processo, as varidveis de avaliagdo € as varidveis
concomitantes.

As varidveis de sujeito estdo ligadas as caracteristicas especificas
do sujeito (resolvedor do problema) e classificam-se de acordo com
a facilidade com que podem ser modificadas em:

e Vari4veis organismicas, ndo abertas & manipulagdo expe-
rimental (como sexo, idade, starus sécio-econémico, residéncia
geografica ...); : ' :

« Varidveis de personalidade ou trago (estilo cognitivo, atitudes,
persisténcia, memoéria matemdtica, ...), que podem ser modificadas
por processos como 0 ensino;

o Varidveis de historial educativo (escolas que frequentaram,
tépicos de Matemdtica que estudaram, instrugdo sobre resolugdo de
problemas...), mais ou menos modificdveis.

Para Kilpatrick (1991) quando se estudam efeitos de diferentes
métodos educativos, muitas vezes ndo se encontram diferengas
significativas entre esses métodos porque ndo foram consideradas
estas varidveis no momento de selecgo dos grupos experimentais.

As varidveis de tarefa incluem as varidveis. de contexto, de
estrutura e de formato.

As varidveis de contexto caracterizam a situagdo fisica do
problema, como por exemplo 2 linguagem no qual o problema estd
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expresso, pretendendo descrever as diferencas entre problemas que
tém a mesma estrutura matemdtica. Incluem as varidveis que
descrevem o conteddo semintico ou sentido matemdtico do

problema.
As varidveis de estrutura descrevem a estrutura madtematica

intrinseca do problema.

As varidveis formato descrevem as diferentes formas nas quais
m problema pode ser apresentado — conjuntamente com outro,
om sugestdes ou com © uxflio de equipamento.

Varidveis de situagdo descrevem O ambiente fisico, psicolégico
,u social em que a resolugdo de problemas tem lugar. Estas varidveis
Ao diffceis de caracterizar porque incluem uma grande variedade de
mponentes, algumas Jelas coincidindo com as varidveis de tarefa,
omeadamente as que Kilpatrick (1991) chama de varidveis formato.
_ambiente fisico inclui varidveis como a sala de aula, laboratério,
natureza do espago (confortével, estimulante, familiar) e a avaliagdo
os recursos disponfveis (calculadoras, materiais manipulativos,
nscrumentos de medida). O ambiente psicolégico inclui varidveis
tie descrevem a finalidade, a natureza do ambiente de aprendizagem
estdo relacionadas com a motivagio para a resolugdo de problemas.
ambiente social, embora ndo discutido por Kilpatrick, parece estar
ado a varidveis que descrevem o grupo, O seu tamanho, tipo,
acionamento entre sujeito e experimentador.

A segunda grande categoria de varidveis. considerada por
patrick (1991) € constitufda pelas varidveis dependentes € inclui
iveis de produto, varidveis de processo, varidveis de avaliagdo e
4veis concomitantes). ‘

As varidveis de produto estdo ligadas a0 desempenho na procura
solugdo para o pmma e incluem o tempo necessdrio para a
ontrar, a correcgdo, incorrecgdo € a elegncia da solugdo ou
smo a apresentagio de vérias solugBes possiveis.

As varidveis de processo, relacionadas com o comportamento do
viduo, derivam da apreciagio do relato verbal dos alunos
rante a resolugio dos problemas, dos seus trabalhos escritos ou
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dos passos seguidos quando usam materiais. Incluem as varidveis
que descrevem Os processos heuristicos utilizados, os algoritmos
empregues ou 0s caminhos errados que seguiram. Kilpatrick (1991)
focou com insisténcia a importincia das varidveis de processo
afirmando que qualquer estudo respeitdvel em resolugdo de
problemas deveria considerar essas varidveis. Domingos Fernandes
(1992) refere que entre 1962 e 1972 se nota um afastamento da
investigagdo centrada no estudo dos produtos da resolugio de
problemas para uma investigagio orientada para 0s processos
utilizados pelos alunos quando resolvem problemas. Viragem que
se verificou claramente com Kantowski (1974, 1978). No entanto
alguns autores recomendam precaugio no caso de os auto-retratos
serem o tinico processo de medida. Nisbet e Wilson, 1977 (citados
por por Kulm, 1979) argumentam que 08 relatos durante a
resolugio dos problemas podem ser incorrectos ou incompletos ¢
deles resultar uma distorgdo do processo de resolugio.

Varidveis de avaliagio descrevem os pontos de vista, os
pensamentos € opinides expressas pelo sujeito depois de resolver o
problema. Incluem as tentativas que o sujeito fez, o grau de
confianga na solugdo, etc..

Varidveis concomitantes sio as varidveis ndo inclufdas nas
anteriores e que podem modificar-se com a resolugio de pro-
blemas. Por exemplo, as atitudes assim como a habilidade para
estimar pode ser melhorada depois de resolver um conjunto de
problemas.

Categorias das Varidveis de Tarefa

Nos processos de resolugio de problemas as varidveis de tarefa

sdo consideradas varidveis independentes, sujeitas pois a0 controlo
do investigador através da selecco de um conjunto de problemas
apropriado. Segundo Lester (1983), a consideragdo das varidveis de

tarefa ¢ importante tendo em vista a inquestiondvel influéncia qué
elas tém no desempenho na resolugio de problemas. Contudo, $0
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secentemente tém sido feitas tentativas para estabelecer esquemas de
assificacdo dessas varidvels.

Para Lester (1983) as varidveis de tarefa referem-se is caracterfs-
cas do problema ¢ classifica-as em cinco tipos: varidveis de sintaxe,
- contetdo, de contexto, de estrutura e de processos heurfsticos.

Kulm (1979) propds um esquema um pouco diferente. Ele con-
dera quatro grandes categorias: a) varidveis que descrevem a sinta-
¢ do problema, b) varidveis que caracterizam o conteddo matemé-
o e o contexto ndo matemAtico, cvaridveis que descrevemn a estrutura do
foblema e d) varidveis que caracterizam 0s processos heurfsticos.
Kulm (1979) acredita que este esquema ¢ vital para o estudo da
ssolugio de problemas porque ajuda os investigadores a compre-
nder como as varidveis de tarefa interactuam com todas as vatidveis
eambiente. - -
~ Goldin (1982) (citado por F. Lester, 1983) acrescenta outra
0 para identificar as varidveis de tarefa: ' -

“s¢ o investigador em resolugio de problemas ndo ¢ conhe-
cedor de propriedades importantes da tarefa e ndo as descre-
- ve suficientemente bem para os outros investigadores
construfrem instrumentos idénticos, as observagdes terdo
um uso limitado”. ‘ L

 Para o professor, é importante reconhecer as varidveis de tarefa
or dois motivos: a) reconhecer o nivel de dificuldade de um
problema ou de um conjunto de problemas € as razdes desse nivel
dificuldade; b) criar um conjunto de problemas com o mesmo
fvel de dificuldade ou com dificuldade crescente. E também
nportante para os alunos reconhecer mudangas nas varidveis de
arefa e notar os consequentes efeitos na resolugio do problema.

aridveis de Sintaxe

As varidveis de sintaxe sio consideradas por Kulm (1979) como
tipo de varidveis de tarefa, definindo-as como sendo as varidveis
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que descrevem O arranjo e as relagdes entie a palavras € 0s simbolos
no problema. Este arranjo pode incluir o uso de vocabuldrio e
simbolos especficos da Matemtica assim como usar & linguagem
corrente. Em muitos problemas de aricmética e de 4lgebra o arranjo
das palavras estd relacionado com a estrutura matemética do
problema. Muitas investigagbes tém sido conduzidas usando as
varidveis de sintaxe como varidveis independentes para prever as
dificuldades dos “problemas de palavras”. Embora estes estudos ndo
renham considerado estas variaveis separadamente das varidveis de
outras Categorias, concluiram que, para 0§ problemas de palavras de
aritmética e de 4lgebra, as varidveis de sintaxe s3o responséveis por
quantidades significativas de variincia no nimero de sujeitos que
conseguem atingir 2 resposta correcta (Jerman, 1971).

As varidveis de sintaxe incluem o comprimento do problema, a
complexidade gramatical e sequéncia dos dados, o local em que
aparece a questdo, 2 dificuldade do vocabuldrio e outras; podendo
ainda, novas varidveis ser geradas combinando estas.

Apresentam-se 0o Quadro 4 algumas varidveis de sintaxe queé
afectam a dificuldade na resolugio de problemas:

Quadro 4

Varidveis de sintaxe (Adaptado da abela apresentada por Caldwell, 1979)
nimero de palavras

Comprimento numero de frases
numero de palavras por frase

]
németo de oragbes
Estrucura gramatical tipo de oragdes

comprimento da frase

complexidade sintdctica

forma (ndmero, simbolo, palavra)
deza dos nimeros
tipo (fraccio, decimal)

Numerais ¢ simbolos matematicos

Questdo local da questdo
Sequéncia ordem em que séo apresentados 08 dados
Vocabuldrio | nivelde dificuldade )
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. Segundo Kulm (1979), as investigagdes com varidveis de sintaxe
. de ser consideradas na elaboracdo dos problemas de modo 2
as dificuldades sintdcticas ndo interfiram com outras varidveis
estudo. Contudo, diz que pouca pesquisa tem sido feita sobre
efeitos da variagdo da sintaxe nos processos de resolugio de
£ também sabido que oS individuos tém menos
iculdade de resolver problemas em que a sintaxe torna possfvel
radugdo directa de uma expressio verbal para uma aritmética ou
gébrica. Dada a sua definigdo objectiva é nesta categoria que hd
na oportunidade mais imediata de obter conhecimento significa-
o acerca do processamento em resolugdo de problemas que possa
aplicado aos tipos de problemas encontrados na sala de aula®,
As varidveis de sintaxe podem ser alteradas facilmente sem
rat @ matemdtica do_problema. Dado um problema,
ode ser alterado efectuando mudangas no comprimento do
ciado, combinando frases, usando um vocabuldrio mais dificil,
wuando mudangas nos simbolos, substituindo niimeros inteiros
ot decimais ou fracgdes, fasendo variar & grandeza dos nimeros ou
dando o local em que 2 questdo estd colocada. Estas alteragdes
sintaxe provocam mudancas no nivel de dificuldade do
blema. Nos problemas de mais de um passo, 08 dados podem
apresentados na ordem em que vao set crabalhados ou noutra,
ue provoca um aumento de dificuldade. O conhecimento das
4veis de sintaxe permite uma multiplicagdo de problemas,
1do problemas paralelos mais ficeis de resolver.

idveis de Contetido e de Contexto

A semelhanga das varidveis de sintaxe, as de contetido ¢
texto obtém-se a partir de uma andlise directa do enunciado do
blema. No entanto, enquanto as primeiras sio medidas

idos de compreensio de leitura em linguagem corrente indicam que acomplexidade sintdctica
factor determinante na dificuldade ¢ no tempo de resolugio do problema (Kulm 1979).
m pde a hip6tese das varidveis sintdcticas influenciarem fortemente a primeira fase de
¢io de problemas no modelo de Polya.
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quantitativas, as de contetido e contexto s3o classificatérias por
patureza. Descrevem 0s tipos de palavras, elementos, operagdes e
aplicagbes da tarefa.

Segundo Norman Webb (1979), o conteddo de um problema
¢ a “substincia’ matemdtica da tarefa. Na perspectiva do mesmo
autor as varidveis correspondentes comportam cinco subdivisdes de

acordo com o Quadro 5.
Especifiquemos um pouco, cada um destes parimetros.

Quadro 5
Varidveis de conterido — Sumdrio das varidveis de contetido da tarefa

(versito adaptada de Webb, 1979)

1. Tépicos matematicos da rarefa 7. Varidveis descrevendo os elementos do

problema -
A. Classificaio do assunto
. Geral 1 A.Informagio dada
- dlgebra - condigBes dadas ou informagdo numérica
- aritmética - pistas ou sugestdes
- geometria - condi¢des implicicas
- andlise B. Informagio-objectivo
. Especifica - atimero de itens requeridos

- razio - objectivos implicitos )
- férmula quadrdtica - problemas de ‘provar ou de ‘determinar’

- proYorqio

5. Equipamento matemdtico disponivel para

B. ‘Problemas-tipo’ tradicionais
2 tarefa (s aplicdvel)
- problemas de idade - compasso
- problemas de distincias - régua
- problemas de dinheiro - Eeoplano
: - dbaco
2. Campo de aplicagio da tarefa - computadores
{se relevante)
- biologia
- fisica
- quimica
- medicina

3. Contetido semantico do enunciado
do Sroblema
A. Palavras-chave

- maior do que

- reduzido para ‘

- juntamente N
B. Vocabuldrio matemdtico

- média

- solugio de uma equagiio

- polinomial
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" A categoria tépicos matemdticos da tarefa abrange a classificagdo
s problemas por :

» Areas teméticas ou assunto. A atribui¢do dessas dreas nio €
tudo muito objectiva. Krutetskii (1976), citado por Webb
79), propde cinco campos distintos — 4lgebra, Aritmética,
cometria, Légica ¢ Matemdticas Gerais, a0 passo que Hill (1974)
itado por Weeb,1979), no mesmo documento, prefere os
minios — 4lgebra, Geometria, Teoria dos Ntmeros, Probabi-
des e Trigonometria. O Unified Mathematics Program sugere a
a: Sistemas de Ntmeros Finitos, Sistemas Operacionais,
cagbes Matemiticas, Conjuntos € Relagoes, Teoria dos
imeros, Ndmeros Racionais, Probabilidades e Estatfstica,
insformagdes no Plano, Ndmeros Inteiros, Multiplicagdo de
meros Inteiros.

Segundo Caldwell (1979) o tipo de expressdes — monomial,
mial, polinomial e o tipo de operagdes — adi¢do, multi-
agﬁo, negagio, exponenciagio, integragio,... séo também
4veis de contetido a integrar nesta categoria.

Tal classificagio dos problemas, ndo €, porém, independente do
oround dos resolvedores, dado que um mesmo problema poderd
;?'esolvido de formas diferentes consoante o nivel em que se
ntrem, pelo que o enunciado deve ser tal que permita conduzir
ugdo usando métodos de diferentes 4reas. Para que o assunto
no entanto, considerado uma vdtidvel de contetido terdde ser
o a partir do enunciado do jproblema — os, dados, as
bes especificadas, e os objectivos da tarefa, € ndo decorrente
solugio do problema (como veremos quando da abordagem do
0 — Varidveis de Estrutura).

A designacio “problemas-tipo” refere-se habitualmente a um
unto de problemas que pode ser resolvido usando o mesmo
ritmo. No entanto, no dmbito das varidveis de contetdo, o
cito é mais genérico, respeitando a uma classe de problemas
"f‘atl‘}butos similares a nivel do enunciado, nio sendo
ssariamente resolviveis pelo mesmo processo. E o caso
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dos problemas de distancias, de idade, de dinheiro, de velo-

cidade, etc..
Para que dois problemas sejam do mesmo grupo de “problemas-

tipo’; 0S dados e o objectivo (a categoria — elementos do
problema) expressos no enunciado devem sef idénticos, e da mesma
irea de contetdo. :

Muitos problemas matematicos derivam de situactes da vida
real ou de outras disciplinas que ndo a prépria Matemdtica. Os
t6picos mateméticos destes problemas ndo descrevem adequa-

do do mesmo. Uma nova dimensdo de varidveis

damente o contet
de contetido descrevendo tais casos serd entdo necessaria. Tal sub-

categoria serd designada por campo de aplicagéo.
Relativamente 20 campo de aplicagdo da tarefa, poderemos
considerar a Biologia, 2 Quimica, a Fisica, etc..

A resolugio de um problema poder4 entdo exigir a utilizagdo de
relagbes matemaricas especificas de acordo com o campo de
utilizagdo. Por exemplo, para resolver um problema cujo campo de
aplicagdo scja Fisica poderemos ter necessidade de aplicar a lei da
conservagio do momentun.

Ser4 ainda admissfvel um problema cujo campo de aplicagdo
seja a2 Medicina, por exemplo, enquanto que O assunto ou topico
matemdtico, pode ser probabilidades.

_= A presengd de “palavras—chave” e/ou termos técnicos matemd-
ticos no enunciado englobados na categoria de contetido semantico,
pode influenciar significativamente 2 resolugio do problema;
sugerindo 2 operagio a empregar elou o caminho 2 seguir. Assim

relativamente 2 operagao adi¢io, termos facilmente com ela

conectados serdo: soma, a0 todo, juntamente, total, mais, maior do
diferenca, redugio, menos

que, acréscimo, juntar, ganhar, €tc;; 2

decréscimo, minimo, subtrair, diminuit, perder, tirar, gastab trocar)
etc. sio expressdes que facilmente conduzem 2 subtracgao; ©
produto, vezes, cada, ligam-se 2 operagio multiplicagio, enquanto
palavras cociente, dividir, por, cada, sao-lhe

3

que para a divisdo as
facilmente associadas.
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_ Tais palavras-chave podem, no entanto, contrariamente
mentar o grau de dificuldade do mesmo e induzir os resolvedore;
erro.
Os ‘clemcntos do problema sdo: os dados, as operagdes
l{citas ou explicitas que transformam uma ou vérias expressdes
ma ou virias novas expressoes) € 0 objectivo ou objectivos.
Os atributos de cada um destes grupos permitem descrever
utra forma as varidveis de contetido. Poder-se-30 colocar questdes
s como: Quais sdo as condigdes dadas ou os itens da informacio
umérica? Todos os dados estdo explicitos, ou algumas condigdes
40 implicitas? Os dados sio relatados cvbnyj{mti'v‘é'e‘/bou dlSJun—
iamenu‘a? Quais as operagdes explicitas e as implicitas?
Relativamente aos objectivos de um problema matemdtico, duas
ortantes categorias devem ser consideradas: problemas de
monst.rar” e problemas de “Jeterminar”. O tipo de demonstragdo
e variar segundo os parimetros — directa, indirecta, indutiva,

Os problemas de “determinar” admitem também algumas
jagbes no que diz respeito a0 objectivo: um nimero, um
njunto de ndmeros, um processo, uma expressio, uma
fscfug:éo, uma figura geométrica, uma conclusio légica, etc..
Finalmente no que diz respeito a0 equipamento e/ou material
gmético disponfvel, caso aplicivel, poderemos considerar
uladoras, compasso, computador, réguas, esquadros, transferidor,
lano, dbaco, etc.. De referir que o insucesso que s€ poderd
a‘nivel da resolugio do problema pode dever-se ndo 2 falta de
hecimentos relativos ao assunto em causa, mas sim motivado
ndo familiaridade com o material, ou até falta de destreza
motora. Por outro lado, os resolvedores podem considerar 2
1qu§o desse material um elemento altamente motivador
tribuindo para a eficicia da resolucio do problema. ’
O contexto refere-se 2 forma do enunciado do problema.
A‘S fespectivas varidveis, intrinsecas 2 rarefa e ndo descritivas das
ices externas ao problema, englobam as categorias:
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* yaridveis que descrevem 2 representagio ou formulagio do

problema;

* yaridveis que descrevem o CONEEXtO verbal;

* varidveis que descrevem 0 formato da informagao.

Um problema poderd ser apresentado de uma forma simbolica,
pictérica, manipulativa e por escrito, ou visual ou oralmente. O
sucesso na resolugdo de determinado problema ndo ¢ indistinto de
tais representagoes, devendo por esse facto ser tido em conta o nivel
de desenvolvimento do resolvedor e a familiaridade com tais aspec-
tos aquando da formulagio/selecgio das tarefas a propotr. £ aconse-
lhavel fazer variar significativamente a forma como os problemas
sio apresentados, de acordo com o nivel de desenvolvimento dos
alunos, nio s6 adaptando-se a ele, como também promovendo-o.
Tal pode concorrer para interesse na descoberta da solugdo, para

# a criagdo de um clima propicio a sua resolugio, para a desdrama-
" tizagio da rarefa, cransformando-a num jogo e/ou actividade
ladica.

Relativamente ao contexto verbal poderd ser. conveniente utilizar
consoante os objectivos que s pretendam atingir — problemas no
familiares, com recurso por exemplo, a termos perfeitamente
desconhecidos para o resolvedor, fim de desenvolver skills que the
permita distinguir os elementos realmente necessarios para 2
resolucio do problema dos supérfulos pasa 2 tarefa.

O concretismo da situacdo poderd ser aconselhdvel em fases
iniciais, podendo-se gradualmcnte'propor problemas que exijam
determinados niveis de abstragio — 0 qu¢ habitualmente concorre
para um acréscimo da dificuldade da tarefa.

Um problema factual habitualmente descreve uma situagao,
enquanto que um problema hipotético sugere uma possivel
alteragio da situagio.

Nos problemas imaginativos, alguma informagao ¢ perfeita-
mente prescindfvel para o traamento do problema, o que pode
confundir o resolvedor, mas pode, por outro lado, produzir certa
motivagio para a resolugio do problema.
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- No que respeita ao formato, a informacio contém ou nio pistas
sugestoes? A informacéo é dada de uma sé vez ou somente parte
a é dada no infcio e a restante fraccionada? Alguma informagdo
¢ acessivel se o resolvedor a solicitar? E os itens sio do tipo de
osta livre ou escolha multipla?.
Usualmente, apresenta-s¢ 0 problema como um todo, incluindo
ficiente informagio para uma tnica solugdo.
A semelhanga de outras categorias, devem-se apresencaf
rincipalmente no imbito do processo ensino/aprendizagem)
oblemas em que o valor das diversas varidveis altere significa-
Lamente, como veremos no dltimo capitulo deste documento.
 Na tentativa de sintetizarmos o que foi dito relativamente as
i4veis de contexto, apresentamos no Quadro 6 um sumdrio das
smas.

adro 6
Tuvidveis de contexto — Sumdrio das varidueis de contexto da tarefa
rsiio adaptada de Caldwell (1979) ¢ Webb (1979))

TFormulagio ou representagio de um .problema

Contexto verbal
amiliar/ndo familiar
rético/tedrico
ncreto/abstracto
fictual/hiporético
nvencional/imaginativo

rmato da informagio
esengalauséncia de pistas
ens de escolha multipla/resposta livre/...
formaggo dada na rotalidade ou parcialmente
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Varidveis de Estrutura

Contrariamente ao que se passa com as varidveis de
sintaxe, contetido e contexto que se podem obter directa-
mente a partir do enunciado do problema, as varidveis de
estrutura s se poderio definir com base numa andlise ma-
temdtica formal da estrutura intrinseca de uma representagio do
problema,

Neste contexto e atendendo a que diferentes resolvedores
podem formular diferentes representagdes de determinado problema
(Goldin, 1985), poder-se-4 colocar a questdo — Serd posstvel obter
uma estrutura bem definida dum problema, passivel de ser
formalmente analisada?.

Na perspectiva de Gerald Goldin (1985) ral é plausivel,
depois de uma criteriosa explicitagdo e selecgio de uma ou
virias dessas interpretagdes (habitualmente a(s) mais co-
mum(uns)? e atendendo a que um problema poder-se-4
transformar num conjunto bem definido de regras de pro-
cedimentos operacionais, explicitas no préprio problema
ou percebidas a partir do enquadramento matemdtico (Goldin,
1985).
© Um dos métodos de andlise da estrututra de um problema,
conducente 2 definicdo das respectivas varidveis, prende-se com 2

3 Exemplo: “Determinar o valor minimo da expressio y=x*-2x+3"

Construgio de uma ta- | Constugio de um | Cdlculo da derivada ¢
bela de valores, ¢ por |grifico da fungdo e| determinagio do valor
tentativa e erro chegar |a partir do modelo | queaanula

ao valor minimo visual chegar ao va-
' ler minimo

Processo

Sequéncias de valores

Representagio | paraxecorrespondentes | Gréfico Sequéncias de equagdes

da forma dy/dx=0

valores para y
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presentagdo estado-espago® (bastante utilizada nos modelos de
cligéncia Artificial ou com o espago-problema subjacente a0
sdelo de Processamento da Informagio, desenvolvido por Newell
d Simon (1972)). ‘
O estado-espago de um problema, tal como foi definido por
Isson (1980), é:

“a set of distinguishable problem configurations, called
states, together with the permitted steps from one state to
another, called moves. A particular state is designated as the
inicial state, and a set containing one or more states wich
_can be reached from the inicial state by successive moves is
singled out as the set of goal states” (Goldin, 1985; p. 115).

' Relativamente ao problema’ :

“Estds junto a um rio com dois baldes. O primeiro leva
actamente 3 litros de 4gua, o segundo precisamente 5 litros, e
baldes ndo estio marcados para medir de outra forma. Enchendo
‘esvaziando os baldes, ou transferindo 4gua de um para o outro,
contra forma de levar exactamente 4 litros de 4gua do rio”, um
do pode ser representado por um par de niimeros, designando
tmero de litros em cada um dos baldes. O par (0,0) tradu-
entio o estado-inicial. O estado-objectivo ¢ qualquer estado do
x,4).

O estado-espago do problema poderd ter a seguinte confi-
agdo (ver Figura 1):

te-space no original.

‘problcmas que ifemos apresentar, nesta primeira fase, sdo problemas considerados nio-
neiros. Tal facto deve-se essencialmente a dois aspectos:

1st, the roles of procedure stated in the problems are few, making it possible to identify a
| number of operators which characterize the state-space. Frequently the state-space it
s small enough so that it can be fully displayed.

condly, the states themselves correspond to configurations of physical objects described in
e problem scatements.” (Goldin, 1979; p. 150)
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Poder-se-do definir 4 operadores, que aplicdveis a estados
cisos originam um tnico estado sucessor, “mover uma cara para
ireita”, “mover uma coroa para a esquerda’, “saltar uma cara para

becos (0.3)
PRt ) »
- ireita”, “saltar uma coroa para a esquerda’.
Neste contexto, encontrar o caminho-solugdo corresponde 2

0.5) € (0;3) (3.5)
cobrir a sequéncia de operadores que aplicados 2o estado-inicial

(3,0) € (3,3)/ —_—(0,2) — > (0,0) nduzem ao estado-objectivo.
¢ ¢ _ Atendendo a que o conjunto de estados da representagio de um
(0.5) €—— (9 20) —> (0.0) oblema pode ser bastante extenso, o estado-espago poderd ser
(0.0 ¢ ¢ acterizado através do estado-inicial e de uma lista de operadores.
25) ——> 03 Sem pretendermos ser, nesta primeira abordagem , exaustivos,

(0,0) Estado-inicial
/ \
yrd

(0,5)

(3.0 (1,0)
©9 ¢ m base na anglise do estado-espago de uma representagio de um

0!5 oil 3 > y s . ] . [
©3) @ 69 049 oblema, poderemos inferir algumas das varidveis de estrutura

¢ estado-objectivo n
3.0) 31) bjacentes, nomeadamente:
) *"“"‘" — 3
¢ _ * Ntimero total de estados. -
* Ntimero de caminhos para atingir a solugdo.

©0.5) €— (©4) ¢ Combri \ e
Estado objectivo omprimento do menor caminho para 2 soluggo.
' * Ndmero de becos.
* Niimero de possiveis primeiros movimentos.
Os referi . . * Ntmero de movimentos permitidos.
s referidos movimentos podem ser caracterizados através de : « Reversibilidade dos movimentos

um conjunto finito de operadores definido a partir do conjunto dos ' « N d . ibi d
- estados para ele proprio, ou seja cada operador possui um dominio " Ntlxmero de mogmenlt;c?s profbicos.
" de estados a0 qual ¢ aplicével, e uma série de estados sucessores. - R:z?:r:ntri ?tid?tizoﬁ?g(; dos-objecivo ¢ o nimero total

Atendamos no problema: ,
« . estados.
Duas caras e duas coroas estdo colocadas em linha, as caras Ntimero de configuragdes simétricas.
inir?ﬁ;ia e as coroas 4 direita com um pequeno espago. Poderemos caracterizar o primeiro problema apresentado neste
N - caras (NN DD) cumento, relativamente s vatidveis de estrutura, da seguinte forma:
%
D - coroas - Apresenta um estado-espago composto por 30 estados, 14 dos
As caras movem-se somente para a direita € as coroas somente para ais sko becos; .
* um estado a partir do qual nio h4 um movimento permitido

a esquerda. Uma moeda pode mover-se para 0 €spago vazio :
adjacente ou pode passar por cima de uma moeda de qualidade cepto (possivelmente) o inverso do movimento imediatamente

oposta (cara ou coroa) para ocupar 0 €spago vazio, Mostre como
trocar a posi¢io das caras com as coroas .

Figura 1. Estado-espago do probiema dos dois baldes.

ecedente;
* h4 dois percursos ndo simécricos conducentes 4 solugio —
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e

um com seis i
eStadO’ObjéCtiI\ZO?sl?zl;fo: ,‘jgeczz?gﬁ: gueg per m%tem atingir o Rel':xt'wamente ao problema das caras ¢ coroas, vejamos como
estados, conducentes 20 esta dO-Ob'ectivoe(O lZI\OVIl\fInentos, nove uma “sxmplés” al'ter'aqix'o a r}ivel de varidveis de si.ntaxe, no numero
movimentos sio reversiveis; J , 4). Nem todos os fie moedas influi significativamente na complexxc%ade da estrurura
* poderemos, por O mento do primeiro bald intrfnseca c‘io mesmo (Goldn}, 1985; p. 120 € segumtes). O ndmero
estado (1, 5) para o (0,-5), mas nd p elro bd e, passar do de possivets prxmexros—movxmentos mantém-se 0 mesmo (2), no
verso. ,5), mas ndo sera admissivel o movimento caso de o numero de caras e/ou coroas ser 1,2, 3 ou 4; em
O problema das moe das, de que apres quglguer destias situagdes ca‘xist?_‘\%m ﬁr.xico estad?—o}ujectivo ¢ dois
representagao (ver Figura 2) apresenta ump L'mieczmm?is uma sua caminhos equivalentes, devido & simetria, para atingir a solugdo, no
 que poderd ser atingido por duas vias e u“(;’“f"”“w‘ﬁ%,?:?b}_e_\gq\’o entanto:
simetria. Realmente, o movxmemo deu ncli valentes Wff”ﬂ?. 3 sua a) Ndamero total de estados 1o estado-espago:
corresponder ao movimento de a cara para 2 direita, ird 1 cara e 1 coroa
(- A configuragdo estado- uma coroa para a esquerda, 9 caras € 2 cOroas 23
| quando pretendemos caractz:'p e pod'e ser extremamente (til 3 caras e 3 coroas 72
' complexidade intrinseca delziin exaruoslt)xlvamenfe o acréscimo de b) Comprimento do menor caminho para 2 solugdo: :
alteragio/imposigio de determina(f el:;a ,’mtroduz;da pela | 1 cara e 1 coroa 3 pasios |
' problema da ansferéncia d as condigoes F/ ou estudar o 7 caras e 2 coroas 8 passos
. v réncia de conhecimentos (ver Figura 2). 3 caras € 3 coroas 15 passos .
(NN-DD) estado-inicial e
~ 1 caras € n coroas (n+1)?-1 passos
(NNDD) <— (N-NDD) I;IN ! : ¢) Ndmero de becos:
(NND-D) ———3 (NNDD-) 1 carae 1 coroa O

/(NDN—D) \ /N_DND) 2 caras ¢ 2 COr0as 4
/. (NDND) G ] ~a 5 caras ¢ 3 coroas 13.

. (-NDND) Vejamos agora que relagbes se poderdo estabelecer entre
(ND-DN) : . (NDDN) (-DNND) ORN ' configuragdes estados-espago da estrucura intrinseca de problemas,
- D) e de que forma se poderdo rentabilizar para 0 sucesso da resolugdo

(“DNND) (NDD~N
) (D-NND) (DNDN-) dos problemas. I
Isomorfismo. Dois estados-espago s§d~»~.isqmorf8s se existe uma

déncia entre 08 estados do primeiro € 08 estados do

i
1l

W

RERRER

(D-NDN) DND)

BONN) correspon
(D-DNN) segundo com as seguintes propriedades:
(DD-NN) estado-objectivo (@) a correspondéncia € bijectiva
(b) um movimento de um estado para outro é permmdo no
correspondente é

Fi i rimeiro estado-espago se € sb se O movimento
gura 2 Estado-espaco do problema das caras e coroas. germitido no seg“Edo
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(¢) o estado-inicial do primeiro corresponde a0 estado-inicial
do segundo.

(d) um estado é um estado-objectivo do primeiro estado-
-espago se € s6 se 0 estado cotrespondente no segundo estado-
-espago também ¢ um estado-objectivo.

Ora, se duas representagBes estados-espago sdo isomérficas,
entdo poderemos concluir que tém a mesma estrutura e, conse-

. quentemente, valores idénticos para as respectivas varidveis, sendo

portanto indistinto resolyer uma ou outra versio e possivel

© transferir os conhecimentos adquiridos de uma para a outra.

Nesta petspectiva, representagoes vélidas de certo problema
incluem-se em classes de equivaléncia ou classes isomérficas, o que
significa que quando falamos de varidveis de estrutura de um
problema, estamos realmente a considerar uma determinada classe
de representagdes isomérficas do problema.

Homomorfismo. A nogio de estado-espago homombérfico ¢
uma generalizagio do conceito de estado-espago isomérfico.

Suponhamos que temos dois estado-espago S ¢ T. Um
homomorfismo ¢ uma correspondéncia “f” de S para T nido
necessariamente injectiva e néo necessariamente sobrejectiva, que
satisfaz as condigOes:

(a) Se s, € s, sdo estados em S tais que hd um movimento
permitido de s, para s,, entdo também haverd um movimento
permitido em T de f(s,) para f(s,) ou entdo f(s,)= f(s,).

(b) um homomorfismo diz-se consetvativo relativamente a um.

objectivo se faz corresponder estados-objectivo de S a estados-
objectivo de T.

Os homomorfismos poderdo ser:

- Injectivos, se a cotrespondéncia “f” do ptimeiro estado-espago
para o segundo, for de um para um.

. Sobrejectivos, quando a correspondéncia f do primeiro estado-
-espago para o segundo, o for. Isto ¢, para qualquer estado “
pertencente a0 segundo estado-espago T, existe pelo menos um
estado “s” pertencente ao primeiro estado-espago S, tal que f(s)=t-
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Poder-se-4 estabelecer, no entanto, uma relagao mais fraca entre

struturas de problemas que a homomérfica. Um fraco-homomor-

smo_entre dois estados-espago S e T, serd uma correspondéncia f
Sem T, que satisfaz as condigbes: se s, € s, 530 estados de S

tre os quais existe um movimento permitido, entdo f(s,)=f(s,) ou

existe uma sequéncia de movimentos permitidos em T de f(s,} em

f(s,) de tal forma que os estados intermédios ndo sdo imagem, por

f, de nenhum estado em S.

. Todoo homomorfismo ¢ um fraco-homomorfismo.

Todo o fraco-homomorfismo sobrejectivo € um homomorfismo.

Um fraco-homomorfismo injectivo de S em T serd designado

or inclusio de Sem T.

Resumindo:

(a) Um homomorfismo injectivo permite ver um problema

omo um sub-problema de outro. '

(b) Um homomorfismo sobrejectivo permite-nos caracterizat a
elagio de um problema com outro relacionado por supressio de
lgum atributo dos estddios do problema original. '
"0 conceito de inclusio da representagio de um problema na de
utro permite-nos classificar mais amplamente as representagdes
lternativas que podem ser construldas com base no enunciado de
m problema. Realmente, mesmo que €ssas configuragdes ndo
iam isomérficas poderdo relacionar-se por meio dessa inclusdo,
mbora, no geral apresentem valores distintos para importantes
ridveis de estrutura. .

' Simetrias ¢ Decomposigio em Sub-espagos. Um _automorfis-
mo de um problema — um isomorfismo do estado-espago de um
roblema em si préprio, ¢ vulgarmente designado por transfor-
acdo de simetria da representacdo do problema. o |
As transformacdes de simetria de um estado-espago —
englobando também nesta designagio a transformagio
dentidade ¢ a transformagdo inversa de uma transformagio
métrica — formam um grupo matemdtico que designaremos por
rupo de Simetria da Representacdo do Problema.
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A ordem de tal grupo pode ser considerada uma nova varidve|
de tarefa.
Sempre que um estado-espago possui simetria é possivel
, construir uin estado-espago-reduzido constituldo | por ‘estados
equivalentés; determinados pelas transformagoc?swcmie simetria que
foram identificadas. o
Vejamos algumas implicagdes das relagdes abordadas na
resolugio de problemas:
_..=, ®Se o estado-espago pode ser partido em sub-espagos, cada um
“correspondendo a um sub-problema particular, podemos antecipar
a possibilidade de considerar “degraus”, “fases”, “etapas” durante a
resolugio do problema, com todas as vantagens daf decorrentes. O
resolvedor poders estabelecer entdo a sequéncia:

10 — seleccionar um sub-objectivo;

20 — resolver o correspondente sub-problema;

30 — chunk o algoritmo solugio do sub-problema — substituir
o sub-espago do estado-espago por um tnico estado que corres-
ponde & solugdo do sub-problema.

Entio, se o estado-espago pode ser decomposto em sub-espagos
isomérficos, poderdo existir estados que correspondem a-solugio de
classes isomérficas partlculares de sub-problemas.

¢ O reconhecimento da simetria que estd presente na represen-
tagdo do problema ¢ muitas vezes a chave da compreensio profunda
do problema. Mesmo que o individuo, no infcio da resolugdo de
um problema, descure as simetrias existentes, durante a resolugao
poder4 reconhecer estados como equivalentes, causando talvez uma
profunda mudanga na “percepgio” do problema pelo resolvedor.

* As representagSes homomérficas e isomérficas permitem:

- transferir a aprendizagem de um problema para outro;

- conhecer o processo pelo qual os resolvedores reconhecem as
analogias das estruturas dos problemas e as utilizam na sua resolugao;

- comparar a representag¢io de um problema com a represen-
tagdo inversa proporciona o enquadramento necessirio para O
estudo da reversibilidade do pensamento.
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J4 vimos inicialmente que as varidveis de estrutura poderdo ser
finidas a partir da andlise estado-espago de uma representacio de
m problema.

- Iremos agora referir outras possibilidades de obtencio das
feridas varidveis com base noutras andlises — - andlise de
algoritmos e de estratégias.

Um algontmo poderd ser considerado como um procedimento

epresentaco. Dado que poders ser descrito em fungio do conjunto
e operadores no estado-espago, as duas abordagens serdo
ompatfvens~um algoritmo aceitard o “ciclo-inicial” como “entrada”
partir do qual se gerard uma sequéncia de estados até se atmgxr
estado-objectivo através de um cammho tinico, por sucessivas
plicages dos operadores.

A aplicagio de algoritmos alternativos provocard possfveis cami-
hos-solugdo distintos, pelo que se. 1mpoe, novamente, a escolha de
im algoritmo particular que permita a comparagio de problemas
0 que respeita as varidveis de estrutura da tarefa. Estas incluem:

7 (a) o niimero de passos na linha-de-acgdo, gerada pelo
goritmo, para a solugio do problema;

(b) o ndmero de vezes que um “desvio” no algoritmo ¢

Uma generalizagdo de um algoritmo — uma estratégia’ — é

As varidvels de estrutura definidas relativamente aos algoritmos parecem fazer mais sentido
05 problemas altamente rotinizados — tarefas de cdleulo — onde algoritmos standard sio
rgamente ensinados aos alunos. .

Além da relagiio algoritmo-estratégia, ainda se poderdo tentar relacionar os termos estratégia
procedimento heurlstico: a estratégia estabelece um subconjunto bem definido de movimentos
erem considerados num desenvolvimento particular enquanto que, por vezes, um

rocedimento heurfstico sugere uma estratégia-solugio particular (ou algoritmo) numa situagio
articular,




120 Leitdo, Fernandes e Cabrita -

qualquer procedimento que limita o conjunto de possiveis
movimentos sem necessariamente individualizar um movimento
particular. Nesta perspectiva, enquanto um algoritmo é definido
relativamente a operadores que sdo fungdes parciais no estado-
-espago, a estratégia pode ser definida relativamente a relagdes
parciais no estado-espago. . '

Uma relagio parcial faz corresponder cada estado no seu
domifnio a um conjunto de possiveis estados sucessores, pelo que a
estratégia nfio conduz necessariamente a uma tnica linha-de-acgo,
caminho, dentro’do estado-espago, pelo contrério, gera um
conjunto de linhas-de-acgdo possiveis, as quais podem ou nio
incluir a linha-de-acgdo solugio.

Também relativamente a uma estratégia particular se poderio
definir algumas varidveis de estrutura, nomeadamente:

(a) a susceptibilidade de uma determinada estratégia conduzir a
uma solugio; - '

= (b) o nlimero minimo de passos na linha-de-acgiio para uma
solugio gerada por uma estratégia particular.

Um dado importante que convém realgar é o facto de que, se
dois estddos-espagos sdo isomorfos, qualquer estratégia que possa ser
definida num deles tem uma estratégia correspondente no outro.

Até aqui temo-nos debrugado sobre as varidveis de estrutura em
_problemas ndo-rotineiros, pelas razdes apresentadas. Nesta segunda

- parte, tentaremos transpor as consideragdes tecidas pata os
“problemas que habitualmente se abordam num contexto de sala de
aula, os designados problemas rotineiros.

As varidveis de estrutura da tarefa relativas a este tiltimo tipo de
problemas, sio obtidas a partir de uma representagio standard do
problema ou de representagdes standard expandidas .

Tais representagdes comportam, habitualmente, no que diz
 respeito a problemas de 4lgebra elementar, um conjunto finito de
- equagbes e um ndmero finito de varidveis. £ esta configuragdo de

"7 simbolos que consideraremos estados de um estado-espago, com a
‘finalidade de daf inferimos as varidveis de estrutura.
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O conceito estados-espago isomorfos permite-nos considerar

que problemas rotineiros tém a mesma estrutura (indepen-
entemente da expansdo ou redugdo usada) quando as equagbes

gébricas que os traduzem sdo as mesmas, excepto no que respeita
letras que designam as varidveis. Quando os valores das

nstantes numéricas variam, teremos que ser muito fais

cautelosos relativamente 4 classificagdo de terem a “mesma”

estrutura. Neste caso, tal caracterizagio depende da selecgio de uma

representagio e da satisfagdo das condicses:

- - 0s movimentos no cdlculo devem estar em correspondéncia
m-a-um;

- o nimero de digitos tem de ser igual em ambos os casos;

-0 “0” e 0 “1” ndo devem ser considerados equivalentes a

outros nimeros. ‘

A fim de atribuirmos valores especfficos As varidveis de estrutura

de uma representagio standard de um problema teremos que

specificar um nivel no qual os estados serdo considerados distintos,

.0 passos que constituem movimentos particulares de um estado

ara outro, )

Relativamente a um problema algébrico elementar poderemos

stabelecer as convengdes:

e configuragbes-simbélicas relacionadas em virtude das
ropriedades associativa ou comurativa da adi¢do ou multiplicagio
imétrica da igualdade, representam estados equivalentes;

® configuragbes-simbélicas relacionadas em virtude de paréntesis
upérfluos, representam estados equivalentes; (
. ® um (nico passo ¢ permitido para;
a) alterar ambos os membros de uma equagio por adigdo,
ubtracgdo, multiplicagio ou divisio (exceptuando o zero) de
Xpressdes idénticas; ' :
b) alterar ambos os membros de uma equagio efectuando uma
nica operagio em cada lado, quer seja negacio, reciproco, raiz
uadrada, ...; - ‘
c) efectuar um tnico clculo aritmético;

1
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s

d) substituir uma expressio por uma varidvel adequada;

¢) aplicar a propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo
3 adicdo ou subtracgio; '

f) anular termos simétricos, ou anular termos iguais no
ntumerador e no denominador de uma fracgdo.

Poderemos abordar o estudo das varidveis de estrutura de um
problema rotineiro, ndo s6 a partir das caracterfsticas dos caminhos
resultantes da aplicagio do algoritmo ou estratégia, como também
através das caracterfsticas do correspondente sistema de equagdes (o
estado-inicial do problema), independentemente do caminho para
a soluggo. ;

As varidveis daf resultantes poderdo comportar entdo:

e 0 niimero de equagdes;

e 0 nimero de varidveis;

© nimero de vezes que uma operagio ocorre;

‘o ntimero de paréntesis;

... etc. ‘

Tentafemos agora, sem pretensoes de ser exaustivos, sintetizar
as diversas varidveis de estrurura apresentadas, num quadro

adaptada de Gerald Goldin (ver Quadro 7):

Quadro 7
Varidveis de Estrutura

A. Varidveis de complexidade dos problemas

- Ndmero total de estados. 2 >

- Ntimero de caminhos para atingir a solugao.

- Razio entre o niimero de caminhos para atingir a solugio e o nimero total de caminhos
do estado-espago. 4/ &

~ Comprimento do menor caminho paraasolugio. % A bAAD

- Niimero de becos. &y !

- Niimero de possiveis primeiros movimentos. J;

. Nimers de possfvels primeiros movimentos que conduzem 2 solugdo. L

. Razdo entre nimero de possveis primeiros movimentos que conduzem 2 solugio e o
admeto de possiveis primeiros movimentos. £ e ‘

- Niimero de movimentos permitidos. by i

- Reversibilidade dos movimentos. -

[N
B PR
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. Ndmero de movimentos proibidos. ;a’\ st
- Ndmero de estados-objectivo. i N ;
Razio entre o nimero de estados-objectivo e 0 nimero total de estados. J A I
Numero de configuragdes simétricas. <
aridveis definidas relativamente a algoritmos ou estratégias.
O ntmero de passos na linha-de-acgéo, gerada pelo algoritmo, para a solugdo do
problema, .
O niimero de vezes que um “desvie” no algoritmo é ultrapassado.
O nimero de vezes que uma “ramificacio” do algoritmo ¢ atravessado.
. O ntimero de vezes que um operador particular ¢ solicitado pelo algoritmo.
A suscepribilidade de uma determinada estratégia conduzir a uma solugdo.
- O nimero minimo de passos na linha-de-acgiio para uma solugio gerada por uma
estratégia particular. :
“Varidveis descrevendo o estado-inicial de uma representagio standard.
- Niimero de equagdes.
- Ntmero de varidveis.
- Niimero de vezes que uma operagio ocorre.
.. Ntimero de paréntesis.
-D. Simetria e caracterfsticas dos sub-problemas.
- Niimero de elementos do grupo simetria G.
- Classes de equivaléncia de estados segundo a acgdo do grupo de simetria G.
» Subgrupos do grupo de simetria G. 3 :
- Decomposi¢do de um estado-espago em sub-espagos (principalmente, decomposigio em
sub-espagos mutuamente isomorfos).
L. Simetria em ambos os sentidos (ascendente e descendente) no interior do estado-espago.
E. Variveis descrevendo relagbes entre problemas.
 Existéncia de um isomotfismo entre S e T.
- Existéncia de um homomorfismo entre S ¢'T, em particular:
- Um homomorfismo injectivo de'T sobre § (sub-problema de S);
- Um homomorfismo sobrejectivo de § sobre T {redugio de S).
- Caracterfsticas do problema inverso de (particularmente, isomorfismo entre S e 0
problema inverso).

Processos Heuristicos

Raciocinio heurfstico ¢ 0s comportamentoé que ele reflecte
geralmente sdo considerados caracterfsticas do resolvedor. No
.entanto, os processos heurfsticos, para além de se relacionarem com
o resolvedor, também se podem considerar inerentes ao problema
" de Matematica e variam de problema para problema. O ambiente
da tarefa fornece um estfmulo para o raciocinio. A interacgio entre
as operagdes mentais do resolvedor e a tarefa em si mesmo sugerem
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0§ Processos heurfsticos que acontecem durante a resolugio
de problemas. Porque os termos “heurfstica” e “processos
heurf{sticos” tém sido definidos de diferentes formas,
apresentamos aqui algumas definicoes, desciicbes ou referén-
cias ligadas a estes termos.

' Segundo Polya (1957), heuristica ¢ o nome de um certo
ramo de estudo, nio muito claramente circunscrito, pet-
tencendo & légica, ou & filosofia, ou a psicologia E o
objectivo da heurfstica ¢ estudar os métodos ¢ as regras da
- descoberta e invengdo.

Raciocinio heurfstico ¢ o raciocinio, visto no s6 como final e
rigoroso, mas como provisério e aceitdvel, cujo propdsito €
descobrir a solugio do problema presente. :

Em Polya (1962) define-se o termo heurfsticas como sendo o
estudo dos meios e métodos de resolugio de problemas E atrair o
[eitor para pensar acerca dos meios ¢ métodos que usa quando
resolve os problemas. ‘

De acordo com Gelernter & Rochester (1958), mérodo
heurfstico (ou uma heuristica) ¢ um procedimento que pode
conduzir a um pequeno corte dos objectivos ou pode conduzir 2
um beco sem safda. E impossivel prognosticar 0 resultado final
antes que a heurfstica tenha sido aplicada e os resultados sejam
verificados por processos formais de raciocfnio.

Segundo Feigenbaum & Feldman (1963), tudo que se pode
dizer acerca de uma heuristica ttil € que ela oferece solugbes que
sio suficientemente boas a maior parte das vezes.

Para Wilson (1967), uma heurfstica ¢ uma decisdo, uma forma
de comportamento, que usualmente conduz aos resultados
desejados, mas sem nenhuma garantia de sucesso.

Kilpatrick (1968) diz que uma heurfstica- é qualquer plano,
técnica, regra, etc. que melhore a realizagio na resolugdo de
problemas. ) '

Kantowski (1974) diz que heurfsticas podem ser descritas como
regras para seleccionar caminhos de investigagio através dum

problema espago”. Uma heurfstica € um caminho que um
colvedor escolhe na sua investigago para uma soluggo.
Segundo Jerome Bruner (1964), heuristica ¢ uma abordagem
ta por alguém para resolver um problema. Um processo
(stico é essencialmente um método ndo rigoroso de conseguir
1cBes para problemas, sem oferecer garantia alguma de o
nseguir.
Krulic & Rudnick (1984) referem que as heuristicas fornecem
, “mapa-guia” que dirige 0s trabalhos em direcgo 2 solugdo do
oblema. Contrariamente 20s algoritmos, que garantem Sucesso
iando aplicados correctamente € se for seleccionado o algotitmo
equado, as heurfsticas'ndo garantem o SUCESSO. No entanto, se 0s
dantes forem ensinados a seguir heurfsticas em muitas situagdes
blema, entdo eles ficam em boa posigio para resolver com
esso os problemas que surjam.
As heurfsticas apresentadas no Quadro 7 constituem 5 etapas
o processo de resolugdo de problemas apresentadas por Krulic &
dnick (1984). .
A terceira heurfstica — selecciohar uma_estratégia — con-
iderada a mais dificil ¢ a parte do processo de resolugdo de
oblemas que providencia a direcgdo que 0 resolvedor deve seguir
ra encontrar a solugo. A sua selecgio ¢ determinada pelas fases
r e Explorar € o sucesso da sua escolha vem com a prética. As
ratégias sio usadas muitas vezes em combinagdo.
Destacamos também o importante modelo de Polya (1957)
e sugere quatro fases na resolugio de problemas: 1. Compreender
roblema; 2. Delinear um plano; 3. Implementar o plano;
\EVEr.
~ Alguns dos principais processos heurfsticos identificados por
lya (1957) sdo: analogia, elementos auxiliares, problemas
iliares, decomposigio e recombinagio, definigio, generalizagio,
ucio e indugio matemtica, redugio 20 absurdo e demonstragdo
directa, especializagio, simetria, variagdo do problema, trabalhar
oltando atrds (ver Quadro 8):
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.

SUBSKILLS

1. Identificar os factos dados
2. Identificar a questdo

3, Compreender o vocabuldrio

4. Visualizar

SUBSKILLS
1. Insuficiéncia de dados
(a) o que ¢ que fala
(b) o que ¢ exera
2. Organizar e representar dados
(a) quadros
(b) tabelas
(c) gréficos
-(d) diagramas
(e) afirmagBes algébricas
3. Conceitos operacionais
4, Estimagio

ESTRATEGIAS

1. Reconhecimento de um padrio
2. Voltando atrds

3, Adivinhando

4. Simulagio e experimentagio

5. Redugdo

6. Lista organizada

7. Deduggo légica

SUBSKILLS

1. Comperéncias de célculo
2. Skills algébricos

3. Skills geométricos

SUBSKILLS
1. Estimagdo

Quadro 8
Etapas do processo de resolugiio de problemas
LERO B 2
' PROBLEMA |4¢—
X —_—
EXP ¢
LORAR
SELECCIONAR N
UMA
ESTRATEGIA | ¢
RESOLVER | 3
o 4
PROBLEMA
v
REVER
E —p
ALARGAR I

Em estreita ligagio com as quatro fases do modelo de Polya
(1957), McClintock (1979) faz uma andlise dos processos
heur(sticos com relevo para: '

1. Processos para a compreensio do problema

2. Processos para a selecgio duma representagio

2. E aceitdvel

¥y

3. Processos para explorar uma representagio
4. Processos para usar representagoes alternativas.

O Quadro 9 ilustra o uso
- desenvolver e explorar uma representag
- alternativas.

Quadro 9

.

i o Pr rigl
Compreensdo do Problema
1. Decomposigo
a) Dados, Objectivos, Condig8es
b) Casos especiais
2. Definigdo
3. Conhecimento do contetido

desses processos heurfsticos para
f0 e para criar representagdes

* Representagiio do Problema e Processos Heuristicos

a0 do Probiema
Selecgio
1. Analogia
2. Decomposicio e Recombinagio
3. Orientagdo Objectivo/Planificacio
4. Indugio/Generalizagio (Padrdes)
5, a) Especializagio/Casos Especiais
b) Tentativa e Erro

ro ival imil
1. Analogia

6. Dedugio
8

1. Analogia (Processos similares)
2. Contradigio
3. Decomposigio ¢ Recombinagio
4, Definigio
5. Indugdo (Aproximagio sucessiva)
6. Processos «meio-fim»
a) Construgio auxiliares
b) Problemas auxiliares
¢) Objectivos Intermédios
7. Simetria
8. Técnicas de avaliagio do estudo
a) Trabalhar voltando atrds

h

resent ter
1. Analogi
2. Decomposicio e Recombina
3. Gcneraﬁ
4, Variagao de Problemas
5. Problemas/Elementos auxiliares

a0
zagdo (a outros p;obi:mas)

A

2. Definigio
3, Condigdo equivalente

I

1. Problemas/Elementos Auxiliares

2. Generalizagdo

3. Especializagio

4, Variagdo do Problema (Mudando
Condigbes)
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Aplicagdes no Ensino 7. A média das palavras por frase ¢ de 7.8 no primeiro enunciado
11.4 no segundo. O ndmero de oragBes por frase mantém-se igual
problemas que ilustram algumas m ambos os casos. Combinando frases obtemos o enunciado:
4veis de tarefa estudadas.
Os problemas apresentados nesta terceira parte, adaptados de Dois carros vdo em direcgbes opostas partindo do mesmo
Janet Caldwell (1979), ilustram como mudangas nas varidveis de lugar. O primeiro val a 30 Km por hora, enquanto o
segundo carro val a 45 Km por hora. Em quantas horas

tarefa interferem no processo de resolugio de problemas. ‘ . ¢ ra. LI
- > ; estardo os dois carros 2-150 Km de distincia?

Passamos a apresentar alguns
formas de variar cada uma das vari

' A dificuldade do problema aumenta porque a combinagio

ntéctl'ca de um ¢ frases produz uma mudanga na compreensdo do problema

dangas no que diz respeito ado que a profundidade da frase e a complexidade grama-

a0 seu conted tar a sua estrutura al sio mais elevadas. Este problema tem trés frases e 40

matematica. avras, mas a média de palavras por frase ¢ 13.3 e tem duas
Consideremos o problema seguinte: goes por frase.

"Outros enunciados mais complicados podem ser criados usando
vocabuldrio mais dificil, alterando a estrutura gramatical, ou
dando os nimeros ¢ os simbolos. Também a colocagio da
unta no-comego ou fim do enunciado influencia o grau de

uldade do problema.

Variagdo de Sintaxe

De uma maneira geral, complexidade si

problema pode variar sem haver mu
do e contexto € sem afec

.Dois catros partem do mesmo lugar. Eles vio em direcgbes
opostas. O primeiro carro vai a 30 Km por hora, 0 segundo
carro vai a 45 Km por hora, Em quantas horas estardo eles
‘2 150 Km de distancia?
Posicmps alterar o en Em quantas horas estardo dois carros afastados de 150 Km?
comprimento. : Fles partem do mesmo lugar. Véo em direcBes opostas. O
primeiro carro vai a 30 Km por hora. O segundo carro vai
45 Km por hora.

unciado deste problema variando o seu

Dois carros partem do mesmo lugar e a0 mesmo tempo. Os

dois carros vio em direcgdes opostas na mesma estrada. O
primeiro carro vai para Oeste a 30 Km por hora. O segun- ois carros partem do mesmo lugar. O primeiro carro vai
do carro vai para Este 2 45 kim por hora. Em quantas ' 30 Km por hora. O segundo carro vai a 45 Km por hora.
horas estardo os dois carros a do ' m quantas horas estardo eles afastados de 150 Km, se eles

150 Km de distincia um
? - . -
outro? 40 em direcgBes opostas?

umas ‘ . = ~
alg s problemas seguintes sio duas versdes do mesmo, problema

ra Sua H ™ P
ais de um passo. Numa versio 0s dados sio apresentados

edor e na outra

—» O alongamentowggWQMO do, problema origina

mudangas na estrutura gramatical e tende a aumenta
dificuldade. Este problema, tal como o anterior, tem cinco frases

mas enquanto que o primeiro tem 39 palavras, © segundo ja ™ em por ordem diferente.
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Jodo comprou trés camisas a 6500800 cada uma ¢ duas -

gravatas a 5400800 cada. Quanto gastou ele a0 todo?

Uma camisa custa 6500800 e uma gravara custa 5400$00.

O Jodo comprou trés camisas € duas gravatas. Quanto
. gastou ao todo?

O segundo problema, embora com idéntico conteddo, contexto
e estrutura, ¢ mais complexo due o primeiro porque 2 diferenca de
sintaxe obriga o estudante a reorganizar os dados para interpretar 0
problema.

As vérias versoes dos problemas apresentados ilustram como 2
mudanga da sintaxe no problema pode afectar a dificuldade do
problema. O reconhecimento destas mudangas torna o estudante
capaz de interpretar enunciados do problema, de criar um
enunciado paralelo a um enunciado dado, contendo sé os
clementos essenciais e tornando assim mais ficil a resolugdo desse
problema.

Compete ao professor orientar os alunos no sentido de
reconhecerem diferentes enunciados do mesmo problema.

Variacio de Contetdo e de Contexto

A variavel contetido descreve o assunto do problema ¢ ¢ aquela
que primeiro preocupa 0 professor. Os problemas devem ser consi-
derados ndo sé de acordo com a sua drea geral tal como dlgebra,
geometria, logica, etc., mas ambém de acordo com o nivel de de-
sempenhio do resolvedor e do seu conhecimento bdsico mate-
mdtico.

Assim, apresentamos aqui dois problemas que podem ser
resolvidos de maneira diferente por alunos com diferentes niveis de
realizagdo.

Um fazendeiro tem mais oito galinhas que ces. Ao todo
os animais tém 118 patas. Quantos cdes tem o jovem
fazendeiro?

e P
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Alunos mais novos podem resolver este problema por tentativa
e erro, alunos que tenham estudado equagdes lineares podem usar
a equagio 2(x+8)+4x = 118, ¢ alunos que jé conhecem sistemas de
equagbes podem usar duas equagbes com duas incégnitas x+8 =y
e2y + 4x=118.0 contetido matemético mudou de resolvedor
para resolvedor.

Provar que as diagonais dum paralelogramo se intersectam
nos seus pontos médios.

A sua resolugio pode ser feita usando vectores ou usando
as coordenadas cartesianas. O primeiro resolvedor usa um
contetido matemirico diferente do que usa o segundo resol-
vedor.

Problemas com contetido diferente e estrutura matemdtica
similar:

Joana comprou 3 Kg de rebugados a 110$00 cada Kg.
Quanto gastou a0 todo?

Rui andou dé catro durante 3 horas a 110 Km 2 hora.
Quantos Km andou ele?

Maria trabalhou trés horas e ganhou 110$00 por cada hora.
Quanto ganhou ela a0 todo?

Estes problemas, embora de tipos diferentes, 8m a mesma
escrutura matemdtica pelo que o algoritmo de resolugio é
exactamente O MEsMO. '

Também a presenga ou auséncia de palavras chave ou pistas
verbais podem variar de problema para problema, enquanto 2
estrutura matemdtica se mantém. No Quadro 10 apresenta-se uma
lista de palavras chave.
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Quadro 10

Palavras Chave
ADIGAO SUBTRACGAO MULTRIPLICAGAO DIVISAO
¥

soma | juntamente | diferenca | menos produto quociente
ao todo | mais do que | resto menos do que |  vezes dividido
total . | maior do que | baixar diminuido multiplicagio | por
mais  |-dumentado | perder menor do que | cada cada
junto | elevado levar subtraldo
luéro | ganho gastar troco

~ Os problemas seguintes apresentam pistas verbais:

Anténio tem quatro bolas. Maria tem oito bolas. Quantas
bolas tém eles juntamente?

Anténio tem quatro bolas. Maria tem oito bolas. Quantas
bolas tém eles ao todo?

Problemas que incluem palavras chave, mas-que podem
_conduzir a pistas erradas:

Teresa tem catorze bonecas. Ana tem quatro bonecas mais
que Teresa. Quantas bonecas tem a Ana?

Teresa tem catorze bonecas. Teresa tem quatro bonecas mais
que Ana. Quantas bonecas tem 2 Ana?

O uso de vocabuldrio matemdtico especifico também afecta 2

dificuldade do problema:
e Escrever um niimero no { - | que torna verdadeira a frase:

SXD=50.

e Encontrar a raiz da equagio 5x = 10.
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Problemas com a mesma estrutura podem variar mudando a
informagdo dada, o nimero de condigBes que estdo explicitas, o
ontetido da incégnita e a informagio objectivo. A um problema de
Jeterminar” muitas vezes pode dar-se a forma de um problema de
‘mostrar”, implicando uma mudanca de raciocinio directo para

aciocinio inverso.

Determinar as rafzes da equagio 3Z° + 2Z + 1 = 0, onde
Z representa um nimero complexo.

Mostrar que os nimeros Z = (- 1 # i V2)/3 satisfazem a
equagio, onde Z representa um nimero complexo.

A varidvel contexto descreve o envolvimento ou representagio
do problema que muitas vezes pode ser mudado sem afectar a
estrutura do problema. Tais mudangas podem afectar substan-
ialmente a dificuldade do problema.’

Apresentamos alguns exemplos que se referem 2 formulagio ou
epresentagio dum problema (simbélica, verbal, icénica ou
manipulativa):

©2+3=2? :

o Lufs tem dois blocos. Ele comprou trés blocos mais. Quantos
blocos tem ele a0 todo?

e Quantos blocos hé ao todo? (ver Figura 3)
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Figura 3, Representagio simbélica
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A resolugdo do problema num nivel manipulativo ¢ mais ficil
¢ necessdria para se progredir para um nivel .icénico. S6 depois se
poderé trabalhar em niveis simbélicos e verbais.

Relativamente 2o contexto verbal dum problema, esta categoria

.inclui, entre outros, problemas familiares versus ndo familiares e
problemas convencionais versus imaginativos.

Um problema muito familiar:

José tem 47 berlindes. Ele perde 12 berlindes. Com quantos
berlindes ficou?

O problema seguinte descreve uma situagio que jd nio €
familiar para muitos alunos:

O Sr. Silva meteu 55 Kg de algoddo puro na miquina.
Recuperou 32 Kg de fio de algoddo. Quantos Kg de

semente obteve?

Um problema convencional do tipo dos que surgem nos livros
escolares, sem informagio relevante, isto é, o mais curto, 0 mais
simples ¢ com linguagem o mais directa possivel.

Os bilhetes para a festa da escola custam 100$00. O 5° ano
vendeu 120 bilhetes ¢ o 6° ano vendeu 132. Quanto
dinheiro- mais fez o 6° ano do que o 5° ano?

Um problema imaginativo descreve elementos de situagio
.total apelando 2 imaginagdo, mas cuja presenga nio ¢
necessdria para compreender os elementos matemdticos da
situagdo: . ‘

‘Os rapazes e meninas do 5° e 6° ano de Escola Preparatéria
Paulo Quintela pretendem juntar dinheiro para fazer uma
visita de estudo e resolveram fazer uma festa. Os alunos dos
dois anos entrarain em competigio para ver quem vendia
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mais bilhetes. Os bilhetes custavam 100$OO cada. O 5° ano
vendeu 120 bilhetes e o 6° ano vendeu 132, Quanto
dinheiro mais fez o G° ano do que o 5° ano?

Como podemos observar com estes exemplos, a variagdo nas
varidveis de contetido e contexto fornece ao professor uma
diversidade de problemas com diferentes graus de dificuldade que
contribuem para desenvolver nos.alunos a capacidade de resolugdo
de_problemas.

Variagio de Estrutura e Processos Heuristicos

Outra aplicagio das varidveis tarefa no ensino est4 ligada com
a possibilidade de criar problemas com sintaxe, conteddo e contexto
‘constantes fazendo variar a estrutura. Tais problemas permitem a0
aluno ter em atengio as diferengas na estrutura matemdtica do
‘problema mais do que nos processos de descodificagdo e tradugdo
matemdtica do seu enunciado e associar cada problema com os
processos heuristicos que podem ser usados na sua resolugdo.
Consideremos o seguinte problema:

Num supermercado venderam dois tipos de frutos
secos. Avelis ao prego de 25800 o saco ¢ améndoas ao
prego de 45$00 o saco. Venderam 50 sacos de avelds
e 40 sacos de améndoas. Quanto dinheiro juntaram ao’
todo?

Uma variante deste problema em que se altera a estrutura
mantendo a sintaxe, contetido e contexto pode ser:

. Num supermercado venderam dois tipos de frutos
secos. Avelds ao prego de 25$00 o saco e améndoas ao
prego de 45800 o saco. Venderam 100 sacos de frutos
por 3300$00. Quantos sacos de cada tipo de frutos,
venderam?
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A solugiio deste problema requer a resolugdo de uma equagio
algébrica ou um processo de tentativa e erro. -
Ou ainda:

Num supermercado venderam dois tipos de frutos. Avelds
a0 preco de 25800 o saco e améndoas ao prego de 45800
o saco. Venderam 50 sacos de avelds e fizeram 1700$00 ao
todo. Quantos sacos de améndoa venderam?

Em cada um destes problemas foram usados algoritmos
diferentes. A semelhanca da sintaxe, do contetddo e do contexto
torna mais f4cil para o estudante detectar as razbes das diferengas
entre os problemas:

Problemas com auséncia ou excesso de informagio:

O 'St Silva coloca telefones. Colocou 60 telefones. Quantos
telefones colocou por dia? '

Em que nimero estou a pensar sabendo que a soma de 8
com o meu ntimero é 32 e a diferenga entre 12 € o meu
nimero ¢ 12?

A consciencializagio da estrutura de um problema permite a0
aluno reconhecer a auséncia de informagio necessiria & resolugio do
problema ¢ indicé-la, assim como assinalar a presenga de informagio
supérflua e ainda reformular o enunciado apenas com a informagao
necesséria. o ‘

Os problemas apresentados podem ser classificados de rotina ou
standard. Exemplos de problemas nio rotineiros foram jd
apresentados anteriormente e estudados o seu estado-espago.

Na resolugio de cada um desses problemas pode usar-se mais
do que um processo heurfstico: tentativa e erro, trabalhar voltando
atrds (utilizagdo da simetria frente-atrds), decomposigio do
problema em sub-problemas e outros. '
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Para finalizar, apresentamos no Quadro 11 um esquema de
ilpatrick (1984) que evidencia as relacbes entre a andlise de tarefas
elo investigador, as categorias das varidveis de tarefa e cada uma
as fases do modelo de Polya (1957) na resolugio de problemas,
dicando modos pelos quais o investigador/professor pode analisar
complexidade da tarefa em si mesmo.

uadro 11

ima hierarquia de varidveis de tarefa, métodos de andlise de tarefas

estddios de resolugio de problemas

NALISE DE CATEGORIAS DE ESTADIOS DE POLYA
TAREFAS PELO VARIAVEIS DE TAREFA NA RESOLUGAO DE
NVESTIGADOR PROBLEMAS

ENUNCIADO DO
PROBLEMA

\

UPERFICIAL |

Varidveis desintaxe [N

Varidveis de contetido |

€ contexto

COMPREENDER
/{( O PROBLEMA
]

/

\//

\

/ .
ANALISE DA Varidveis de comportamento |/ DELINEARUM -
OLUCAO > heurfstico \ PLANO
. //
REPRESENTACAO DO } \
PROBLEMA // \
o] IMPLEMENTAR
yi
Varidvels de estrutura » | 0PLANO J

Estracégias e |

algoritmos

N
/‘< (
-\ REVER J

.
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